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Resumo

Uma vez que os elétrons que estao no regime balistico percebem a estrutura de um
nanotubo de carbono ou de uma camada de grafeno como sendo um meio sempre continuo,
pode-se utilizar o estudo da dindmica quantica de um tnico elétron confinado a uma
curva ou superficie para obter uma descri¢ao qualitativa do comportamento dos elétrons
de condugao. O processo de confinamento de uma particula quantica a uma curva ou
superficie leva, no chamado formalismo do potencial confinante, ao aparecimento de um
potencial induzido por geometria na equacao de Schrodinger efetiva. Nessa perspectiva,
este trabalho tem o objetivo de estudar em detalhes as consequéncias do confinamento
de uma particula quantica a uma hélice, catenaria, helicoide ou catenoide, explorando
as relagoes entre tais curvas e superficies com o auxilio da Geometria Diferencial. Desse
modo, inicialmente empregou-se o método variacional para estimar a energia da particula
em seu estado fundamental e, em seguida, pode-se obter aproximacoes mais satisfatorias
com o uso da funcao confluente de Heun através de calculos numéricos. Assim, foi possivel
concluir que uma particula quantica confinada a uma hélice infinita tem o seu momento
angular quantizado devido & geometria da curva, enquanto nos casos da catenaria, helicoide
e catenoide a particula pode ser encontrada em um tunico estado ligado ou em estados

excitados que constituem uma banda de energia continua.

Palavras-chave: Confinamento quantico; Geometria Diferencial; Método variacional;

Funcao confluente de Heun.



Abstract

Since electrons in a ballistic regime perceive a carbon nanotube or a graphene layer
structure as a continuous medium, we can use the study of the quantum dynamics of
one electron constrained to a curve or surface to obtain a qualitative description of the
conduction electrons’ behavior. The confinement process of a quantum particle to a curve
or surface leads us, in the so-called confining potential formalism, to a geometry-induced
potential (GIP) in the effective Schrodinger equation. With these considerations, this work
aims to study in detail the consequences of constraining a quantum particle to a helix,
catenary, helicoid, or catenoid, exploring the relations between these curves and surfaces
using differential geometry. Initially, we use the variational method to estimate the energy
of the particle in its ground state, and thus, we obtain better approximations with the use
of the confluent Heun function through numerical calculations. Thus, we conclude that a
quantum particle constrained to an infinite helix has its angular momentum quantized due
to the geometry of the curve, while in the cases of the catenary, helicoid, and catenoid the
particle can be found either in a single bound state or in excited states which constitute a

continuous energy band.

Keywords: Quantum confinement; Differential Geometry; Variational method; Confluent

Heun function.
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1 Introducao

O interesse da comunidade cientifica por nanomateriais que sao formados exclusiva-
mente por atomos de carbono aumentou substancialmente quando o grafeno foi isolado
por K. S. Novoselov, A. K. Geim et al. no ano de 2004 [1-3]. Estruturalmente, o grafeno ¢
constituido por uma tnica camada de d&tomos de carbono em uma rede hexagonal plana
(estrutura semelhante a um favo de mel), sendo o primeiro material a ser considerado como
“bidimensional” (2D), pois possui a espessura de apenas um atomo [4]. Além de sua alta
resisténcia mecéanica e de sua transparéncia, o grafeno também possui altas condutividades
térmica e elétrica, o que possibilita aplicacoes nas mais diversas areas, especialmente na

eletronica e na fotonica [5-7].

1.1 Curvaturas no grafeno

Em termos estruturais e geométricos!, é possivel induzir curvaturas em folhas de
grafeno através de defeitos topologicos, os quais consistem na substituicao de alguns dos
hexagonos de carbono por outros poligonos (por exemplo, pentédgonos ou heptagonos),
causando distor¢oes no plano [8,9]. Assim, a presenga de anéis com menos (mais) que seis
lados induz localmente curvaturas positivas (negativas) na estrutura, o que possibilita a
existéncia de nanomateriais de carbono nos mais variados tipos de superficies [10]. Um
dos exemplos mais simples e mais conhecidos de estruturas com curvatura induzida por
defeitos topologicos no grafeno é o fulereno Cgy (buckminsterfulereno), que contém vinte
hexégonos e doze pentagonos, o que provoca o seu formato esferoidal [11-14]. Do ponto
de vista do estudo dos nanomateriais, os fulerenos sao classificados como materiais de
dimensao zero (0D) [1,15].

Seguindo o mesmo raciocinio, os nanotubos de carbono sao classificados como
materiais unidimensionais (1D), pois tipicamente possuem didmetro muito pequeno com
relagdo ao comprimento [16]. A estrutura de um nanotubo de carbono ¢é obtida ao enrolar
uma “fita” de grafeno, formando um cilindro com didmetro desprezivel, que pode ser
geometricamente aproximado por uma reta [17]. Ademais, também é possivel induzir
curvaturas em nanotubos de carbono através de defeitos topologicos, conforme discutido

na referéncia [18].

Tsto é, sem entrar no Ambito experimental de como sintetizar as estruturas.
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Figura 1.1 — Representagdo de como obter geometricamente as estruturas de um fulereno (0D), de um
nanotubo de carbono (1D) e do grafite (3D) através do grafeno (2D). Fonte: A. K. Geim e K. S. Novoselov,
2007 [1].

Por outro lado, ao empilhar diversas camadas de grafeno obtém-se o bem conhecido
grafite, que ¢, de fato, um material tridimensional (3D) [19]. Tais camadas mantém-
se unidas para formar o grafite devido & acdo das forcas de van der Waals [6]. Nessa
perspectiva, a figura 1.1 mostra como é possivel obter geometricamente as estruturas de
um fulereno, de um nanotubo de carbono e do grafite ao, respectivamente, embrulhar,
enrolar e empilhar o grafeno. Assim, nas palavras de A. K. Geim e K. S. Novoselov, a
estrutura do grafeno pode ser interpretada como “um bloco de construcao bésico para
materiais grafiticos de todas as outras dimensionalidades” [1].

No ambito de manipular propriedades eletronicas, a versatilidade proporcionada
pela possibilidade de curvar folhas de grafeno tem sido explorada de varias maneiras. Por
exemplo, a criacao de uma juncao p-n induzida por curvatura em uma bicamada de grafeno
foi proposta por Y. N. Joglekar e A. Saxena em 2009 [20]. Em 2016, F. Santos et al.
estudaram os efeitos geométricos no transporte eletronico de nanotubos deformados [21].
Um ponto importante é que muitos trabalhos, como os dois citados acima, tratam o grafeno
como um meio continuo, isto é, nao consideram os atomos de carbono explicitamente. Nas

se¢oes 1.2 e 1.3 discutir-se-a como essa abordagem ¢ usualmente considerada na literatura.
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1.2 Grafeno como um meio continuo

A dindmica de um sistema quantico, em uma descri¢ao nao-relativistica, é determi-
nada pela equagao de Schrodinger [22]. Dessa forma, em um sistema molecular qualquer,
a funcao de onda depende explicitamente da posicao de todos os elétrons e nucleos atomi-
cos. Assim, a soma dos operadores de energia cinética dos elétrons e nucleos juntamente
com a soma dos potenciais Coulombianos de interagao elétron-elétron, elétron-ntcleo e
nicleo-nicleo formam o Hamiltoniano do sistema [23]. Como consequéncia, encontrar
solucgoes analiticas para a equacao de Schrodinger em um sistema com véarias particulas é
uma tarefa impraticavel, sendo necessario o uso de aproximacoes.

Nessa perspectiva, uma das aproximagoes mais usadas em problemas de muitos
corpos é a de Born-Oppenheimer, que considera que os nicleos atomicos estao fixos
com relagdo aos elétrons [24]. Desse modo, como a fungao de onda passa a depender
somente das posigoes eletronicas, pode-se usar outros métodos aproximativos para obter
as solugoes numéricas para a equagao de Schrodinger. Dois exemplos destes sao o método
de Hartree-Fock e a Teoria do Funcional da Densidade (conhecida por DFT, do inglés
Density Functional Theory) [23,25]. Evidentemente, a depender da escolha de parametros
nas aproximacgoes e do tamanho do sistema, esses calculos podem ter elevado custo
computacional.

Todavia, modelos mais simples podem ser empregados para estudar os elétrons de
conducao no grafeno. De fato, como o transporte eletréonico no grafeno é mesoscopicamente
balistico, tais elétrons percebem a estrutura como sendo um meio continuo [26,27]. Isso
implica que o estudo da dindmica quantica de um elétron confinado a uma superficie (ou
a uma curva) leva a uma descri¢ao qualitativa do comportamento de elétrons no regime
balistico em uma camada de grafeno (ou em um nanotubo de carbono) com defeitos

topologicos, de modo que a geometria passa a ter um importante papel na dinamica [21].

1.3 Confinamento a curvas e superficies

Os primeiros trabalhos tedricos com interesse no confinamento de particulas quanti-
cas a curvas e superficies antecedem, em algumas décadas, o trabalho de K. S. Novoselov,
A. K. Geim et al., no qual eles isolaram o grafeno [2]. Em 1971, H. Jensen e H. Koppe
propuseram que o procedimento teorico de confinamento pode ser realizado ao considerar
que a particula é forcada a se mover entre duas superficies paralelas separadas por uma
distancia infinitesimal, de modo que foi mostrado que a geometria tem um importante
papel na dindmica de particulas quanticas confinadas [28]. Em 1981, R. C. T. da Costa
considerou que o precedimento de confinamento pode ser realizado através de um pocgo
de potencial suave [29,30]. Em ambos os casos, isso leva ao aparecimento de um poten-

cial induzido por geometria na dinamica quantica efetiva na curva ou superficie. Essas
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abordagens serao chamadas neste trabalho de “formalismo do potencial confinante”. Veri-
ficagoes experimentais de efeitos geométricos devidos ao confinamento foram realizadas
primeiramente em cristais topologicos fotonicos [31] e em um polimero de Cgg com “forma
de amendoim” [32].

A descrigao das propriedades de curvas e superficies regulares é muito bem estabe-
lecida pela Geometria Diferencial. Duas das curvas regulares mais simples que se pode
estudar nesse contexto sao a hélice e a catenaria. A superficie que é formada ao variar
continuamente o raio de uma hélice é chamada de helicoide, enquanto a superficie de
revolucdo da catenaria (em torno de um eixo ortogonal ao eixo de simetria desta) recebe
o nome de catenoide. Como a helicoide e a catenoide sao superficies minimas e também
localmente isométricas, suas propriedades tém sido extensivamente estudadas por diversos
autores desde o desenvolvimento da Geometria Diferencial [33,34].

O confinamento a uma hélice, catenéria, helicoide ou catenoide com o formalismo
do potencial confinante tem sido objeto de alguns estudos. V. Atanasov e R. Dandoloff
discutiram, em 2008, os efeitos geométricos do confinamento de uma particula quantica a
um tubo com forma de hélice [35]. Em 2020, F. F. da Silva Filho resolveu numericamente
a equagao de Schrodinger nesse formalismo para uma particula confinada a algumas
curvas planas, dentre elas a catenaria [36]. Em 2009, V. Atanasov, R. Dandoloff e A.
Saxena consideraram o processo de confinamento a uma helicoide, onde eles mostraram
que a particula é sujeita a um potencial efetivo radial que pode ser atrativo ou repulsivo,
dependendo do momento angular [37].

Para a catenoide, o formalismo do potencial confinante foi usado em 2010 por R.
Dandoloff, A. Saxena e B. Jensen para estudar os efeitos do potencial induzido por geometria
em uma se¢ao bidimensional de um buraco de minhoca (wormhole) [38]. Recentemente,
em 2020, J. E. G. Silva et al. consideraram o confinamento a uma catenoide para analisar
as propriedades eletronicas de uma bicamada de grafeno conectada por uma ponte? [39).
Também em 2020, M. C. R. Ribeiro Jr. et al. estudaram o problema de confinamento na

helicoide considerando a presenga de um potencial harmonico e a massa anisotropica [40].

1.4 Escopo do trabalho

A maioria dos trabalhos que envolvem o formalismo do potencial confinante se
restringem a uma discussao qualitativa da equacao de Schrédinger obtida para o con-
finamento a uma curva ou superficie. Nessa perspectiva, este trabalho tem o objetivo
de sintetizar e expandir a compreensao dos efeitos geométricos no confinamento de uma
particula quantica a uma hélice, catenaria, helicoide ou catenoide. No decorrer do texto,

uma combinac¢ao de métodos analiticos e numéricos foi utilizada para obter as solugoes

2Longe da origem, a catenoide pode ser interpretada como dois planos paralelos. A “garganta” da
catenoide faria, entao, o papel de uma “ponte” entre as bicamadas.
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das equagoes de Schrodinger.

A fundamentacao tedrica deste trabalho é apresentada nos capitulos 2 e 3. O
capitulo 2 contém uma visao geral sobre alguns conceitos da Geometria Diferencial de
curvas e superficies, enquanto o capitulo 3 é dedicado ao formalismo do potencial confinante.
Por conseguinte, os resultados encontrados neste trabalho sao mostrados no capitulo 4.
Na secao 4.1 o problema para a hélice é resolvido, enquanto os problemas para a catenaria,
helicoide e catenoide sao introduzidos (resolvendo a parte angular para as superficies).
Na secao 4.2 a energia do estado fundamental é estimada utilizando o método variacional
para os casos da catenédria, helicoide e catenoide, e além disso, solu¢oes em termos da
funcao confluente de Heun sao apresentadas. As solugoes para o estado fundamental sao
explicitadas na secao 4.3. O capitulo 5 é constituido pelas conclusoes e perspectivas para
futuros trabalhos. Por fim, o apéndice A trata do método variacional e o apéndice B, da

equacao confluente de Heun.



16

2 Geometria Diferencial

Neste capitulo serao apresentados alguns conceitos da Geometria Diferencial de
curvas e superficies que sao necessérios para a compreensao deste trabalho. O procedimento
a seguir é baseado principalmente nas referéncias (33, 34| e é inteiramente focado em
desenvolver um suporte matematico a ser usado na discussao do formalismo do potencial

confinante. Uma lista alternativa de referéncias tteis ¢ [41-48].

2.1 Curvas regulares

De acordo com a referéncia [34], para um dado intervalo aberto T'C R, uma curva
diferenciavel parametrizada ¢ definida como uma aplicacao diferenciavel o : T — R3.
De modo geral, a parametrizacdo de uma curva diferenciavel em R? é designada por
a(t) = (z(t),y(t), 2(t)), onde t € T' é chamado de parametro da curva, e z(t), y(t) e z(t)
sao fungoes diferencidveis.

De um ponto de vista cinematico, o traco de uma curva pode ser interpretado como
sendo a trajetoria descrita por uma particula classica, o que corresponde ao grafico do vetor
posicao a(t) = x(t)i+y(t)j+ z(t)k, onde os versores i = (1,0,0), j = (0,1,0) e k = (0,0, 1)
formam a base canonica do R?, e o “parametro” ¢ representa o tempo. Assim, a derivada de
primeira ordem do vetor posicao serd o' (t) = 2'(t)i+ v/ (t)j + 2/(¢)k, a qual fornece o vetor
velocidade. Por sua vez, a derivada de segunda ordem, o (t) = 2" (t)i + v"(t)j + 2" ()k,
corresponde ao seu vetor aceleracao [49,50].

Se a/(t) # (0,0,0), para todo t € T', uma curva «(t) ¢ dita regular. Nesse caso,

dado um certo ¢ty € T', a fungao comprimento de arco é definida por

S(t) = /t o (7)| dF, 2.1)

onde |&/(t)] = \/a/(t) - &/(t) € o moédulo do vetor velocidade. Quando é possivel obter
s(t) e a sua inversa, s~'(t), pode-se encontrar uma parametrizagao por comprimento de

arco fazendo vy(s) = aos™!

, 0 que é conveniente, pois o vetor velocidade torna-se unitario,
isto é, |[v/(s)| = 1, para todo s.
Para uma curva parametrizada por comprimento de arco, o moédulo do vetor

aceleracao, k(s) = |v"(s)|, € chamado de funcdo curvatura de «(s). Nos pontos em que
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Figura 2.1 — Representacao do triedro de Frenet em um ponto de uma curva regular parametrizada por
comprimento de arco.

t

i
s
k # 0, pode-se definir um vetor unitario normal a curva (s) como sendo n(s) = 2s)

Iy (s)|’
o qual aponta na mesma direcao do vetor aceleragao e é normal ao vetor velocidade.
Ademais, ¢ usual na literatura da Geometria Diferencial escrever t(s) = «/(s), que recebe o
nome de vetor tangente. O calculo de sua derivada resulta em t'(s) = ~"(s) = |v"(s)|n(s),

de forma que se obtém a importante relacao:
t' = kn. (2.2)

Os vetores t e n formam o chamado plano osculador. O vetor b(s) = t(s) x n(s)
¢ normal ao plano osculador e recebe o nome de vetor binormal. Dessa maneira, t, n e
b formam uma base ortonormal em ~(s) que é denominada triedro de Frenet, variando
ponto a ponto na curva (ver figura 2.1). Além disso, os vetores t e b formam o plano
retificante, bem como n e b formam o plano normal.

Pode-se observar que a derivada do vetor b é dada por b’ =t' xn+t xn'. A
partir da equacgao (2.2), conclui-se que t' x n =0 e, entdo, b’ =t x n’, de modo que b’ é
normal a t e b, sendo paralelo a n. Ou seja, é possivel escrever b’ como n multiplicado
por uma funcao escalar,

b’ = —7n, (2.3)

onde 7(s) = —b’(s) - n(s) ¢ chamada de torgao da curval.

De maneira semelhante, como o vetor normal pode ser escrito como n = b X t, sua
derivada sera n’ = b’ x t + b x t’. Disso, a partir das equagoes (2.2) e (2.3), tem-se que

n’ = —7n X t + kb x n, portanto,

n' = —kt +7hb. (2.4)

As equagoes (2.2), (2.3) e (2.4) sdo conhecidas como as formulas de Frenet. A seguir sera

1O sinal negativo é apenas uma convencao usual.
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Figura 2.2 — Trago da hélice circular, a qual tem curvatura e torgao constantes.

mostrada a aplicacao desses resultados no estudo da hélice e da catenaria, que sao as

curvas de maior interesse neste trabalho.

2.1.1 Hélice

Uma hélice (circular) de raio b > 0 e com passo (distancia vertical entre cada volta

completa) 27|a|, para? a € R, é uma curva regular cuja parametrizacao é

Oé(¢) = (b COS(¢)> bsin(¢), &¢> J (25)

onde ¢ € R é o parametro da curva (ver figura 2.2). Entdo, o seu vetor velocidade é dado
por &' (¢) = (—bsin(¢),bcos(¢),a), cujo modulo é |’ (¢) | = (a® + b2)1/2. Realizando a
integracdo em (2.1), obtém-se que s = (a? + b?)'/2¢, de modo que a parametrizacio por

comprimento de arco é

v(s) = (bcos (¢s),bsin ((s),als), (2.6)

para ¢ = (a* + b2)_1/2.

Calculando t, n e b para a hélice, obtém-se

t(s) = (—bCsin (¢s), b cos (¢s) , ag)
n(s) = — (cos (¢s),sin (¢s),0),
b(s) = (asin ((s), —a( cos (¢s),bC) .

Além disso, é possivel observar que a sua curvatura,

b

K(s) = 2 (2.7)

2Diz-se que a hélice é destra se a > 0 e canhota se a < 0. No caso em que a = 0, a equagao (2.5)
torna-se a parametrizagdo de um circulo.
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T

Figura 2.3 — Trago da catenéria, a qual possui tor¢ao sempre nula.

e a sua torgao,

sao constantes.
2.1.2 Catenaria
A catenéaria (ver figura 2.3) é uma curva plana cuja parametrizagao é
a(v) = (v,acosh (v/a)), (2.9)

com a constante a > 0 associada & sua abertura, e o parametro v € R. A partir de
(2.9), o seu vetor velocidade é tal que a'(v) = (1,sinh (v/a)), cujo modulo é dado por
|a/(v)| = cosh (v/a). Ao calcular a fun¢do comprimento de arco, obtém-se s = asinh (v/a),

portanto, a parametrizacao por comprimento de arco é
Y(s) = (a arcsinh (s/a) , \/m> : (2.10)
Assim, tomando a derivada de (2.10), encontra-se o vetor tangente,
t(s) = <a (a® + 52)_1/2 ,s(a® + 52)_1/2> :
cuja respectiva derivada retorna o vetor aceleracao,
~'(s) = (—as (a® + 32)_3/2 ,a” (a® + 32)_3/2> :

Ao calcular o modulo de 4”(s), obtém-se a curvatura

a
a? + s2°

K(s) = (2.11)
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Por fim, como a catenéria é uma curva bidimensional, o plano em que ela esta contida

coincide com o plano osculador, portanto, sua torgao é nula.

2.2 Superficies regulares

De acordo a com defini¢do da referéncia [34], um subconjunto S C R?® ¢ uma
superficie regular se, para cada ponto pertencente a S, existe uma vizinhanca V em R? e

uma aplicacao r : U — V' N S de um conjunto aberto U C R? para V N S C R? tal que:

a) r ¢é diferenciavel. Isto ¢, ao considerar r(qi, g2) = ((q1, 92), y(q1, q2), 2(q1, ¢2) ), com
(q1,q2) € U, segue que as fungoes x(q1,q2), y(q1,q2) e 2(q1,g2) possuem derivadas

parciais continuas de todas as ordens.

b) r ¢ um homeomorfismo. Ou seja, r possui uma inversa r! : VNS — U que é

continua.

or or _ : .
c) os vetores® ry, = — e ry, = —— sao linearmente independentes (LI) ou, equivalen-

Oq1 oI}
temente, deve-se ter rg, X rg, # 0 em todos os pontos de S.

Se ¢1 = q1(t) e g2 = ¢2(t) s@o fungoes diferenciaveis, onde ¢ pertence a um subcon-
junto 7" em R, entdo uma curva regular a(t) = r(qi(t), g2(t)) possui seu trago contido
na superficie cuja parametrizagao é r(qi, ¢2). Assim, o vetor que é tangente a curva na
superficie sera

o(t)=t= qgrfh + qgr%' (2.12)

Os vetores rg, e rg, geram o chamado plano tangente, de tal maneira que todos os vetores
que tangenciam alguma curva da superficie, em um determinado ponto, estao contidos
nesse plano. Por conseguinte, o vetor normal & superficie (ver figura 2.4) ¢ definido como
gy X T

um versor perpendicular ao plano tangente, N = .
|r6h X rC]2|

De maneira analoga ao que foi visto na subsecao 2.1, o comprimento de arco s(t)
de uma curva regular a(t) que esta contida em S ¢ tal que §'(t) = \/a/(t) - &/(t). Dessa

forma, com o auxilio de (2.12), ter-se-a

(') = (q1)’rq, - Tq, + 2d465Tq, - Tgo + (45)°Tg, - Tgy- (2.13)

A equagao (2.13) possui termos com produtos escalares que envolvem os vetores rq, e r,,
o0 que motiva a defini¢ao dos coeficientes g;; = rg, - r¢;, onde os indices ¢ e j podem assumir
os valores de 1 ou de 2 (compactamente, 7,7 = 1,2). Nessa perspectiva, fazendo I = (s)?,

segue de (2.13) que
I'=gu(d)* + 2012015 + g22(a2)°, (2.14)

. . . or 0°r
3Para as derivadas dos vetores r (q1, ¢2), considerar-se-a a notacao rq, = —, bem como rg,q, = ———.
9q; 7 0q;0q;
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Figura 2.4 — Vetores rgy,, rg, ¢ N representados em um certo ponto de uma regiao de uma superficie
regular arbitraria. EE importante ressaltar que rq, e rq, nao sao necessariamente ortogonais.

a qual é uma forma quadratica denominada na literatura por “primeira forma fundamental”.
Em alguns casos é util calcular a diferencial ao quadrado do comprimento de arco,

ds®> = (ds)?, a qual ¢ dada por
2
ds’ = gndg; + 2g12dq1dgs + goadgs = > gijdaid;, (2.15)
ij=1

onde ds recebe o nome de elemento de linha.
Quanto aos coeficientes de (2.14), é possivel observar que g12 = g1, além de que

g1 > 0 e g2 > 0, pois rg, € Tq, sao vetores nao-nulos. Podem-se agrupar tais coeficientes

g = g11 912 ’ (2.16)
921 g22

a qual é conhecida como tensor métrico. A partir de (2.16), designam-se os elementos da

em uma matriz simétrica 2 x 2,

matriz inversa de g por ¢, de modo que se tem

gl = gt g\ 1 g —g2
9> g 9\-g1 gu )

onde g = det(g) é o determinante do tensor métrico. Uma importante aplicagao dessa

notacao matricial segue da identidade de Lagrange:

|I'q1 X rQQ|2 = (rQ1 'rfh) (rQQ 'rQQ) - (réh : qu)2 = d11922 — 9%2 =9, (2-17)

implicando que g é sempre uma quantidade positiva. Como consequéncia, o vetor normal
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a superficie pode ser reescrito como
g X Tgy
)
V9

0 que permite associar de maneira mais direta N com os coeficientes da primeira forma

N = (2.18)

fundamental, g;;.
Definindo «(s) como uma curva parametrizada por comprimento de arco em uma

superficie cuja parametrizagao é dada por r(qi, ¢2), observa-se que o vetor aceleragao é

2 2
7”<S) = Q1Nrf11 + Q2”r(12 + <Q1,) Yo + QQ1/qQ/rQ1Q2 + (qQ,) Tgaqo- (2'19)

Lembrando que N - ry, = 0, segue da equacao (2.19) que

N - "(s) = hu1 (01')° + 2h1aq' @’ + has (¢2))° (2.20)

onde definem-se h;; = N -rg,q., com 7, j = 1,2. Chamando de IT o lado direito da equagao

(2.20), obtém-se a equagao
IT = hyy (Q1/)2 + 2h12q1"q2" + hao (Q2/)2 (2.21)

que é denominada de “segunda forma fundamental” da superficie. Além disso, de forma
completamente anéloga ao feito para a primeira forma fundamental, também é possivel
construir uma matriz, h, constituida pelos coeficientes h;; e cujo determinante é h = det (h).

A partir da formula de Frenet dada na equagao (2.2), pode-se escrever v”(s) = kn,
onde K é a curvatura da curva e n é o seu vetor normal. Assim, na superficie, v”(s) pode

ser decomposto em duas componentes,
~v"(s) = kn = kyN + Kkyng, (2.22)

onde Ky e K4 sao respectivamente chamadas de curvatura normal e curvatura geodésica,
enquanto ng = N x t é o vetor normal geodésico. Como t, N e n, formam uma base
ortonormal (triedro de Darboux), tem-se ky = N - 4" (s).
Com o uso da equagao (2.20) e, de maneira geral, introduzindo um novo parametro
arbitrario ¢t no lugar de s, segue que
_ hai(dh)? 4 2ha2didh + hao(dh)?

/ /
Ky \4q1,92) = , 2.23
v (41 2) 911(q1)? + 29120165 + 922(¢5)? (2.23)

onde as derivadas sao tomadas com relacao a t. Assim, a curvatura normal possui um
valor de maximo, ki, e outro de minimo, k. Tais extremos sao encontrados calculando as

derivadas da equagao (2.23) com relacao a ¢ e ¢5. Disso, igualando as derivadas a zero,
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obtém-se as respectivas equagoes:

(h11 — kngi1) @4 + (ha2 — Kng12) g5 = 0,
(h12 - /€N912) C]i + (h22 - KN922) qé =0,

que sao obtidas apoés algumas manipulagoes algébricas. Consequentemente, os valores

extremos de ky sao as raizes de

hi1 — hio —
det( 11 — Rng11 12 /‘€N912) —0, (2‘24)

hia — Kngia  hos — Kngoo

que é chamada de equacao secular.
Assim, ao desenvolver os calculos do determinante em (2.24), encontra-se que
k% —2Mky + K = 0, onde definem-se os coeficientes
L girhay — 2g12h12 + gaoh11 ki + ko

= _ = , 2.25
2 911922 — 9%2 2 ( )

_ hi1hag — th _
911922 — 9%2

K Jerks. (2.26)

A quantidade M é chamada de curvatura média, enquanto K é a curvatura Gaussiana da
superficie. Os extremos k; e ko recebem o nome de curvaturas principais, cujas diregoes

correspondentes sao as diregoes principais.

2.2.1 Helicoide

Por conveniéncia, considerar-se-a4 q; = ¢ € ¢ = u, tais que ¢ € R e u € R sao as
coordenadas da superficie, além de uma constante real, a. A helicoide (cujo grafico esta

na figura 2.5) é uma superficie parametrizada por

r(¢,u) = (ucos(¢),usin(¢),ap), (2.27)

de maneira que existe uma hélice contida nessa superficie para cada valor de v mantido
fixo. Consequentemente, os coeficientes da primeira forma fundamental?* sao g1 = a? + u?,

g12 = g21 = 0 € gag = 1, 0 que retorna o elemento de linha
ds® = (a* + u®) d¢* + du’. (2.28)

Como g5 € nulo, entao ¢ e u sao coordenadas ortogonais na superficie.

Utilizando (2.18) e os coeficientes da primeira forma fundamental, nota-se que o

4Como q; = ¢ e g2 = u, é também usual a notagio gi11 = gse, g2 = Jsu € g22 = Guu, € analogamente
para h;;.
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Figura 2.5 — Grafico tridimensional da helicoide com 0 < ¢ < 27. Existe uma hélice contida nessa
superficie para cada valor de u fixo.

vetor normal a helicoide é dado por

N = e (—asing).acos(0). ~u).

de modo que os coeficientes da segunda forma fundamental sao hi; = 0, his = hgy =
a

M = 0 para a helicoide, o que a caracteriza como uma superficie minima. Por outro lado,

e hey = 0. Da equagao (2.25), que define a curvatura média, é notério que

de (2.26), a sua curvatura Gaussiana ¢ dada por

G2

K=——— 2.29
(a2 + u2)? (2:29)

sendo essa uma quantidade sempre negativa para tal superficie.

2.2.2 Catenoide

Mostrada na figura 2.6, a catenoide é uma superficie obtida através da revolugao

de uma catenaria, sendo usualmente designada pela parametrizagao

I (¢,v) = (acosh (v/a) cos (¢) ,acosh (v/a)sin (¢),v), (2.30)

na qual g = ¢ e g2 = v sdo parametros tais que ¢ € (0,27) e v € R. A constante a > 0 ¢
chamada de “raio da garganta” por alguns autores, pois corresponde ao raio do circulo
que é formado quando v = 0. Todavia, é conveniente introduzir um novo parametro

u = asinh (v/a) (comprimento de arco da catenéaria), de modo que se obtém uma nova
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Figura 2.6 — Gréfico tridimensional da catenoide, a qual é uma superficie gerada pela revolugao de uma
catenéria. O mapa de cores é tal que, na deformagao da helicoide (ver figura 2.5) para a catenoide, a cor
de cada ponto correspondente é mantida.

parametrizagao
r(o,u) = (\/ a? 4+ u?cos (¢),Va? + u?sin (¢) , a arcsinh (u/a)) : (2.31)

onde manipulacdes algébricas com a identidade cosh® (v/a) — sinh? (v/a) = 1 foram
utilizadas.

Dessa maneira, os coeficientes da primeira forma fundamental da catenoide sao
g = a®> +u% gia = g1 = 0 e go» = 1, enquanto os coeficientes da segunda forma

fundamental sao h1; = —a, h1a = ho; =0 € hyy = . Como nessas parametrizagoes

2 2
a helicoide e a catenoide possuem os mesmos coeﬁgierﬁ:e% da primeira forma fundamental,
elas sao localmente isométricas, o que implica que elas sao intrinsecamente indistinguiveis
para 0 < ¢ < 27. Em outras palavras, é possivel deformar uma catenoide em uma helicoide
com 0 < ¢ < 27, mantendo a métrica. Segue do Teorema Egrégio de Gauss que elas
possuem a mesma curvatura Gaussiana, dada pela equagao (2.29). Além disso, resulta da
equagao (2.25) que a catenoide também é uma superficie minima, pois a sua curvatura
média é M = 0. As regioes com a mesma cor nas figuras 2.5 e 2.6 indicam as regioes

correspondentes nas respectivas superficies.

2.3 Equacoes de Weingarten e elementos de area

Como mostrado na subsecao 2.2, o produto escalar entre o vetor N e o vetor rg,

(com k = 1,2) é sempre nulo em uma superficie regular. Assim, a derivada de N - ry, com
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relacao a ¢; é, portanto,

0
0g;

(N 1q) = Ny, -1g, + N 140, = 0,
para o indice i = 1, 2. Desse modo, é notoério que
hii = N -rgq = —Ng, - 1q,, (2.32)

onde a equagao (2.32) ¢ uma maneira alternativa de encontrar os coeficientes da segunda
forma fundamental. Devido ao fato de que os Ny, estao contidos no plano tangente, é

possivel escreve-los como uma combinagao linear dos vetores rg;, isto ¢,

2
Ny, = anrg, + aprg, = Z QijTq;, (2.33)
i=1

sendo os a;; coeficientes a determinar.
Com o auxilio de (2.32) e (2.33), ao realizar o produto escalar entre Ny, e rg,,

obtém-se a relagao
2
hi = — § ®ij ik
Jj=1

0 que é correspondente a escrever

hii h
11 12y _ gi1 921 11 Q91 7 (2'34)
hor  hag 912 g22 Qg (g2

sendo, assim, equivalente a um sistema linear formado por quatro equacoes. A partir de

(2.34) é possivel notar que

-1
Qg1 Qg1 _ g 921 hii hio
Qg Qg2 912 g22 ho1 hao ’
da qual, ao utilizar que g1 = g21 € his = hoy, segue que

1
11 = E (912h12 - 922h11) )
1
12 = — (912h11 - 911h12> )
(2.35)

0o = (912h22 - 922h12) )

—Q |~

Qo = E (912h12 - 911h22) .

Em (2.35) estao as chamadas de equagoes de Weingarten, as quais determinam os «;; de
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(2.33) em termos dos coeficientes da primeira e da segunda formas fundamentais.

Os coeficientes «;; podem também ser organizados em uma matriz designada por®

=M M2 (2.36)
Q21 22
Assim, das equagoes (2.34) e (2.36), segue que
h=-g'a" = —(ag)",

onde o sobrescrito 7" indica a operacao de transposi¢ao. Como a matriz constituida pelos
coeficientes da segunda forma fundamental é simétrica, tem-se que h = h’, de tal modo

que se encontra a importante relacao
o= —hg™, (2.37)

de onde decorre diretamente que det (o) = det (—a) = h/g, para os determinantes
g = det(g) e h = det(h).
Tais resultados permitem reescrever a curvatura média, que foi previamente definida

na equagao (2.25), como sendo
1 1
M = 2% (911ha2 — 2912012 + gaohiy) = 5 Tr (o), (2.38)

onde Tr () é o trago da matriz apresentada em (2.36) e g ¢ o determinante do tensor
métrico. Semelhantemente, a partir de (2.26), tem-se que a curvatura Gaussiana pode ser

expressa como

h
K= i det (), (2.39)

como consequéncia da equagao (2.37).
Além disso, em muitas aplicagbes de Geometria Diferencial torna-se necessario o
calculo da area A de uma determinada regiao Ay pertencente a uma superficie regular

S, cuja parametrizagao depende das coordenadas ¢; e ¢o. Por definicao, tal quantidade é

A= //\/gd%dfh,
Ao

de maneira que o elemento de area correspondente é expresso como

dada por

onde também ¢é possivel escrever /g = |rg, X rg,|.

5Nao confundir com a parametrizagao a(t) utilizada anteriormente para designar uma curva regular.
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Portanto, neste capitulo tratou-se de apresentar as propriedades de interesse das
curvas e superficies regulares pelo ponto de vista da Geometria Diferencial. Por conseguinte,
no capitulo 3 a construgao geométrica do problema fisico em questao e as consequéncias
do confinamento da particula de acordo com a Mecanica Quéantica serao discutidas

considerando o formalismo do potencial confinante.
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3 Formalismo do potencial confinante

Para que haja o confinamento a uma superficie S, é proposto no formalismo do
potencial confinante que a particula fique sempre sujeita a agao de forgas que sao ortogonais
a S em todos os seus pontos, de modo que o “espalhamento” da fun¢ao de onda na direcao
transversal a superficie seja “achatado”. Isso é necessario porque a dindmica quantica
deve obedecer as relagoes de incerteza [51|. Portanto, a proposta consiste em considerar
um potencial que é sempre constante em S, mas que aumenta bruscamente na dire¢ao
normal, de tal forma que o confinamento ocorre no limite em que um potencial infinito
mantém a particula ligada a S [28-30]. Um procedimento anilogo é realizado para curvas.
Entao, como consequéncia do confinamento, um potencial induzido por geometria aparece
na equacgao de Schrodinger efetiva de uma particula confinada a uma curva ou a uma

superficie.

3.1 Particula confinada a uma superficie

3.1.1 Construcao geométrica do problema

Antes de estudar a equacao de Schrodinger, é necessario realizar a construcgao
geométrica do problema, o que consiste em descrever as vizinhancas da superficie de
confinamento. Para S uma superficie regular imersa em R? e parametrizada por r (g1, ¢2),

tem-se que a vizinhanga préxima a S pode ser parametrizada como

R (q1,¢2,03) =1 (q1,0) + 3N (1, ¢2) , (3.1)

onde N é o vetor normal a S. Aqui, g3 é um parametro cujo modulo é a distancia entre um
ponto p = (q1,q2,0) em S e outro ponto @ = (q1, g2, g3), nas coordenadas da vizinhanga,
de modo que S é localizada em ¢3 = 0, como mostra a figura 3.1.

Seguindo as discussoes da subsecao 2.2, tem-se que g;; e h;; sao os coeficientes
da primeira e segunda formas fundamentais de S, respectivamente. De modo analogo,
definem-se os elementos do tensor métrico da vizinhanga de S como sendo G;; = Ry, - Ry,
para i,j = 1,2,3. Consequentemente, torna-se necessario conhecer as derivadas do vetor

R com relagao aos parametros q;, ¢z e g3 [52,53].
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O

Figura 3.1 — Ilustragao da construcao geométrica do problema. A partir de uma origem O, para S uma
superficie regular parametrizada por r (¢1,g2) e cujo vetor normal é N (g1, ¢2), tem-se que a vizinhanga de
S pode ser parametrizada por R (g1, ¢2,¢3), onde o modulo de g3 é a distancia entre os pontos p e Q.

Da equagao (3.1), segue que a derivada de R com relagao a g3 é simplesmente

que é o proprio vetor normal & superficie. Por outro lado, com o auxilio de (2.33), tem-se

que as derivadas de R com relagao a ¢; e a ¢» sao dadas por

2
Ry =rg + &Ny =1g + a3 Z QijTq;
=1

para ¢ = 1,2. Tal expressao pode ser reescrita mais apropriadamente como

2

Ry = Z (dij + qzcuij) rg;, (3.3)
j=1
onde 0;; ¢ o delta de Kronecker [29,54].
Os elementos G13, Gasz, G31, G320 € (G33 podem ser encontrados facilmente como
consequéncia direta das equagoes (3.2) e (3.3). De fato, o uso da equagao (3.2) torna
notorio que

G33:Rq3Rq3:N'N,

ou seja, obtém-se (G33 = 1, pois o vetor normal é unitario. De forma semelhante, para
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i = 1,2 tem-se que os elementos G;3 sao dados por

2
Gis =Ry, Ry, = Z (9ij + g3cij) (r%' ’ N) ’

j=1

da qual decorre que G;3 = G = 0, porque o produto escalar entre rg, e N é sempre
nulo [52].
Por outro lado, a partir da utilizacao de (3.3), segue que os demais elementos G;;

sao dados por

Gij = (Z (Gir. + gavi) qu> ' (Z (051 + gz ;i) qu> : (3.4)

k=1 =1

para i,7 = 1,2. Apo6s realizar o produto escalar e algumas manipulacoes algébricas em

(3.4), encontra-se a equagao

2 2 2

k=1 =1 k=1

de onde é possivel, por meio de uma anélise direta, observar que os respectivos somatorios

podem ser expressos’ como

2
Z Qi Gr; = [ag]z‘j )
k=1

i Q191 = [(ag)T} e

ij
2

T
g Qik ki1 = [aga Lj
k=1

Desse modo, a equagao (3.5) é reescrita de maneira mais conveniente como sendo
T
Gij = gi; + g3 [ag + (ag) Lj + q; [aga”] oy (3.6)

onde se tém os indices 7,7 = 1, 2.

Por meio dos G;;, obtém-se o tensor métrico nas vizinhancas de .S,

G G 0
G=|Gn Gn 0], (3-7)
0 0 1

A notagao [B], y significa que este elemento esté na i-ésima linha e na j-ésima coluna da matriz B.



3.1. Particula confinada a uma superficie 32

onde os coeficientes G111, G2, G21 e Ga s@o encontrados através do uso da equagao (3.6).

Definindo os elementos da matriz inversa de G como sendo G, tem-se que

Gll G12 G13 ) G22 —G12 0
G'l=|g" G2 g=» e —Gyr Gu 0, (3.8)
G G2 G 0o 0 1

para G = det(G) = G11Ga — G2,, 0 determinante de G.
Pela identidade de Lagrange, de forma completamente analoga ao que foi feito na
equacao (2.17), é possivel mostrar que VG = IRg, x Ry,|. Por outro lado, ao utilizar a

equagao (3.3), tem-se que o produto vetorial entre os vetores Ry, e Ry, é dado por

Ry, % Ry, = (rq, + @3anrq, + gzanarg,) X (g, + gsantq, + gaanr,)

[1 +qs3 (0411 + 0422) + q§ (%10422 - 0412%1)} (I’q1 X I’q2)
= [1 + g3 Tr (o) + ¢3 det (a)} VN,

visto que rg, X r¢g, = /gN, como mostra a equacao (2.18). Definindo a fungao

f(a,@.03) =1+ g3 Tr () + ¢ det () (3.9)

segue que Ry, x Ry, = f1/gN, de modo que se obtém a relagao entre o determinante do

tensor métrico da superficie e o determinante do tensor métrico na sua vizinhanca:
VG =1y
Torna-se notéavel que o elemento de volume, denotado por dV, na regiao de interesse ¢é
dV = VGdqdgdgs = f (q1, g2, g3) dAdgs, (3.10)

onde dA = /gdqidgs ¢ um elemento de area de S [41,55].

3.1.2 Equagao de Schrodinger

Para uma particula quantica de massa m, tem-se a equagao de Schréodinger depen-
dente do tempo 2 5
v
— %vw + VO = ih—, (3.11)
onde h é a constante reduzida de Planck, V? é o operador Laplaciano, V' é o potencial
no qual a particula esta sujeita e ¥ = W (q1, g2, g3, 1) é a fungao de onda dependente do
tempo, t [56]. Conforme dito no inicio desta segao, propoe-se que a particula esteja sujeita

a um potencial V' = V) (¢3) constante na superficie de confinamento, mas que aumenta
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bruscamente em sua dire¢ao normal. Dessa forma, o confinamento ocorre ao tomar o limite

em que A — oo, de modo que

. 07 S5€ g3 = 07
lim V) (¢3) =
Ao 00, S€ (g3 7é O?

com A funcionando como um parametro de achatamento da fungao de onda [29].
Uma vez que o potencial ndo depende do tempo, pode-se usar na equagao (3.11)
o Ansatz V (q1,qo,qs,t) = exp (—iEt/h) Y (q1, g2, q3) , de onde se encontra a equagao de

Schrédinger independente do tempo?

h2
- %V2¢ + Vi (g3) ¥ = E, (3.12)

para E a energia da particula [22]. Como, de modo geral, o Laplaciano deve ser considerado

em coordenadas curvilineas, segue que

_ 1 9 i 0%
V=" Nl (\/EG aqj) : (3.13)

sendo G% os elementos da matriz inversa de G, que podem ser obtidos em (3.8), e
G = det(G) [57].
Recordando que G = G® = G3 = G2 = 0 e que G*3 = 1, segue de (3.13) que

5 ok () 4 ()

Y, 0% 0 o
(\/_G 34 )+@q3+8q3 (ln@) o0

V24

M= 41

&\H

i,7=1

Notoriamente, os termos com as derivadas com relagao a g3 estao associados a regiao
vizinha a S e, por outro lado, o somatoério é a parte relacionada a S, pois contém as

derivadas com relagao a q; e a . Por conseguinte, escrevendo a parte da superficie como

.1 9 o
D(q1,q0,03) % = ( GG — ) (3.14)

tem-se diretamente que

0? 9
V2 =D (g1, g2, q3) ¥ + af * <1n \/5> a—;i. (3.15)

2Em seu artigo, da Costa considera a equacdo de Schrédinger dependente do tempo. Todavia, como
pode-se escrever U = exp (—iEt/h), foi considerado neste trabalho apenas a equagao independente do
tempo.
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Substituindo a equagao (3.15) em (3.12), obtém-se

B2 W (0% 0 o B
o %D (Q17 4z, Q3) w - % (a_q§ + 8_q3 (hl \/E) 8_q3) + V,\((]g)lﬁ = E@b, (316)

que ¢ a equagao de Schrodinger a ser desenvolvida [55].
Alguns comentérios sobre a funcao de onda sao necessarios. Tem-se através de

(3.10) que a probabilidade de encontrar a particula em um certo volume é expressa como

Po= ][ 10 @) v

- /// ¥ (01,42, 4) I*f (a1, g2, g3) dAdgs

= /// X (q1, G2, q3) |Pd Adgs,

onde definiu-se uma nova func¢ao de onda:

X (Ch, qz, C]3) = [f (QI; q2, %)]1/2 (0 (Qh q2, Q3) . (3-17)

Levando em consideragao tudo o que foi discutido anteriormente, é natural propor uma

separacao de variaveis do tipo

X (41,62, 43) = xr (q1, ¢2) Xn (g3) s (3.18)

para X+ (q1,¢2) uma funcdo que depende das coordenadas tangenciais a superficie e xy (¢3)

uma funcao que depende da coordenada normal. Assim, pode-se escrever

Ro= [ et ([ 1o ) P

de tal maneira que |xr (g1, q2) |? / Ix~ (g3) |*dgs é interpretada como uma densidade de
probabilidade superficial.
Dessa forma, a proxima etapa do procedimento consiste em fazer 1 = x/v/f na

equagao (3.16) e calcular as correspondentes derivadas. Disso, é necessario observar que

%_i(i)_ia_x_liﬁ

8q3_8q3 VT _\/73613 2f\/78q3’

82_1/1_ 1 0%y 1 of ox |3 «x <8f)2_1 x 02
4 2

03 T4  fVFOas0as  AfA/T

além de que

5o (V) = 5 (n(vm) = 55
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visto que /g nao depende de g3. Apos algumas manipulagoes algébricas, encontra-se

o, o _ 1o, 1 (8_f>2_ o7
3 * ("Y€ 50 = 7 [aqg +4f2< o)~ og ) X|

de modo que a equagao de Schrédinger (3.16) torna-se

hQ\/f X ﬁ2 02 1 of 82f
“aer(Ur) [3q3+4f2<< ) 2@73)*

onde ambos os lados da equacao foram multiplicados por /f.

+ Vi (g3) x = Ex, (3.19)

Utilizando a equagao (3.9), observa-se que

(ﬁ) 2 Qfan [Tr (a)]” + 4¢3 Tr () det (@) + 4q2 [det (a)]® — 4f det (), (3.20)
0qs g3

pois os elementos da matriz a nao dependem de g3. Pode-se, agora, considerar o efeito do
potencial de confinamento, V) (¢3), quando A — oco. Nesse limite a particula sente uma
abrupta barreira de potencial em cada um dos dois lados da superficie, de modo que v s6
sera significativamente nao-nula em um pequeno intervalo ao redor de g3 = 0, isto é, nas
proximidades imediatas da superficie. Logo, isso é equivalente a tomar g3 — 0 em (3.19),
exceto em V), (¢3), visto que o potencial torna-se bruscamente diferente de zero fora de S.

Obviamente limo f =1, de modo que nesse limite obtém-se de (3.20) que
q3—

() 50) o] o

Além disso, decorre que os coeficientes G;; — g;; ¢ G — ¢ (para 4,7 = 1,2), bem como

o determinante G — g. Entdo, ao recorrer a equagao (3.14), segue que

() E R () s

7,0=1

onde A, é operador de Laplace-Beltrami nas coordenadas de S [51,52,57|. Por conseguinte,

substituindo esses resultados em (3.19), tem-se que

h2 (1 2 h2 9%y
—%Agx ~ 5 ({5 Tr(a)] — det (a)> X =5 o2 + Vi (g3) x = Ex,

ou ainda mais compactamente,

h? h? h? 0%y
—— Ayxy—— (M?>-K)y— —=—2+V, = FEv. 3.22
2m 9X 2m ( ) X 2m (9q32, +Va(as) X X ( )
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Empregando em (3.22) a separagao de variaveis proposta em (3.18), tem-se pelo
procedimento usual que
h? 1 vy h? 1 h?
T AN Ly - — A — (M?*-K)+E=E
2 e 00 +Valgs) = 5 - o Boxr 5 ( )+ N
onde Fy é a constante de separacao e possui unidade de energia. Desse modo, obtém-se

duas equagoes:

h? 0%y
—%—aqé\f + V)\ (QS) XN = ENXN7 (323)
12 A
_%AQXT — % (M - K) Xt = L X, (324)

para a constante B, = E — E.

Notoriamente, a equagao (3.23) equivale a uma equagao de Schrodinger unidimen-
sional para uma particula com energia Fy que esta sujeita ao potencial V) (¢3) [55,58|.
Por outro lado, (3.24) é equivalente a uma equagao de Schrédinger bidimensional (nas
coordenadas da superficie) para uma particula com energia dada por F; e que esté sujeita

ao potencial induzido por geometria

Vs (q1,q2) = 5 (M? - K). (3.25)

Vale ressaltar aqui que superficies isométricas possuem a mesma curvatura Gaussiana
[33,34], mas suas respectivas curvaturas médias diferem, exceto quando ambas sdo também
superficies minimas (M = 0). Esse é o caso da helicoide e da catenoide, que sao objeto de
estudo deste trabalho, de modo que o potencial (3.25) é o mesmo para ambas.

Com as solugoes de (3.23) e (3.24), encontra-se a func¢ao de onda, x (¢1, g2, q3) =
Xr (q1,92) X~ (g3), € a energia total da particula, £ = E, + Ey. A fungao de onda sempre
tera, portanto, um carater tridimensional, por menor que seja o intervalo em g3 no qual
ela é consideravelmente diferente de zero. Todavia, devido ao processo de separacao das
variaveis e ao fato de que o interesse esta na superficie em si, a equagao (3.23) pode ser
devidamente negligenciada [29].

Em suma, o formalismo do potencial confinante mostra que uma particula de
massa m, confinada a uma superficie S, sente a acao de um potencial efetivo induzido por
geometria, Vs, de tal forma que se tem, em S, a equacao de Schrédinger

2

h
= 5 Bexr + Vs (1, @2) Xo = Brxr, (3.26)

que nao depende do potencial de confinamento, V. A seguir, um procedimento semelhante

seré realizado para estudar o confinamento de uma particula a uma curva.
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Figura 3.2 — Construgao geométrica do procedimento de confinamento a uma curva parametrizada por
r(¢q1). A parametrizacdo da vizinhanga da curva é R (g1, ¢2,¢3), onde g2 e g3 sdo coordenadas cartesianas
no plano normal.

3.2 Particula confinada a uma curva

3.2.1 Construgao geométrica do problema

Considerar-se-4 uma curva regular (imersa em R3) que ¢ parametrizada por r (qy),
onde ¢; = s é o seu comprimento de arco. Para cada ponto dessa curva, cujo trago seréa
chamado de C, a parametrizacao de sua vizinhanca pode ser construida através de dois
versores ortogonais, ns (¢q1) e ns (q1), que estao contidos no plano normal. Desse modo, a

parametrizacao da vizinhanca sera

R (q1,¢2,q3) =1 (q1) + ¢2n2 (¢1) + gsnz (q1) (3.27)

onde ¢y e g3 sao as correspondentes coordenadas cartesianas no plano normal, conforme
esta ilustrado na figura 3.2.
Em termos dos vetores normal e binormal, n e b, podem-se escrever na (¢1) € ng (¢1)

em coordenadas curvilineas no plano normal:

ny (q1) = cos(0)n(q) —sin ()b (q), (3.28)
ns (q;) =sin(0)n(q) + cos (0) b (q1), (3.29)

para o angulo polar 6 = 6 (q;). Ao isolar n (¢1) e b (q1) de (3.28) e (3.29), obtém-se

n(q1) = cos (0) nz (q1) +sin (0) ng (q1) ,
b (q1) = —sin (#) na (¢1) + cos (0) n3 (q1),
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do
de onde decorre diretamente que 7(q;1) = —b'(¢q1) - n(q1) = — ¢ a tor¢do da referida

dg,
curva |29, 54].
Com as formulas de Frenet (2.3) e (2.4), encontram-se das equagoes (3.28) e (3.29)

que 13’ (q1) = —# (q1) cos (0) t (q1) e mg' (¢1) = —+ (1) sin (0) £ (q1) , onde rg, =t (q1) € 0
vetor tangente e k (¢1) é a curvatura. Com isso, ao derivar (3.27) com relagao a ¢; obtém-se

que

Ry =t(q1) — qer (@) cos (0) t (1) — gars (q1) sin (0) t (¢1)
= [1 — £ (q1) (g2 cos () + gssin (0))] t (q1) -

Definindo por conveniéncia a fungao

f(@1,82,q3) = g2 cos () + gzsin (0) (3.30)
tem-se que
Ry, =[1—r(q) f (a1, 0, a)]t(q1)- (3.31)
Por outro lado, as derivadas da equacao (3.27) com relagdo aos parametros ¢ € g3 sao
dadas por
Ry =ni(¢1), (3.32)
para i = 2, 3.

Utilizando as equagdes (3.31) e (3.32), encontram-se que G1; = (1 — /<;f)2, Gog =

Gs3 = 1 e que os demais G;; sao nulos. Assim, o tensor métrico da vizinhanga ¢

(1—rf)> 0 0
G_ 0 1 0], (3.33)
0 01
1
cujo determinante é G = (1 — /{f)Q. Com isso, os elementos de G~ sao G = —(1 f)Q’
— K

G?? = G% =1, enquanto os demais G siao nulos.

3.2.2 Equagao de Schrodinger

Similarmente ao caso das superficies, para que uma particula quantica de massa m
fique confinada a uma curva, considerar-se-4 um potencial de confinamento, V) (g2, ¢3), tal
que

0, se ¢ +q3 =0,

/\lim Vi (q2,43) = (3.34)
e 00, se g3+ q2 # 0.
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Ao substituir os resultados provenientes da equagao (3.33) no Laplaciano em coordenadas

curvilineas, o qual é dado por (3.13), encontra-se que
19 1 9 19 o
vy = —( —)+ _(1_5 _)
v L—kfOqn \1—kfOq Zl—ﬂfaqj‘ ( f)a%'
1 0 1 o ) (6% o )
= — — |+ + In(l1—xf))=—],
1—kfoq (1—/{]’3(]1 JZ 0q? 8q]( ( f))an
de modo que obtém-se a equagao de Schrédinger independente do tempo

1 1 9 1 o 0% o
_%L—mfﬁ_ql (1—Fof8_q1)+jz(w+3_g(l <1_Kf>>0_qj” (3.35)

+V)\ (Q27 Q3) 1/} = ET%

onde E ¢é a energia da particula.
Por conseguinte, seguindo um procedimento também analogo ao que foi realizado
para o confinamento a uma superficie, e devido ao fato de que, nas vizinhancas da curva,

o elemento de volume é dado pela expressao
dV = VGdgidgsdgs = (1 — x f) dgdgads,
pode-se propor uma nova funcao de onda

X (q1,q2,q3) = (1 — f<&f)1/2 VY (q1,92,93) - (3.36)

Com a equacao (3.36) observa-se que

°L (0% ’ K2 f\? 1 9y
(In (1 — or
jz <aq] Qj (n (1 ) ]Z ( 5/2 (aqj) X (1—kf)/?0q

_ 1 (1 K> +82X+ 2)()
= r) P\ —sp)? 0 06 )

de modo que a equagao (3.35) torna-se

h? 1 0 1 0 % h? K2
_%(1 _’ff)l/Qa_ql (1_Kfa_q1 <( _Hf)1/2>> _%(1_"{'][)2)( (3 37)
- (82)( + X ) + Vi (g2, 43) x = EX.
9¢3  0¢3 ’

De forma anéloga ao realizado para o confinamento a uma superficie, é notoério

de (3.34) que considerar A — oo é equivalente a fazer (¢2,q3) — (0,0) na equagdo de
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Schrodinger, de tal forma que segue de (3.30) que f — 0 neste limite de confinamento.

Nesse caso, obtém-se de (3.37) que

PO R - 12 w2 <a? Py

02 T d 2> + Vi(ge, g3) x = Ex (3.38)

2mdg? 8m

Finalmente, ao utilizar a separagao de variaveis usual x (¢1, g2, ¢3) = X (¢1) X~ (G2, q3) em

(3.38), obtém-se as equagoes
B h2 aQXT B h2
2m 0¢¢  8m

h2 Pxn  Oxn
b ( an + B¢ 5 ) + Vi (g2, 43) Xv = EnXu, (3.40)

HQXT = Epxor, (3.39)

de modo que E = E, + Ey é a energia da particula.

Assim como na equagao (3.23), a equagao (3.40) pode ser negligenciada, visto que
o interesse estd em estudar a particula na curva. Por outro lado, (3.39) é uma equacao de
Schrédinger unidimensional (na coordenada correspondente ao comprimento de arco) de

uma particula sujeita ao potencial

Vo) =~ K7, (3.41)

o qual é induzido pela geometria da curva. Em suma, o formalismo do potencial confinante
mostra que, para uma particula de massa m confinada a uma curva, tem-se a equagao de

Schrédinger independente do tempo

h 0%xr

2m a a9 + Ve ((h) Xr = Lr X7, (342)

semelhantemente ao que ocorre para o confinamento a uma superficie [29,51,59].

Com a introdugao do potencial de confinamento, V) (g2, g3), a presente abordagem
para curvas reduz a equagao de Schrodinger tridimensional em uma equagao de Schrédinger
efetiva unidimensional, a qual é dada por (3.42). Assim, o aparecimento do potencial
induzido por geometria®, V. (q;), ¢ uma consequéncia da restrigio do movimento da
particula. Um ponto importante é que, neste procedimento, V. (¢;) independe da torgao
da curva. Todavia, em alguns trabalhos observou-se que a tor¢ao tem um importante
papel no confinamento ao tratar-se de curvas fechadas [60], ao considerar outros tipos
de forgas |61-63|, a depender do formato das equipotenciais de V) (g2, ¢3) [63,64] e para
o caso em que Vy nao é uniforme [65]. Como neste trabalho o interesse estd apenas no

processo de confinamento, os efeitos associados & tor¢ao podem ser desprezados.

3Esses potenciais também sdo chamados de potenciais geométricos.
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4 Particula quantica confinada a uma hélice,

catenaria, helicoide ou catenoide

Uma vez apresentado o formalismo do potencial confinante, neste capitulo aplicar-
se-4 a equagao (3.26) para a helicoide e a catenoide, e a equacao (3.42) para a hélice e a
catenaria. Além disso, introduzir-se-a as respectivas condi¢oes de contorno para a fungao
de onda em cada caso, de modo que pretende-se aqui compreender as particularidades do

problema de confinamento em cada uma delas.

4.1 Equacao de Schrodinger para a particula confinada

Como as equagoes (3.23) e (3.40) podem ser negligenciadas para os interesses deste
capitulo, é conveniente manter uma notagao mais simples ao fazer xr (¢1,¢2) = x (¢1, ¢2)
na equacgao (3.26), xr (¢1) = ¥ (s) com ¢ = s na equagao (3.42), além de F, = F em
ambas. Assim tém-se as equagoes de Schrodinger

h? h* d*y

“o X Vs (@ @)X = Bx e = goo 4 Ve(s)) = By

para uma particula que esta confinada a uma superficie e a uma curva, respectivamente.

4.1.1 Hélice

Na subsecao 2.1 foi mostrado que a hélice circular possui curvatura dada por

k(s) = ————=, onde a e b s@o constantes. Assim, com a utilizacdo da equacao (3.41)
a? + b2 ’ ’ )
observa-se que uma particula quantica de massa m, confinada a tal curva, estara sujeita

ao potencial induzido por geometria

h? b?

de modo que se obtém a equagao de Schrodinger unidimensional

3 A FR
S Y r— R 4.1
2m ds?>  8m (a2 + bZ)Qw v (4.1)
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1/2

Recordando que o comprimento de arco ¢ dado por s = (a® + b*) '~ ¢, a equacao (4.1)

pode ser reescrita como sendo

Rl Py R

R smi e v
ou mais convenientemente P
%§+F¢:Q (4.2)
para a constante [ tal que [? = ’ 2m (a” + b2>E.

_|_
4 (a®+b?) h?
No que se segue, ¢ importante discutir as condigoes de contorno para a equagao

(4.2) para o caso da hélice infinita (¢ € R). Seja p um ponto arbitrario na hélice e seja
B(p) C R? uma bola de raio g centrada em p. Dentro dessa bola, a particula percebe o
ambiente ao seu redor da mesma maneira em qualquer ponto da hélice, porque B é flat, e
a hélice possui curvatura e torcao constantes. Entao, a funcao de onda é distribuida da
mesma forma nas vizinhangas de a(¢) e de a(¢ 4 27). Portanto, tem-se que a condigao

de contorno apropriada é 1(¢) = (¢ + 27). Isso imediatamente leva a quantizacao do
momento angular Ly = —ih%, conforme discutido nas referéncias [37,66]. Em outras
palavras, se 1 é autofuncao de ﬁ¢, entao tem-se os autovalores (h, para | = 0,+1,£2,...

o namero quantico de momento angular, de tal forma que a equagao (4.2) é reobtida em

termos de Li. Entao, as possiveis energias sao

h? 12 h? b?
E=c—ro— s (4.3)
2m (a® +b%)  8m (a2 + b2)
e a funcao de onda normalizada é dada por
L g
(@) = —==e"". (4.4)

V2T
No caso de uma hélice finita em 0 < ¢ < ¢y, para ¢y o “tamanho angular da
Jm

%o

caixa”, tém-se as condigdes de contorno ¥(0) = ¥ (¢g) = 0, de modo que se obtém [ =

Portanto, as solugoes da equagao (4.2) sao

0i(6) = \/% sin (%ﬁ) | (45)

para j = 1,2,3,... o numero quantico. Consequentemente, as energias possiveis nesse

caso sao dadas por
h2 j27T2 h2 b2
E,=— - — ,
To2m (a2 +0%) ¢®  8m (a2 4 b2)?

que sao similares as energias obtidas para uma particula em um poco de potencial infinito,

(4.6)
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Figura 4.1 — Potencial geométrico que atua em uma particula confinada a uma catenaria considerando as
constantes h =2m =a = 1.

mas com a contribui¢ao do potencial induzido por geometria [22,56,67].

4.1.2 Catenéaria

Por sua vez, conforme ji mostrado anteriormente, a curvatura da catenaria é

a
dada por r(s) = ———, para a uma constante positiva. Com o uso da equagao (3.41)
s

a’® + :
encontra-se o potencial geométrico

Vols)= —c————x (4.7)

o qual possui um valor de minimo em s = 0 e tende a zero quando o comprimento de arco,
s, tende ao infinito (ver figura 4.1).
Disso, obtém-se a equacao de Schrodinger
h? d*)p k2 a?
5 a Y= Ev, (4.8)

2m d82 B 8_TTL (a,2 —+ 52)2

cujas solucoes obedecem a condic¢ao de contorno Sgrinoo 1 = 0 para estados ligados |56, 68|.
Devido a presencga do potencial induzido por geometria, encontrar as autofungoes e os
autovalores da equacao (4.8) nao é uma tarefa simples. Por enquanto, é mais conveniente
introduzir o formalismo do potencial confinante para a helicoide e a catenoide, de maneira

que o problema do confinamento & catenéria sera futuramente retomado na secao 4.2.
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4.1.3 Helicoide e catenoide

Conforme mostrado na subsecao 2.2, a helicoide e a catenoide sao superficies com
2
a
curvatura Gaussiana K = —W e curvatura média M = 0. O fato de estas serem
a*+u
superficies minimas e isométricas é um caso bastante especial que implica que o potencial
induzido por geometria é o mesmo para ambas:
h? a?
Vs(u) = ————3. (4.9)
2m (a? + u?)
Como pode-se observar em (4.9), Vs independe da coordenada angular ¢, além disso, o seu
grafico possui 0 mesmo comportamento que o potencial da figura 4.1 (exceto pelo fator
multiplicativo 1/4).

Nas parametrizacoes de (2.27) e (2.31), os elementos da matriz inversa de g sao

1
i pEawE g2 =g =0e ¢g?® =1, além de que g = a® + u? é o determinante do
a?+u
tensor métrico. Com isso, o operador de Laplace-Beltrami é tal que
1 0% 0%y u Oy
AgX = 555 2 2 1 200’ (4.10)
a? + u? 0¢ ou a? +u? ou
para a funcdo de onda x = x (¢, u) . Segue das equagoes (4.9) e (4.10) que
h? 1 0% 0% u Oy h? a?
_2_ 2 2 2 + 2 2 2_ __—QX:EX (411)
m \ a® + u® 0¢ ou a? +u? ou 2m (a2 + u?)

¢ a equagao de Schrodinger a ser resolvida.
Em Mecanica Quéantica, a probabilidade de encontrar a particula em uma dada

area da superficie é

Py / X (6 0) [2dA

(4.12)

— [ @ P (@ ) dod
0 que sugere que uma nova fungao de onda x, (¢, u) = (a* + u2)1/4 X (¢, u) seja introduzida
[37,39,69,70]. Dessa forma, a referida probabilidade pode ser reescrita de uma maneira

mais conveniente:

Py = / Xy (6 10) Pdodu.

Por conseguinte, ao substituir y = (a® + uQ)_l/ ! Xy Da equacao (4.11), obtém-se a nova

equagao de Schrodinger:

h2 1 82Xg aQXg h2 az 1
T om o = Fx,. 4.13
2m (a2 +u? 0¢? T P ) 2m (4(@2 + u?2)? + A(a® + u2)) Xg Xg-  (4.13)
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Apos realizar algumas manipulagdes algébricas, a equagao (4.13) pode ser reescrita

como sendo

X4
0p?

0%y a? 1 2mE
2 2 g 2 2 _
+(a +u)8u2+(4(a2+u2)+é_l+ 5 (a —i—u))xg—O,

o que imediatamente sugere a usual separagao de variaveis x,(¢,u) = ® (¢) 1(u), de modo
que encontra-se
1 d*®

(CL2 + UQ) = _adT& = lz, (414)

a® + u? d*y a® 1 2mE
+ +o
v du?  4(a®+u?) 4 h?

onde [? ¢ a constante de separagao [54,71]. Notoriamente, a equagiao (4.14) pode ser

decomposta em uma equagao angular,

d*®

e em uma equacgao radial,

R a2y 2 a2 1— 42
_——— — = . 4.16
2m du?  2m (4 (a2 + u2)2 * 4 (a® + u2)) v v ( )

Antes de procurar as solugdes para a equagao radial (4.16), é necessario discutir as condigdes
de contorno que deverao ser aplicadas na equagao (4.15) tanto para a helicoide quanto
para a catenoide.

Como se pode observar, a equagao diferencial (4.15) admite solugdes normalizadas

do tipo
1

Ver

para a catenoide. E notoério que a parametrizacao da catenoide é peridédica em ¢, pois

P (¢) = ——=€"* (4.17)

tem-se que r (¢ + 2m,u) = r (¢, u), de modo que, nesse caso, a fungao de onda angular
também deve ter periodicidade 2, isto &, ®;(¢ + 2w) = ®;(¢). Portanto, isso implica que o
nimero quantico de momento angular [ assume apenas valores inteiros (I = 0, £1,42,...).

As fungoes de onda angulares no caso da helicoide tém comportamento analogo
as solugoes encontradas no caso da hélice. Devido a periodicidade da helicoide infinita
(isto &, com ¢ € R), obtém-se a equagao (4.17) com [ = 0,+1, 42, ..., exatamente como
no caso da catenoide. Por outro lado, quando se tem uma helicoide finita em 0 < ¢ < ¢y,

encontram-se as fungoes de onda

®;(0) = \/%sm (‘é—:(b) , (4.18)

jm , L A : .
para [ = qb_’ onde j =1,2,3,... é o numero quantico. Assim, apesar de a catenoide ser
0
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isométrica a uma helicoide finita com 0 < ¢ < 2, as respectivas fungoes de onda diferem
nesse caso devido as condigoes de contorno empregadas. Procurar-se-a na secao 4.2 as
solugbes da equagao radial (4.16) para estados ligados, isto é, para a condigao de contorno

de que lim ¢ = 0.

u—rF00

4.2 Funcgoes de onda radiais

Por sua vez, a equagao (4.16) pode ser reescrita mais convenientemente como

4?1 ( 1 1— 412

- da? 4(1+ &2)2 T 4(1+ 712)> Y = e, (4.19)

onde & = u/a ¢ a variavel radial e ¢ = 2ma®E/h?® é a energia, ambas em unidades
adimensionais® [38]. Dessa forma, (4.19) ¢ uma equagio de Schrodinger unidimensional
com um potencial efetivo (também adimensional) dado por

1 1— 42

W(a)=—4<1+a2)2—4(1+a2), (4.20)

o qual é sempre atrativo (menor que zero) apenas nos casos em que |/| < 1/2. Potenciais
efetivos equivalentes ao da equagdo (4.20) foram previamente encontrados nas referéncias
[37-39, 51].

Primeiramente, pode-se observar que equagao (4.16) torna-se exatamente a (4.8)
ao considerar [ = 1/2 e o comprimento de arco s = u. Como [ estd associado ao momento
angular, ele obviamente nao aparece no formalismo do potencial confinante para uma
particula confinada a uma catenéria, mas pode-se utilizar [ = 1/2 como um mero artificio
mateméatico para que as solugoes da equagao de Schrédinger para a catenaria possam ser

obtidas através da equagao (4.16).

T
Por outro lado, para a helicoide finita tem-se que [ = j—, de modo que o potencial
0

efetivo em (4.20) é sempre atrativo para j < ;5—7(;. Dessa forma, se ¢y é um multiplo de 27,
o valor maximo de j para o qual V;(@) é sempre atrativo é justamente o ntimero de voltas
completas que a helicoide possui. Devido a isometria local entre a catenoide e a helicoide,
neste trabalho discutir-se-a apenas o caso em que ¢g = 27, o que implica em V(u) atrativo
somente para j = 1, isto é, para [ = 1/2. Finalmente, para a helicoide infinita e para
a catenoide tem-se que [ = 0, +1,+£2,..., entdo nesse caso o potencial efetivo é sempre
atrativo apenas se [ = 0, isto é, se a particula tiver momento angular nulo. Em suma,

para encontrar os possiveis estados ligados devidos ao potencial efetivo considerar-se-4 na

!Essas quantidades sdo introduzidas apenas por simplicidade, isto ¢, para que A, m e a desaparecam
hQ

da equacao (4.16). As quantidades dimensionais podem ser reobtidas através de u = ati e E = ﬁe.
ma
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Figura 4.2 — Potencial efetivo, Vj (@), para { = 0,1/2,+1,+2. Como é notoério, & medida que |I| aumenta,
Vi, (@) torna-se cada vez mais repulsivo.

equagao (4.20) que

(
1/2 para a catenaria,

1/2 para a helicoide finita = 27),
M RTEY (6 = 27) o
0 para a catenoide,

| 0 para a helicoide infinita (¢ € R).

Assim, a figura 4.2 mostra os graficos de V;() para alguns valores atribuidos para .

O segundo termo no potencial efetivo, o qual diferencia a dindmica quéantica radial
l2

1+ a2’

. A parte repulsiva, que naturalmente desaparece para [ = 0,

nos casos estudados, pode ser separado em uma parte repulsiva, e em outra que é

sempre atrativa, ———

P AL+ @)
corresponde a um termo centrifugo habitual em Mecéanica Quéantica. Por outro lado, a
parte atrativa surge devido ao confinamento da particula e esté relacionada a mudanca
realizada em (4.12), estando assim associado a chamada “for¢a anticentrifuga quantica”,

conforme discutido nas referéncias [72,73|.

4.2.1 Meétodo variacional

Considerando o Hamiltoniano na equagao (4.19),

; 2 1 1 — 472
-4 4.22
"= (4(1+a2)2+4(1+a2))’ (4.22)




4.2. Funcoes de onda radiais 48

pode-se utilizar o método variacional (também conhecido como método de Rayleigh-Ritz)
para obter aproximagodes para a energia. Para uma dada funcao de onda tentativa,
Y1 = Vny (@), que estd normalizada, o valor esperado do operador Hamiltoniano é dado

pela expressao

d2 . 1 +o00 :; n 1 — 4[2 400 ;“L nl
€y = — %l Yt g L / Wit L dii — / Wl (4.23)
’ _ du? 4 ) oo (14 2) 4 e 14w
onde n = 1,2,3,... é o numero quantico associado aos niveis de energia do sistema de
interesse.

Tal método consiste em propor intuitivamente uma funcao de onda tentativa
Y1 que depende de um parametro [ ajustado de modo a minimizar a energia €, ()
na equagao (4.23). Esse método retorna um limite superior para a energia exata do
sistema [22,56,68,74]. Evidentemente, os resultados obtidos serao melhores quanto mais
proxima a fungao de onda tentativa for da funcao de onda exata. Mais detalhes sobre isso

podem ser encontrados no apéndice A.

Funcao Gaussiana

Para potenciais como o dado na equacgao (4.20) espera-se que a fungdo de onda
do estado fundamental seja uma fun¢ao que possui um “formato de sino” [75,76]. Assim,
inicialmente, propor-se-a para o estado fundamental (isto é, quando n = 1) dos sistemas

de interesse a funcao de onda Gaussiana

Bl 1/4 ~2
Y1 (ﬂ)z(;) e M, (4.24)

onde 5; > 0 é um parametro a ser ajustado para obter um valor de minimo para a energia
da particula [75]. Como a equagao (4.24) tem a mesma forma que a fun¢ao de onda do
estado fundamental do oscilador harménico quantico, ela ¢ uma das fungoes de onda teste
mais simples que se pode supor no método variacional para o estado fundamental de um
sistema [56, 74].

Dessa maneira, ao substituir a equagao (4.24) na equagao (4.23) e calcular as
derivadas da funcao de onda, pode-se observar que o valor esperado do Hamiltoniano do

sistema para o estado fundamental é dado por

€1, = —\/Elﬂl/ (Ba* —1) R

R 1— 402 [+ g hiE
- da di|.
+4/_oo D /_Oo Tra
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As solugbes das integrais na equagao (4.25) sao

too -2 1
/oo (61712 — 1) e_Blu du = _5\/27

[ = Ve (5 5) [t (V)]

o (1+a2)?

/+°° e A di = me’ [1 —erf (ﬂ)] ,

o It

onde erf representa a fungao erro [54,77,78|. Portanto, de (4.25) encontra-se a energia em

termos do parametro [;:

€10 = iﬂl + i 75" <ﬁl + 417 — g) [1 —erf (JE)} ) (4.26)

Para minimizar a energia com relacao ao parametro [3; faz-se

deni _ g _p_ by 1\/3:51 {55 22 (26,+ 1) — ?J [1 — orf (\/E)] —=0. (4.27)

dﬂl 4 4 Bl

Considerando a equagao (4.21), o proximo passo é atribuir os respectivos valores
de [ e resolver (4.27) numericamente para ambos os casos. Para a helicoide infinita e para

a catenoide tem-se que [ = 0, de modo que a equagdo (4.27) torna-se

g_%+i\/geﬁo (53_2) [1—erf<\/%>] =0,

cuja solugao aproximada é [y ~ 0.14133, portanto, obtém-se em (4.26) a energia €, ~
—0.11977. Por outro lado, tem-se que [ = 1/2 nos casos da helicoide finita (¢pg = 27) e da

catenaria, de forma que encontra-se

g— %‘Fi\/%eﬁl/Q (5%/2+51/2 - }L) [1 — erf <\/5T/2 )] =0,

e assim 3/, &~ 0.04120 para o minimo €1/, & —0.02299. Na figura 4.3 encontram-se os
graficos das correspondentes fungoes de onda obtidas através do método variacional com a

funcao Gaussiana (4.24).

Fungao Lorentziana

Também para o estado fundamental, pode-se utilizar (para fins de comparagao) a

funcao de onda Lorentziana

1/2
27 ) ! (4.28)

T B? + u?’

o) = (
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Figura 4.3 — Fungoes de onda Gaussianas obtidas com o método variacional para o estado fundamental
considerando I =0e ! =1/2.

sendo o parametro ; definido aqui, por conveniéncia, como sendo real e positivo. Ao

substituir a equagao (4.28) em (4.23), calcular as derivadas e realizar algumas manipulagoes

algébricas simples, obtém-se que

2Bl “+o00 3~ ﬁ ~ +o00 1 R
6“_77[/q Gt 3‘“+1/§ Crar @y

1—412 [t 1 N
+ 1 o sdi | .
—o (L+u?) (5] + u?)

Os resultados das integrais na equacdo (4.29) sao

o 3u? — B T
/ )4du——8—ﬁl5,

(4.29)

(67
/+°° 1 dii = T BF+36+1
o (L@ (B @) 28 (B+1)°
/*“ 1 di= 2t
o (L) (B+a2)? 280 (Bt 1)

Consequentemente, encontra-se de (4.29) que

) 1 B2+33+1 42—126+1
1,0l = - )
267 4(B+1)° 4 (B +1)
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Figura 4.4 — Fungoes de onda Lorentzianas obtidas com o método variacional para o estado fundamental
considerando I =0e ! =1/2.

cuja minimizagao resulta em

dev _ (3= 81%) 67 + (2 — 8%) B — 1667 — 2487 — 166 -4 _
dpy 46} (B +1)* N

9

isto é,
(3—81%) B+ (2—8%) B! — 168} — 2487 — 1683, — 4 = 0. (4.30)

Ao fazer | = 0 na equagao (4.30) para os casos da helicoide infinita e da catenoide,

encontra-se que
3065 + 28 — 1603, — 2455 — 166, — 4 =0,

cuja solucao real e positiva é dada por aproximadamente [y = 2.70072 e, a partir disso,
obtém-se a energia €; o &~ —0.12918. Da mesma forma, tem-se que [ = 1/2 nos casos da

helicoide finita (¢9 = 27) e da catenaria, entao

Brry — 160679 — 2457y — 16612 — 4 =0,

portanto 31/2 ~ 4.67957 e €11/ = —0.02757. A figura 4.4 apresenta os graficos das fungoes
de onda obtidas com os respectivos ;.

Como pode-se observar com a Gaussiana e a Lorentziana, a funcao de onda é mais
concentrada na origem para [ = 0 do que para [ = 1/2. Isso ja era esperado, pois o
segundo termo do potencial na equagao (4.20) se anula para [ = 1/2, mas é negativo para
[ = 0, fazendo com que a particula na helicoide infinita ou na catenoide sinta um potencial

efetivo mais atrativo (ver figura 4.2). Ademais, em ambos os casos, as respectivas energias
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encontradas com a Gaussiana sao maiores que as encontradas com a Lorentziana, o que
indica que a equagao (4.28) apresenta-se como uma melhor aproximagao para a fungao de
onda, visto que o método variacional sempre fornece um limite superior para a energia

exata da particula [22].

Estados excitados

A funcao de onda tentativa para o primeiro estado excitado deve necessariamente
ser escolhida como sendo ortogonal & funcao de onda tentativa para o estado fundamental.
Como um exemplo, caso suponha-se que a funcao de onda para um possivel primeiro

estado excitado é dada por

. 4 3 1/4~ o,
= ()

onde o parametro 5; mais uma vez definido como sendo positivo, obtém-se com o uso da

equagao (4.23) que

J— ﬁlg +OO ~4 ~2 —61’&2 ~
€21 = =20/ — | (ﬁlu — 3u )e du
™ — 0o
1 [T g2e Pt 1— 412 [T g2e Pt
- du du|.
+4/oo (1+ﬂ2)2u+ 4 /OO 1+a2
As solugdes das integrais na equagao (4.31) sao

oo ” 3
/ (it = 30) e M di = — 7, /%,

/_+OO Mdﬂ = el (% +51> [1 —erf <\/E)} — \/ﬂ_ﬁl,

(4.31)

o (142
/::O aj%i;jdﬁ = \/g— Teht [1 —erf (JE)] :
Com isso, ap6s algumas manipulagoes algébricas, a equagao (4.31) pode ser reescrita como
€21 = %12 + (2 + 1)B; + ([ mBde” G Y- %) [1 —erf (\/E)] . (4.32)

Todavia, na equagao (4.32), a energia €;,(/;) nao possui pontos de minimo tanto para
[ = 0 quanto para [ = 1/2, assim o método variacional nao retorna nenhum resultado para
esses casos.

De fato, o método variacional fornece aproximagoes razoaveis para o estado fun-
damental dos problemas em questao, mas nao necessariamente funciona bem na procura

de possiveis estados excitados. Isso, é claro, nao é exatamente uma garantia de que nao
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existam outros estados ligados. Consequentemente, deve-se voltar a atengao novamente

para a equacao radial,

d*i) ( 1 1— 412
4(

- 4,
da? 1+a2)2+4(1+a2)+6)¢ 0 (4.33)

com o intuito de encontrar solugoes exatas ou melhores aproximacoes.

4.2.2 Fungao confluente de Heun

Introduzindo uma nova variavel £ = —u?, de modo que & € (—oo, 0], encontra-se
da equagao (4.33) que
d*p 1 dp A€+ (4P —8e —1)E+4e — 417 + 2

i + 2% de 66 (1 ) Y = 0. (4.34)

Considerando mudangas semelhantes as que foram utilizadas nas referéncias [79-81|, usa-se
o Ansatz (&) = (1 — O)TTV2 H(€), onde 7 > 0 é um pardmetro a ser convenientemente

ajustado. Ao observar que

dp ( dH  A+1

g~ 19T ld& 208 ]

d* 5 ’H 'y+1dH 52 -1
d_gf(_g) o ld&? Tcda " (1—5)24’

a equagao (4.34) pode ser reescrita como

dQ_H N { 1 v+ 1} dH A(§) H=0, (4.35)

ez |26 1—¢| d¢ T 16E(1—¢€)?

onde tem-se a funcao

A(€) = —4e€® + (477 + 47 — AP +8e + 1) £+ 41> — 45 — 4e — 6
=(1-& [P —45(7+1) — 1 —4e(1 - §)] +47° - 5.

Como 7 é “arbitrario”, pode-se considera-lo de maneira que a equagao (4.35) torne-se
a mais simples possivel. Evidentemente, a escolha de um 7 tal que 432 — 5 = 0 ¢ a mais
conveniente aqui, pois sao justamente esses termos que nao estao sendo multiplicados
por (1 — &) em A(€). Por conseguinte, tem-se o parametro 5 = v/5/2 e, entdo, segue da
equagao (4.35) que

ae e T e

PH (12 VE/2+1
" 3 ¢ £-1

dH [(212 ~V5-3-29/8 (V5+3-2P)/8
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Definindo & =0, 5 = —1/2, ji= (21> — /5 —3 — 2¢) /8 e i = (v/5+ 3 — 22) /8, obtém-se
disso que

PH |. B+1 F+1
@ + [ +—é +—€_1

a qual é conhecida como a equagao confluente de Heun [81-86].

% + [% + g%] H =0, (4.36)

Em torno do ponto singular regular ¢ = 0, a solucao em série de poténcias da
equagao (4.36) converge no interior de um disco de raio unitario?, [¢| < 1, e é chamada de

funcao confluente de Heun?®:
HeunC (d, 5, 0.7, g) =Y <@, 3,4, ﬁ) & (4.37)

com os parametros

B+7+ 67 :1(26—2z2+5),
( ) =3

e onde v, sdo os coeficientes da expansio (ver apéndice B) [82,87]. Como 3 é nio-inteiro,
uma segunda solucdo para (4.36) pode ser escrita como ¢~% HeunC <d, -B,7, 5,77,5)
[78,88,89|. Consequentemente, as solugoes da equagao (4.33) sao separaveis em fungoes

pares e impares:

5

Vpar (1) = Co (1 +@°) *

7vz)imloar(a) =0 (1 + ﬂQ) !

w

sendo Cj e (' constantes de normalizacao.

Agora que as solugoes analiticas da equagao radial (4.33) foram obtidas, o proximo
passo consiste em aplicar as condi¢oes de contorno al—igloow = 0. Todavia, nao é possivel
utilizar a abordagem de reduzir HeunC em um polinémio, porque as solugdes nao obede-
ceriam as condigoes de contorno. De fato, de acordo com as referéncias [83,87,90] e com o
apéndice B, uma das condigoes necessarias para reduzir HeunC a um polinémio de grau
N é B

5:—<¥+N+1) a. (4.40)

Como & = 0 no problema de interesse, decorre da equagao (4.40) que 6 = 0, ou seja,

2Apesar de a convergéncia ser garantida para |£| < 1, em muitos casos é possivel utilizar métodos
numéricos de extrapolagdo (como os implementados no Maple) para obter aproximagoes de H(£) quando
|€] > 1, a depender dos parametros &, B, 7,06 ei.

3Geralmente os parametros a, 3, 7y, § e 1 sdo utilizados na literatura. Todavia, para evitar confusio
com as outras partes deste trabalho, o til foi adicionado.
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obtém-se trivialmente o autovalor € = 0 e, consequentemente, as possiveis energias da
particula nao podem ser obtidos com tal abordagem. Adversidades que sao semelhantes
a essas foram previamente relatadas em alguns trabalhos recentes, por exemplo, nas
referéncias [91-94].

Uma alternativa seria escrever uma solu¢ao para a equagao (4.36) em torno do
ponto singular regular ¢ = 1 e utilizar o chamado método do Wronskiano para obter os
autovalores [79,88,95]. Contudo, nesse caso tem-se a variavel £ = —a?, o que implica que
¢ = 1 nao faz parte do dominio das solugdes de (4.36) no problema de interesse, portanto,
o método do Wronskiano também nao se aplica aqui.

Para contornar as adversidades relatadas acima, neste trabalho propoe-se que a
particula quéntica esteja inicialmente em um sistema que é finito na variavel radial u, isto

é, sujeita a um potencial do tipo

V(~) 400 para u < —1Ug ou U > Uy,
u =
V(@) para — @y < @ < o,

onde V;(u) é o potencial efetivo em (4.20) e g correspondem as bordas da caixa unidi-
mensional, de modo que a largura desta seja 2t. Assim, no caso em que se tém catenéarias,
helicoides ou catenoides finitas em u, as equagoes

lim HeunC <d,ﬁ~,’y,5~,ﬁ, —112) =0 e lim HeunC (64, —B,7,0,1, —112) =0 (4.41)

ﬁ—>:|:ﬁ0 ﬂ—):l:ﬂ()

podem ser utilizadas para obter as energias €,; (paran =1,2,3,...) que fazem com que
as fungoes de onda tendam a zero em £, [96]. Ao atribuir valores para 1y, as solugoes
de (4.41) podem ser encontradas utilizando o comando fsolve do Maple e seus métodos
numeéricos para |[£| > 1 [97]. A seguir sera realizado um estudo de como as energias e as

fungoes de onda se comportam a medida que o tamanho da caixa aumenta. No que se

segue, isso seréd chamado de “método da caixa’”.

Potencial efetivo atrativo

Com o uso do “método da caixa’, nesta parte apenas casos em que o potencial
efetivo em (4.20) é atrativo serdo discutidos, isto é, quando se faz [ = 0 nos casos da
helicoide infinita e da catenoide, bem como [ = 1/2 nos casos da helicoide finita (¢y = 27)
e da catenaria, conforme a equacao (4.21). Com isso, é possivel observar que quando
g € uma quantidade com valores em torno de 1, os efeitos do potencial efetivo nao se
mostram tao relevantes. Por exemplo, ao considerar que uy = 1, as energias dos quatro
primeiros estados (n = 1,2,3,4) quando se tem [ = 0 (I = 1/2) sdao aproximadamente
dadas por 2.03806 (2.26282), 9.50983 (9.70867), 21.84675 (22.04447) e 39.11990 (39.31700).

Nesse caso, as fung¢oes de onda radiais para [ = 1/2 tém comportamento similar ao das
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Figura 4.5 — Fungoes de onda radiais (normalizadas numericamente) correspondentes aos primeiros quatro
estados ao considerar ig =1 el =0. Se 49 =1 el = 1/2, as solugbes apresentam um comportamento
similar a este.

correspondentes fungoes de onda para [ = 0 (ver figura 4.5).

Quando ug é aumentado, a energia associada a cada um dos niveis passa a diminuir.
Assim, a particula tera a energia do estado fundamental, €;;, nula para [ =0 (I = 1/2)
quando se tem g &~ 3.00420 (g =~ 5.97477), de modo que se o respectivo g for maior
que isso, €1, serd negativa. Entao, caso se tenha @y = 100, as energias aproximadas dos
primeiros quatro estados para [ = 0 (I = 1/2) sdo —0.13051 (—0.02892), 0.00071 (0.00098),
0.00087 (0.00111), 0.00338 (0.00393), de modo que diferengas mais consideraveis entre
as respectivas fung¢oes de onda para | = 0 e [ = 1/2 surgem, como mostra a figura 4.6.
Ademais, em ambos os graficos na figura 4.6 é notorio que o moédulo ao quadrado das
respectivas fungoes de onda é praticamente o mesmo para n = 2 e n = 3; isso passa a
ocorrer para n = 4 e n = 5 para maiores valores de g, e assim sucessivamente.

De fato, quando o tamanho da caixa aumenta, os efeitos do potencial efetivo nas
fungoes de onda vao se tornando cada vez mais aparentes, enquanto os efeitos devidos
a caixa comecam a se tornar menos relevantes. Nessa perspectiva, a tabela 4.1 mostra
as energias obtidas para alguns valores de 4. Para [ =0 (I = 1/2), a energia do estado
fundamental € o (e1,1/2) passa a convergir para aproximadamente —0.13051 (—0.02892)
a medida que o tamanho da caixa é aumentado. Como é possivel observar em ambos
0s casos, as respectivas energias dos trés estados seguintes passam a diminuir quando g
aumenta, de tal forma que elas se tornam praticamente indistinguiveis entre si. Esses
resultados mostram que, para ambos os valores de [, existird um tnico estado com energia

negativa a partir de um certo valor de %, portanto, isso ocorre unicamente devido a V().
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100

Figura 4.6 — No grafico (a) estdo as fungdes de onda radiais (normalizadas numericamente) para os
primeiros quatro estados quando ! = 0 para 4y = 100 e, no grafico (b), o mesmo quando [ = 1/2.
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Tabela 4.1 — Energias ¢, ; dos primeiros quatro estados (n = 1,2,3,4) para [ = 0 e para |l = 1/2, ao
considerar alguns valores crescentes do tamanho da caixa, 2.

U €1,0 €2,0 €3,0 €4,0

1 2.03806  9.50983 21.84675 39.11990
3.00420 0.00000 0.96307 2.27982  4.21282

10 —0.12999 0.07853 0.15781  0.36069

50 —0.13051 0.00289 0.00388  0.01370

100 —0.13051 0.00071  0.00087  0.00338
200 —0.13051 0.00003 0.00003  0.00013
1000  —0.13051 0.00001 0.00001  0.00001

U €1,1/2 €2,1/2 €3,1/2 €4,1/2

1 2.26282  9.70867 22.04447 39.31700
5.97477  0.00000 0.26695 0.57495  1.08526

10 —0.02401 0.09601 0.19112  0.38755

50 —0.02892 0.00392 0.00502  0.01568

100 —0.02892 0.00098 0.00111  0.00393
200 —0.02892 0.00004 0.00004  0.00016
1000 —0.02892 0.00001 0.00001  0.00004

Para ilustrar melhor esses resultados, a figura 4.7 mostra como acontece a variacao
da energia da particula em funcao do tamanho da caixa, 219, onde as linhas continuas
em azul representam os estados com funcao de onda par e as tracejadas em vermelho, os
estados com func¢ao de onda fmpar. Assim, a energia do estado fundamental com [ = 0
(I = 1/2) tende a aproximadamente —0.13051 (—0.02892) a medida que o tamanho da
caixa aumenta, enquanto as energias dos estados excitados passam a formar um espectro
continuo*. Consequentemente, isso leva a inferéncia de que existe apenas um tnico estado
ligado para o potencial efetivo apresentado na equacao (4.20) para a catenoide, helicoide
ou catenaria de tamanho infinito na variavel radial, .

Como a energia do estado fundamental foi obtida de forma aproximada com o
“método da caixa para @y > 1”7, mas a func¢do de onda em (4.38) é a autofungao exata
da equagao (4.19), a solucao obtida neste trabalho é na verdade “semi-exata” [93]. A
figura 4.8 compara essas solugoes com as fungoes de onda encontradas por meio do método
variacional tanto para [ = 0 quanto para [ = 1/2. Como pode-se observar, a solu¢do com
HeunC tende a zero mais rapidamente que a Lorentziana, mas mais lentamente que a
Gaussiana. Para ambos os valores de [, a respectiva energia encontrada com o método da
caixa é consideravelmente préoxima das obtidas com o método variacional, especialmente

para a Lorentziana (ver a tabela 4.2).

4Isso s6 ocorre de fato no limite em que @y — oo, isto é, quando se tem uma catenoide, helicoide ou
catendria infinita em 4.
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Figura 4.7 — No grafico (a) estdo as energias em funcdo do tamanho da caixa, 249, para [ = 0 e, no grafico
(b), o mesmo para [ = 1/2. Cada linha corresponde a um nivel de energia, sendo as linhas continuas em
azul associadas as solucoes pares e as tracejadas em vermelho, as impares.
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0.57
—— HeunC
0.4 — — Gaussian
(a) ----- Lorentzian
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Figura 4.8 — Comparagdo (proxima da origem) entre a funcdo de onda radial obtida para HeunC e as
funcées Gaussiana e Lorentziana utilizadas no meétodo variacional (a) para l =0 e (b) para [ = 1/2.
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Tabela 4.2 — Comparagao entre as energias obtidas para o estado fundamental com o método variacional e
com o método da caixa quando [ =0el=1/2.

Fungéo €1,0 6171/2
Gaussiana  —0.11977 —0.02299
Lorentziana —0.12918 —0.02757
HeunC —0.13051 —0.02892

Potencial efetivo repulsivo

A ideia de empregar o método da caixa surgiu como uma alternativa com a finalidade
de contornar a impossibilidade de obter analiticamente os valores das energias através da
fungao confluente de Heun quando V;(u) era atrativo, mas essa mesma abordagem pode
ser utilizada também quando Vj(@) é repulsivo, isto é, para |l| > 1/2. Dessa maneira, para
uma helicoide finita com ¢y = 27 isso ocorre se o niimero quantico j > 1, ou seja, quando
[ =1,3/2,2,5/2,..., enquanto acontece para | = £1,+2,4+3 ... nos casos da helicoide
infinita e da catenoide. Obviamente, aqui todos os estados ligados possuirao energia
positiva e serao devidos unicamente a caixa, de modo que no limite em que g — 0o nao
havera nenhum estado ligado nesses sistemas. Como exemplos, serao discutidos a seguir
os casos em que | = £1 e [ = 2 para 1y = 1 e ug = 100. Para os valores semi-inteiros
[ =3/2,5/2,..., os resultados sao completamente analogos.

Quando @y = 1, as energias dos quatro primeiros estados para | = +1 (I = £+2) sao
dadas aproximadamente por 2.93669 (5.62598), 10.30488 (12.68535), 22.63779 (25.01384)
e 39.90841 (42.27562), cujas respectivas fungoes de onda sao também muito semelhantes
as apresentadas na figura 4.5. Nesses casos, isso também sugere que, para valores de 1y
proximos de 1, os efeitos da caixa tém mais influéncia nas autofuncoes do que a presenca
do potencial efetivo em si. Todavia, & medida que os valores de |I| aumentam, V;(a) fica
cada vez mais repulsivo, tendendo a “afastar” a densidade de probabilidade [¢)|* para mais
longe da origem, mesmo para valores de g relativamente pequenos, isto é, proximos de 1.

Ja quando se escolhe que uy = 100, as energias dos quatro primeiros estados para
[ = £1 (I = £2) sao dadas aproximadamente por 0.00146 (0.00264), 0.00147 (0.00264),
0.00490 (0.00708) e 0.00491 (0.00708). A partir desses resultados, a figura 4.9 mostra
as correspondentes fungoes de onda, onde é possivel observar em ambos os casos que as
densidades de probabilidade [¢|? sao muito semelhantes para os estados em que n = 1
en = 2, bem como paran = 3 e n = 4, e assim sucessivamente. Ademais, os efeitos
de o potencial V(@) ser repulsivo tornam-se evidentes aqui, uma vez que a densidade
de probabilidade perto da origem é praticamente nula em todos os estados estudados.
Novamente, tudo isso indica que as possiveis energias da particula passam a formar
um espectro continuo para o potencial efetivo repulsivo quando os valores de uy sao
suficientemente grandes (semelhantemente aos graficos que sao mostrados na figura 4.7,

mas sem a linha que é associada ao estado ligado).
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Figura 4.9 — Fungoes de onda radiais (normalizadas numericamente) correspondentes aos quatro primeiros

estados (a) para I = +1 e (b) para [ = %2, isto é, para o potencial efetivo repulsivo, e considerando
iy = 100.
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Figura 4.10 — Representacdo em mapa de cores da densidade de probabilidade |1 |? correspondente ao

estado fundamental de uma particula confinada a uma hélice finita com ¢y = 27. Quanto mais clara
(escura) a cor da regido, maior (menor) a probabilidade de encontrar a particula.

4.3 Sobre o estado fundamental

Nesta secao discutir-se-ao os resultados deste trabalho para o estado fundamental
dos sistemas de interesse. Primeiramente, é importante lembrar que o momento angular
de uma particula confinada a uma hélice infinita é quantizado, de modo que a densidade
de probabilidade ¢ sempre uniforme, pois |¢;(¢)|?> = —, para todo [ inteiro. Por outro
lado, se a hélice ¢ finita em 0 < ¢ < ¢y, entao as fungoes de onda 1;(¢) e as energias E;
sao analogas as do problema do pogo de potencial infinito unidimensional, como pode-se
observar nas equagoes (4.5) e (4.6). Nesse caso, a figura 4.10 mostra a densidade de
probabilidade do estado fundamental, |1, |?, plotada sobre uma hélice finita com ¢y = 2.

Além disso, mostrou-se na sec¢ao 4.2 que uma particula confinada a uma catenaria
pode ser encontrada em um estado ligado devido ao potencial induzido por geometria.
Nesse caso, ao fazer [ = 1/2 e 4 = u/a na equagao (4.38), obtém-se disso a correspondente

funcao de onda?,

1
Co TEANEIRS 1 V5 €9 e u?
S HeunC [0, — -, Y2 ¢ 2 ¢ 1 4.42
¥ () (+ ) e ( SH VTR (4.42)

onde Cy =~ 0.37842 e ¢ =~ —0.02892, de acordo com o método da caixa. Desse modo, a

5Vale ressaltar que como a probabilidade P de encontrar a particula em um determinado intervalo é

1
dada por P = / [(a)|*di = /f\¢(u)|2du, pode-se reescalar ¢ — 1/+/a, de modo que se escreve mais
a

convenientemente a probabilidade como P = [ [¢)(u)|*du, o que justifica o aparecimento do fator 1//a

na equagao (4.42).
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Figura 4.11 — Representagio em mapa de cores da densidade de probabilidade [t/|? correspondente ao

estado ligado de uma particula confinada a uma catendria. Quanto mais clara (escura) a cor da regiao,
maior (menor) a probabilidade de encontrar a particula.

2

energia da particula no estado ligado é £ ~ —0.028922 5. Com o uso de (4.42), a
ma
densidade de probabilidade plotada sobre a catenaria é apresentada na figura 4.11.
Para uma helicoide finita em ¢, com ¢y = 27, obtém-se da equagao (4.18) a fungao

de onda angular,

L. (j¢
D;(¢) = W (7> ;
de onde decorre que j = 1,2,3,... el = j/2. Recordando que o potencial efetivo em

(4.20) é atrativo apenas se |I| < 1/2, entdo, para a helicoide em questao isso implica que é
possivel haver estados ligados apenas se 7 = 1. Por conseguinte, a fungao de onda radial
nesse caso também é dada pela equagao (4.42), de modo que a fungao de onda total do

tinico estado ligado ¢ dada por®

Cgsin(g) w2\ Tt 1vV5 €9 € u?
X9(¢7 U) Y (1 + _> HeunC 07 _57 a5 _17 E + Z? _E 3 (443)

onde Cy = 0.37842 e ¢ &~ —0.02892. Ou seja, a energia da particula no estado ligado é
2

E= —0.02892—2, exatamente como no caso da catenaria. Através do uso da equacao
ma

(4.43), a densidade de probabilidade plotada sobre a helicoide finita é apresentada na

figura 4.12.

5Nos casos da helicoide e da catenoide, a probabilidade P4 de encontrar a particula em uma certa
1

area ¢ Py = / Ixg(, @)|2ded = //7|Xg(¢, u)|2dédu, logo, ao reescalar Xg — Xg/Va, segue que
a

Py = IXg(#, u)|*dpdu, semelhantemente ao que foi feito no caso da catenaria.
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Y

Figura 4.12 — Representagdo em mapa de cores da densidade de probabilidade |y,|? correspondente ao

estado ligado de uma particula confinada a uma helicoide finita com ¢g = 27. Quanto mais clara (escura)
a cor da regido, maior (menor) a probabilidade de encontrar a particula.

Por fim, como a fun¢ao de onda angular para os casos da helicoide infinita e da

catenoide ¢ dada por @, (¢) = Nor
I

1
entdo, para que hajam estados ligados, ter-se-a simplesmente ®( (¢) = \/? A partir da
i

funcao de onda radial (4.38), a func¢ao de onda total para o tnico estado ligado desses

e'? e o potencial efetivo é atrativo apenas se [ = 0,

sistemas é

5

2\ £+3 1 2
Yol(6, 1) = —20 (1 n %) HeunC (0,—§,£,—f 24 € —%) L (444)

\/2ma 4’8 4’

sendo Cy = 0.49087 e ¢ = —0.13051, conforme foi encontrado com o método da caixa.
2

Assim, a energia da particula é dada por £ ~ —0.13051 A figura 4.13 apresenta, com

o uso da equagao (4.44), a densidade de probabilidade p@%ixda sobre a helicoide infinita e
sobre a catenoide. E possivel observar que a relacdo entre a densidade de probabilidade do
estado fundamental para a helicoide e para a catenoide estao intimamente relacionados pela
isometria, isto é, o comportamento concorda com o mapeamento dos pontos da helicoide

nos correspondentes pontos da catenoide, como mostram as figuras 2.5 e 2.6.
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| 2

Figura 4.13 — Representacao em mapa de cores da densidade de probabilidade |x,4|* correspondente ao
estado ligado de uma particula confinada a uma (a) helicoide infinita e a uma (b) catenoide. Quanto mais
clara (escura) a cor da regiao, maior (menor) a probabilidade de encontrar a particula.
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5 Conclusoes

Neste trabalho estudou-se o confinamento de uma particula quéantica a uma hélice,
catenéria, helicoide ou catenoide através do formalismo do potencial confinante para curvas
e superficies. Primeiramente mostrou-se que uma particula confinada a uma hélice infinita
tem o seu momento angular quantizado devido & periodicidade de curva. Por outro lado,
para o confinamento a uma hélice finita, o problema torna-se semelhante ao de uma
particula quantica em um poco de potencial unidimensional.

Em seguida, a isometria local entre a helicoide e a catenoide foi explorada, de modo
que mostrou-se que a dindmica quantica nas superficies é regida pela mesma equacao de
Schrodinger. Disso, obteve-se uma equacao de Schrodinger efetiva, na variavel radial u,
com um potencial efetivo V;(u) que é atrativo apenas se |I| < 1/2. Nos casos da helicoide
infinita e da catenoide, s6 é possivel ter estados ligados para [ = 0, enquanto no caso
de uma helicoide finita em 0 < ¢ < 27 isso ocorre apenas para [ = 1/2. Além disso,
observou-se que, ao fazer [ = 1/2 na equagao radial para a helicoide e a catenoide, obtém-se
a mesma equagao de Schrodinger do caso da catenaria.

A utilizagao do método variacional (com a fungao Gaussiana e a fun¢ao Lorentziana)
permitiu concluir que ha um estado ligado nos casos da catenaria, da helicoide (finita e
infinita em ¢) e da catenoide. Em seguida, mostrou-se que a equagao Schrodinger radial
possui solugoes exatas que sao escritas em termos da funcao confluente de Heun, todavia,
os autovalores nao podem ser obtidos analiticamente, de modo que é necessario o uso de
métodos numéricos para estiméa-los. De fato, ambos os métodos mostraram-se concordantes
entre si, e foi possivel inferir que, nesses trés casos, a particula pode ser encontrada em
um tunico estado ligado, o qual é devido ao potencial induzido por geometria que advém
do formalismo do potencial confinante.

Como perspectivas para futuros trabalhos pretende-se estudar o confinamento
de uma particula quantica com spin na helicoide e na catenoide, bem como estudar o
confinamento de particulas idénticas nessas condi¢oes. Outra abordagem interessante
é a proposta recentemente na referéncia [98|, que contém um campo magnético efetivo
induzido por geometria na helicoide. Naturalmente, também pretende-se utilizar os
métodos empregados neste trabalho para o problema de confinamento em outros tipos de
curvas e superficies regulares.

Ademais, o caso da catenoide é de especial relevancia devido & sua relacao com
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buracos de minhoca [38]. Em coautoria com F. S. Azevedo, A. P. Santos e F. Moraes,
estudamos no nosso trabalho intitulado “Optical wormhole from hollow disclinations”
(Buraco de minhoca 6ptico de disclinagoes ocas) a propagacao da luz em uma catenoide
com duas configuragoes de cristais liquidos nematicos [99]. Esse trabalho foi publicado na
revista Physical Review A em fevereiro de 2021. Assim, para futuros trabalhos, é de nosso
interesse considerar agora um potencial anilogo ao encontrado no formalismo do potencial
confinante para a equagao de Helmholtz na catenoide [100], o que leva a um problema

similar ao da equagao de Schrodinger estudada nesta dissertacao.
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Apéndice A

Método variacional na Mecanica Quantica

Utilizando a notacao de Dirac, a energia exata de um sistema quantico é calculada

pelo valor esperado do operador Hamiltoniano,

~ (WH|Y)
BT ="y

que pode ser entendido como um funcional da autofuncao . Como a energia Fy do estado
fundamental é sempre menor ou igual a energia dos demais estados (isto ¢, Fy < E), a ideia
do método variacional é obter uma funcao de onda que minimiza E para um determinado
estado [22,68|.

A primeira etapa do método consiste em propor uma func¢ao de onda “tentativa’,
X ~ Y, de modo que quanto mais proxima y for da solucao exata, 1, melhor seréa
a aproximacao. Assim, escreve-se que x = x(ag,aq,--), sendo os «; pardmetros a
determinar. Disso, a energia exata podera ser aproximada pelo funcional:

Bl ~ Bly] = 7Y (A1)

(X
Por conseguinte, ao minimizar a equagao (A.1) com relagao aos «;, torna-se possivel
encontrar uma estimativa plausivel para a energia do estado fundamental, de acordo com
a funcao de tentativa que foi previamente escolhida. Matematicamente, para minimizar

E[x] basta realizar as derivadas com relag¢ao a cada parametro, a;, e iguala-las a zero:

30@-

obtendo-se assim um sistema de equacoes cujas solucoes determinam os «; que minimizam
a energia. O valor exato da energia é sempre menor ou igual ao valor de F encontrado
[56,75,76].
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Apéndice B

Equacao confluente de Heun

Nos ultimos anos, as fungoes de Heun tém aparecido como solugoes de diversos
problemas em vérias areas da Fisical [89,90]. Em particular, este apéndice tem o objetivo
de tratar da equagao confluente de Heun (ECH), que é obtida através da equagao geral
de Heun por meio de um processo de confluéncia (mais detalhes podem ser encontrados
na se¢ao 8.5 da referéncia [85]). As solugoes das equagoes diferenciais de Heun sao
implementadas no software Maple e, mais recentemente, também foram incluidas? na
linguagem Wolfram (Mathematica).

Conforme visto na subsecao 4.2.2, a ECH é uma equacao diferencial de segunda

ordem dada por

¢H
de?

341 A+l
&+52 v+

a qual é convenientemente reescrita como

(52—5>%+ [a§2+(6+a—&+2)5—(5+1)}C;—]g+[<ﬂ+ﬂ)£—mﬂzo, (B.1)

onde &, 3, 7, fi e U sdo parametros e H = H(&) [83,84]. Ademais, a ECH possui um ponto

singular irregular em £ = oo e pontos singulares regulares em £ =0 e £ = 1 [90].

B.1 Solucoes em série de poténcias

Pode-se propor para (B.1) uma solugao em série de poténcias (método de Frobenius)

em torno de & = 0, isto &,

H=> uv,{"* (B.2)
n=0

'Uma extensa lista de referéncias de trabalhos envolvendo as funcdes de Heun é mantida pelo The
Heun Project no enderego https://theheunproject.org/bibliography.html.

2Para mais detalhes, ver a documentagio online dos respectivos softwares em https://www.maplesoft.
com/support/help/Maple/view.aspx?path=Heun e em https://reference.wolfram.com/language/guide/
HeunAndRelatedFunctions.html.
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onde os v, sao os coeficientes da expansao e k ¢ um expoente a determinar [101]. Conse-
quentemente, a partir da equagao (B.2), obtém-se as derivadas de primeira e de segunda

ordem como sendo:

dH &

—e =2 (Bt
5 n=0
PPH &

= (n+k)(n+k— 1o,
n=0

g2

Com isso, a equacao (B.1) torna-se

(=) (n+k)(n+k— w2 4 [(A+ )6 — i) Y v "
n=0

n=0

+[@§2+(8+ﬁ—d+2) (6+1>}§:n+k LR — )
n=0

ou ainda
Z (n 4 k) + i + 5] a7+ — Z(n+k) <n+k+ﬁ~> €
n=0 n=0
. (B.3)
3 [k (ki —a+1) -] et =0,
n=0

Seguindo o procedimento usual para obter uma relagao de recorréncia, ao iterar

n =0 e n =1 no segundo somatoério e n = 0 no terceiro somatorio, decorre da equacao
(B.3) que

—k<k+,§>v0§’“_1+{[k:(k:+5’+?—d+1>—ﬂ} vo— (k1) (k5 +1) o €

+ Z a(n + k) + i+ 0] v, — i(n + k) <n +k + B) N

n=2

+§3Bn+m(n+k+6+a—d+¢)—ﬂv&“*=0

n=1

Ao fazer n = m — 2, n = m e n = m — 1 no primeiro, segundo e terceiro somatorios

respectivamente, encontra-se
—k:<k+6~>vofk_l%—{[k:(k’%—@jt%—d%—l)—ﬁ}vo—(k+1)<k+ﬁ~+1>vl}€k
+Z{ (m+k—2) 4 ji+ D) vy o — (m+k)<m+k+5>vm

m=2

—f-[(m—i—k—l) (m—i—k—i—@-l—ﬁ—d) —ﬂ] vm_1}§m+k_1:0.
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Consequentemente, para vy # 0, obtém-se as equagoes

k:(k:+5>:0, (B.4)
[k(k+/§’+fy—d+1>—ﬁ]uo—(k+1)<k+6+1)v1:0, (B.5)
[a(m+k—2)+ i+ 7] vy — (m+k) (m+k+B)vm

+[(m+k—1) (m+k+3+&—&)—ﬁ] V1 = 0.

E possivel observar que a equacio (B.5) pode ser obtida de (B.6) fazendo m =1 e v_; = 0.

E conveniente definir dois novos parametros:

S=iti—2(B+i+2),
=5 (A1) —a—5 (B+a+p),

os quais sdo empregados na notagao utilizada pelo Maple [87,90,97|. Com isso, torna-se

possivel escrever

E1Ch

+)ﬁ

7;1
Tl
I
0’11
o M| o}

=
I

5 (F+ie2),
3 ( %

e, entdo, da equagao (B.6) segue que

(6+7+67)

[(m+k—1)(m+k+5+1—a)—%(5+1)+n+ <5+7+57>]vm_1
(B.7)
+[ (m—+k—2)+6+— <5+’y+2>}vm_g—(m+k)<m+k+ﬁ~)vm=0.

Como se pode observar, a equacao indicial escrita em (B.4) tem solugoes dadas
pork=0ek = —B. No caso do exponente k = 0, obtém-se da equagao (B.2) a chamada

fungao confluente de Heun:

HeunC (&, 3,7,6.7, g) - i U (a, 3,4,6, ﬁ) em, (B.8)

m=0

Para obter os v, = v, <o7, B5,7,0, ﬁ) faz-se k = 0 na equacao (B.7), de modo que

{m2+m<ﬁ~+i—d—1>+ﬁ+;<~ G- 1 (57—045)}%_1

5—|—6¢<ﬁ >]vm2— m2+m5’>vm20.

(B.9)
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Dividindo ambos os lados da equagao (B.9) por m? e definindo os coeficientes

sl

m . . .

S a—1 i a—F~ L
B, —1yP0ty-a-1 2i+a-F-7+057 ozﬁ’
m 2m?
o a (B+7
On =03 T o <T+m_1 ,
encontra-se para m = 1,2, 3,... uma relagao de recorréncia de trés termos,
A = Brvm—1 + Crpm_o, (B.10)

para a qual se tem as duas condigoes iniciais: v_; = 0 e vy = 1. A condigao vg = 1 é utilizada
puramente por convencao e resulta na ‘normalizacao” de que HeunC (&, B, v, 5 7, 0) =1
para a equacao (B.8) [87,90].

Para o expoente k = —f3, segue da equacio (B.7) que

{m2+m(—5+i—d—1>+ﬁ+1<&+B—i>+%<—5i+@3>]um_l

+ S+d<_52+:y+m—1>]vm_2— (mQ—m5>vm:O,

o que é claramente equivalente a fazer a mudanca 5 — —f na equagao (B.9). Desse modo,
quando  nao é um nimero inteiro, uma segunda solugao linearmente independente &

solugao em (B.8) pode ser escrita como sendo

5_5 HeunC <5é7 _57 ’5/7 57 fla f) - 5_5 Z Um (da _67 5/7 57 ﬁ) §m7 (B]'l)

m=0
como uma consequéncia direta da equagao (B.2) [78,88]. Todavia, as somas dadas nas
equagoes (B.8) e (B.11) usualmente convergem apenas dentro de um disco de raio unitéario
|€] < 1, de modo que para |£| > 1 torna-se necessério utilizar métodos de numéricos, como

os implementados no Maple [83,89].

B.2 Reducao a um polinémio

A funcao confluente de Heun pode ser reduzida a um polindmio de grau N se
Cni2 =0 e se vy =0, 0 que resulta de (B.10) que vy 2 também sera nulo. Uma vez
que vy = V12 = 0, todos os v, consecutivos serdo nulos e a soma em (B.8) torna-se

finita, isto €, um polinémio [83,87]. A condigdo C o = 0 é chamada de “condigao dn” e
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implica que

(B.12)

S:—(ﬁzﬂ+1\7+1>&.

Por sua vez, a condi¢ao vy, = 0 recebe o nome de “condi¢ao Apyy1”, da qual decorre que
o determinante tridiagonal

fi—a 1(1+B) 0 0 0 0
N& fi—ga+1a 2(2+B> 0
0 (N-1)a ji—qs+2a
: : : : : : =0,
0 0 0 fi—an_1+ (N —2)a (N—1)(N—1+B) 0
0 0 0 2 fi—an + (N —1)a N(N+B)
0 la A—qn41+ Na

para g, = (n—1) <n +6+ ’y) [82,89,90]. Para mais detalhes sobre relagoes de recorréncia

ver o apéndice B da referéncia [85] e as referéncias [102,103].



