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Resumo

Neste trabalho, estudamos uma cavidade cadtica balistica com dois terminais acoplada a
reservatérios de elétrons por guias ideais. Os guias suportam N; e Ny canais abertos e se
conectam com a cavidade através de um contato ideal e de uma barreira com transparéncia I'.
Na auséncia de interacdo elétron-elétron, propriedades de transporte deste sistema, tais como
condutancia e poténcia do ruido de disparo, sdo estudadas a partir do formalismo de espalha-
mento de Landauer-Biittiker. No regime universal, propriedades estatisticas dos observaveis
podem ser acessadas através da teoria de matrizes aleatérias (TMA), que permite o célculo
de médias de observaveis a partir de um ensemble de matrizes de espalhamento (matrizes
S). Tal ensemble pode ser obtido a partir de um principio de maxima entropia juntamente
com algumas hipdteses adicionais como analiticidade, unitariedade e algumas simetrias que
sao preservadas na presenca de dinamica cadtica. A distribuicdo resultante é conhecida como
nicleo de Poisson e dada por P(S) o< |det(1 —SS)|~(BN1+2-5) onde 3 = {1,2,4} é uma
parametro que indica as classes de simetria, N7 = N1+ N2 é o nimero total de canais abertos
e S é uma matriz sub-unitaria que contém paradmetros do acoplamento. Usando a matriz S
e tal distribuicdo, pode-se, em principio, obter qualquer observavel. No entanto, este é um
problema nao trivial e resultados exatos para barreiras de transparéncias arbitrarias estiveram
restritos por muito tempo ao limite quantico extremo Ni = No =1 e ao limite semiclassico
Ni,N2 > 1. Num trabalho recente [41], Vidal e Kanzieper conseguiram resultados exatos
para este problema no caso =2 a partir de uma identidade baseada na integral de Ingham-
Siegel e uma representacdo integral da funcao hipergeometrica de argumento matricial. Neste
trabalho mostramos como generalizar esse resultado para as demais classes de simetria. Em
particular, obtivemos resultados exatos para média e variancia da condutancia e poténcia do
ruido de disparo, bem como expressdes analiticas para suas respectivas distribuicoes. Tais
resultados foram confirmados através de simulacdes numéricas baseadas na formulacdo ha-
miltoniana na TMA.

Palavras-chave: Barreira de Tunelamento, Nicleo de Poisson, TMA, Funcao Hipergeomé-
trica de Argumento Matricial, Condutancia, Poténcia do Ruido de Disparo, Média, Variancia.
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Abstract

In this work, we study a chaotic ballistic cavity with two terminals coupled to reservoirs of
electrons by ideals leads. The support leads N7 and Ny open channels and connect with the
cavity through an ideal contact and a barrier with transparency I'. The absence of electron-
electron interaction, transport properties of this system, such as conductance and power of the
shot noise, are studied from the scattering formalism of Landauer-Biittiker. In the universal
regime, statistical properties of the observable can be accessed through the theory of random
matrices of random matrices theory (RMT), which permits calculation of averages observable
from an ensemble of scattering matrices (matrices §). Such an ensemble may be obtained
from a maximum entropy principle along with some additional assumptions as analyticity,
unitarity and some symmetries are preserved in the presence of chaotic dynamics. The resulting
distribution is known as Poisson Kernel and given by P(S) o | det(1—S8)|~(#N1+2-5) where
p=1{1,2,4} is a parameter which indicates the symmetry classes, N = Nj + Ny is the total
number of open channels and S is a sub-unitary matrix containing coupling parameters. Using
the matrix S and such distribution, can be, in principle, give any observable. However, this
is a non trivial problem and accurate results for arbitrary transparency barriers were restricted
for a long time in the extreme quantum limit limit N; = Ny = 1 and the semiclassical limit
Ni1,Ny > 1. A recent paper [41], Vidal and Kanzieper managed exact results for this problem
in the case 5 =2 from an identity based integral Ingham-Siegel and an integral representation
of the hypergeometric function of matrix argument. Here we show how to generalize this
result to the other symmetry classes. In particular, we obtained exact results for mean and
variance of conductance and power of the shot noise, and analytical expressions for their
respective distributions. These results were confirmed by numerical simulations based on the
Hamiltonian formulation in RMT.

Keywords: Barrier Tunneling, Poisson Kernel, RMT, Hypergeometric Function Matrix
argument, conductance, Shot Noise Power, Average, Variance.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Fisica Mesoscépica

O termo sistema mesoscopico foi cunhado em 1976 por N. G. van Kampen no contexto
da fisica estatistica (Meso significa meio, em grego pe'coC) [1] em um artigo que, depois
de sua introducdo, tem sido gradativamente reconhecido que o sistema meséscopico deve
significar um mundo fisico que é estudado entre a fisica classica e a quantica. Entao a fisica
mesoscopica se ocupa com o estudo das propriedades dos materiais na escala de tamanho
entre o mundo Microscépico e o Macroscépico. O que se entende por microscépico € a
escala de tamanho de ordem de poucos didmetros atémicos ou do comprimento de onda de
de Broglie (4tomos e moléculas), estes da ordem de poucas dezenas de Angstrons(10~1%m).
O macroscépico indicando comprimentos na escala cotidiana ou grande niimero de particulas
(ndmero de Avogrado = 10?3 particulas) que constituem o sistema ver figura (1.1) [2].

Molécula Virus Bactéria Célula sanguinea Cabelo Agulha Moeda

mEEEN i = @
Micro Macro “
L B L) B L) I L L L) B R L |

=10 -9

10 10 10° 107 10° 10° 10" 10° 10® 10" 10’
;1 nm um mm m
AF Ap em semicondutores [ [ no regime Hall quantico
em metais . . .
[ em metais em semicondutores com alta mobilidade

Figura 1.1 Escalas macroscopicas, mesoscépicas e microscopicas. Onde Ag é o comprimento de
onda no nivel de Fermi e [ comprimento de espalhamento. Retirada da Ref. [2].



1.1 FISICA MESOSCOPICA 2

1.1.1 Gas de elétrons Bidimensional

Nanoestruturas semicondutoras tornaram-se os sistemas modelo para investigacdo de con-
ducdo elétrica na escala mesoscépica. Esta evolucdo foi possivel pela disponibilidade de
materiais semicondutores de impureza e perfeicdo cristalina [3]. Tais materiais podem ser
estruturados para conter uma fina camada de elétrons altamente méveis. Perpendicular a ca-
mada de movimento que é quantificada de modo que os elétrons s3o restritos a mover-se em
um plano. Os experimentos com condutores mesoscopicos sdo em grande parte baseados na
heteroestrutura de GaAs/AlGaAs (arseneto de gélio e arseneto dopado com aluminio) na qual
uma fina camada de conducdo é formada na interface desses heterocompostos semiconduto-
res. Os elétrons s3o confinados na interface entre o GaAs e AlGaAs, onde se movem como
particulas livres e dependendo da dimensao, sem sofrer choques e sem perder a coeréncia de
fase. Essa estrutura é conhecida como gas de elétrons bidimensional 2DEG [4].

(b)

2DEG

Encrgia

-
-
z

Figura 1.2 Na juncgéo entre o AlGaAs e o GaAs, podemos ver o perfil das bandas de condugao
(linha superior), e valéncia (linha inferior) e suas respectivas energias, Ec e Ey além da energia
de Fermi, Ep, (a) antes e (b) depois da transferéncia de carga, onde observamos a formagao do
gas de elétrons bidimensional 2DEG. Retirada da Ref. [4]

A figura 1.2 (a) mostra uma representacdo do 2DEG. Nessa heteroestrutura, o nivel de
Fermi localiza-se dentro do gap de energia, porém esse gap é maior no AlGaAs que no GaAs.
Assim, o nivel de Fermi do AlGaAs se encontra acima do nivel de Fermi da GaAs, fazendo
com que os elétrons saltem do AlGaAs, deixando-o carregado positivamente. Isso faz com
que surja um potencial eletrostatico que curva as bandas de energia. Apos atingir o equilibrio,
a energia de Fermi fica constante em toda a heteroestrutura, e na juncdo aparece um poco
de potencial que confina os elétrons e forma o 2DEG, conforme ilustrado na figura 1.2 (b).

1.1.2 Ponto de Contato Quantico

Numa experiéncia, mede-se a condutancia em vez da condutividade. A condutividade o
esta relacionada com a densidade de corrente local e com o campo elétrico, j = o F/, enquanto



1.1 FISICA MESOSCOPICA 3

que a condutancia G relaciona a corrente total e a diferenca de potencial, I = GV [3]. Para
um grande condutor homogéneo, a diferenca entre os dois nao é essencial, uma vez que a lei

de Ohm's nos diz que
G= <12/>0 (1.1)

para um contato de largura W e comprimento L ilustrado na figura (1.3).(Note que G e o
tem as mesmas unidades em duas dimensdes.) Se para o momento em que desconsiderar os
efeitos da coeréncia de fase, a escala simples Eq. (1.1) é vilida desde que ambos W e L sdo
muito maiores do que o caminho livre médio.

J/

el
W

(. R

L=<| —_—
Figura 1.3 Trajetéria do elétron no regime balistico. Retirada da Ref. [3].

Na escala mesoscépica, surgem novos e caracteristicos fendmenos, que apresentam
poucas particulas para aplicar os métodos da Mecanica Estatistica e muitas particulas na
perspectiva de uma possivel descricao completamente baseada na Mecanica Quantica. Um
dos mais marcantes do ponto de vista de condutores mesoscépicos trata-se do transporte
com coeréncia dos elétrons (comprimento de coeréncia de fase ;) ou caminho livre médio
ineldstico (l;,). E bem sabido que um elétron, ao se mover dentro do condutor, sofre
diversos tipos de espalhamento (com rede, com impurezas, com outros elétrons, etc.).
Quando as dimensoes da amostra sao reduzidas abaixo do caminho livre médio, o regime
de transporte entra no balistico, mostrado na figura (1.3).

Rolf Landauer, no final da década de 1950 [4][5], foi talvez o primeiro a defender que,
em condutores reduzidos, ocorria um transporte eletronico onde a fase da funcao de onda
desses elétrons nao era alterada por processos de colisoes elasticas, ou seja, durante um
evento de colisoes elastica o vetor de onda e a energia do elétron, antes e depois da colisao,
eram preservados em magnitude. Com isso, os elétrons podem atravessar todo o condutor
sem perda de energia, o que permite ao elétron lembrar o seu estado de entrada ao sair
do condutor, e assim pode-se estabelecer uma ligagdo entre os estados de entrada e os
estados de saida dos elétrons. No transporte balistico, o processo de transporte deve ser
visto como um processo de transmissao, é fluxo de particulas, os processos de transmissao
estdo intimamente relacionados ao conceito de propagacao de ondas. Dai surge o carater
ondulatério do elétron, que nao pode mais ser desprezado no estudo das propriedades de
transporte de sistemas mesoscdpicos, o contrario do que é feito em teorias classicas do
transporte eletronico, com a teoria de Drude e a equagao de Boltzmann [6][7]. Portanto,
tem-se uma clara analogia entre transporte em condutores do estado solido e propagacao
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Figura 1.4 Condutancia em funcdo da voltagem de gate em wum contato quéntico a
0,6K(GaAs/AlGaAs). Quantizacao da conduténcia em um condutor balistico. Retirada da
Ref. [9].

de ondas eletromagnéticas em guias de onda da Eletrodinamica, e dessa forma pode-se
falar em uma dptica de elétrons em sistemas mesoscopicos [8].

Os sistemas mesoscopicos apresentam fendmenos intrisecos como quantizagdo da con-
dutancia que é observada a baixas temperaturas, utilizando técnicas de split — gate para
controlar a largura I da constricao transversal ao movimento dos elétrons. Um gate é um
eletrodo carregado que repele os elétrons que passam pela constricao. No experimento do
ano 1988 a primeira condicao é satisfeita no dispositivo que tem largura W4, &~ 250nm
el=286um [9]. A medida que a largura W da constricio é reduzida (potencial de gate
mais negativo) a condutancia vai reduzindo a passos discretos de amplitudes % que é
conhecido como quantum de condutancia, como mostra a figura (1.4).

A expresao classica para condutancia é

o ()i 0

que pode ser escrita como
G =GoN (1.3)

2 . . . 7 .
com Go = 2% ~7,75x107°Q"1 e N o nimero inteiro de canais abertos que esta relacio-

nado com a largura W
Nzint(kFW>, (1.4)

™

onde kr é o moédulo do vetor de onda de Fermi. Em metais, o valor de kr é muito
grande, logo N >> 1, ou seja, os metais possuem alta condutancia. Para semicondutores,
kp =~ 30nm, permitindo desta forma a observacdo da quantizagao da condutancia [9)].
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Como nos sistemas mesoscopicos o elétron se move sem perder a coeréncia de fase, a
interferéncia nas ondas eletronicas se manifesta e da origem a fenémenos ondulatorios,
dentre os quais a localizagdo fraca. Esse efeito se origina da interferéncia quantica nas
trajetorias retroespalhadas ao ponto de origem das mesmas. Na auséncia de um campo
magnético externo, a simetria de reversao temporal ¢ mantida. Se a coeréncia de fase nao
for destruida, a fase quantica do elétron na trajetéria de retorno a origem é a mesma fase
da trajetéria revertida no tempo, o que gera uma interferéncia construtiva e aumenta a
probabilidade de retorno a origem da trajetéria. Isso leva a um aumento na amplitude
de retroespalhamento, diminuindo a condutancia. Por outro lado, se a simetria de rever-
sao temporal for quebrada por aplicacdo de um campo magnético externo, as fases das
trajetérias diferem, devido ao efeito Aharonov-Bohm, eliminando a interferéncia cons-
trutiva e aproximando a condutancia do seu valor classico. Para sistemas com interagao
spin-6rbita e sem campo magnético externo aplicado, a interferéncia é destrutiva, dimi-
nuindo a probabilidade de retorno e aumentando a condutancia. Este efeito é conhecido
como anti-localizacao fraca. Nos dois casos, localizacao e anti-localizacao, o efeito é anu-
lado pela aplicacao de um campo magnético externo. Assim, a magnetoresisténcia, que
¢é definida pela diferenga entre as resisténcias da amostra com campo e sem campo, é
positiva para sistemas com interacao spin-orbita e negativa se o sistema nao apresentar
esta interagao [10][11][12].

Quando variamos o campo magnético externo aplicado sobre a amostra, observamos
flutuagoes intensas na condutancia. Essas flutuagoes também aparecem quando variamos
outros parametros do sistema, tais como energia de Fermi, configuracao de impurezas,
geometria da amostra dentre outras. Este foi um dos primeiros fenémenos associados
com a coeréncia de fase eletronica observados em problemas de transporte em condutores
mesoscopicos. Os padroes provenientes dessas flutuagoes sao aleatérios, independentes do
tempo e diminuem lenta e suavemente ao aumentarmos a temperatura. Eles dependem
da distribuicdo de impurezas e sao caracteristicos de cada amostra particular, sendo
completamente reprodutiveis ao se repetir o mesmo experimento nas mesma condigoes.
E importante observar que ao aumentarmos a temperatura de uma amostra e depois
voltarmos a temperatura inicial, muda-se a configuragdo de impurezas e o padrao de
flutuagoes obtido nao volta ao padrao original. Porém, a uma temperatura fixa este
padrao sempre se mantém. Quantificamos a amplitude das flutuagoes pela variancia da
condutancia

2\ 2
Var(G) = <G2> —(G)* x c (1.5)
h
Este comportamento é universal, nao dependendo de detalhes microscopicos da amostra

e é conhecido por flutuagoes universais da condutancia [10][13].

1.2 Formalismo de Landauer-Biittiker

O ponto quantico apresentado na secao 1.1.2 é o sistema fundamental para o es-
tudo do transporte na fisica mesoscopica, sendo um problema de mecéanica estatistica
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de nao-equilibrio. Landauer simplificou significativamente o problema através da substi-
tuigdo conceitual das fontes de elétrons por reservatoérios ideais [14][15]. O sistema que
encontraremos suas propriedades ¢ um ponto quantico com dois guias acoplados que é
esquematizado na figura (1.5). Nas extremidades dos guias estdo os reservatérios ma-
croscopicos que fornecem/recebem elétrons. Cada guia é caracterizado pelo nimero de
canais de espalhamento abertos N1 e No. I'1 e 'y s@o as barreiras de tunelamento. As
simetrias fisicas da dinamica dos elétrons na cavidade cadtica estao rotuladas por 5. O
acoplamento entre os guias e a cavidade cadtica ¢ representado por uma barreira de po-
tencial, onde a probabilidade de tunelamento do elétron pode ser quantificada pela sua
barreira.

Vv

I I
Figura 1.5 Visdo esquemadtica de uma cavidade cadtica com as barreiras de tunelamento.

Por definicao, a distribuicao de elétrons e o potencial eletroquimico ficam locais, defi-
nidos inteiramente nos reservatorios considerados ideais. Os reservatoérios sdo conectados,
adiabaticamente, aos guias metalicos ideais. A cavidade bidimensional é de forma irre-
gular, com paredes impenetraveis acoplada a dois guias de onda finitos de largura d. Os
elétrons sao espalhados em uma regiao de interagao estacionaria no intervalo de tempo,
acoplada aos guias. Essa separacao em guias e em regiao de espalhamento é muito con-
veniente, permitindo a definicdo de uma base apropriada de canais abertos para o espaco
de Hilbert associado. Propriedades de transporte sao obtidas mediante a matriz de espa-
lhamento do sistema que serd definida na subsecao seguinte.

1.2.1 Definicao da Matriz de Espalhamento

Considerando a cavidade com apenas o guia 2 acoplado (ver figura 1.6), que é o modelo
geral utilizado para facilitar a deducao da féormula de Mahaux-Weidenmihuller (que sera
descrita na secao 2.3).
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AY

Figura 1.6 Espalhamento de modos propagantes em um guia semi-infinito acoplado na regiao
de interagao.

Entao a propagacao de uma particula quantica dentro do guia é descrito pela equacgao
de Schrodinger

2m

R (92 92
(WJFW)‘I’(%Q):E‘I’(%Z/) (1.6)

onde E = %, m é a massa da particula e hk o seu momento. Sendo que a so-
lugdo geral dessa equagdo pode ser representada como um vetor de N2 componentes
U = (Uy(z,y), ..., Un,(7,9))T com estados quantizados na diregao transversal y de lar-
gura d e sao assintoticamente livres na diregdo x, ou seja, a equacao (1.6) satisfaz a
condigao de contorno W(x,y = +d/2) = 0. Resolvendo a equagao de Schrodinger bidi-
mensional podemos obter canais de espalhamento dentro dos guias. Usando a condig¢ao

de contorno obtemos uma soluc¢ao que corresponde a uma parte tipo onda propagante
1 , .
Yy (x) = ——— [An exp(—iknx) + Byexp(iky)]
\/2mh kN /m

normalizada, e uma parte tipo onda estacionaria

(1.7)

on) =2l (X ), (13)

as solugoes podem ser escritas como um produto ¥y (z,y) = ¥y (z)on(y), para = > 0;
ly| <d/2; N =1,2,...,N2, com o nimero Ny de canais abertos dado que o sistema tem

: h25> o (ne\2]Y?
energia /= 5> e que o vetor de onda ky = {k — (7”) ] deve ser real para uma onda

propagante, logo Ny deve ser igual ao maior inteiro menor ou igual a %, de modo que
2
— (L) Uy =k Uy
Na situacao em que o guia de ondas esta desacoplado da cavidade temos a seguinte
condicao de contorno

YN

| =0 (1.9)

=0
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Isto significa que a particula em cada canal é apenas refletida de volta —ikyAn +
tkxyBy =0.. Ay = By, representando a auséncia de fluxo de probabilidade através da
interface x =0. A matriz S correspondente relacionando os vetores amplitudes de entrada
A= (Al,AQ, ...,ANQ)T e saida B = (Bl,BQ, ...,BNQ)T

B =SA, (1.10)

com dimensao Na x No. Como By = dyn,AN,, entao fixada a condi¢do de contorno
de nao-interagao, imediatamente, concluimos que a matriz de espalhamento é matriz
identidade.

Para nosso problema, que tem dois guias, é conveniente escrever a matriz de espalha-
mento na forma

t
S = ( :,leNl TﬁleM ) (1.11)
N2><N1 NQXN2

onde r é a matriz de reflexdo e ¢t a de transmissdo. A matriz S tem dimensao N7, onde
Np = N1+ Ny é o ntimero total de canais abertos.

A matriz S tem simetrias que ajudam a descrever o sistema. A principal delas esta
relacionada a conservacao da corrente que implica em

SSt=1 (1.12)

ou seja, na unitariedade de §. Na auséncia de qualquer outra simetria, este é o tnico
vinculo [16][17]. Para o sistema que preserva a simetria de reversdo temporal Sye, = S,
temos

Srev = (S ou 8§* =1,

onde S;¢y é a matriz de espalhamento revertida no tempo e §* a congugada. Essa equagao,
juntamente com a relagdo de unitariedade da equagao (1.12), fornece

S=s". (1.13)

Portanto, a matriz de espalhamento é real e simétrica [16][17] em situagdes onde o spin
das particulas nao pode ser ignorado, como no caso de forte interacao spin-orbita ou a
presenga de impurezas magnéticas [18]. Entao os graus de liberdade de spin podem ser
acoplados convenientemente no formalismo de quatérnions (subsegao 2.2.4). Dessa forma,
a matriz §, 2Np x 2N, pode ser encarada como uma matriz Ny x Np de quatérnions,
com S sendo uma matriz auto-dual [16].

1.2.2 Condutancia

A amostra mesoscopica (1.5) estd conectada a dois reservatérios de elétrons caracte-
rizados pelos potenciais quimicos p; e g, através dos quais se aplica uma diferenca de
potencial V', onde V' = (u1 — p2)/e. O sistema estd em equilibrio térmico a tempertura 7'
e as fungoes de distribui¢ao dos elétrons nos reservatérios sao dadas pela fungao de Fermi

1
fa(E) = 1_|_€(E—,ua)/kBT’

a=1,2. (1.14)
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Usando o formalismo de Landauer-Biittiker que consiste em relacionar as probabili-
dades de transporte do sistema com suas propriedades de espalhamento descritas pela

matriz S, podemos encontrar uma expressao para corrente no guia 1 [19][20]

= = [AET B E)f(B) - R(B)],

onde

f(E) = f(E—Ep—eV)
f(E) = f(E-EF)
f(E) = [1—{—6(E/kBT)]—1'

No regime de resposta linear

fi(BE)=fo(B) = f(E-Ep—eV)—f(E—-EF)

B Ep+eV dE'/ 0 i E/
- /E‘F aE/f( - )

Q

v (—;Ef(E—EFQ

entao

2
(1) = V/M«é%(E<%OﬁW@ME}

A condutancia, definida por G = Yy _,o ([1)/V, fica

/ﬂ%—fE<%0ﬂW@WB}

Em 7' =0 a funcdo de Fermi fica uma fun¢ao degrau, f(F — Ep) =0(E — EFp).

caso, f (F — Ep)/0E = —)(F — EFr), e a condutancia fica
2
G = E/dEé(E—EF)Tr[t(E)Tt(E)],

2
G = DH(ER) (Ep)).

(1.15)

(1.16)

Neste

A Eq.(1.17) relaciona a matriz de espalhamento calculada na energia de Fermi com a
conduténcia do sistema. A matriz t't pode ser diagonalizada e a conduténcia pode ser

expressa em termos dos autovalores de transmissao [19][20]

e2

N
G=Goy ), Go= -
=1

(1.17)
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2
Se considerarmos o spin, teremos um fator Gy = 2% Também podemos definir a condu-
tancia adimensional

N
g=G/Go=Tr(tt) :Z (1.18)

1.2.3 Poténcia do Ruido de Disparo

A teoria de espalhamento também pode ser usada para outras propriedades de trans-
porte como flutuacdes temporais da corrente, que fornecem informagcao adicional sobre
o processo de transporte. A temperatura zero, a discreteza da carga é a unica fonte
das flutuacoes temporais da corrente. Essas flutuagoes sdo chamadas "ruido de dis-
paro'para diferencia-las das flutuagoes térmicas que ocorrem para temperaturas nao nulas
[21][22][23]. Outra diferenca entre os dois é que o ruido de disparo é proporcional a volta-
gem, enquanto o ruido térmico ocorre a V' =0. O ruido de disparo é entao um fénomeno
intrisincamente de nao-equilibrio e fornece informagoes sobre a correlacao entre as cargas
devido ao principio de Pauli. A expressao ja conhecida na literatura [19][20] para poténcia
do ruido de disparo é

P = 262/dE{[fl(l—f2)+f2(1—f1)]Tf(ttT7“7“T)
+ (A= f1)+ fo(1— fo)] Te(tTeeh)} (1.19)

Em T =0, a func¢ao de distribui¢do de Fermi é uma funcao degrau, fo = 0(uq — E).
No regime de resposta linear a Eq. (1.19) fornece a relacao

2e3 | V|

P=
h

Te(ttrrt), (1.20)
onde as matrizes ¢t e r sdo calculadas na energia de Fermi. Definindo Py = 2¢3|V|/h,
temos a poténcia do ruido de disparo adimensional

P
p= o Tr(ttTrrT) Z (1—15), (1.21)

onde usamos os autovalores de transmissao. Observe que o ruido de ndo-equilibrio (de dis-
paro) nao é simplismente determinado pela conduténcia. Em vez disso, ele é determinado
pela soma dos produtos das probabilidades de transmissao e reflexdo dos autocanais.

1.3 Teoria de Levitov-Lesovik

Qualquer medida experimental é de fato um resultado da média de muitas leituras de
um dispositivo de medicao. Isso ocorre porque as leituras diferem ou flutuam, mesmo se
os parametros que controlam a situagao fisica nao mudarem. Cada leitura aleatoéria, sendo
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um resultado da interacao entre muitos fatores além do nosso controle. Um exemplo de
transporte quantico ¢ a medicao da corrente elétrica de uma nanoestrutura a uma dada
tensao. A transferéncia de elétrons é um processo estocdstico, e o numero de elétrons que
atravessam a nanoestrutura durante um determinado intervalo de tempo ATy é aleatério.
Mesmo se medir a corrente com um amperimetro ideal, as leituras poderiam ser diferentes
24].

Por completa analogia com a estatistica de contagem de féton em 6tica quéntica, a
estatistica de contagem de elétrons foi desenvolvida por Levitov e Lesovik, na referéncia
[25]. A seguir vamos primeiro entender os elementos de teoria de probabilidade, para
entao encontrar os cumululantes de interesse.

1.3.1 Elementos de Teoria de Probabilidade

Além da média, podemos conhecer a distribuicdo dos resultados. Entao seja P, a
probabilidade de n eventos acontecerem durante ATy. Logicamente, a distribuicao de
probabilidade é normalizada }°,, P, = 1 e com ela podemos estimar qualquer cumulante
da distribuicao. O primeiro cumulante é a média distribuicao de probabilidade

(n) =>_nP,,
n
o segundo é a wvariancia, quantidade que caracteriza a largura da f.d.p.
2 2 2
((n=()?) = (n*) — ()",

o terceiro é a assimetria da f.d.p. que é positiva (negativa) quando a cauda longa esté a
direita (esquerda) da média

((n=m))*) = (n*) =3 (n) (n*)+2(n)°,

e o quarto cumulante é a curtose, que fornece uma medida do achatamento ou "agudeza'da
funcado em relagao a distribuicdo normal

((n—m))*) = (n*) = (n2)" =4 (n) (n®) +12(m)? (n?) — 6 {m) .

F.d.p’s com alta curtose tem um pico agudo e caudas cheias ou gordas, enquanto distri-
buigdes com baixa curtose tem um pico mais arredondado e caudas finas ou magras. A
média de qualquer func¢do n é dada por (F(n)) =3, F(n)P,.

Nem sempre a distribuicao de probabilidade fornece a descri¢ao estatistica mais con-
veniente. Alternativamente podemos usar a fungao geratriz x(\) da distribuicao de pro-
babilidade, associado ao processo de medicao estendido no tempo. A relacao e entre P,

e x(A) é

x(\) = i e"\p,. (1.22)
n=0
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A equagao (1.22) também permite conexao direta com as caracteristicas estatisticas da
distribuicao P,,. Para isso, vamos fazer a seguinte expansao

0 i k
Inx(A) =) Qk( ];\?
k=1 ’

(1.23)

onde q; denota os cumulantes. Um experimento tipico é detectar a distribuicao de conta-
gem de elétrons, que pode ser visto na referéncia [26] e a curva experimental é apresentada
na figura (1.7).

(a) (b) 4,

Counts

012345672889 00123456789
n n

Figura 1.7 Os gréficos exibem a distribuic¢ao estatistica experimental da contagem de n elétrons
entrando em um ponto quéantico durante um um intervalo de tempo de observagao ATy. Os
dois painéis, (a) e (b), diferem por valores de tensdo nos "gates'(portdes de entrada e saida de
elétrons). O ATp é escolhido de maneira que os dois painéis exibam a mesma média (n) = 3.
As curvas vermelhas sdo as esperadas pela estatistica de contagem de Levitov-Lesovik. A figura
foi adaptada da referéncia [26].

1.3.2 Cumulantes da Estatistica de Contagem de Carga

Vamos considerar o caso interessante de uma distribuicao na qual existem M tentati-
vas independentes de transmissao de carga. Todas as tentativas independentes de trans-
missao de carga. Cada tentativa tem a probabilidade g de sucesso e 1 — g de fracasso.

Sendo assim, a probabilidade de k tentativas de sucesso é dada por C](\Z)] = N!/[K/(N —k)!]

e a distribuicao de probabilidade é binomial P} = C](\];()] gF(1—g)Mo=k Assim a funcio ge-

ratriz e a fungdo caracteristicas dos cumulantes (o logaritmo da fungdo geratriz), sao,
respectivamente,

xX(\) = (ge +1—g)Mo,

Iny(A) = Nln(gei)‘+1—g):gN(Z')\)+(g_g2)N(i

(iA)*
T

+ (=6¢*+12¢> —7¢>+g)N
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ou seja, g1 = gN, @2 = (9—g*)N, g3 = (29> = 39>+ 9)N e q1 = (—6g* +12¢> - 7g* + )N
sdo os quatro primeiros cumulantes para a distribuicdo binomial de um tnico canal. A
distribuicao binomial anterior descreve as tentativas de transmissao de um tnico canal.
A distribuicdo binomial anterior descreve as tentativas de um tunico elétron "monocro-
méatico' (um tnico canal eletrénico) em uma corrente a uma temperatura nula. A gene-
ralizacao da distribuicao binomial para multiplos canais seguindo distribui¢ées binomiais
independentes é

N N
= H(Tje”\—i-l—T Mo — H 14 75(€" —1))Mo, (1.25)
] ]

onde My = eV ATy/h>1 é o nimero de tentativas de transmissao de elétrons durante
ATy, para um sistema com uma diferenca de potencial V. A fungao caracteristicas =(\)
e os cumulantes irredutiveis sao obtidos, imediatamente, da equagao (1.25). Podemos
escreve-los, respectivamente, como

N dk

2\ = z\40§)1n[1+rj(eiA — D], qr = TP

=\ . (1.26)
A=0

O primeiro cumulante ¢; para o sistema do ponto de contato com um fluxo de corrente
pode ser obtido da equagao (1.26). Usando o bloco de transmissao da matriz de espalha-
mento, obtemos

N
= M()ZT]' :MOTI'ttT, (1.27)
Jj=1

ou seja, o primeiro cumulante g = q; /My é justamente, a condutincia adimensional de
Landauer-Biittiker e esta ligado a média da distribui¢ao da corrente, pois (I) = GV. O
segundo cumulante, dado por

% (1—75) = Mo Te[ttt (1 — 1)), (1.28)

¢ uma medida da largura da distribuigdo. O seu corresponde adimensional p = ¢g2/M
¢é chamada, na literatura, de poténcia do ruido do disparo e representa a varidncia da
corrente, que é uma medida comum do ponto de vista experimental. O terceiro cu-
mulante fica dado por gz = MoTr[ttT (1 —tt1)(1 — 2tt1)] esta ligado a assimetria da dis-
tribuigdo de corrente (determinada experimentalmente em [27]) e o quarto cumulante
qa = MoTr[ttT (1 —tt7)(1 — 6ttT +6tt7)] é a curtose que representa o achatamento da curva
de distribuicao de corrente.
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Para My =1 os quatro primeiros cumulantes adimensionais sao

N

G = QZZT]', (1.29)
j=1
N

@ = p:ZTj(l—T]), (1.30)
=1
]N

g3 = =) 7i(1—7)(1-27), (1.31)
i=1
JN

G = K:ZTj(l—Tj)(l—GTj+6Tj2). (1.32)

<.
Il
—_

E de forma geral os cumulantes da estatistica de contagem de carga sao dados por [29]

N

w3 (0 —T>$)k_1

1=1

(1.33)

T=T;

1.4 Uma Breve Historia da Cavidade com Contato Nao Ideal

Um problema fundamental de um sistema mesoscépico é determinar a distribuicao
completa da condutancia. Os primeiros trabalhos foram focados em um conjunto de fios
desordenados [30]. No inicio década de 90, verificou-se que um ponto quantico tem uma
distribuigao de conduténcia qualitativamente diferente [31]-[33]. Baranger e Mello [32],
e Jalabert, Pichard e Beenakker [33] iniciada a partir da Teoria de Matrizes Aleatérias
(TMA) [34]. A matriz de espalhamento & do ponto quantico foi assumida como um
membro do ensemble circular a matriz unitaria, como é apropriada para um bilhar cadtico
[35][36]. No caso de um tnico canal (N} = Ny = 1), a distribui¢do P(g) da probabilidade
de transmissao g foi encontrada

;ﬁg(_1+ﬂ/2). (1.34)
A equacao (1.34) foi encontrada compativel com simulag¢oes ntimericas de transmissao de
uma mesa de bilhar caético conectados a cabos de forma ideais que tem um tnico modo
de propagacao [32]. Previously, Prigodin, Efetov e Iida [31] tinha aplicado o método de
supersimetria para o mesmo problema, mas com um modelo diferente para os contatos
pontuais. Eles consideraram o caso da quebra de simetria de reversao temporal (§ = 2),
para que a equagao (1.34) poderia prever uma distribuicdo uniforme da conduténcia.
Em vez disso, a distribuicao da Ref. [31] estd fortemente com pico préximo de zero
condutancia. A extremidade da distribuigdo (para a transmissao da unidade) é governada
por tunelamento ressonante, e é consistente com trabalhos anteriores por Jalabert, Stone
e Alhassid [37] sobre o tunelamento ressonante no regime Colomb-blockade.

Para preencher uma lacuna dessas teorias, em 1994 Brouwer e Beenakker [38] considera
um modelo mais geral para o acoplamento do ponto quantico com os dois reservatoérios,

P(g) =
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em vez de assumir acoplamentos ideais como nas referéncias [32] e [33]. Brouwer [38§]
assumiu o acoplamento que permitem uma probabilidade de transmissao I' do modo de
propagacao no guia, eles calcularam a distribui¢ao da condutancia de um ponto quantico
conectado a dois reservatérios de elétrons por guias com tnico modo de propagacao,
por meio de uma probabilidade de transmissao I' arbitraria com modo sendo no limite
I' << 1. Em um célculo numérico [30], é possivel encontrar P(g) com 0 < g <1. Na segao
2.3 comentaremos seus resultados e compararemos com a abordagem hamiltoniana que
sera utilizada para testar os resultados analiticos.

Em 1996, Barrager e Mello [39] encontraram uma expressao analitica para a distri-
buicao da condutancia com N; = Ng =1 que serd reproduzida em termos de I'y e I'g,
para isso usaremos a referéncia [40] publicada em 1999 por também Baranger e Mello.
Nesse trabalho, fizeram uma abordagem da teoria da informacao. A partir da distribuicao
de S, encontraram a distribuicdo da condutancia quantica das cavidades para os casos
tanto de auséncia quanto presenca de processos diretos. No caso da presenca de processos
diretos, reproduziremos os resultados analiticos de [39] em funcdo de I' na secao 4.4 e
ainda encontraremos novos resultados analiticos que foram comparadas com a abordagem
hamiltoniana e com os resultados da referéncia [30].

No ano de 2012, Vidal e Kanziper [41] fizeram uma abordagem da matriz de espa-
lhamento empregada para determinar a funcao de densidade de probabilidade conjunta
dos autovalores de reflexao, sob hipotese de simetria de reversao temporal da cavidade
quebrada (8 = 2). Eles encontraram a distribui¢ao da condutancia somente para (8 = 2),
com (N7 < Ny) e 'y =1, ou seja, o acoplamento do guia 2 ideal.

1.5 Estrutura da Dissertacao

O que caracteriza essencialmente o processo de espalhamento é a matriz de espalha-
mento que relaciona as ondas espalhadas com as incidentes. Devido a natureza caotica
da dinamica, a matriz § comporta-se de forma irregular quando parametros das ondas
incidentes (energia, por exemplo) ou da regido de espalhamento (forma ou intensidade
do potencial espalhador, intensidade de um campo magnético aplicado, etc.) variam su-
avemente. Dessa forma, uma descri¢ao estatistica baseada em distribui¢oes e fungoes de
correlagdo torna-se mais apropriada [19].

Uma ferramenta tedrica bastante 1til para o estudo de propriedades estatisticas de
sistemas quanticos abertos exibindo espalhamento cadtico é a TMA. Originalmente de-
senvolvida por Wigner e Dyson para descrever flutuagoes no espectro de ressonancia em
nucleos pesados, tem sido amplamente usada em fisica mesoscépica, sendo a universali-
dade dos fenomenos de interferéncia quantica, observada em tais sistemas, intimamente
associada a universalidade das propriedades estatisticas dos autovalores e autovetores de
matrizes aleatorias grandes [19].

Existem dois métodos para se obter a TMA da matriz S de um cavidade caética. O
primeiro que sera apresentado na capitulo 2 usa a formula de Mahaux-Weidenmiiller, na
qual a matriz S é expressa em termos do sistema fechado, modelado como um membro
dos Ensemblos Gaussianos da TMA, e de uma matriz fenomenolégica que descreve o aco-
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plamento da cavidade com os guias. Para testar essa abordagem hamiltoniana, na se¢ao
2.4 iremos comparar com resultados analiticos consolidados da referéncia [38]. O segundo
método que serd apresentados no capitulo 3 consiste em aplicar a TMA diretamente a ma-
triz de espalhamento através do uso de um principio de maxima entropia, sem nenhuma
referéncia ao Hamiltoniano. Devido ao acoplamento ser nao ideal, apresentaremos nesse
mesmo capitulo o Nicleo de Poisson. Como os dois métodos sao equivalentes [42][43],
ambos serao comparados para testar os resultados exatos.

No capitulo 4, generalizaremos os resultados da distribuicao da condutancia de Vidal
e Kanzieper para § = {1,2,4}, onde N1 < Ny e o acoplamento do guia 2 ideal. Cons-
truiremos a distribuicao da condutancia para N; =1 e compararemos com a abordagem
hamiltoniana do capitulo 2. Ainda encontraremos a média e a variancia para os casos
especificos da condutancia na secao 4.1, assim como a distribuicdo da poténcia do ruido
do disparo e as suas respectivas médias e variancias na secao 4.2. Encontraremos também
a distribuicdo da assimetria atraves de um integral numérica na secao 4.3, sua média e
variancia serda encontrada no apéndice C, assim como a distribuicdo da curtose e sua
média e variancia. Todos os resultados serao testados pela abordagem numérica.

Na secao 4.4 observaremos resultados calculados de maneira distinta aos das segoes
anteriores, mas com o mesmo resultado analitico para casos particulares da generalizacao.
Ainda faremos contribuicoes a literatura para o sistema como Ny = No=1e'; =T'5. Por
fim, no capitulo 5 apresentaremos as conclusoes a respeito dos resultados encontrados e
as perspectivas.



CAPITULO 2

Abordagem Hamiltoniana

Desde os anos 1950, quando Wigner e Dyson iniciaram a teoria de matrizes aleatoéria
como uma ferramenta para analise estatistica dos espectros de ressondncias de nucleos
pesados, a teoria de matrizes aleatérias tem encontrado aplicagoes em muitos ramos da
fisica, incluindo fisica nuclear, atémica e molecular, sistemas mesoscopicos desordenados,
caos quantico, gravitacao quantica bidimensional, etc [44][34]. Essa teoria ¢ bastante ttil
para descrever sistemas onde a informacao microscépica é pouco conhecida ou até mesmo
inacessivel. Todo sistema quantico é descrito por um operador Hamiltoniano que pode
ser representado por uma matriz. Para sistemas quanticos complexos, como um ntcleo
pesado, esta matriz é muito complicada e nao conhecemos todos os seus detalhes. A
idéia basica da teoria é substituir a matriz hamiltoniana por um membro de um ensemble
de matrizes aleatdrias consistentes com as simetrias do problema (reversdo temporal e
rotagao de spin), a partir das quais determinamos as fungoes de correlacao dos autovalores
e autovetores.

Sistemas cadticos e regulares sdo descritos por estatisticas distintas [45][28][46][47][48].
No regime de caos quantico! na cavidade, podemos fazer uso da TMA, usando a aborda-
gem hamiltoniana, onde uma matriz pertencente aos ensembles gaussianos representa o
hamiltoniano da cavidade.

Apresentaremos na proxima se¢ao o Hamiltoniano da regido de interagao, atraves dos
Ensembles Gaussianos. A féormula de Mahaux-Weidenmiiller, que serd deduzida anali-
ticamente na secao 2.2, é uma espécie de mudanga de variavel para encontrar a matriz
de espalhamento em termos do hamiltoniano. A partir dessa matriz S encontraremos
os blocos de transmissao e reflexdo, e como consequéncia os observaveis. Na secao 2.3,
faremos a comparagao da abordagem hamiltoniana (método 1) com os resultados exatos

10 principio da correspondéncia da mecanica quantica estabelece que as propriedades classicas de um
sistema devem sugir a partir de sua descricdo quantica no limite em que a constante de Planck tende a zero.
Isso tem motivado o estudo de sistemas quanticos que s3o cadticos no limite classico. A Dindmica quantica
neste regime é denominada caos quéntico [46][28].

17
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(método 2) consolidados da referéncia [30].

2.1 Ensembles Gaussianos

A dindmica no interior da cavidade pode ser descrita por uma matriz hamiltoniana H
aleatoria M x M, pertencente ao ensemble gaussiano que satisfaz & seguinte distribuicao

P(H) =exp <—%Tr7—[2> : (2.1)

Onde H possui classes de universalidades que dependem de vinculos e simetrias da cavi-
dade, que tem indice 5. As classes mais comuns sao as de Wigner-Dyson(WD), usadas
para descrever o transporte de cargas nao interagentes no regime balistico. A classe or-
togonal se aplica a cavidades que possuem simetria de reversao temporal e de rotagao de
spin. A classe unitaria é aplicada em cavidades onde existe a quebra de reversao tempo-
ral, causada, por exemplo, pela aplicagao de um forte campo magnético [18]. Finalmente,
a classe simplética descreve sistemas com simetria de reversao temporal, na auséncia de
invariancia de rotagao de spin.

| 5 SRT SRS H U Ensemble |
’ 1 Sim Sim Real Ortogonal EGO ‘
’ 2 Na&o lIrrelevante Complexo Unitaria EGU ‘

’4 Sim N3o Quatérnion Real Simplética EGS

Tabela 2.1 Resumo dos trés ensembles de Wigner-Dyson. A matriz hamiltoniana H (e sua
matriz de autovetores U) sao classificadas por um indice de 8 = {1,2,4}, dependendo da presenga
ou auséncia de simetria de reversao temporal (SRT) e simetria de rotagdo de spin semi-inteiro
(SRS).

Nas subsec¢oes seguintes serao apresentadas as funcgoes densidade de probabilidade
(f.d.p.) conjunta de H, juntamente com as varidncias dos elementos da diagonal e dos
triangulares. Ainda a construcao das matrizes pertencente a cada ensemble gaussiano e
sua implementacao.

2.1.1 Ensemble Gaussiano Ortogonal

Nessa subsecao vamos comecar estudando matrizes hermitianas com todas as entra-
das reais, ou equivalentemente, matrizes simétricas reais. Uma determinada matriz H
simétrica real M x M pertence ao Ensemble Gaussiano Ortogonal (EGO) se os elementos
da diagonal e os triangulares superiores forem escolhidos de forma independente.

Como H = H' temos que

2
T =" |Hy|* =Y HE+2) HE, (2.2)
1] )

i<j
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entao a f.d.p. conjunta de todos os elementos independentes é
M

Sendo H um membro do EGO e seja O uma matriz ortogonal real M x M. Tem-se
P(OTHO) = P(H).
Os elementos independentes sao distribuidos de forma gaussiana, com a variancia
diferente para as entradas diagonais e nao diagonais
(Hij) =0

2 . .

H2 > _ % t=17

HE) =y

M 7 7é 7
Assim, uma construcao equivalente de matriz que pertenca ao EGO é deixar X ser uma
matriz aleatoria M x M de padroes gaussianos normais independentes N0, 1] para formar

H =/ S (X +XT).
A densidade de autovalores de energia para o ensemble Gaussiano é conhecida como
a lei do semicirculo de Wigner [19], e dada por

M
E) = 402 — B2
onde o pardmetro A controla o espacamento médio A =7 \/M na origem E = 0.
0-7 T I T I T I T I T I T I T I T
| == Lei do Semicirculo de Wigner 4
-*-‘--.
O P =
0.6 I p y -.'L,“ 1
v
0.5 A “l\ .
I v'J‘ \ |
S04 \ 4
6‘\ - -
=03 \ -
0.2
0.1
0 ] | il L l 1
-1 075 -05 -025 0 025 05 075 1

E

Figura 2.1 Densidade de autovalores para um Hamiltoniano pertencente ao EGO com M =
7000, confirmando a lei do semicirculo de Wigner (curva preta).

Escolhendo A = 0.5, os autovalores ficam distribuidos no intervalo (—1,1) e o limite
M — oo é atingido elevando-se a dimensao da matriz. A figura (2.1) mostra a densidade
de autovalores para um matriz 7000 x 7000.
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2.1.2 Ensemble Gaussiano Unitario

Para um sistema quantico, sem simetria de reversao temporal a tnica restricao na
matriz hermitiana complexa usada para modelar a parte discreta do espectro de energia
¢é que duas matrizes relacionadas por uma transformacao de similaridade de operadores
unitarios tem a mesma f.d.p. conjunta para os elementos. Esta exigéncia é satisfeita pela
seguinte escolha do ensemble de matriz. Sendo H uma matriz aleatéria M x M hermi-
tiana, pertence ao Ensemble Gaussiano Unitario (EGU) se os elementos diagonais (que

deve ser real) e os elementos triangulares superiores H;; = H,; (©) —l—iHi(jl) forem escolhidos
de forma independentes.
Como H = H' temos que

TrH? = 3 |Hyyl” Z —|—Z{Re 2+ [Im(Hy)*}

1<j

entdao a f.d.p. conjunta de todos os elementos independentes é

P(H) = gexp (—2/\2]-]2) Hexp{ (Hz-j)]Q}exp{ %[Im(H )]2}

<]

segue imediatamente, que a invariancia P(U™'HU) = P(H) para qualquer matriz unita-
rio U.

Assim como no EGO, os elementos independentes sao distribuidos de forma gaussiana,
com a variancia diferente para as entradas diagonais e nao diagonais

(Hij) =0

2

Re(H;;)2 Im(H;;)]2 o i=J
([Re(H)?) = ([1m( w>1>—{ﬁ i

Entao usando X e Y com entradas N|[0,1] e dimensdao M x M, H pode ser especificado
em termos de uma matriz complexa Z = X +1:Y’, de acordo com H = 4/ %(Z +Z.

2.1.3 Ensemble Gaussiano Simplético

Uma matriz H (2M x 2M) pode ser vista como uma matriz M x M, com elementos
que consistem em blocos 2 x 2 da forma,

G

onde z e w sao numeros complexos. A matriz (2 x 2) neste formato é chamada de matriz
quatérnio real?, onde os seus elementos sio denotados por ¢ e os de sua dual® por ¢P. A

ST

] : (2.4)

2Uma matriz de quatérnios tem elementos ¢ = al +ibo, +icoy +ido,, onde i = V-1, 0g,0y € 0, 530
as matrizes de Pauli e a,b,c, e d sdo escalares.

30 dual ¢P de uma matriz ¢ de quatérnions tem elementos ¢” = a1l — ibo, —icoy —ido,. Se ?=q q
é dita auto-dual.
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dual de 2.4 é dada por

—
gl
w

S
[
—~~
(\]
ot
N—

Como H = H' temos que

T2 =2 B P A Y (P + (P o+ P+ (),

i<j

entao a f.d.p. conjunta de todos os elementos independentes do Ensemble Gaussiano
Simplético (GSE) ¢ dada por

P(H) = E[exp(—if\in%)HeXp{—%[HZ,(]Q)P}exp{—%[ﬂ@(ﬁp}

1<j
M M
exp { =y lH P e { -5 (HP? .

A matriz H com elementos quartérnios reais, pertencente ao EGS, pode ser construida
com as matrizes Z = H") +2’H~(-1) eW=H? +z‘H~(3)

. o A2
ij i i ;; com entradas reais, H =1/ g7 (Y+
Y'), onde

(%]

2.2 Formula de Mahaux-Weidenmiiller

Nessa secao estudaremos o problema de espalhamento quantico seguindo o modelo de
Mahaux-Weindemiiller para o caso de uma cavidade cadtica acoplada a dois terminais.
Porém faremos a simplificacdo de apenas o guia 2 acoplado, para facilitar a dedugao, como
foi descrito na subsecao 1.2.1, assim como a adaptacao para dois guias. O modelo de
Mahaux-Weindemiiller fornece uma abordagem hamiltoniana e descreve o espalhamento
de canais de propagacao eletronicos por um ponto quantico com um nimero muito grande
de ressonancias. Os canais de espalhamento nao tém 'reacao direta', o que implicara
em certas condi¢oes de ortogonalidade sobre o acoplamento entre os canais e os modos
ressonantes. Consideraremos o limite universal de uma distribuicao aleatéria de estados
ressonantes. No limite universal, escolheremos, sem perda de generalidade, um ensemble
gaussiano para a distribui¢ao. Sera usada as referéncias [49][50] como base para deducao
da féormula de Mahaux-Weidenmiiller.

2.2.1 Descricao Geral do Modelo

E natural supor que evento de espalhamento é sempre confinado dentro de uma parte
compacta do espaco disponivel que é chamada de "regidao de interacdo'com um hamil-
toniano H associado. Fora dessa 'regido de interacao", o espalhamento estd ausente e
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seus subprodutos dessa interagao apresentam um movimento livre caracterizado por um
conjunto de nimeros quanticos que descrevem o estado quantico interno de cada sub-
produto, sendo que estes niimeros quanticos especificam os estados em que as particulas
podem ser encontradas muito antes ou muito depois do espalhamento. Considere em
particular o modelo da figura 1.6, o qual consiste de modos propagantes ao longo de um
guia semi-infinito com largura d. Os modos propagantes sao quantizados ao longo da
direcdo transversal. Assumindo que exatamente Na canais estdo abertos no guia com
energia especifica F. Na regiao assintética existira, portanto, um conjunto de estados de
espalhamento denotados por |n, E);n =1,..., Na com normalizagao

(n, E1|n, B2) = dpN,0(E1 — E2).

Um conjunto andlogo, mas discreto, de estados ortogonais |u);n=1,2,..., M estéd associ-
ado com a regiao compacta de interacgao.

Na auséncia de acoplamento entre o conjunto de estados do fio (guia) e da regiao de
interacdo e da regiao de canais abertos, o hamiltoniano do sistema tem a forma

Ho= 3 [0 Hou(v |+ [ In, B)E(n, E|dE; (2.6)
Qo n

onde a integragao ¢é realizada sobre a regiao de energia onde um determinado canal n
estd aberto. O modelo é simplificado por negligenciar qualquer acoplamento direto entre
diferentes canais, dai o termo correspondente na equacao 2.6 é diagonal em n. O primeiro
termo descreve a representacao em uma base arbitraria do hamiltoniano H da regiao de
interagdo, a qual contém M > 1 auto-estados. O segundo termo do hamiltoniano contém
os estados da regiao de canais abertos. Para descrever o acoplamento entre os canais
de entrada com os auto-estados de H(criando canais de espalhamento assintoticamente
livres) se acrescenta ao hamiltoniano da equagao 2.6 o termo de acoplamento

V=> (I /W/w (n, E|dE + conj.herm). (2.7)

Como veremos a seguir, a implementacao desse modelo deve garantir que o hamiltoniano
total do sistema, H = Hg+V, seja auto-adjunto.

2.2.2 Matriz de Espalhamento S

Sendo M o numero de estados ortogonais da cavidade cadtica, agrupando todos
eles como u = (u1,ug,...,upr)’ e a solucdo geral para funcio de onda no guia ¥ =
(V1(z,y), -, ¥n, (x,y))T um vetor de Ny componentes, com estados quantizados, que
pode ser escrita como um produto de uma solucao que corresponde a um parte tipo
onda propagante v, (x) e parte tipo onda estacionéria ¢, (y). O vetor u pode ser obtido
diretamente da matriz aleatoria H da cavidade. Os auto-estados do hamiltoniano, que
descreve a interacao dos estados ressonantes da cavidade com os canais propagantes no

guia, podem ser escritos com
- (;) (2.8)
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pertencendo ao espago de Hilbert Lz(R“L,CM ) & CN | dotado do produto interno

(@1]@5) = ufuy+ (01| Ws); (W[ Wo) = [7], dy [5° ¥ Wsd. (2.9)

O modelo VWZ(Verbaarschot, Weidenmiiller e Zirnbauer) é baseado na matriz H, que
representa o operador H, incorporando com isso as propriedades basicas da TMA para
matrizes M x M de ordem alta. Vamos definir o operador hamiltoniano atuando nesse
espaco de Hilbert como

- H W
a—( * " 2.10
() (2.10)
entao,
fie— 2 W) (v Hu v (2.11)
Wo  H, v Wou H.W

O operador H atua na regiao de interacao e ¢é representado pela matriz hamiltoniana M x
M , cujos auto-estados formam as ressonancias do sistema aberto. Os operadores Wi (M x
No) e WQ(NQ X M) que sdo matrizes retangulares, que descrevem o acoplamento dos canais
propagantes com as ressonancias. O operador diagonal . = (—h?%/ 2m)diag (02 + 85, 02+
85, 02 85 ) representa o operador energia cinética do guia.

Vamos assumir, por simplicidade, que o acoplamento é local ao longo do guia de onda,
podemos escolher Wr=0e Wl, mantendo a hermiticidade de modo que

Ww = [ d;jQW<y>\If<o7y>dy — d(0), (2.12)

N d/2
onde 1(0) = (¢1(0),12(0),...,¥n,(0)) e W tem entradas wy, = f_é/Q Wn®n(y)dy, com p =
1,2,... M en=1,2,..., Na. Dessa forma, podemos escrever como o operador hamiltoniano
atua nos estados do espago de Hilbert estendido

e = ( Hugcﬁb((}) ) . (2.13)
O operador definido acima nao é, em geral, auto-adjunto, uma vez que
(A ®;) = ulHiug + (H W1 T2 ) + ] (0)ibug (2.14)
e
(®1[Fi®2) =] Huy + (@1 [H T2 ) +ul s (0). (2.15)

Subtraindo a equacao (2.14) da Eq. (2.15),

(@ |®2) — (81|ABy) = ufH uy+ (A1 |Ws)+ 0] (0)duy
— ulHuy — (1 |H P2 ) — ulii(0). (2.16)
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Como H =H' o termo u];”HTuz é cancelado, por outro lado, da defini¢cao do operador H,
e do produto escalar (¥1|W¥s,), pode-se encontrar depois de usar integracao parcial em
relacdo a x que

(1%, |By) — (@ [FiB,) — {(Wl)w ol (%)}

- w*<> fuy — ufuis (0). (2.17)

Para que H torne auto-adjunto é preciso impor a condi¢ao de contorno apropriada z =0
como na referéncia [51]. A escolha mais simples é

o (oY

wa=—|[—=

2m \ Ox
Uma vez garantida a hermiticidade do hamiltoniano, vamos considerar a equagao de
Schrodinger para o sistema acoplado, H® = E®, ou seja, que implica na seguinte relacao

z=0

(2.18)

=0

~ Hu + 01 (0) u
< ch:l \Il ? ( 9)
e outra relagao entre os canais propagantes e as ressonancias
u = (E—H) i (0). (2.20)
Substituindo a equagdo (2.20) na equacao (2.18), temos
h? (o
B —1)"1g N B
w'( H) ™ p(0) o (83@) (2.21)
=0
Como a parte longitudinal da funcao de onda no guia é dada por
zﬂ_gékl [Ale—ikzlsc + Bleiklﬂ
() = : ' (2.22)
,27{_}12}6 |:AN2 Zszx + BNZGZ]CN2$:|
temos
oY m
— =—1 k(A-B 2.23
=N (55 ) k(A-B). (2.23)

onde k = diag(k1, k2, ...,kn,) € os vetores A e B tem como entradas as amplitudes das
ondas que entram e saem da cavidade.
Usando a equacao 2.23 na 2.21

1/2 52 1/2
S E A lg m) ~1/2 :_-( m> 1/2(A _
ot (B —#) w(%hQ kV2(A+B) = —in- (S0 ) T KA(A-B). (220
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Esta equacao pode ser resolvida para B em funcao de A, resultando em
B=(1—iF)(1+iF)'A (2.25)

onde F = aWH(E —H)"'W, com W = /2m/nh?ik /2, e 1 é a matriz identidade de
ordem Ns. Da definicao de matriz de espalhamento concluimos que

S=1—iF)1+iF) ' =[(1+iF)—2iF][1+iF] ' =1-2iF(1+iF)"'.  (2.26)

Esta equagdo pode ser reescrita numa forma frequentemente usada em aplicacoes.
Para isso, consideramos a identidade
1 o0 1 :|l+1

1 -1
; - T - — _ i\l T~
14V o Wl w o w l:EO( im) {W o w
1

E—-H
1

E—H+¢WWWTW'

1

E—HW

-1
— owi [11 . WWT]

= Wi (2.27)

Desta forma a matriz de espalhamento pode ser escrita como
S=1-2inWH(E—H+imWwWhH~Iw. (2.28)

Esta equacao pode ser facilmente adaptada para o caso de dois terminais, considerando
que os blocos da matriz de espalhamento entre canais do mesmo guia correspondem a
reflexdo a partir da cavidade, blocos entre canais de guias diferentes correspondem a
transmissdo. Onde & (Np x Np) é a matriz referente ao transporte dos elétrons com
energia F, H ¢ o hamiltoniano M x M da cavidade cadtica, pertecente ao ensemble
gaussiano, YW (M x Np) é uma matriz deterministico que modela o acoplamento dos
guias com a cavidade e Ny = N+ Na é o numero total de modos propagantes.

A matriz W contém informacgao sobre o nimero total de canais abertos nos dois guias,
o espagamento médio de niveis de energia da cavidade e das barreiras de tunelamento.
Ela pode ser separada em duas partes

W= W (2.29)

onde W, (M x N,) e p=1 ou 2 é o indice dos guias. Para desprezar processos diretos,
precisamos impor a seguinte condi¢ao de ortogonalidade [52][53][54]

MA
WIW, = Wp s Opg: (2.30)

onde A ¢é o espacamento médio de niveis da cavidade e w;, ¢ uma matriz diagonal dada
por

wy = diag(wp,1,wp,2, ..., Wy N,,) (2.31)
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a qual estd relacionada a probabilidade de transmissao I',; do canal j no guia p da
seguinte forma

Tpy=1-|(S)I",

onde (S) = (1 —imWIW/XN)(1 +inWIW/N) 7L, é a média da matriz de espalhamento.
Entao

2

T, =1- ‘]l - Z:wp,j _ dwp,j -
1 +wy ; 1—|—2wp,j+wp7j
Definindo w), ; = exp (—ay, j), temos
ap,j = —In(wp,5)
e
4exp (—ayp,j)

= —=sech®(a, ;/2).
P9 = T Zexp (—apy) Foxp (<2ayy)  C (/)

Considerando por simplicidade que todos os canais possuem a mesma probabilidade
de tunelamento I', = I, ; e usando as relacoes de ortogonalidade da base discreta de
Fourier, podemos parametrizar as matrizes de acoplamento e obter

sin (g757) sin MQ—L <+ sin ]\]}rfl
" 2\ sin MQ—L sin J\}%l -+ sin A]}ffl (2.32)
1 =91\ 77 .
m(M+1) : : :
. M : 2M : N1 M
sin (—MIJ sm(Mﬂ) sm( ]\}[H’r)
e
() s (O ()
Wa =10 \/T Sin(%f(évﬂl)) Si“(%z(\ﬁ?)) Sin(ﬁﬂ) (2.33)
2 =024 7, N ; .
m(M+1) : : :
. Mn(N1+1 . Mmn(N1+2 . Np M
sm<77§\(4+11 )) sn<77§\(4+11 )) sm( J\?Hﬂ)
VI VT

onde by = 5, b2 = T o
Os blocos de reflexao e transmissao da matriz de espalhamento S sao dados por

rnxN, = 1 —=2miWIH(E—H +ir(WW] + WaW))) = w,
Mo, = 1= 2mWL(E —H+ir(WiWf +WaWi)) ~w,
gy, = —2mWS(E —H+im(WiW] + WaWi)) "y,
tNyxN, = —2miWI(E—H+ir( W+ WoWi)) "Wy
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Fazemos F = 0 para desprezar a dependéncia em energia da matriz de espalhamento,
pois apenas caracteriticas locais universais no espectro serdo consideradas [54]. Uma
caracteristica marcante desta abordagem é que sempre, no final dos calculos, o limite
M — oo deve ser tomado para garantir a universalidade dos observaveis. Com as matrizes
(2.32), (2.33) e com a TMA abordada no inicio desse capitulo que apresenta dependendo
de cada simetria o H da cavidade cadtica, podemos fazer o uso da equagao (2.28) para
obter a matriz de espalhamento do sistema e assim extrair os autovalores de transmissao,
que caracterizam o ponto quantico.

As férmulas (2.32), (2.33) e (2.37) sdo facilmente implementados no computador e
permitem o estudo numérico dos observaveis de transporte. Na proxima secao, verificamos
a eficacia deste método comparando com alguns resultados disponiveis na literatura.

2.3 Comparacao com Resultados Analiticos

Para uma cavidade com dois terminais de canal tinico (N7 = Ny = 1), contendo uma
barreira de tunelamento (a probabilidade de transmissao I'), as distribuigoes da condu-
tancia sao estudadas numa formulagao de matriz de transferéncia, que pode ser parame-
trizada como [8][9]. Reescrevendo a matriz de transferéncia do sistema como produto das
matrizes do ponto e das respectivas barreiras, entao pode-se encontar as propriedades de
transporte, que foram calculadas em [30].

Os resultados numéricos para condutancia sao gerados usando a matriz de transmissao
(2.37), da seguinte forma

g ="Tr(tth),

onde os autovalores sao mostrados para um caso especifico na figura 2.2.

4.0x10°  6.0x10°  8.0x10°  1.0x10"

Ntimero de Simulagées

2.0x10°

Figura 2.2 Simulac¢ao da condutancia para =1 com I'y =T =T =2/3.

Para I'y =Ty =" # 1, ou seja, para cavidades acopladas a contatos com barreiras de
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tunelamento, os resultados exatos sao mostrados na referéncia [30], onde
g = (14N g+mAgcos®h_ +m(Ag+1)cos® b,
+ 2\/)\d(/\d+1)m(m—|—1)cos¢_ costhy )L, (2.38)

Ccom
m=4(1-T)T7% ¢ =¢1+¢n.

A equacao (2.38) pode ser invertida para se obter Ay em termos de ¢ e ¢ para deter-
minado g e I'. A distribuigao de probabilidade P(g) entao segue a partir de

O

1-8/2
P(g %2/ d¢1/ dés (14 2g)~ 5

onde a integragdo é sobre todo ¢; € (0,7) para quais Ay é real e positivo. Diversas
expressoes assintoticas podem ser obitidas para P(g) com I' < 1,

8 —1/2 2
Ly (M<g<),
F2+g
=2:P(g) =4I ———Z__ 1
304 4 4912 4 342
=4:P(g) =249 1).
o (9) =249 T2+ 197 (9<1)

A expressao § =2 de P(g), em regime de tunelamento precisa concorda com o calculo de
supersimetria da referéncia [55].
A figura 2.3 mostra a comparacao dos dois métodos

S

>
>

0 02 04 0.6 0.8 0

Figura 2.3 Distribuicio da condutincia para 8 = {1,2,4} com I'; = 'y = 2/3. Foram feitas 10°
realizagoes com hamiltoniano de dimensao 200.

Momentos de P(g) pode ser calculado para todos os I'. Os dois primeiros momentos
sa0:

sm U VTHm = S In(VT+m+ym)] (B=1),
(9) = %m_Q[(m 2)vV1+m+2] (B=2),
5m 2 [(3m® —4m +8)V1+m — 8] (B=4),
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g [(4m —18) VT m+ (J +8vim) In(vTm+vm)] - (8=1),
() = Am3[(m2 + m+16)y/T+m — 10m — 16] (B=2),
Am =Y (3m? +2m2 — 40m — 144)v/T+m + 112m + 144] (B =4).

A comparacao para média, desses resultados analiticos com a abordagem hamiltoniana é
mostrada na figura 2.4.

0-7 T I 1 I T I
-_ m f=1
06 b2
0.5 = p=4
__04F
2w

0.3

0.2

0.1

0

Figura 2.4 Média da condutancia para 8 = {1,2,4} com I'y = 'y =T" arbitrario. Foram feitas
10° realizacoes com hamiltoniano de dimensio 40.

Sendo a variancia da probabilidade de transmissao, Var(g) = <92> — (g)z, a figura 2.5
mostra a comparac¢ao dos dois métodos.
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0.09
0.08
0.07
0.06

2 0.05

= 0.04
0.03
0.02

7

0.01

Figura 2.5 Variancia da condutancia para = {1,2,4} com I'y =I'y =T" arbitrario. Foram feitas
10° realizacoes com hamiltoniano de dimensio 40.

No préxima capitulo apresentaremos a abordagem via matriz S para encontrar resul-
tados exatos inéditos no capitulo 4, onde usaremos essa abordagem hamiltoniana para
testa-los.



CAPITULO 3

Abordagem Via Matriz de Espalhamento

Vimos que o ingrediente basico do método estocéastico apresentado no capitulo ante-
rior ¢ a suposicao de que o hamiltoniano da cavidade pode ser modelado como membro
de um dos ensembles gaussianos. Neste capitulo, consideraremos uma formulagao alter-
nativa para o problema que consiste na construgao direta de um ensemble de matrizes de
espalhamento sem nenhuma referéncia a ensembles de matrizes hamiltonianas.

Nesta abordagem, o tratamento estatistico do problema de transporte é baseado na
construcao de um ensemble de cavidades representado por um ensemble das matrizes de
espalhamento correspondentes. Este ensemble é definido por uma densidade de probali-
dade que pode convenientemente ser obtida a partir de um principio de maxima entropia.
Finalmente, a comparagao com resultados experimentais é baseada na hipdtese ergddica
na qual médias no ensemble sdo equivalente a médias numa janela conveniente de energia
[56].

A seguir revisaremos duas versoes do formalismo da TMA aplicada diretamente a
matriz S para nosso o problema de interesse nesta dissertacao.

3.1 Ensembles Circulares

A probabilidade de encontrarmos S dentro do volume du(S) é definida por
dP(8) = P(8)du(S),

onde P(S) é a densidade de probabilidade e du(S) é a medida invariante de espaco de
matrizes S. Por defini¢ao, ela é invariante sob automorfismos S — &’ de uma determinada
classe de matrizes, ou seja

du\?/(S) = dp!?)(S"),

onde para =2 temos S’ = UySVjy, onde Uy e Vp é uma matrizes unitarias fixas. Em
particular, para =1 temos V= UOT e, para (3 =4, temos Vy = Uéj.

31
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Uma vez definida a medida, o ensemble pode ser definido a partir da maximizagao da
entropia de informacao

SIP(S)] =~ [ du?(S)P(S)In P(S),
que, juntamente com o vinculo de normalizacao,

1= [duD(S)P(S),
resulta numa densidade de probabilidade constante,
P(S) = constante.

Portanto, todas as matrizes unitarias do ensemble sao igualmente provaveis. Ensembles
de matrizes unitarias uniformemente distribuidas sdo denominados ensembles circulares.
Estes ensembles foram introduzidos por Dyson na década de 60 [34][57] e, assim como os
ensembles gaussianos, sao rotulados por um indice de simetria 5 que assume os valores
[ =1, para sistemas com invaridncia sob reversao temporal e rotagao de spin, 3 = 2,
para sistemas sem invariancia sob reversao temporal, e § = 4 para sistemas invariantes
sob reversao temporal mas nao sob rotacao de spin. Esses sdo os ensembles circulares
ortogonal (ECO), unitario (ECU) e simplético (ECS), respectivamente. A tabela (3.1)
resume as propriedades dos ensembles circulares.

|3 SRT SRS S Ensemble |
’ 1 Sim Sim Unitéria e Simétrica ECO ‘
] 2 Nao Irrelevante Unitaria ECU ‘
|4 Sim N3o Unitaria e Quatérnion Auto-Dual ECS |

Tabela 3.1 Classificacdo de Dyson dos ensembles circulares.

Uma caracteristica importante dos ensembles circulares é que a média no ensemble
da matriz da S é nula. Isto é uma consequéncia imediata da invaridncia do ensemble.
Por exemplo, no caso unitario, a média deve satisfazer

(S) = (UoSVo) = Uo(S)Vo
para matrizes Uy e Vj unitarias arbitrarias. Segue entao que
(S§)=0.

Os ensemble circulares sdo apropriados para o estudo de cavidades cadticas acopladas
aos guias por meio de contatos ideais [30]. Neste caso, a parametrizacdo polar da matriz

S

0 vy Lm 0 0 wvo

()T )
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onde 7 = diag (71,72, -+ ,7n), N =min(N1,Na), m = |N; — Na|, u; e uz(vy e va) sdo ma-
trizes unitarias N1 x Nj (N3 x Na), essa parametrizagao leva a seguinte densidade conjunta
de probabilidade para os autovalores de transmissao

P} =CT] |Ti_Tj’ﬂHTf(Wl—NzH—l—?/ﬁ)/? (3.1)
1<J i

a partir da qual pode-se obter resultados exatos para qualquer estatistica linear ou nao
linear dos autovalores de transmissao. A obtensao de resultados exatos para Ny, Ng e (3
arbitrarios tem se tornado um campo de intensa atividade com o surgimento de novas
técnicas analiticas baseadas nas integrais de correlagdo de Selberg [58][59](60][61][62],
polinémios de Jack [63][64][65] e integrais de trajetérias [66][67]. Tais resultados, no
entanto, nao se aplicam ao caso em que (S) # 0. Na préxima se¢ao discutiremos como
abordar este problema.

3.2 Nucleo de Poisson

A abordagem via teoria da informacao vista na secao anterior foi usada com sucesso
por Mello e colaboradores [40][68][56] em situagOes mais gerais em que ha presenca de
processos diretos. Neste caso, a média da matriz S é nao nula e passa a ser um parametro
relevante na densidade de probabilidade P(S). Além das consideragdes usuais de simetria
da matriz S, a distribuicao de méxima entropia que satisfaz as chamadas condigoes de
analiticidade-ergodicidade [68] é dada

[det(1 — (S)(S)1)]|(BNT+2-5)/2
|det(1 — S(S))[BNT+2-5

P(S)=C (3.2)
onde C' é uma constante. Esta distribuicao é conhecida na literatura como Nicleo de
Poisson e se reduz a distribuicao dos ensembles circulares no caso particular em que
(8)=0.

Uma dedugao do Nicleo de Poisson para uma situacao mais concreta de uma cavidade
acoplada a guias via barreiras de tunelamento foi apresentada na referéncia [48]. Apre-
sentaremos a seguir detalhes dessa deducao para o caso § = 2. Para isso consideremos

Figura 3.1 Diagrama esquematico de um guia com barreira de tunelamento acoplado a uma
cavidade cadtica, indicando a notacio para as diversas ondas entrando e saindo.

inicialmente uma cavidade cadtica conectada a apenas um guia, como mostra a figura
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(3.1). A cavidade é descrita por uma matriz de espalhamento Sy pertencente ao ensem-
ble circular unitario. A barreira de tunelamento no contato cavida-guia, por sua vez, é
descrita pela matriz de espalhamento S;. O processo de espalhamento Sy ocorre antes
do processo Sp. O espalhamento total do sistema é a composicao dessas duas partes, que

sao descritas pelas equagoes
B A
(@s) = 9(3a)
SB® = A®)
SAL = BW),

Usando as equacoes acima, podemos escrever a matriz de espalhamento do sistema S em
funcao de Sy

S=nr +t2(1—807”2)_180t1, (3.3)

onde rq e t; denotam as matrizes de reflexdo e transmissao, respectivamente, para o lado
esquerdo da barreira, e de forma semelhante r9 e t9 a direita da barreira.
Como a matriz &1 é unitaria, ou seja,

Sls =1
podemos usar esse fato para escrever Sp em fungao de §
So=131(S—r)(1—ri8) k. (3.4)
Diferenciando a equagao (3.4), obtemos
dSo = 13 [(dS)(1 —r{8) ™ + (S —r1)d(1 —r{S) "t}
Usando as identidades dX ' = -X"1(dX)X e (1-AB)"'A=A(1— BA)™!, temos
dSy = th(1 = Sr1)~1(dS) (1 — r1S) 4.
Como (dS) = 8S~1(dS)
dSy = tS(1—r1S)~'s 1dS) (1 —r],S) "¢l
multiplicado por
S = =8 NS =),
obtemos
SiaSy = t(1—8Tr)t8tas(1 —ris) 4l

Se =2, a medida de Haar é definida por

1

cwazayw,



3.2 NUCLEO DE POISSON 35
usando a identidade (ATdMA) = (det ATA)N(dM), com A= (1- TIS)_lt];

AfA = qa-8tr) Y1 —rls) 4
det ATA = dett;(1—8tr) ' (1 —r{S) 1]
det(1 — rirl)
|det(1 —r]S)|2

temos entao

N
B det(]l—r}rl)
dp (So) = <|det(]l—r;[8)\2) du(S).

As densidades de probabilidades P(Sp) e P(S) se relacionam por

P(So0)dp(So) = P(S)dp(S) (3.5)
como P(8y) = &, temos
1 det(i—rtr) \ "
1 det(L—ryr
e <|det(ﬂ —rIS)IQ) | (3)

Como 11 = (S), temos para qualquer

ot(1— (S
dmso):(dt(“ 15)_{5) au(S) (3.7

B(Np—1)/2+1
|det(1 — <s>*s>|2>

e, assim o Jacobiano é proporcional ao Nicleo de Poisson

ot(1 — (S\F
P(S):é(dt(]l (S)1(S)) (35)

B(Np—1)/2+1
[det(1 ~ <S>*S>|2)

Podemos adaptar o problema de um guia para dois guias como mostra a figura (3.2),
considerando que os elementos da matriz de espalhamento S entre canais do mesmo guia
correspondem a reflexdo a partir da cavidade, elementos entre canais de guias diferentes
correspondem a transmissao. Assim teremos

(8) = ( TS) s ) - ( [ ) (3.9)

onde 7™M (N7 x Np) e (®) (N3 x Ny), sio as matrizes de reflexdo nas barreiras dos guias
1 e 2. Considerando também que 4 a matriz de autovalores de (S).
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Figura 3.2 Visdo esquemética de uma cavidade (a) como um guia (b) com dois guia

No proximo capitulo, o Nicleo de Poisson sera o ponto de partida para encontrar-
mos as expressoes analiticas via fungoes hipergeométricas de argumento matricial para
distribuicao da condutancia e da poténcia de ruido de disparo, e suas respectivas médias
e variancias.



CAPITULO 4

Resultados Exatos Via Funcao Hipergeometrica de Argumento
Matricial: Condutancia, Ruido de Disparo, Assimetria

Os resultados exatos somente para distribuicdo da conduténcia com [ = 2 foram
encontrados por Vidal e Kanzieper na referéncia [41], para uma cavidade com acoplamento
no guia 1 nao ideal, ou seja, 'y =" # 1 e o guia 2 com contato ideal I'o =1 como ilustra

a figura (4.1).

Figura 4.1 Ilustracdo de uma cavidade com acoplamento nao ideal no guia 1 e com contato

ideal no guia 2.

O Nucleo de Poisson apresentado na secao 3.2 para resolver problemas no qual a

cavidade tem acoplamento nao ideal, ou seja, com barreira de tunelamento

’

1 ( det(1 — (S)T(S))

B(N7—1)/2+1
$=z |det<n—<s>*s>|2)

que pode ser reescrita como

P(S) o [det(1 — (S)T3)]—(5(NT—1)/2+1)[det(]l _ st <S>)]—(ﬂ(NT—1)/2+1)‘

37
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Considerando o contato do guia 2 ideal I'y = 1y,, ou seja, a matriz de autovalores

A9 = diag(0,0,---,0) e o guia 1 com barreira de tunelamento, temos
_ (N 0
s=(7 1) (1.2

onde 41 =4 =diag(y1,72,- -+ , YN, ). A matriz de autovalores 4 = diag,/1—1T'; (1 <j < Ny)
da matriz (S), caracteriza o acoplamento entre a cavidade e os contatos em termos da
probabilidade de tunelamento I'; do elétron no j — ésimo modo.

Usando a decomposi¢ao usual da matriz S em sistemas de dois terminais

r t
S = ( g e ) (4.3)
N2><N1 TNQXNQ

entao temos

sist=(% o). (14)
sis=(7 7). (15)
sts) = ( (;;37 8) (4.6)

Subtraindo (S) (S)T, <S>T8 e ST(S) da matriz identidade 1 passamos a ter

Poo(S) = Cowldet(La, 31PN D/2 det(Ly, —4r)] -1/

x  [det(1y, —rfq))~(BWNr=1)/2+1), (4.7)
Como a densidade de corrente se conserva a matriz S é unitaria SST =1
rrl ittt = 1y,
rt)T+¢' (T =0
tri+0tt =0
t)t +r()t =14,

(4.8)

A funcao densidade de probabilidade conjunta de elementos de S pode ser escrita como
Ps.oy(S) oc d(rfr+ Tt — L, S (rt' T+ 1) (¢) T + () Tr — Lny,), (4.9)

onde ¢ estd em fungdo de matrizes apropriadas [69]. A fungao densidade de probabilidade
associada a matriz de reflexdo é obtida integrando somente em relacao a t

Pis.0)(r) o / dts(rrt +#tt — 1y,).
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Como P3,0)(S) é funcdo somente de r e ¢, temos que

Pﬁ/’o) (T> B /tE(CN1 X No dt(;(?’TT T ttT - ]1N1>P('AY:0) <S>
onde CN1*M2 denota o espaco de matrizes complexas CN1*N2. Entao
Pis.0) (r) = C(Ny,N2) [det(1, — ,?2)]/3(NT_1)/2+1 [det (1, — %)]—(B(NT—U/QH)
X [det(1y, —rfq))~BWr=1)/2+1) / dts(rrt 1T —1 ). (4.10)
Para o cédlculo da integral, usamos uma representacao de integral para funcao delta de
argumento matricial. Para reescrever como um integral de Ingham-Siegel (Apéndice A).

Essa integral tem resultado na literatura [70]. Para o caso de N; < Na a probabilidade
P@’O)(r) é proporcional a uma expressao simples, nao singular:

Prs,0)(r) o< [det(1y, —rrt)| PR NH20Q (1 y, — ), (4.11)

onde a matriz ©, é uma funcao unitario quando seu argumento ¢ uma matriz positiva
definida e é zero caso contrario [70]. Portando 3 0)(r) é dada por

Py (r) = O g det(Ly, — )P0/ et (1, — )] =1/241)
x[det(Ly, — rig)) (BN =1)/2+1) [det (1, —rr1)] (5/2)(N2_N1+1_2/f6)@(]l]v1 —rrl). (4.12)

Podemos entao decompor cada bloco de & como na decomposi¢ao em valores singulares
[71][72],

FNixNy = UTATVi ou tN,xN, = UtAtVI- (4.13)

Sendo que U, e VI sio matrizes unitarias, e A,(A;) uma matriz retangular compostas
das raizes quadradas positivas dos autovalores de 71r(t/t)(estes autovalores estdo entre
0 e 1 desde que rfr+tit = 1). A restrigdo de unitariedade inter-relaciona as matrizes

UT,UT/,V;[ e V;r,,, implicando na decomposic¢ao

U, 0 Vi 0
s [0 e[ ] an

onde

Vi, — AAT iAy
v VN, — AT A,

Para o caso de quebra simetria reversio temporal T2 =1, S deve ser simétrica, e assim
do mesmo modo o bloco 7, x n, . Essas matrizes quadradas entao permite a decomposicao
de valores singulares [70]

L= . (4.15)

TNl X Ny = UTATU;ij (416)
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e assim (4.15) mantém com
vi=u?l vl =ul. (4.17)

Similarmente ao caso de simetria de reversdo temporal com T? = —1, quando S é qua-
ternion auto-dual, (4.15) mantém como

vi=UuP vl =ub (4.18)

Com A, =diag(v/R1,---,\/Rn,) =diag(p1, -, pn, ) restringindo-nos a um caso estru-

turalmente mais transparente N < N, notamos que com a decomposi¢iao polar (4.15)
temos a seguinte medida de volume

Ny
dr = vol*[U(N)]AY, (A2) [T pjdpjdu(U,)du(V,) (4.19)
j=1

onde p; >0, A’]BVI(A%) = AIB\H(R) = [Ij<k (Rr — R;) é o determinante de Vandermonde e
U,,V, e U(Ny).

Substituindo a equacao (4.13) em (4.12), e considerando a medida de volume (4.19)
podemos concluir que a f.d.p. conjunta em termos de p; no caso de contatos nao ideal
admite a representacao

P oy(proopny) = Cony vayldet(Ly, —42)PNr—1/2H

X

N
A?\, A?) ﬁpg 1— /02)(5/2)(N2_N1+1_2/ﬁ)@(]1N1—P?)
1

X

/dﬂ /du )[det(1y, —4U, A VT)]—(ﬁ(NT—l)/zﬂ)
x  [det(1y, — VoA, Ul§)~BOr=1)/2+1),
A referéncia [73] encontrou o seguinte resultado para as integrais anteriores
Ny
P@,O)(R) o [det(1y, _72)]6(NT—1)/2+1AJBV1(R) H (1 _Rj)(ﬁ/Q)(NQ—Nl-H_Q/ﬁ)
j=1

2/8) ( B(Nr—1)/2+1,8(Np—1)/2+1
o ( S(Ni—1)+1

42 R ) (4.20)

sendo que essa equacao foi escrita em termos dos autovalores de reflexao, onde 2]:1(2/ P) (-|A,B)
¢ um fungao hipergeométrica de argumento matricial, com A = diag(A;,As,---,A4,) e
B =diag(B1, B2, -, By), definida pela série

2 FP) ( a1,02 | 5 g ) oy L (1] [ag) P ¢ (a) o) (B)
by 0 Al [h]g/ﬁ) C}(\Q/B)(]ln)

onde C§\2/ P )(A) ¢ uma funcao polinomial de Jack [74].
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4.1 Condutancia

4.1.1 Distribuicao

A equacgao (4.20) permite-nos encontar a expressao geral para distribui¢ao da condu-
tancia de uma cavidade cujo guia 1 de contato nao ideal suporta um modo de propagacao
(N7 =1). Levando em conta que os autovalores de reflexdao R =1— g, portanto

N:
Faw(9:1) = 522gW’(NZ—2/5>F<BN2/2+1>2I1<5N2/2+ LAN2/2+ 1 1;(1-T)(1-g)).

e Caso /=1, N1=1 e N2=2
A partir da expressao geral acima da distribuicdo da condutédncia para qualquer

B =1{1,2,4}. A distribui¢do da conduténcia para =1 é dada por

N
Py (:T) = =5 g 2T 20, Fy (Np /241, Np /24 131 (1-T) (1 g))

com N1 =1 e Ny =2 temos a seguinte equagao para qualquer I' arbitrario com
0<g<l1

P Ny=2)(g:T) =T?2F1(2,2;1;(1-T) (1 - g)) (4.21)

a figura (4.2) mostra a comparagao entre a abordagem hamiltoniana e a expressao
analitica (4.21) para esse caso.

8

& wm =

Py -2&D)

7]

Figura 4.2 Distribuigdo da conduténcia para I' =0.2,T'=0.4,' =0.6,' = 0.8 e I" = 1 respecti-
vamente com 3 = 1. Sendo feito 10° realizacdes e hamiltoniano de dimensao 200.
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e« Caso =2, N;j=1 e N3=3
A distribuicao da condutancia para =2 é dada por
Py (g:T) = Nog™2 TNVt P (Ny +1, No + 1315 (1-T) (1 — ) (4.22)
com N1y =1, No =3, I arbitrarioe 0 < g <1
P ny=3)(g:T) = 3¢g°T*9F1(3,3;1;(1-T)(1—g))

a comparacao entre a abordagem hamiltoniana e o método usado nesse capitulo é
mostrada na figura (4.3).

6 T I T I T T I T

0.2 ¥ Y 0.8

Figura 4.3 Distribuicdo da conduténcia para I' =0.15,T' = 0.35, = 0.55,T' =0.75 e ' = 0.95
respectivamente com 3 = 2. Sendo feito 10° realizacdes e hamiltoniano de dimensao 200.

e« Caso =4, N;j=1 e Ny=4
A distribuicao da condutancia para =4 é
Py (g:T) = 2Npg* N2 112Nt Ly 7y (2N +1,2 N2 + 1315 (1 - T) (1 — )
com Ny =1, No =4, I" arbitrarioe 0< g <1
P ny=3)(g:T) =8¢ T F1(9,9;1;(1-T)(1—g))

a comparacao entre a abordagem hamiltoniana e o método analitico mostrado nesse
capitulo é apresentada na figura (4.4).
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0.4 0.6 0.3
4

Figura 4.4 Distribui¢do da condutancia para I' =0.2,'=0.4,I' = 0.6,I' = 0.8 e I' = 1 respecti-
vamente com 3 = 4. Sendo feito 10° realizacdes e hamiltoniano de dimensao 200.
4.1.2 Meédia

Para N =1 temos que g = 7, entdao a equacao para distribuicao da condutancia se
torna

Pany)(mil) = 62]\[27(5/2)(N2_2/5)F(6N2/2+1)
X oF1(BN2/2+1,6Na/241;1;(1-T)(1—71)). (4.23)

Portanto calcula-se a média da conduténcia integrando a Eq.(4.23)

1
(g) = (7) = /O 7Py (i T)dr. (4.24)

e« Caso =1, Nij=1 e N2=2
Resolvendo a Eq. (4.24) fazendo

(ry = /01 TF22]:1(2,2; L(1-=T)(1—=7))dr

/1 ((T*24D(=147)=7)7)
0

(S

podemos encontrar a média da condutancia para esse caso

~ I'(=1+T—TLog[I'])
9= TR
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sendo que a figura (4.5) mostra a comparacao entre as abordagens.

T I 1 I I I L) I I

B Abordagem Hamiltoniana
0 5 | | = Abordagem Analilica

Figura 4.5 Média da Condutancia para No =2 e 3 =1, com 10° realizacdes e hamiltoniano de
dimensao 30.

e« Caso /=2, N1=1 e Nz2=2

Nesse caso a média de 7 é dada por

(ry = /01 27213, F(3,3:1; (1 - T)(1 —7))dr

_ /1 (20%72(6 +T2(—1+17)2 = 67 + 72 — 20 (3 — 47 +72)))
0

(C+7-T7)° ar

portanto a média da condutancia

[(—1+4TD(4—30) +20"%Log|l])
(—1+1)3

(9) =

a comparacao é mostrada na figura (4.6).
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W Abordagem Hamiltoniana
0.6 — Abordagem Analitica ]

Figura 4.6 Média da Condutéancia para Ny =2 e 8 =2, com 10° realizacdes e hamiltoniano de
dimensao 30.

e« Caso =4, N;j=1 e N3y=2

Calculando atraves da equagao (4.24)

1
(r) = [ 4rr @O (5,51 (1= 1) (1—7))dr

_ /1@F%%6+F%—1+TF—6r+#—ar@—47+r%»
0

C+7—1) ar

obtemos a média da condutancia

N(—=34+T(16+T(-36+T(48 —25T")))) = T'(12I"*Log[T)
3(=1+T)5 3(=1+T)5

(9) =

sendo que a figura (4.7) mostra a comparagao entre os dois métodos.
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0.8+ W Abordagem Hamiltoniana
= Abordagem Analitica

Figura 4.7 Média da Condutéancia para No =2 e 8 =4, com 10° realizacdes e hamiltoniano de
dimensao 30.
4.1.3 Variancia

Para N; =1 a varidncia da condutancia Var(g) = <g2> —(g)}=Var(r)= <7'2> —(r)?

pode ser calculada de forma similar a média
1
Var(g) = Var(r) = /O 2Py ) (13 D)dr — ()2 (4.25)

onde P n,)(7;T) é dado na equagao (4.23) e (1) calculado da mesma forma da subsecio
anterior.

e« Caso =1, N1=1 e N2=2

Fazendo a integral da equagao (4.25) da mesma forma feita para média e utilizando
os resultados da média do mesmo caso

Var(t) = /01721“22]51(2,2; 1;(1=T)(1—7))dr — (1)?

b (T4 D(-147)—7)7) 9
_/0_ DRSO R

temos a seguinte variancia da condutancia

I?(—(=1+T —T'Log[l'])? - (=14+D)(4(=1+T))) N I'2(—2(1+T)Log[I])

Var(g) = (—1+T)" (—1+D)F

que pode ser comparada com a abordagem hamiltoniana como mostra a figura (4.8).
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0 08 - B Abordagem Hamiltoniana
= Abordagem Analitica

0.02

Figura 4.8 Variancia da Condutancia para No =2 e 3 =1, com 10° realizacdes e hamiltoniano
de dimensao 30.

e« Caso /=2, Ni=1 e N2=1

A varidncia da condutancia é encontrada calculando a equagao (4.25)

Var(r) :L[f%%fﬂZZhﬂ—Dﬂ—TWh—ﬁf

I ((M@2+T(-1+7)—7)m%) )
/o T (T(lrn -1 dr —(7)
entao
Var(g) = [2(—(—1+T —TLog[l])? — (—1+T)(4(—=1+1))) - 2I%(1 4 I')Log][]

(—1+T)4 ES

a figura (4.9) mostra a comparagao entre a abordagem hamiltoniana e abordagem
analitica.
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0 08 - B Abordagem Hamiltoniana
= Abordagem Analitica

0.02

Figura 4.9 Variancia da Condutancia para No =1 e 3 =2, com 10° realizacdes e hamiltoniano
de dimensao 30.

e« Caso =4, Ni1=1 e N2=1

Podemos encontrar a variancia da condutancia calculando a integral da equagao
(4.25) da mesma forma dos casos anterior

Var(g) = (_fjm(—(—1+r(4—3r)+2P2Log(r))2+3(—1+F)2(1+r(4
— 5I)+2I'(2+1")Log(I"))),

a figura (4.10) compara os dois métodos.
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0-08 ] I 1 I 1 I T I 1
B Abordagem Hamiltoniana
e Abordagem Analitica
0.06
&
§ 0.04 -
0.02
0 1 I 1 I 1 I L I 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1
r

Figura 4.10 Variancia da Condutancia para No =1 e 8 =4, com 10° realizacoes e hamiltoniano
de dimensao 30.

4.2 Poténcia do Ruido de Disparo

Nesta se¢ao encontraremos uma expressao geral para distribuicao da poténcia do ruido
de disparo. Na subsecao 4.2.1, compararemos as expressoes analiticas com a abordagem
hamiltoniana para os casos: f=1e No =4, 3=2e No=3,¢e =4 e Ny =1. Na subsecao
(4.2.2) encontraremos a média de p em funcao de I' e na (4.2.3) a variancia.

4.2.1 Distribuicao

Com apenas um canal aberto no guia 1, a distribuicao da poténcia do ruido de disparo
pode ser calculada usando a distribuigao da equacao (4.23)

Wioaoy (30 = [ dlp—7(1—7)] P vy (72D (1.26)

Utilizaremos para isso, as propriedades da delta de Dirac ja conhecida na literatura
[76][77]

:C_.rn

3(fa) =y S

onde f(zp)=0e f'(x,) # 0, assim temos

5(p—7(1—7)):\/1l_w (5 <T_ (”\/21_74?9)) +5<T_ (H;—W»)
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Entao (4.26) torna-se

i - b () o (7))
y 512V2 (B/2)(N22/ D) BN> /241, . (5]2V2+1 52N2+171,(1 )(1—F)>dr,

portanto a expressao analitica da distribuicao da poténcia do ruido de disparo para =
{1,2,4} ¢é

1 s oy

W(l’N2)<p;F): M2( 2 )Ngﬁf( >=+1)

((1+\/1—7) = <62N2+1 62]\[2 1;1;1(\/1—7439_1)@_1))
" 1_41))(52%_1)2;1<52N2“BQN2 (VT T+ 1) (- >>> (4.27)

e« Caso /=1, N1=1 e Nz=4

A distribuicao da poténcia do ruido de disparo para esse caso em funcao da barreira
de tunelamento I" e 0 < p < 0.25, de acordo (4.27) é dada por

1
((p(=1+T)2+T)°/T—4p)

— p(—=1+T)(6+T2 4T3 46T* +4T°) —p3(—1+5)°(31

+ D2744D)+p*(—14+1)3(304+T(284+T(30+T(21+1)))))),

Wi, Ny=1)(p;T) (203 (2p* (=14 T)7+1°

a comparacao entre a abordagem hamiltoniana e analitica é mostrada na figura
(4.11).
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Figura 4.11 Distribuicdo da poténcia do ruido de disparo para Ny =4 e =1, com 10° reali-
zagoes e hamiltoniano de dimensao 200.

e« Caso =2, N;j=1 e N3=3

A partir da equagao (4.27) temos que a distribuigao da poténcia do ruido de disparo
em funcao da barreira de tunelamento I' e 0 < p < 0.25 é dada por

Wanay0T) = ooy BT @ 1+ D) 4T

— PP(=1+TD)8(97 4800 +9I'?) +p(—1+1)5(232 4 3697
34872 413703 + 611) — p3 (=1 41)4(130 4 176T + 22112 + 25613
244T* 4 64T° 4-T) + p?(—1+T)%(20 4- 10T 4 1212

1303 + 141 4+ 36T 4 72I'C - 91'7) 4 p(71° — 91'%))),

+ o+ o+

a comparagao para os dois métodos é mostrada na figura (4.12).



4.2 POTENCIA DO RUIDO DE DISPARO 52

pt
(=]

oL
8+
— 7_
E' =
& o
TSk
A
"
3_
2
|
0

Figura 4.12 Distribuicdo da poténcia do ruido de disparo para No =3 e 3 =2, com 10° reali-
zagoes e hamiltoniano de dimensao 200.

e« Caso =4, Ni1=1 e N2=1

Usando equagao (4.27) temos que a distribui¢do da poténcia do ruido de disparo
em funcao da barreira de tunelamento I' e 0 < p < 0.25 é dada por

1

((p(=1+T)2+T1)°/1—4p)
+ D243 46T +4I°) — pP(—14+T1)° (31 +T(27 +4D)) + p*(—1
+ T)3(B0+T(284+T(30+T(21+1)))))),

Wi Np=1) (05T 203 (2p (=14 T)7 +T° —p(—=1+T)(6

a abordagem hamiltoniana versus abordagem analitica é mostrada na figura (4.13).
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Figura 4.13 Distribuicdo da poténcia do ruido de disparo para Ny =1 e 3 =4, com 10° reali-
zagoes e hamiltoniano de dimensao 200.

4.2.2 Meédia
Para N; =1 temos que p=7(1—7), entdo

1

() = (r(1=7)) = [ 7(1=7)P wy)(riT)dr. (4.28)

0
onde (1 n,)(7;T") ¢ dada na equagao (4.23).

e« Caso /=1, N1=1 e N2=2
Calculando a integral da equacao (4.28)

(r(1=7)) = /01 T(1— )% F1(2,2:1;(1-T)(1 - 7))dr

B /1(F2(2+F(—1+7)—7)(—1+7)7)
—Jo (C(=1471)—71)3

dr,

integrando podemos encontrar a média da poténcia do ruido de disparo para esse
caso em funcao da barreira de tunelamento I"

(p) = — (D1 (=24-30) = [(3-+ T)Logr]).

(—1+T

a comparacao dos dois métodos é mostrada na figura (4.14).
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0-2 T I T I T I T T

@® Abordagem Hamiltoniana
= Abordagem Analitica

0.15

0.05

Figura 4.14 Média da poténcia do ruido de disparo para No =2 e =1, com 10° realizacdes e
hamiltoniano de dimensao 30.

e« Caso =2, N;j=1 e N3y=2
Integrando na equacao (4.28)

(r(1—7)) = /017(1 —)2rT3F(3,3: 1, (1 - D) (1 —7))dr

_ ! <<2F3<_1+7’)72(6+F2(—1+T)2—674—72_2{‘(3_47_'_7.2)))
_/0 - (C+7-T71)°)

dr,

podemos encontrar a distribuicdo da poténcia do ruido de disparo para esse caso
em funcao da barreira de tunelamento I'

1

(p) = _m((r(q +T(8+ (5 —12I)T") +2I'*(7 4 2I") Log[I'])),

a comparacao dos métodos usados até aqui é mostrada na figura (4.15).
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Figura 4.15 Média da poténcia do ruido de disparo para No =2 e 3 =2, com 10° realizacdes e
hamiltoniano de dimensao 30.

e« Caso =4, Ni1=1 e Np=2
Calculando a integral da equagao (4.28),

(r(l—-7)) = /017(1 —7)Ar? AT, By (5,5, 1 (1-T) (1 —7))dr

L 1
= | — AT (- 1+ 7)7H (70— Al (=54 7)(—1+7)°
e e G R (=5+7)(=1+7)
+ IY(=1+7)"—1407+907° —207° + 7*

+ 6T%(=147)%(15 — 107 +72) — 4T(35 — 807 + 6072 — 1673 + 74))dr,

dessa forma a média da poténcia do ruido de disparo para esse caso em funcao da
barreira de tunelamento I'

(p) = —aT (3 —T(21+T(=71+T(1934160T))) (21 +4F)Log[r]> |

12(—141I)514 (-=1+T)6

a comparagao para os dois métodos é mostrada na figura (4.16).
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Figura 4.16 Média da poténcia do ruido de disparo para No =2 e 3 =4, com 10° realizacdes e
hamiltoniano de dimensao 30.

4.2.3 Variancia

Para o guia 1 com um canal aberto a variancia da poténcia do ruido de disparo é
dada por Var(p) = <p2> — (P =Var(r(1—71)) = <(7‘(1 —7'))2> —(7(1=7))* e pode ser
calculada fazendo

Var(p) = Var(r(1—7)) = /0

1(7(1 —1))2 Py (T D)dr — (r(1—7))? (4.29)

onde P(1;n,)(7;1") é dada na equacdo (4.23) e (7(1 —7))? ¢ 0 quadrado da média que j4
foi calculada na se¢ao anterior.

e« Caso /=1, N1=1 e N2=4
Calculando a integral da equagao (4.29),

Var(p) = /01 2(7(1—7))2 T3 F1(5,5;1; (1 - T) (1 —7))dr — (r(1 —7))”

_ /1 (203 (=1+7)273(6 +T2(—=14+7)2 =67 +72 -2 (3 — 47+ 72)))
0

d
T+7-T7) T

2
— (T(l=7))",
entao a média da poténcia do ruido de disparo em funcao da barreira de tunelamento
r

Var(p) =

[2(9+4T'(254+ (36 — (270 +291)))) N I2(6I(18 + (57 +T(24+T)))Log[I))

(3(=1+1)9) (3(—=1+1)F)
(I2(—=14T(84 (5 —12I")I') + 2I'%(7+ 2I') Log[I'])?)
(=148 ’
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a comparagao para os dois métodos é mostrada na figura (4.17).

0- 007 T | T ] T I T I T

) = Abordagem Analitica
0-006 [~ ® Abordagem Hamiltoniana

Figura 4.17 Variancia da poténcia do ruido de disparo para No =4 e =1, com 10° realizacdes
e hamiltoniano de dimensao 30.

e« Caso =2, N;j=1 e Ny=1
Fazendo a integral da equagao (4.29),

Var(p) = /01(7(1 22 (2,2: 1 (1 D)(1— 7))dr — (r(1— 7))

/4_«F%2+@444q—7x—1+7V#)
0

2
(C(=1+7)—7)3) dr—{r1=m))",

entao a média da poténcia do ruido de disparo em funcao da barreira de tunelamento

r
(T2(—1+T(=2+30) —-T'(3+T)Log(T))?)
Varlp) = - (—1+1)S
_ (M*((=1+4T)(19+T(284T)) = 6(1+T(5+2T))Log(T)))
(3(=1+1)?) ’

a comparacao entre os métodos ¢ mostrada na figura (4.18).
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Figura 4.18 Variancia da poténcia do ruido de disparo para No =1 e 3 =2, com 10° realizacdes
e hamiltoniano de dimensao 30.

e« Caso =4, N;j=1 e Ny=1
Calculando a integral da equagao (4.29),

Var(p) = /01 2(7(1 7)) 7T F1(3,3;1; (1= D) (1 = 7))dr — (r(1 - 7))?

_ /1 (203 (=14+71)273(6 +T2(=1+7)2 =67+ 72 —2I'(3 — 47 +72)))
0

d
(C+7-T7)° ’

- <T(1 _T)>27

dessa forma encontraremos a média da poténcia do ruido de disparo para esse caso
em funcao da barreira de tunelamento I'

[2(9+T(254+ (36 — (2704 291)))) N I2(6T (184 T'(57+T'(24+T)))Log[I])

Var(p) = 3(—1+1I)5 3(—1+I)0
[2(—14+D(8+ (5—12I)I") +2I%(7 + 2I") Log[I"))?
(=1+1)° ’

a comparacao para os dois métodos é mostrada na figura (4.19).
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Figura 4.19 Variancia da poténcia do ruido de disparo para No =1 e 8 =4, com 10° realizacoes
e hamiltoniano de dimensao 30.

4.3 Assimetria

4.3.1 Distribuicao

O terceiro cumulante esta ligado a assimetria da distribui¢ao de corrente. Para N; =1
podemos encontrar Py NQ)(f ;T") fazendo o seguinte célculo

Py (&T) = [ 86 ~(1=7)(1—27)) Py (D) (1.30)

Integrando a Eq. (4.30) de forma ntimerica, temos os resultados para os seguintes
casos:
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Caso f=1 N =1 N =2

10

P (LN, = 2)(& )

4
¢ T'=02| A
, ¢ =04 |
s T'=06
r=08 | .
o o oot s T=0.98
1 -0.08 0.06 0.04 0.02_0_0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Figura 4.20 Distribuicdo da assimetria para No =2 e =1, com 10° realizacdes e hamiltoniano
de dimensao 200.

Caso f=2 N =1 N,=2

20 g T T T T T T T T I T T T T T T T T l_
* ['=02 .
¢ I'=04
16 * I'=06 i
I'=0.8
—_ ¢ ['=0.96 )
—
.\.;j"
\‘-r‘-"\
™
I
-
D.:_o

® 1 1 ] 1 | 1 | 1 ] 1
-0.1 -0.08 -0.06 -0.04-0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

g

Figura 4.21 Distribuicio da assimetria para Ny =2 e 3 =2, com 10° realizacdes e hamiltoniano
de dimensao 200.
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Caso f=4 N =1 N =3

20

PU; N :3)((21' F)

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
&

Figura 4.22 Distribuicdo da assimetria para No =3 e 8 =4, com 10° realizacdes e hamiltoniano
de dimensao 200.

1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02

As figuras (4.20), (4.21) e (4.22) mostram a comparacao dos resultados da abordagem
hamiltoniana e da integral numérica.

Resultados envolvendo a média da assimetria, variancia e o quarto cumulante serao
apresentados no apéndice B.

4.4 Outros Resultados Exatos

O ensemble de matrizes S é definida pela probabilidade diferencial
dPg) = P(S)du!)(S) (4.31)
onde du®(8) é a medida de Haar definida pela invaridncia

dpM(8) = dpM(S) com S’ =UySUY
dp@(8) = duP(S') com &' =UpSV
onde Uy e V( sdo matrizes unitarias fixas. Estas transformacoes representam automo-

fismo de conjuntos de matrizes unitdrias (J = 2) e unitarias simétricas (3 =1).
A média de qualquer func¢ao f(S) é definida por

() = [ 1S)PS)au)(s). (4.3

Vamos considerar o caso N1 =No=1¢e =2

S= ( 6:)& 69a ) ( _{}? \/1/;7 ) ( e: 695 ) (4.34)

(4.32)
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sendo que a medida de Haar para essa decomposicao

dadBdydd
du?(8) = — 4.35
HoS) = 25 (435)
Como na Eq. (3.9), temos que
710

S)= . 4.36

s=(7 5 (4.3
multiplicando (S) da equagao (4.36) pela sua transposta conjugada

22
t_ (7 O
s =T %) (137)

entao o determinante do numerador do Nicleo de Poisson Eq. (3.8) pode ser organizado
da seguinte maneira

det(1 —(S)(S)") = det( ! _Oﬁ 1_0% ) = (1) (1-4). (4.38)

Multiplicando S pela transposta conjugada de (S)

_ i(aty) 1— i(a+0) A 0
i e T e VT A
S8 = ( Bt /7 etB+0) /T 7 > ( )

0
B _ ei(a—&-’y),% Vi=t 62'(04-1—(5),3/2 JT 130
= L P TR Py wall B (4.39)

entao o determinante do denominador do Ntcleo de Poisson fica
1 _i_ei(a—l—’y):)/l\/m _ei(a—&-é),fmﬁ
det(1 — By — det . .
€ ( S(‘S) ) e ( _ez(ﬂ—&-’y),%ﬁ 1 _ez(ﬁ—&-é);m S
= (1+e 9 VT=7) (1= T4/ T—7) — e OH0H017)4, 557
_ 1+€i(a+’y)ﬁq /1 L ei(/J’Jr(S),S/Q N—r— ei(a+/3+5+7)py1,¢y2
Definindo ¢ = a4+, 1 = B+5, p=a—7 e p = f—4§, com ¢ e 1) no intervalo (0,2x),
temos a seguinte diferencial de P(7,«,(3,7,4)
@2  _ (1—9)%(1—93)°
(:32) ‘(1 + etlatN 1/ T—7) (1 — el(B+0) 35/ T—7) — ei(a+6+5+v)%@ﬂ’

dadBdydd
(2m)*

4

(4.40)
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4.4.1 Caso Particular 45 =0

A equagao (4.41) torna-se

2 1—43)? dadBdydd
dP((%)o)(Tyoé,’Y): ( D 17 (91)2
’ |1+ eilatgy yT=7|  (27)

Usando a definicao ¢ = a+7v e p = a, temos

B (1—42)? dadBdryds
[14-eteqy yT—7| (2m)(27)

dP((ﬁzl)p) (7,0, 9)

entao fazendo I'y =T

I‘Q 27 _ o+2m 1
(2m)* Jo v ‘1+6w@1\/1—7’

2 2w o+2m 1
N S
(2m)% Jo @ (14+291v1—Tcosp+47(1—7))

2 2 27 1
- (27)2/0 dgp/o d(p(l—FZ%\/ﬁcosgoqL'Ay%(l—T))Q'
Portanto
r2 r2n 1
P(T;F):(QW)/O d¢(1+2%\/ﬁcosgp+@%(1—r))2 (4.41)

efetuando a integral da equagao (4.41), temos

2 1+(1-T)(1—-7)

P(r;T) 5. (4.42)
1-(1-D)(1—7)]
4.4.1.1 Condutancia
Dessa forma a distribuicao da condutancia para o caso Ny =No=1¢e =2
1+(1-T)(1—

1-(1-D(I-g)F

essa expressao é a mesma para os resultadados exatos via funcao hipergemétrica de ar-
gumento matrial com Ny = Ny =1 e =2 da equacao (4.22), os gréficos para I' sdo
mostrados na figura (4.23).
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— =015
— I'=0.35
=055 —
=075
—_— =095

P iy, -0& D)

Figura 4.23 Distribuigdo da conduténcia para N = Ny =1 com =2 e I' arbitraria (I's = 1).

A média da condutancia pode ser calculada fazendo

(g9) =(1) = /OITP(T;F)dT (4.44)
ot 1+(1-T)(1-7)
@>_%;ﬂﬁu-41—rx1—ﬂpd7
entao

(1-T'+TLog[T))

(9)=T 1-T)

a figura (4.24) mostra o grafico da média com a comparagdo em relagdo a abordagem
hamiltoniana.
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o W Abordagem Hamiltoniana -
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0 L I 1 I 1 I 1 I 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1

r

Figura 4.24 Média da condutancia para N1 = Na =1 com =2 e I" arbitraria (I'y = 1).

A variancia da condutancia Var(g) = <g2> - <g)2 = <72> — <7)2

1 . )
Var(g)=Var(r) :/0 7'2P(7'7F)d7— ()", (4.45)
logo
I+(1-T)(1—7)
Var(g)—/ 2 2[1—(1—F)(1—7)]3dT (7’}2
entao

|(4T% — 2T - 2) Log [I'] — T*(Log[I'])? — 5(1 — T')?|

Var(g) =T2 L :

a figura (4.25) mostra a comparagao dos dois métodos.
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\g _

-
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Figura 4.25 Varidncia da condutancia para N = No =1 com =2 e I' arbitraria (I'y = 1).

4.4.1.2 Poténcia do Ruido de Disparo

A distribuicao da poténcia do ruido de disparo também pode se calculada

W13 (1) = [ 80— 7(1 =) P(r; D) (1.46)

onde P(1;T") é dada na equagao (4.42).
Usando as propriedades da Delta de Dirac usadas na secao 3.3, temos

o e o e B e
s 1+(1-T)(1—7)

N e T g

Portanto

224 2p*(—1+ ) =T+ T3 —p(=1+T1)3(7+4I +T2))
(p(=1+4+T)2+T1)3/1—4p

W(lel,NQZI) (p7 F) =

a figura (4.26) mostra os gréaficos para barreiras especifica, sendo que Win, =1, NFl)(p; )
estd de acordo com a generaliza¢ao da equagao (4.27).
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20

[
th

10

1

Wiv -1, N, = PRy

Figura 4.26 Distribuigdo da poténcia do ruido de disparo para Ny =Ny =1com f=2¢e
arbitrario (I'y = 1).

Calculando da mesma forma que fizemos até aqui, a média da poténcia do ruido de
disparo ¢ dada por (p) = (7(1—7))

 D(=1+T(=2+30) —T(3+T)Log(I))
P} = (~1+1)?

a varidncia da poténcia do ruido de disparo é dada por Var(p) = <p2> — (p>2

_T2(— _ _ ooT')2
Var(y) [2(—141( 2(:31)D6r(3+r)L gl)
2((=1+)(19+T(28+T)) — 6(1+T'(5+2I"))Log(T))
3(—1+T)°

4.4.2 Caso Particular 4; =%,

Nesse caso o acoplamento tem contatos nao ideais nos dois guias. Esse problema foi
abordado na secao 2.3 para I' << 1 e g << 1. A diferencial de P(%m)(T,a,ﬁ,'y,é)

dP(fAyl,’Ayl) (7—7 a, 67 s 5)

(1-57)*
|1+ €ile+n)5, yT=7) (1 - €ilB+15, yT—7) - ei<a+ﬂ+y+a>,ﬁ7’4
drdadfdydo
(2m)*
entao
P(r,0,0) = r drdpdi)

(e + VI—TyI=r)(e® — VI—TyI=7)— (1-T)7| (@7

67
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(7_. F) _ F4 /27r /27r F4 ngdl/J
| 0 o (emiv 4 VISTVI=7)(e ™ — VI—TyI=7) - (1-D)r| (270

o resultado P(7;I") para essa integral é conhecido [40)]

P

P (-T2 +2(1-T)(1+ (1 -T)*)7 +4(1 - T)*?

P(T;F) = [F2 +4(1—P)T]5/2

(4.47)

4421 Condutancia

A partir da equagao (4.47), a distribuigao da conduténcia é dada por

(1-(1-1)?)2+21-T)(1+(1-T)*)g+4(1-T)3¢?
T2 4+4(1—T)g]5/2

P(g;l') =T

a figura (4.27) mostra distribuigdes para barreiras especificas, P(g;I") foi encontrado em
termos de outras varidveis na referéncia [39], no préximo paragrafo iremos comparar com
os resultados consolidados da referéncia [30].

l.l} 1 T T T T T T T T
8 _
o~ 6 7
-
\E’j
e 4 —
B \_k e ——
——————
0 L } 4 —_—————— |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
g

Figura 4.27 Distribuicdo da condutancia para Ny = Ny =1 com 8 =2 e I'y =I's =I" arbitrario.

No limite I' << 1 e g << 1, a expressao acima de P(g;I") torna-se

I%+yg

P(g,l) =4 ————
(g7 ) <F2+4g)5/2

essa expressao ¢ a mesma da secdo 2.3 calculada na referéncia [30]. A figura (4.28)
mostra a comparac¢ao no limite abordado com a expressao analitica da distribuicao da
condutancia para I' arbitrario.
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Figura 4.28 Distribuigdo da conduténcia na escala logaritmica para Ny = No=1com f=2 e
I'y =T'9 =TI arbitrario.

A média da condutancia (g) = (7)

D(T)3 —/(=2+T)2(—2+2I +1?))

o) = 120 —1)2
e a variancia da condutancia
r
= (53— (T =2)2(=24+ 2+ T2+ 24T —1)(I3(5+T(=5+2T
Var(g) 720(r—1)4( 5I°( ( )2(—2+ 20 +17%)) +24( ) (5 +T(=5+2I))

+ (T =2)2(=2— (L= DT (4+T+2I%))).

esses resultados ja sdo conhecidos [30] e foram testados atraves da abordagem hamilto-
niana secao 2.3.

4,422 Poténcia do Ruido de Disparo

A distribuicao da poténcia do ruido pode ser encontrada calculada usando P(7;I") da
equagao (4.47)

Wiy (1) = [ dlp—r(1 = )] P(r; D) (149

Utilizando as propriedades da Delta de Dirac usadas na secao 3.3

et = [ (e (L)) o (15
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entao

Winithpety (7)) = /01 11_4p [5 (F(Hfjp))” (‘(1—21_4]9»]

P (1T 4201 =) (14 (1-T)°)7 +4(1 - 1)’
(T2 4+ 4(1—T)7)*/?

dr.
Portanto

Winy=1,Np=1) (15 T) = ;(F(—‘lp(—l +T)2(BY2 4+ %) + (=24 T)}(BY? + yT—4pB°/> —T B%/?
—\/1—741}9FB5/2+FQB5/2+C5/2—\/1—74]905/2—1—‘05/2—{—\/1—74])FC'5/2+F2C'5/2))),

onde A= (v/T=4p(2—2/T—Ap+2(—1+/T—4p)L +T?)5/2(2(1+/T—4p) —2(1+/T—4p)T +
[2)5/2) B=(2—2yT—4p+2(—14+/T—=4p)T+12) e C = (2(1++/T—4p) —2(1+/T—4p)T +
I'?). A expressdo analitica para Win,=1,n,=1)(P; ) é testada atréves da abordagem ha-
miltoniana na figura (4.29).

35 T T T T T T T T T 125 T T T T 25 T T T T
—T=05 —T=08
10 201
=
=
= 75 151
Z"‘ L
B H
e I
1 25
5
0 I 0 N
0.05 0.1 » 0.15 0.2 025 0.05 0.1 0.15 2 0.25 0.05 0.1 ) 0.15 0.2 0.25
P

Figura 4.29 Distribuicdo da poténcia do ruido de disparo para Ny = Np =1 com =2 e
I'; =5 =T arbitrario. 10° realizacdes e hamiltoniano de dimensao 60.

A média da poténcia do ruido (p) = (7(1 — 7)) pode ser calculada
1
)= [ r(1=r)P(riD)dr, (4.49)
portanto

(P4 /(=2+T)2(2-T(2+1))))
) = 12(~1+1)2 ’

a figura (4.30) mostra a comparagao dos dois métodos.
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0-2 T I 1 I 1 L) I 1

0.15
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Figura 4.30 Média da poténcia do ruido de disparo para Ny =No=1com f=2el1 =19 =T
arbitraria.

A variancia da poténcia do ruido de disparo Var(p) = <p2> — <p>2

r( ((I2)3/2(210 — 6301 + 96612 — 8821 + 4711 — 135 4 16T°%))
(1260(—1+T)°)

(=24 1)%)3/2(4 — 12 + 18I'2 — 16T + 45 — 39 4 16T°%))

a (1260(—1+T)5) )

(T2((12)32(154-T(—15+41)) 4 /(=2 +1)2(6 — [(12+ T — 702 +41'%)))?)

(3600(—1+1I)6) ’

Var(p) =

a expressao de Var(p) é testada atraves dos resultados numéricos como mostra a figura
(4.31).
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Figura 4.31 Variancia da poténcia do ruido de disparo para Ny =No=1com f=2e1 =9 =T
arbitraria.

De acordo com a referéncia [40] para 5 =1, Ny =Ny=1el; =T9=T

27r/27r 1 ngdl/J
0 0 (et 4 VT T=g) (e — VI=TyI=g)— (1-T)g| @7

Para o acoplamento ideal do guia 2, ou seja, I'y = 1 a referéncia [40] apresenta

r
P(g:T) = W

3/2
P(g:T) = 5—=271(3/2,3/2, 1, (1=T)(1 - g)), (4.50)
\/_
essa expressao para P(g;I') é um caso particular da generalizagao feita na segao 4.1 com
0<g<L
Usando a equagao (4.50) as propriedades da Delta de Dirac utilizadas até aqui

r3/2 33,
W) = 5o [V VI (5571551 VIZ T - )
b ATV (5.5 5 (-1 VT BT 1) )]

a figura (4.32) mostra a comparagao com a abordagem hamiltoniana, onde 0 < p < 0.25.
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0.25

Figura 4.32 Distribuicdo da poténcia do ruido de disparo para Ny =No=1com f=1,12=1
e I'1 =T arbitraria.



CAPITULO 5

Conclusoes e Perspectivas

Nesse trabalho estudamos o comportamento dos observaveis de transporte de uma
cavidade balistica cadtica conectada a dois terminais. Abordamos o problema numerica-
mente e analiticamente.

Numericamente, estudamos as propriedades de tranporte através do formalismo de
Landauer-Buttiker, deduzimos a férmula de Mahaux-Weidenmuller testando a abordagem
hamiltoniana através dos resultados exatos conhecidos na literatura, quando M — oo
verificamos que a simulacao estava correta. Entao usamos esta abordagem para testar os
resultados analiticos inéditos. Para as distribuicoes dos observaveis o Hamiltoniano tinha
dimensao (200 x 200) e foram obtidos 1 milhdo de amostras. Para a média e varidncia o
Hamiltoniano tinha dimensao (30 x 30), sendo que foram obtidos 100 mil amostras.

Analiticamente, deduzimos o Nicleo de Poisson mostrando que o mesmo generaza
os ensembles circulares. Para generalizar a distribuicdo da condutancia 3, partimos do
Nucleo de Poisson, consideremos o contato do guia 2 ideal assim escrevemos P(S) em
funcao das matrizes de transmissao e reflexao. Para escrever a distribuicao de probabi-
lidade em funcao da matriz de reflexdo utilizamos a integral de Ingham-Siegel que tem
resultado na literatura. Fizemos uma decomposicao de valores singulares para a matriz
de reflexao e usamos a medida de Haar conhecida na literatura encontrando a funcao den-
sidade de probabilidade conjunta dos autovalores de reflexao para Ny < Ny. Com Ny =1
encontramos a distribui¢ao da condutancia em funcao da hipergeométrica de argumento
matricial para qualquer 3, onde o contato do guia 1 tem barreira de tunelamento T'.
A partir do resultado encontrado para conduténcia encontramos a média e a variancia
da condutancia, ainda encontramos a distribuicao da poténcia do ruido de disparo e as
suas média e variancia, também encontramos a distribuicao da assimetria e curtose com
suas respectivas média e variancia. Fazendo abordagem analitica distinta as anteriores
encontramos o mesmo resultado exato para casos que sao especificos da generalizacao.

Para o problema onde a cavidade tem I'y =I'y e N1 = Ns reproduzimos os resultados
analiticos para condutincia, onde comparamos com os resultados consolidados no limite

74
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I' << 1. A partir desses resultados calculamos expressoes analiticas da distribuigao, média
e variancia da poténcia do ruido de disparo. Como esses resultados sao inéditos, testamos
com a abordagem Hamiltoniana e verificamos que concondam completamente.

Para um ponto quantico que tem as simetrias de reversao temporal e rotacao de spin
com N1 =1e Ny =2, os autovalores de condutancia ficam mais distribuidos préximo de
zero, a medida que aumentamos o valor de I' os autovalores passam a ser distribuidos
proximo de um. A média também aumenta a quando I' aumenta, assim como a variancia,
mas a curva da varidncia é menos linear do qua a da média. A média da poténtia do
ruido de disparo tende a valores préximo de 1.75 quando I' aproxima de 1. No caso
N1 =1 e Ny =4 quando aumentamos a barreira de tunelamento aumenta as flutuagoes.
A variancia tem um pico em I' = 0.25, diminui consideravelmente em I' = 0.6 e tem seu
valor maximo em I' = 1.

Para uma cavidade balistica cadtica que nao tem simetria de reversao temporal com
N1 =2 e Ny =3 os autovalores de condutancia aumenta quando aumentamos I', para
['=0.15 a condutancia tem um pico em I' =0.1. Da mesma forma quando aumentamos
I' a poténcia do ruido de disparo também aumenta.

Esses comportamentos a respeito da condutancia e da poténcia do ruido de disparo
descritos acima também sdo observados quando f=4. Paral'y =9 =1"e N; = Ny =
1 a média da condutancia é maior para § =4 e menor para 3 = 1, sendo que tem o
comportamento quando I'y =1 e I' < 1. Na variancia ocorre o mesmo até I' = 0.6, quando
I' fica proximo de 1 inverte.

O trabalho ainda pode ser bastante explorado tanto numericamente quanto analiti-
camente. Pode-se fazer os calculo para N1 > No. Estudar o emaranhamento a parti da
distribuicao dos autovalores de reflexdao. Explorar o modelo de acoplamento no domi-
nio do tempo e frequéncia. Encontrar as expressoes exatas das distribui¢oes, médias e
variancias da assimetria e curtose.



Integral de Ingham-Siegel

Para o cédlculo da integral

7= /d[t]é(tt“rrr* —1Iy,)

(A.1)

vamos introduzir uma representacao integral para funcao delta de argumento matricial.

Se AT = A é uma matriz hermitiana M x M, definimos
M
5(A) = H 5(Au) H 5(R€A¢j)5(ImAij)
i=1 i<j

Usando a representacao

1 ptoo
3(x) / e~k g

"o

oo
1 M ot o 1
6(A) = (27T)Mj1:[1/—00 e T (2m 2MOVT-1)/2
400 .
_iReA ;,ReH,
X jl;‘[k/—oo e Rk R d( ReH 1)
+o00 .
« /_oo e—zImAjkImijd([mij)
1
J(A) = M/Hdﬂjjﬂd(Reij)d(zmij)
m) j <k

X exp [—i (Z Ajo]'j + Z(ReAijeij +ImAjk[mij)

J i<k
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CAPITULO A INTEGRAL DE INGHAM-SIEGEL

Por outro lado, se A e H sdo Hermitianas

Tr(AH) = Y A;Hj
ij
= D AuH;+) (A Hj+AjH;)
i i<j
= ZAZZH“ + Z(Ainﬂ + AZH;FZ)
i i<j
= ZAZZHZZ + Z RB(AZ‘]‘HJ‘Z‘)
i i<j
= ZAZZH“ + Z(ReAineHji — ImAji]mHji)
i i<j
Tr(AH) = > A;H;+) (ReAjjReHj;+ImA;;ImH;;)
i i<j
De A.4 e A.5.temos
1 :
S(A) — 7/d Hle—T7(AH)
( ) (27T)M2 [ ]6
Inserindo A.6 na integral em A.1

1

T- / d[t]o(the+rfr —Iy,) = G

/d[t]d[H]efiTr(tTt+rTTfINl)H

Trocando a ordem das integrais:

1 iTr[(Ly, —rrDH] —iTr(ttTH)
ST f e /e

J

Célculo da integral gaussiana:
J= /d[t]e—iTr(tTHt)

como H é hermitiana, pode ser diagonalizada por uma transformacao unitaria:

H =U'DU;D = diag(hy,--- , hy,)

J— / d[l] o —iTr[t'UTDUY]
Definindo a matriz £ = DU o jacobiano desta transformacio é
J = |det UM

como U é unitéria |det U| = 1. Desta forma, a integral fica:

J= /d[ﬂe—z‘Tr(?TDj

7

(A.8)
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d;iO;
- ~ =~
TT(tTDt) = Z(tT)jka’itij
ijk
Logo
Nl N2 “+00 _ . - .2
J=1I1I / d(Ref;j)e~idi(Beliy)* / d(Imft;j)e”4UImti) (A.10)
i=15=1 0

A.1 Integral de Fresnel

00 .92
/ dxe—zax

— 00

Considere a integral no plano complexo

%dze—iaz / dpe—iax +/ z7r/4dre—iaRQe_i”/2

0 —iaR%e2
+ 7%Re idfe

De acordo com o teorema de Cauchy essa integral é nula

R .9 . R 2 210
_/0 drpe~tax +€_Z7T/4/0 dre~ aR + 7TReze —iaR"e idb

1

J

Vamos mostrar que a contribuicdo de J é nula no limite R — oo

:R/O e s1n20d0_ / sin29d€: R/g e—astinﬁdQ
_ 2 g 2 Jo

7 R 0 —2aR%0/7 R T —2aR?/x ’
] < 2/ge d9:2(_2aR26 )

|

e

J

T 2
< —(1- ‘“R)
- 4aR< c \:;0

R—o00

Portanto, no limite R — oo, temos

/ dge~i97®  — e_”/4/ dre = \/Ee_m/ll;a >0
0 0 a
T
= —. A1l
Via (A11)
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Portanto A.10 fica:

N1 No

T ™

No
J = T = YA —
1Zd¢ jl;[l Z(dldg-“d]\]l)

i=1j=
ﬁ -

 detH
7=1

T N2
N <z’detH> '

No
—iTr(fTHE) _ ( 7T )
/ dlt]e idetd)

Dessa forma, a integral A.8 fica

Dessa forma

ATr((Iny —rrh)H]

T\ V2
Z:(zﬂl)N%(z) f dm (det H) 2
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(A.12)

(A.13)

(A.14)

Esta integral nao ¢ bem definida em H = 0. Este problema ¢ resolvido com a substituicao
H — H —iuly, no denominador. Dessa forma, a menos de um fator constante, obtemos

eiTr[H (In, —rr1))

=1l d/H].
pirg‘*‘ [det(H—iuINl)]NQ [ ]

Esta é a Integral de Ingham-Siegel e tem resultado na literatura [70].

T o [det(Iy, —rrD)V2 =N Ny > Ny

(A.15)

(A.16)



Outros Resultados Via Funcao Hipergeometrica de Argumento

Matricial
B.1 Meédia da Assimetria
A média da assimetria pode ser calculada fazendo
) = /17(1_7)“ _QT)B 2 (8/2)(N2—2/B) [ (BN2/2+1)
0
X 2.7:1(BN2/2+1,6N2/2+1,1,(1 D) (1—7))dr. (B.1)

e Caso =1, Ny=1e Ny =4

Calculando a integral B.1 para esse caso, temos o seguinte resultado

(145T) (=1 4+T(194+6T)))  ((31+T(37+4T))Log[T)
€ =2 (‘ 21+ 1)) sy )

a figura B.1 mostra o teste dos métodos.

80
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T T T T T T T T T

0.06 — Abordagem Analitica
B Abordagem Hamiltomiana

-0.02

-0.04

Figura B.1 Média da assimetria para Ny =4, 3 =1 e I' arbitraria. Sendo 10° realizacoes e
hamiltoniano de dimensao 30.

e Caso /=2, Ni=1e Ny=1
Fazendo o calculo da equagao B.1 para esse caso, temos a seguinte média de assi-
metria
(D(=1+D(=12+T1(9+4D")) —T(7T+T(10+T1"))Log[I)))
(—1+4+T)4

a figura B.2 mostra a comparacao dos métodos.

0.05 T

1 ' 1 ' I !

= Abordagem Analitica 1
B Abordagem Hamiltoniana

0.04

0.03
P

(g

0.02

0.01

%

Figura B.2 Média da assimetria para Ny = 1, 3 =2 e I' arbitraria. Sendo 10° realizacoes e
hamiltoniano de dimensao 30.
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e« Caso =4, Ni=1e Ny=1

Resolvendo a equagao B.1 para esse caso, temos a seguinte média de assimetria

B (1+50)(=1+T(19+6I)) (31 4T(37+4T))Log[T]
(€) =2r" (‘ 2(—1+41)%2 (—1+T)5 )

a figura B.3 mostra a comparagao dos métodos.

1 ! I ' 1 ! I

— Abordagem Analitica

B Abordagem Hamiltoniana

Figura B.3 Média da assimetria para Ny =1, 8 =4 e I' arbitraria. Sendo 10° realizacdes e
hamiltoniano de dimensao 30.

B.2 Variacia da Assimetria

Podemos encontrar variancia da assimetria fazendo

Var(§) = /01(7(1 —7)(1— 2T)>252]\727(ﬁ/2)(N22/5)F(gN2/2+1)
%o F1(BNa/2+1, BNy /2+1;1; (1 =T)(1—7))dr — (r(1—7)(1 — 27))?. (B.2)

e Caso =1, Nj=1e Ny=2

Resolvendo a equagao B.2 para esse caso, podemos encontrar a seguinte variancia
da assimetria
[2(—14T(=12+T(944T)) —T(74+T(10+T))Log[T])? 1
Vare) — T T(12 4 10 440) ~ D(74 D10+ 1)) LoglT)? -
(—1+1)8 (15(—=1+1)7)
((—14T)(61+T(431+T(486+T'(101+T1)))) —15(1+2I")(1+T(13+T(9+T)))Log[T')])

a figura B.4 mostra a comparacao dos métodos.



B.2 VARIACIA DA ASSIMETRIA 83

0.005

0.004 -

0.003 -

Var(g)

0.002

0."“1 — — Abordagem Analitica

| Abordagem Hamiltoniana

! | ] T I |
0.1 02 03 04 - 05 06 07 08 09

Figura B.4 Variancia da assimetria para No =2, 3 =1 e I' arbitraria. Sendo 10° realizacoes e
hamiltoniano de dimensao 30.

e Caso /=2, Nj=1e Ny=3
Resolvendo a equagao B.2 para esse caso, podemos encontrar a seguinte variancia
da assimetria
1
5(—1+T1)9
—157050* — 6271°)) + 60I%(113 + I'(819 4+ 2I'(702 + I'(352 +- T'(47 +T)))) ) Log|T']
I2(—(=14T)(2+(—23+T(175+ (839 +207T)))) 4+ 6I*(97 + I'(94 4 9T') ) Log[I'])?
4(—-1+4T)12

Var(¢) = I'2(—10 + (430 + T'(19877 + 58375I" — 6850T% — 554901

a figura B.5 testa o resultado analitico.
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0.005 - T T T T T

0.004

0.003

Var(g)

0.002

0.001

— Abordagem Analflica
m  Abordagem Hamiltoniana

1 I 1 l 1
0.4 0.6 0.8

Figura B.5 Variancia da assimetria para Ny =3, 8 =2 e I arbitraria. Sendo 10° realizacoes e
hamiltoniano de dimensao 30.

e Caso =4, Ni=1e No=1

Fazendo o cédlculo da equagao B.2 para esse caso, temos a seguinte variancia da
assimetria

Var(¢) = 2I%( < (—1774 — 5035I" + 1304012 + 211301 + 5230I" 4 169I"°)

- 30(—1+10)
L 3+1600+ 79812 4 92813 + 279 + 161
2(—1+1)8C
N 21 (42 4 405T + 81612 4 44213 + 5814 4 T'5) Log|I'] )
2(—1+T)%C
B 4F6(_((1+5F)(—1+F(19+6F))) (31+F(37+4P))L0g[F])2
2(—1+TI)412 (—14T)°

a figura B.6 mostra a comparacao do dois métodos.
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0.005 ——

0.004

0.003

Var(c)

0.002

0.0”1 — — Abordagem Analitica
B Abordagem Hamilioniana

L I 1 I 1 | 1 I 1 I L l 1
0.1 02 03 04 05 06 07 08 09
r

Figura B.6 Variancia da assimetria para Ny =1, 8 =4 e I arbitraria. Sendo 10° realizacoes e
hamiltoniano de dimensao 30.

B.3 Curtose

B.3.1 Distribuicao

A curtose fornece uma medida do achatamento ou agudeza da func¢ao em relacao
a distribuicao normal. F.d.ps com alta curtose tem um pico agudo e caudas cheias ou
gordas, enquanto distribui¢des com baixa curtose tem um pico mais arredondado e caudas
’nas ou magras. Sendo dada por

1
P(wT) = /0 6(7(1—T)(l—6T+672))ﬁQNQ7(5/2)(N2_2/5)F(5N2/2+1)
X oF1(BN2/2+1,6N2/241;1;(1 —=T)(1 —71))dr. (B.3)

Integrando a equacao B.3 de forma ntimerica e camparando os dois métodos como mostra
as figuras B.7, B.8 e B.9, temos os resultados para os seguintes casos:
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Caso p=1 N/ =1 N,=2

30 T T T T T T T T T
§ A =02
A& '=04
25 B & I'=0.6
L =08

()

P
(LN,

B o
k‘-‘-‘n;;;;:;;;;n..-n '''''

1 I 1 I 1 I 1 |. L I 1 I 1
-d). 125 -0.1  -0.075 -0.05 -0.025 0 0.025
K

Figura B.7 Distribuicdo da curtose No =2, 3 =1 e I' arbitraria. Sendo 10° realizacdes e
hamiltoniano de dimensao 200.

Caso =2 N =1 N,=5

o

T

e
B B By

o
Sooo
w1 A L -

1 1 I 1
-&125 0.1 -0.075 -0.05 -0.025 0 0.025
K

Figura B.8 Distribuicio da curtose No =5, 3 =2 e I' arbitraria. Sendo 10° realizacdes e
hamiltoniano de dimensao 200.
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Caso =4 Ny=1N=1

0 ————7——T——7—

"

} 1 I L | 1 ] L
-0.1  -0.075 -0.05 -0.025 0 0.025
K

Figura B.9 Distribuicdo da curtose No =1, 3 =4 e I' arbitraria. Sendo 10° realizacdes e
hamiltoniano de dimensao 200.

B.3.2 Média

Devido Ny =1 entao (k) = <7’(1—T>(1—6T—|—67’2)>, a média da curtose pode ser
calculada fazendo

Ry = /0 L1—na— 6T+6T2>62N27-(5/2)(N22/B)F(BN2/2+1)
X oF1(BN2/2+1,8N2/24+1;1;(1 —=T)(1 —71))dr. (B.4)
Para No =2 e =1, temos a seguinte média

[(—14TD(—38+T(—12+T(46+5I))) — T'(15+ (554 ['(25 +T')))Log|I'])

() = (—1+T)5 ’
ja para f =2
D(—(=1+T1)(—1+T(27+ (523 + 71 (83 +10T"))))
k) = - (—1+1)0
2I2(115+ (330 +T'(147 +8I))) Log[I'])
(—=1+T)6 ’

a Fig. B.10 mostra a comparacao entre a simulacao e o resultado analitico.
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0.02

(k)

-0.02

-0.04

Figura B.10 Média da curtose Ny =2 e I' arbitraria. Sendo 10° realizacdes e hamiltoniano de
dimensao 30.

B.3.3 Variancia

Como Ny = 1 entdao Var(k) =Var(r(1—7)(1—67+672)), a varidncia da curtose pode
ser encontrada fazendo

Var(k) = /01(7(1—7)(1—6T+672))252N2T(B/Q)(NQ—Q/@)F(MQ/QH)
X o F1(BNa/2+41,6Ny/2+1;1;(1 —T)(1—7))dr — (k)*. (B.5)

Para No =2 e =1, a variancia é seguinte
1

Var(k) = —mrz(—l+r(_38+r(_12+r(46+5r)))—r(15
4 F(55+F(25+F)))Log[F])2—105(_11+F)92F2((—1
+ T)(508 +T'(10833 + I'(45462 + T'(49312 + I'(13962 + (879 +4T'))))))

— 105(1+T(37+T(258+ (504 +T'(299+T'(51 +2I')))))) Log[T)),

para 3 =2
1
1% = ——— %315+ (78136 + I'(1009862 — I'(—2544864 + I'(— 78400
ar (k) [05(—1 )T (3154 T'(78136 +I'(10 ( +I(
I'(2527840+T'(1082886 +I'(99512 + 1339T))))))) -+ 210I'(90

+
+ T(2073+T(11136+ (192554 (104 ') (1163 + (118 +T))))))Log[I])

- (_Hlmlzl‘z(—(—l + 1) (=1 +T(27+T(523+ 7T(83+ 10T))))

+ 2I%(115+ (330 + (147 +81)))Log[T)?,
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a Fig. B.11 testa os resultados analiticos através da simulagao.

0.004 .

0.003F

0.002

Var(x)

0.001

Figura B.11 Variancia da curtose No = 2 e I' arbitraria. Sendo 10° realizacdes e hamiltoniano
de dimensao 30.
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