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Resumo

Buracos negros sao tema de muitos trabalhos até hoje ndo somente pelo fato de que tais
objetos tenham propriedades fisicas interessantes, mas também porque eles parecem ser a fer-
ramenta apropriada para estudar gravidade em escala quantica apds a proposta da radiagcdo
emitida por buracos negros. Muito esfor¢o foi feito com a intencao de entender melhor os as-
pectos do espago-tempo em escala quantica e a abordagem a qual inclui a ndo-comutatividade
se releva promissora. O trabalho aqui desenvolvido retrata as propriedades termodindmicas
de buracos negros cilindricos (cordas negras) no espaco-tempo ndo-comutativo. O objetivo é
fornecer entendimento sobre a termodinamica de tais objetos considerando-se a influéncia dos
efeitos ndo-comutativos uma vez que a escala na qual tais efeitos tornam-se mais pronunciados
¢ a escala de espaco-tempo a qual é importante para a compreensdo da relagdo entre Mecanica
Quantica e Relatividade Geral.

Palavras-chave: Cordas negras, espago-tempo ndao-comutativo, geometria ndo-comutativa,
radiacao Hawking, termodinamica.

vi



Abstract

Black holes are a subject of many works till the present day not only because they have
interesting physics properties, but also because they seem to be the appropriate tool for studying
gravity in quantum scale after the proposal of black hole radiation. A lot of effort was made with
the intend of better understanding the aspects of spacetime in quantum scale and the approach
which includes the noncommutativity reveals to be a promising one. In this work, we study
the thermodynamical properties of cylindrical black holes (black strings) in noncommutative
spacetime. Our aim is to provide understanding about the thermodynamics of these objects
by considering the influence due noncommutativity since that scale of spacetime, in which the
noncommutativity effects become more pronounced, is important for the comprehension of the
relation between Quantum Mechanics and General Relativity.

Keywords: Black strings, noncommutative spacetime, noncommutative geometry, Hawking
radiation, thermodynamics.
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CAPITULO 1

Introducao

Um leitor vive mil vidas antes de morrer, um homem que nunca lé vive
apenas uma

—GEORGE R. R. MARTIN (As Cronicas de Gelo e Fogo)

O universo se mostrou, em diversas oportunidades, um lugar fascinante que desperta
a curiosidade da humanidade. Com o avanco da ciéncia e tecnologia, a capacidade de entender
e realizar previsdes sobre a fenomenologia da natureza tem aumentado consideravelmente. As
recentes descobertas acerca de buracos negros, como por exemplo a deteccdo de ondas gravi-
tacionais [2], a imagem do buraco negro na galdxia M87 [3] e buraco negro supermassivo no
centro da via l4ctea [4], t€ém entusiasmado a comunidade cientifica e publico em geral, uma vez
que tais estudos exploram a capacidade de compreender a natureza e ressaltam a importancia
de tal compreensao. Dentre alguns estudos podemos destacar, como 0s mais inspiradores para
o estudo desenvolvido nesta dissertacdo, o trabalho de Hawking [5] que prevé a emissdo de
radiacdo por buracos negros, ou seja, que € possivel atribuir uma temperatura termodinamica a
um buraco negro; o trabalho de Bafiados, Teitelboim e Zanelli [6] que fornece uma solucdo do
tipo buraco negro em (2 + 1) dimensdes; o estudo de Bardeen e Carter [7] o qual disserta sobre
as quatro leis mecanicas de buracos negros; o grande esfor¢o de Nicolini [8] com o estudo de
buracos negros num espaco-tempo nao-comutativo e Lemos com [9, 10] e [11] que trazem a
tona solugdes do tipo corda negra (buracos negros cilindricos) e apresenta a maneira de partir
de uma solucdo BTZ e obter a solucido quadridimensional de corda negra, respectivamente.

O tema abordado neste documento revela sua importancia pois o problema de estudar efei-
tos gravitacionais em curta escala sob a 6tica da Relatividade Geral é importante para a fisica
contemporanea uma vez que tal descricdo proporcionaria uma melhor compreensao da natu-
reza. O estudo de geometria ndo-comutativa e do espago-tempo nao-comutativo apresenta-se
como alternativa para atacar tal problema. A presente dissertacao visa a capacidade de realizar
uma descri¢do e aprofundamento destes temas com a finalidade de contribuir para esta drea
mais fundamental da fisica tedrica. Sendo assim, como buscamos atingir um alto grau de legi-
bilidade para o nosso trabalho destacamos os resultados ja conhecidos bem como os resultados
inéditos de forma que esta dissertacdo representa nao somente um trabalho fim, mas também
um trabalho meio para estudos futuros que poderiam ser realizados com o auxilio do esfor¢o
aqui apresentado.

Esta dissertacdo estd organizada em quatro capitulos que discorrem sobre a pesquisa de-
senvolvida além de um capitulo contendo as conclusdes e perspectivas de acordo com o que
expomos e o presente capitulo dedicado a introdugdo. Os capitulos que discorrem sobre o



CAPITULO 1 INTRODUCAO 2

trabalho realizado estdo organizados da seguinte forma: o capitulo 2 revisa alguns conceitos
necessdrios sobre Relatividade Geral e Teoria Quantica de Campos de forma que seja esta-
belecido o alicerce conceitual necessario para uma boa leitura dos demais capitulos. Em tal
capitulo apresentamos, a cardter de referéncia posterior, as equagdes da Teoria da Relatividade
Geral e a primeira solucdo de buraco negro, que € a solucdo esférica de Schwarzchild. Tam-
bém discutimos a radiacio Hawking e o efeito back reaction. Sequencialmente, o capitulo 3
apresenta a ndo-comutatividade e revela a sua importancia ao longo do trabalho com uma ra-
zoavel revisdo bibliogréfica do tema e destaques para o uso no presente trabalho. O capitulo 4
posterior aborda o principal tema da dissertacio que € o estudo de cordas negras e os efeitos de
nao-comutatividade sobre tais objetos. Neste capitulo encontram-se ndo somente comentarios
sobre o que pode-se encontrar na literatura sobre cordas negras, como também novos desfe-
chos sobre o tema expressos por meio de nossos resultados inéditos a partir da secdo 4.1.2.
Por conseguinte, dedicamos o capitulo 5 ao desenvolvimento, também inédito, da previsao do
comportamento da corda negra no universo considerando a evoluc¢ao temporal do mesmo. Para
realizar tal ambicdo, propomos uma andlise baseada em equilibrio térmico.

Como consequéncia da presente dissertagdo, o manuscrito intitulado Black String Ther-
modynamics in Noncommutative Spacetime: Anomaly and Phase Transition foi submetido a
publicacdo na revista Physical Review D. Este trabalho submetido aborda a investigacdo da
influéncia de efeitos da ndo-comutatividade do espaco-tempo sobre a termodinamica da corda
negra e desenvolve um estudo sobre a influéncia de efeitos perturbativos sobre tal sistema. O
manuscrito encontra-se no arquivo de livre acesso online arXiv e pode ser acessado por meio
do link <https://arxiv.org/pdf/2012.04614.pdf>.



CAPITULO 2

Topicos em Relatividade Geral e Teoria Quantica
de Campos

Se enxerguei mais longe, foi porque me apoiei em ombros de gigantes
—ISAAC NEWTON

Neste capitulo, pretendemos apresentar uma breve discussdo acerca das equacdes de
Einstein e sua solu¢do do tipo buraco negro esférico (Schwarzchild) a fim de inroduzir ao lei-
tor o tema geral deste trabalho e despertar o interesse na discussdo sobre a termodinamica de
tais objetos. Em seguida, discutiremos brevemente sobre Teoria Quantica de Campos a fim de
tratar de um dos resultados mais interessantes a cerca da consideracdo de Teoria Quantica de
Campos em Espagos Curvos: a radiagdo Hawking. Neste procedimento vamos entender como
tal fenomeno pode ser interpretado como um processo de tunelamento. Por fim, vamos abordar
o efeito back reaction e explicitar como tal efeito serd considerado ao longo deste trabalho.

2.1 Topicos em Relatividade Geral

2.1.1 Equacoes de campo

Considerando-se a importancia e a necessidade das equagdes da Relatividade Geral, é
imprescindivel que facamos uma breve revisao de topicos nesta drea. Comecemos destacando
que, seguindo a maior parte da literatura especializada, vamos considerar a velocidade da luz
c = 1 salvo quando dito diferente. Deixemos claro também que a assinatura da métrica utilizada
em nosso trabalho segue a forma (-,+,+,+), ou seja, a coordenada temporal sinaliza (-) e as
demais coordenadas espaciais sinalizam (+) e escrevemos o elemento de linha como

ds* = guydx*dx” 2.1

com os indices gregos acima representando as coordenadas espaco-temporais (u,v =0, 1,2,3)
e dx* representando um deslocamento infinitesimal na coordenada x*. A quantidade g,y é
um tensor chamado de métrica do referido espago-tempo e funciona como uma “impressao
digital” do mesmo visto que reserva as informagdes geométricas do espaco-tempo e possibilita
o calculo do elemento de linha acima, o0 qual € uma grandeza invariante. A importancia de g,y
se torna ainda mais evidente quando entendemos que ele é o campo que descreve a gravidade e
€ o0 que buscamos quando tentamos resolver as equacdes de campo de Einstein. Tais equagdes
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podem ser obtidas a partir da formulagdo lagrangiana da Relatividade Geral, baseando-se no
principio de Hamilton que minimiza a a¢do, partindo de uma agdo da seguinte forma

S= / L(D,V, D))"y, (2.2)

com V|, representando a derivada covariante que atua no conjunto de campos escalares dle Ll
representando a densidade lagrangiana que geralmente € escrita em termos do determinante da
métrica como L = \/—_gﬁ onde £ é um escalar, de fato. E importante reparar que usamos a no-
tacdo d"x para indicar que estas relagdes ndo dependem de dimensionalidade. Para a construg@o
de uma agdo apropriada, toma-se g,y como o grau de liberdade (varidvel dindmica) e usa-se o
tinico escalar independente construido a partir da métrica, o escalar de Ricci R = g*VR;y com
Ry, o tensor de Ricci [12] de forma que obtém-se

Sp — / VgRd"x, (2.3)

que € conhecida como a¢do de Einstein-Hilbert. Variando tal acdo com respeito a varidvel
dindmica, a métrica, somos levados as equagdes de movimento apropriadas que sdo as equacoes
de Einstein no véacuo

1
Ruv - ERguv — 07 (2.4)

onde lembramos que o tensor Ry € o tensor de Ricci. A obtengdo da equagdo (2.4) a partir da
relagdo (2.3) pode ser entendida seguindo-se o procedimento padrdo que pode ser encontrado
na referéncia [13]: desenvolve-se a varia¢do na agao de Einstein-Hilbert e utiliza-se o principio
de Hamilton 6Sgy = 0, com 6 representando variagdo na fun¢do Sgy. Partindo do principio
de Hamilton, escrevemos

s / V—gRd"x=0. 2.5)

Lembrando o fato de o escalar de Ricci representar a contragdo do tensor de Ricci R = g*V Ry,
temos

5 / V88" Ruyd"x = 0 2.6)
ou seja,

/ 8 (vV—gg"") Ruvd"x+ / V—88""8 (Ruv) d"x =0. (2.7)

Lidando com a segunda integral referente ao campo gravitacional, utilizamos a seguinte defini-
¢do do tensor de Ricci [13]

Ruy = 0pTy — o Ih, + 10,15, — T, 16, (2.8)

onde os simbolos de Christoffell de segunda espécie sao definidos por [12]
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1
Top = gé’m (Ougpr +9p&ra — 9gap) - (2.9)

Adotando um sistema de coordendas geodésicas, os simbolos de Christoffell sdo nulos e assim
as derivadas covariantes coincidem com as derivadas parciais de forma que a expressado (2.8)
pode ser simplificada na equagdo tensorial

Ryv = VoI, — VI, (2.10)

Dessa forma, utilizando ainda o fato de as derivadas covariantes do tensor métrico serem nulas,
a segunda integral da equacao (2.7) se torna

/ V—28""8 (Ryy) d"x = / V=g [Vp (g"V8Th,) — Vy (g"VTh,)] (2.11)

e fazendo uma troca de indices obtemos a seguinte relacdo conveniente

/ V=8g""8 (Ryy ) d"x = / N=nYg [gﬂvarﬁv _ gﬂﬁarﬁp} d'x (2.12)

que evidencia o fato de que a diferenciacdo € realizada sobre um tensor contravariante. Da
defini¢do de divergéncia sobre um vetor contravariante V" [12],

1
Vv = ¢———ga’7 (vV—gv™) (2.13)

a integral supracitada toma a forma

/ V88"’ 8 (Ryy) d"x = / I {\/—gg“"SFﬁv —ghPsT?, } d"x =0, (2.14)

onde a ultima igualdade € verificada pela aplicacdo do Teorema da Divergéncia. Analisando
agora a primeira integral da expressao (2.7), temos

/ 8 (V=88"") Ruvd"x = / Ruvv/=g8g""d"x+ / Ruvg"'8v/~gd", 2.15)

onde é possivel que termo 8,/—g seja reescrito utilizando-se o resultado [12]

1 1
5\/_—:_m5g: —5\/—_gguv5g“v. (2.16)
Desta forma, a equacdo (2.6) se torna
1

e como /—g # 0, 8gMV varia livremente, o termo entre chaves deve ser nulo, 0 que recupera
a relacdo (2.4). Normalizando a acdo (2.3) e adicionando a a¢do para campos de matéria Sy,
consideramos uma a¢ao na forma
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1
g —
167G
que, ao utilizar-se um procedimento semelhante ao desenvolvido, leva as equacdes

SEg +Su (2.18)

1

onde o tensor Ty € o tensor de momento-energia e G representa a constante gravitacional de
Newton.

As equacdes anteriores sofrem modificagdes sutis, mas importantes, ao incluirmos um
termo de constante cosmoldgica A. Inicialmente, a constante cosmoldgica foi introduzida pelo
préprio Einstein na esperanca de que seus resultados descrevessem um universo estitico uni-
formemente preenchido com matéria, no qual acreditava. Entretanto, com a observacao de
Hubble [14] da expansdo do universo, a ideia de uma constante cosmoldgica que traduza um
universo estatico tornou-se obsoleta. Ainda, as observacdes de desvio para o vermelho de ob-
jetos celestiais apontam para uma expansao acelerada do universo de forma que a constante
cosmoldgica ndo pode significar que o universo € uma entidade estatica. De fato, alguns mode-
los cosmoldgicos associam a expansao acelerada do universo a constante cosmoldgica, como
o modelo de de Sitter. Recentemente [15, 16], tentativas de resolucdo do problema da falta de
energia do universo, problema que estd intimamente relacionado a matéria escura (modelo cos-
molégico ACDM), t€ém impulsionado o estudo do universo considerando-se a constante A, uma
vez que pesquisas apontam que uma densidade de energia escura que resolveria o problema €
muito perto do valor da constante cosmoldgica [16]. Aliando isso ao fato de que tratando-se de
gravitagdo nao apenas variacdes de energia, como também efeitos percebidos em larga escala
cosmoldgica relacionados a expansao acelerada do universo mostraram-se muito importantes,
passou-se a considerar a possibilidade de associar uma energia ao “espaco vazio” que seja da or-
dem da constante cosmoldgica. Seguindo este raciocinio, a modificacdo da relacdo (2.19) para
incluir tal densidade de energia intrinseca do vacuo é realizada decompondo o tensor momento-

energia em uma parte de matéria T;Ev ) e outra parte que diz respeito ao viacuo lef,ac) que devido

. . A . . N . vac
a invariancia de Lorentz, deve ser um tensor proporcional & metrica TLEV ) _ Pracguv quUe Nos
leva a escrever

1

— Pvac8uv), (2.20)

que pode ser reescrito como

1

que ao comparar com a relagc@o anterior nos diz ser equivalente a introduzir uma densidade de
energia de vicuo

Pvac = g ~- (2-22)
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Esta discussdo torna-se importante para nosso trabalho devido ao fato de buracos negros cilin-
dricos (cordas negras) serem previstos ao assumir-se uma constante cosmolégica de valor finito
nao nulo.

2.1.2 Uma revisao do buraco negro de Schwarzchild

No século XVIII o reverendo, astronomo e filésofo natural inglés John Michell (1724-
1793) j4 alertara para as “estrelas negras” quando levantava a hip6tese de que se um objeto
de mesma densidade do sol, mas com um raio quinhentas vezes maior, existisse, sua atracao
gravitacional seria tdo intensa que uma particula de luz ndo seria capaz de escapar da estrela
[17, 18]. Treze anos mais tarde, o célebre fisico e matematico francés Pierre-Simon, Marqués
de Laplace (1749-1827) deu vida a sua versao de uma estrela negra chamando a atencao, seme-
lhante ao que fizera Michell, para a possibilidade de a atracdo gravitacional de uma estrela ser
tao intensa que nem mesmo a luz poderia escapar. Apesar de as duas visdes destacadas serem
partiddrias da teoria newtoniana, esta ndo prevé a existéncia de buracos negros como sdo en-
tendidos hoje, a teoria de gravitacdo que prevé corretamente a existéncia de buracos negros € a
Teoria da Relatividade Geral de Einstein. Aqui, quando dizemos prever a existéncia de buracos
negros queremos dizer que dadas as equacdes de campo que descrevem o espaco-tempo, entre
suas solugdes estdo aquelas que sdo interpretadas como buracos negros.

A primeira solucdo das equacdes de campo de Einstein no viacuo do tipo buraco negro foi
obtida por Karl Schwarzchild em 1916 [19] e ela descreve o comportamento do campo gravi-
tacional em torno de um objeto esfericamente simétrico, massivo, estatico, sem carga elétrica e
sem rotacdo. Com base no teorema de Birkhoff [12], esta solucdo € a solucdo mais geral para
a simetria esférica no vacuo. A partir deste resultado, muitos outros estudos para diferentes
caracteristicas e tipos de buracos negros, ndo somente com simetria esférica, foram realizados
considerando também rotacao (buraco negro de Kerr), carga elétrica (buraco negro de Reissner-
Nordstrom) e rotacdo e carga elétrica (buraco negro de Kerr-Newman). O interesse em buracos
negros com caracteristicas topoldgicas diferentes se justifica pela maneira com a qual sao for-
mados. Acredita-se que existam duas origens para buracos negros: uma delas remonta aos
estagios iniciais do Universo pois 0s buracos negros primordiais seriam o resultado das inomo-
geneidades iniciais do Universo que poderiam gerar algumas regides cuja atracao gravitacional
fosse mais intensa que a expansdo do Universo o que causaria o colapso gravitacional, ndo
necessariamente esférico. A outra origem, mais conhecida e disseminada, é a de que um bu-
raco negro € o resultado do colapso gravitacional de estrelas muito massivas: uma estrela pode
ser entendida como um objeto cuja estrutura € sustentada devido ao equilibrio entre a atracao
gravitacional e a pressdo devido a fusdo nuclear. Nesse sentido, a estrela vive consumindo a si
mesma e quando seu combustivel comecga a se esvair, ela entra em colapso: a fusdo nuclear ndo
¢ mais suficiente para equilibrar a atracdo gravitacional e a densidade da estrela comeca a au-
mentar consideravelmente de forma que a distorcao do espago-tempo € tao intensa que, a partir
de determinado ponto, nada pode escapar, nem mesmo a luz. Os estdgios logo apds o processo
que leva a formagdo da singularidade, anteriores ao estagio de buraco negro estabilizado, como
descrito pela solucdo de Schwarzchild, ndo sdo, necessariamente, esféricos.

Schwarzchild apresentou seu trabalho em 1916 com a agora famosa solu¢do no vacuo, ja
em coordenadas esféricas, seguindo a estrutura
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ds? = —(1-2)art+ (1-2) 4P+ a9, (2.23)
onde dQ? = d6? + sin? Bd ¢ representa o elemento de angulo sélido e rg = 2GM /c? é o termo
que conhecemos como o raio de Schwarzchild. Repare que se r = 0, o primeiro termo acima
ndo tem existéncia matemdtica e se r = rg, o0 denominador do segundo termo acima se iguala a
zero e a métrica se torna novamente singular. As singularidades que aparecem na solugdo (2.23)
s@0 motivo para interesse na época e sdo o inicio do estudo de buracos negros como entendemos
hoje. A singularidade em rg € de especial interesse pois ela foi identificada como uma singu-
laridade de coordenada pelo proprio Schwarzchild, ou seja, ao se realizar uma transformagao
de coordenadas apropriada, esta singularidade deixa de existir e a Unica singularidade fisica é
r = 0. O tratamento deste assunto com o objetivo de remover as singularidades de coordenadas
da origem as conhecidas coordenadas de Kruskal-Szekeres apresentadas em 1960 por Martin
Kruskal e Gyorgy Szekeres [20, 21]. Esta singularidade de coordenada se torna ainda mais
interessante quando a relacionamos [18] com a hipétese de Michell apresentada no comego da
discussdo: se escrevermos rs em termos de comparagdo de massas como

2GM M
rs=—5— R 3 <—> km
C M@

com M, ~ 2 x 103%g sendo a massa do Sol, e se partirmos da premissa de Michell, no intuito
de verificar que esta estrela negra tem 500 vezes o raio do Sol e que podemos calcular o volume
do Sol como calculamos o volume de uma esfera, podemos calcular a massa desta tal estrela
negra usando M = pV, onde p representa densidade e V volume, e obter M ~ 1,25 x 103M,.
Se substituirmos este valor na expressdo acima para calcular o raio, obtemos 3,75 x 103%km que
é aproximadamente 500 vezes o raio do Sol 6,96 x 10°km. Ou seja, o raio de Schwarzchild est4
realmente relacionado a fronteira de ndo-retorno do buraco negro como ja concebia Michell e
€ o que conhecemos hoje como horizonte de eventos do buraco negro.

Uma observag¢do um pouco mais detalhada da solu¢ao (2.23), nos diz que a massa M funci-
ona como um parametro que é interpretada como a massa convencional newtoniana e se M — 0,
o espago-tempo de Minkowski € recuperado o que também pode ser verificado fazendo-se
r — oo, Ou seja, o espago-tempo de Schwarzchild € assintoticamente plano.

2.1.3 Termodinamica de buracos negros

O desenvolvimento tedrico sobre a termodinamica de buracos negros remonta a década de
1970 com o estudo da radiacdo Hawking (secdo 2.2.1) que elucida a visdo de buracos negros
como um sistema termodindmico. Nestes termos, € possivel propor a forma das leis da termo-
dinamica para tais sistemas. Partindo do interesse em verificar tais leis, Bekenstein [22] postula
que a entropia de um buraco negro € proporcional a sua drea e tem informacdes sobre o seu in-
terior. Ele propds a segunda lei da termodinamica generalizada, a qual explica que a soma entre
a entropia do buraco negro e a entropia do exterior nunca diminuem. Posteriormente, com o
desenvolvimento formal da teoria, como a demonstragdo do teorema da drea e teoremas acerca
da gravidade superficial, a analogia entre a termodinamica cldssica e a mecanica de buracos
negros € consolidada de forma que apresentamos [23]
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e Lei zero: assim como na termodinidmica classica, a lei zero associada a mecanica de
buracos negros trata de equilibrio. Sabemos que se dois sistemas estdo, cada um, em
equilibrio térmico com um terceiro, entdo estes estdo em equilibrio térmico entre si. Se
temos um unico sistema, entdo a temperatura deve ser uniforme no mesmo. Para buracos
negros temos que

A gravidade superficial de um buraco negro estaciondrio é constante sobre o seu horizonte de
eventos.

* Primeira lei: a primeira lei pode ser escrita em termos da drea do horizonte de eventos
A, momento angular L e carga Q em paralelo a forma como € escrita a primeira lei da
termodinamica cldssica.

K
dM = gdA +QdL+PdQ (2.24)

onde K representa a gravidade superficial, Q a velocidade angular e ® o potencial elétrico na
superficie do buraco negro. E € possivel identificar as correspondéncias

MU
KT
A S

e os demais parametros representam o trabalho W associado ao sistema.

* Segunda lei: de acordo com a proposta de entropia generalizada de Bekenstein é possivel
enunciar a segunda lei como

A soma das mudancas de entropia do buraco negro e do exterior nunca decrescem.

dS+dSe > 0 (2.25)

* Terceira lei: com base na terceira lei da termodindmica, que para nossos propositos pode
ser entendida como a inacessibilidade do zero absoluto em um nimero finito de processos
termodinamicos, podemos escrever

E impossivel reduzir a gravidade superficial de um buraco negro a zero em um niimero finito
de operacoes.

Na préxima secao, daremos luz ao desenvolvimento da temperatura de um buraco negro
que foi discutida ha pouco. Seguiremos o procedimento baseado na interpretacdo de tunela-
mento no horizonte de eventos, visto que tal método, pode ser utilizado em qualquer sistema
de coordenadas e aplicado a qualquer métrica que representa solu¢do de buraco negro.
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2.2 Topicos em Teoria Quintica de Campos

2.2.1 Radiacao Hawking como tunelamento

Entre os resultados de sua robusta pesquisa acerca de buracos negros, o fisico inglés
Stephen Hawking (1942-2018) publicou o trabalho Particle creation by black holes no qual
estudou a quantiza¢do do campo escalar ndo massivo em meio ao colapso estelar esfericamente
simétrico que d4 origem a um buraco negro de Schwarzchild. Neste trabalho, Hawking inves-
tiga como o buraco negro, estabilizado, leva a criacio de particulas bem como seu espectro de
radiacdo (radiacdo Hawking) [5, 23]. Esta propriedade pode ser entendida como sendo prove-
niente das flutuagdes do vacuo! na vizinhanga do horizonte de eventos de um buraco negro:
suponha que uma par de particulas virtuais € criado na vizinhanga do horizonte de eventos
como estd ilustrado na figura 2.1 [1], se antes da aniquilacdo um componente do par de parti-
culas adentra o horizonte de eventos mas o outra nao o faz, e consequentemente escapa para
o infinito, esta particula pode ser interpretada como radiacdo emitida pelo horizonte de even-
tos do buraco negro e detectada por um observador distante. Essa radiacao caracteriza, entao,
o buraco negro como um sistema termodinamico cuja temperatura é denominada temperatura

QA

Figura 2.1: Ilustragdo do mecanismo que rege a radiagdo Hawking.

Podemos pontuar duas principais propostas de radiacio Hawking como tunelamento: a
interpretacdo da radiacdo Hawking como um processo de tunelamento proposta no ano de 2000
[24] utiliza a transformacao de coordenadas de Painlevé (apresentada na se¢do 4.2.1) para que
a singularidade de coordenada, no horizonte de eventos, desapareca e seja possivel a andlise de
tunelamento através do horizonte com a interpretagcdo da producdo de pares acerca do mesmo; e
a proposta realizada em 1999 [25], trata o processo de tunelamento com uma visdo semiclédssica
baseada no método de andlise complexa de integrais de caminho. A grande vantagem nas duas
(equivalentes) abordagens € a possibilidade de calcular o espectro de emissao e temperatura de
buracos negros de forma simples, sem a necessidade do uso dos coeficientes de Bogoliubov e

'Este é o termo usado para designar as particulas criadas e aniquilidas a todo momento de forma tio rdpida
que ndo € possivel detecta-las.
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a anélise de geodésicas nulas nos assint6ticos de futuro e passado em diagramas de Penrose. A
abordagem que serd seguida aqui é conhecida na literatura como Método de Hamilton-Jacobi
[26, 27, 28] que é consequéncia dos trabalhos de Srinivasan [25, 29] que abordam o método de
integrais de caminho e pode ser estabelecida, de maneira genérica, nos seguintes passos:

1. Escrevemos a equacdo de Klein-Gordon para estudar a interagdo do campo escalar no
espacgo-tempo curvo resultante da singularidade (buraco negro);

2. Apresentamos uma solugdo para a equacdo obtida em termos da acdo de trajetdria, de
forma que a nova equagdo obtida € uma equagdo de Hamilton-Jacobi;

3. Propde-se uma separacdo de varidveis apropriada o que reduz o problema a quadratura.
Usa-se, entdo, a teoria de residuos e polos para solucionar a integral analiticamente;

4. O fator de emissao que € obtido como consequéncia dos passos anteriores € comparado
ao fator de Boltzmann da distribuicao térmica de particulas e, portanto, obtém-se a tem-
peratura Hawking.

Vamos agora desenvolver o método de forma detalhada. Comegamos escrevendo a equagao

de Klein-Gordon em espacos curvos> como

2
Ob — ’;ich — 0
1
V=g

esta relacdo pode ser desenvolvida usando o fato de que [12]

2
(V=88 )@— 5@ = 0, (2.26)

1
Ve

onde lembramos que Fg p representa o simbolo de Christoffel de segunda espécie definido por

dpv/—g =%, (2.27)

1
Fgﬁ = Eg‘n (Pagpar +9p8ra — 928ap) -
Substituindo a relagdo (2.27) em (2.26), obtemos

2No contexto de teoria de campos, a equagio de Klein-Gordon inicialmente proposta em espaco plano (espago-
tempo de Minkowski) por Oskar Klein e Walter Gordon representa a equagdo para um campo escalar massivo.
Aqui utilizamos tal equacao modificada para estudar o comportamento do campo escalar em espago curvo. Para
maiores detalhes, recomendamos a referéncia [30] para uma revisdo didatica no espago plano e [31] para o estudo
em espagos Curvos.
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1 A m2
\/__r%(\/—ggv 3x)<1>—? =0

od od 2
(138 o (15E) e -

9D o ’
2 (glvﬁ) ry, (gznT) e — 0 (2.28)

com a representacdo do conjunto de coordenadas dada por x*. Com efeito, reconhecemos 0s
termos entre parénteses como componentes do gradiente do campo escalar, V&, e podemos
escrever

2
m
oy (V)Y + F\Yn (V)1 — ?CID =0. (2.29)
A equacdo (2.29), a parte o termo negativo contendo a massa do campo, pode ser vista como a
aplicacao da divergéncia sobre o gradiente do campo escalar. Entdo, de (2.27) segue que

v m’
VLR~ =0 (2.30)

Usando o fato de que para o campo escalar a derivada covariante se reduz a derivada parcial,
Va® = do® [32], podemos escrever ainda

)
gV (dy®) — 22=0 (2.31)
utilizando o fato [12]
Vo (V)5 = do(VP)5 —Tgs(VP)o, (2.32)

podemos escrever este resultado de forma mais explicita como

2

m
g |9y (9®), — T, (99), —ze=0
BY9.9,® — VA 9, b "o — 0 233
8 uov 8 uvoi 72 — Y (2.33)

Em 1992, Bafiados, Teitelboim e Zanelli propuseram um modelo de buraco negro em (2+1)
dimensodes, duas espaciais € a dimensao temporal (como um disco) [6]. Em nosso problema,
vamos investigar o caso de um buraco negro BTZ projetado ao longo do eixo z configurando
algo como um “‘buraco negro cilindrico” ou uma “corda negra”. Este objeto possui uma simetria
cilindrica que corresponde ao elemento de linha dado por:

ds® = —gu (r)di® + g (r)dr’ + 9o (r)d¢* + g2:(r)dz’ (2.34)
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em que gy = — [grr]_1 [6] e r representa a coordenada polar das coordenadas cilindricas. Para
solucionar a equagdo (2.33) tentamos uma solu¢do na forma da aproximacdo WKB. Essa pro-
posta se justifica porque no horizonte de eventos o nimero de onda radial tende ao infinito, o
que significa um grande desvio para o azul (blueshift) [24]. Por isso € apropriada uma solugdo
a qual representa baixo comprimento de onda, que pode ser escrita na forma:

d(t,r,¢,2) Zexp{%s(t,r,fi),Z)}- (2.35)

onde S representa a acdo de trajetdria associada ao tunelamento de uma particula. Considere
que, para nossos propositos, vamos utilizar coordenadas cilindricas em nossa andlise uma vez
que pretendemos estudar o buraco negro cilindrico (corda negra) e este € o motivo pelo qual
propomos uma solucdo neste sistema de coordenadas. Convém destacar que o uso de um
elemento de linha em coordenadas cilindricas ndo causa nenhuma perda de generalidade ao
método, uma vez que este € aplicavel em qualquer sistema de coordenadas utilizado. Usando
(2.34) e (2.35) em (2.33), obtemos

§"0,(, D) + 87 0,(0, D) + g% 9y (3p ) + §%0(9. @) — g'T},0, P

2
¢TI0, — 9T, 0,® — gffrgzach—';iz@:o (2.36)
desenvolvendo
g"o, (—eh 8tS) +g"70o, < 1S9 S) —|—g¢¢(9¢ (—eh58¢5)
+ gzza (—eh 85) "F,t, (%eésatS) rrl_'r (}—_16;15(9,5)
P19 I %Sa iand Sa m* is _
— g F¢¢ e 6S | — =T, S —h—e 0, (2.37)
que leva a

1 | 1 [
g" (—?ehsatsa,SJr %ehsaﬁs) +g" (—?ehsa,sa,er %ehsafs)
1 [ 1 [
+ g% (—?ehs9¢88¢5+%eh5855> +g% (—ﬁeh56z58zS+ieh5¢9§S)
i i rryr I
- ¢'T}, (EehS&S) —¢"T), (Eehs&S) —g¢¢F$¢ (—eh58¢5)
is m* g
— gZZFZZZ(h 85) o —en” =0. (2.38)

. - 2
Agora multiplicamos a equacio acima por — - S

L
eh

para obter
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g"(9S)* +4"(9,5)* +8%%(9,5)* + §(9,S)* + m’
— (?) [3,25+335+8£S+835+g”17¢8t5+grrF,’rarS
+ g¥T0;04S+ ¢ T%0:S| =0. (2.39)

Dada a relacdo entre a acdo de trajetdria e a constante de Planck em (2.35), podemos fazer uma
expansdo da agdo de trajetdria em poténcias de # como abaixo

S(tara(pvz) = SO(I,V,(P,Z)‘{‘FISl(I,r,(]),Z) +h252(t7r7¢7z> +.. (240)

a substituicao desta expansdo na equacdo diferencial anterior, desprezando os termos da ordem
de 7 e superior®, nos leva a encontrar a seguinte equacio relativistica de Hamilton-Jacobi

8" (9:50)* +8"(9,:50)* + 8% (95S0)* + §%(;S0)* +m* = 0, (2.41)

que serd resolvida a partir da seguinte proposta de separagdo de varidveis

So(t,r,¢,2) = —Et + W(r) +Jg¢ +J.z+C (2.42)

na qual £ € uma constante associada a energia, Jy € J; s@o constantes associadas as compo-
nentes de momento angular nas direcdes ¢ e z respectivamente, C € uma constante que pode
ser complexa e, W(r) é uma fungdo da coordenada radial r a ser determinada. A equacdo
diferencial anterior assume, entdo, a forma

1
W (r) =+ \/F\/ —E2gt — J2g99 — J2g7 — 2 (2.43)
da qual podemos determinar
1
Welr) ==+ / dr{ W\/ —E2gi — J2g99 —JggZZ—mZ}. (2.44)
Pretendemos agora usar o fato de que os elementos de linha de solugdes do tipo buraco negro
obedecem a configuracio g, = —g;,! e reescrever esta integral da seguinte forma
1
Wa(r) =+ / dr { gT\/ E2_gr [Jggw +J2g% + mﬂ } (2.45)

A partir deste ponto, precisamos discutir o problema sob a 6tica da teoria de residuos e polos.
Consideramos que a integral (2.45) pode ser calculada no plano complexo da seguinte forma:
definimos a fungao f(x) que se identifica com o integrando em (2.45) por continuagio analitica

30 ansatz (2.35) leva em consideracio a aproximacio para baixos comprimentos de onda. Esta aproximagio
estd relacionada a interpretacdo semiclassica de que S € a funcdo principal de Hamilton desde que % possa ser
considerado como uma quantidade pequena possibilitando assim utilizar os termos de ordem zero da expansdo
[25].
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e tem um polo simples localizado em x = x o qual identifica-se com a localiza¢do do horizonte
de eventos r;. Se esta fungdo pode ser escrita na forma f(x) = % ¢ vélido escrever que a
soma dos residuos de tal fun¢do € dado por [33]

Y res {£(x0)} = zim 7{ F(x)dx = zim ]{ i (();))dr: V’f (x0) (2.46)

'(x0)
onde ¥ (xp) # 0 e y(xp) =0 e o simbolo ['] representa diferenciagio com respeito a x. Para este
caso, podemos identificar as fungdes destacadas como

yx) = g"(x)

1) = (B2 =g (x) [ 3999 () + 25 (x) 4 2]

de forma que

1
(478" s,

Iniciamos agora o processo de integracdo no plano complexo. Uma vez conhecido o valor
do somatério dos residuos da fun¢éio f(x), resta calcular a integral por um contorno de inte-
gracdo que desvie do polo xy e avaliar como o desvio do polo afeta o valor final da integral.
Escolhemos um contorno de integragao fechado por um semicirculo infinito no semiplano su-
perior com um desvio semicircular de raio infinitesimal 6 em torno de xy, como ilustrado na
figura 2.2. Ou seja, dado o caminho de integracdo que passa exatamente por xp, desviamos
da singularidade por meio de um semicirculo infinitesimal. Faz-se importante comentar que a
varidvel polar satisfaz r > 0 e que a continuacdo analitica na varidvel complexa x é considerada
como um artificio matematico para calcular a integral.

Y res{f(x0)} = \/E2 — g (x0) [J;gw (x0) +J28%(x0) + mz} : (2.47)

Im

Figura 2.2: A figura representa o caminho de integrag¢@o no plano complexo que esta sobre o eixo real e é fechado
por um semicirculo infinito. Ainda, é feito um desvio semicircular em torno do polo xo.

Por conseguinte, a integral sobre o caminho descrito pode ser expressa como
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x076
7{ fx)dx = / x)dx+ / fx)dx+ f(x)dx+ / semicirculo infinito
X0+5

—00

= Znines {f(x0)} (2.48)

onde ¢ é o contorno sobre o polo xy. Aqui vemos que a integral sobre o semicirculo infinito é
nula pelo Lema de Jordan [33]. Para calcular o valor da integral sobre {, notamos que pelo fato
da fungdo f(x) ter um polo simples localizado em xp, a sua expansio de Laurent é dada por

a_i

= i an(x—x0)" = B(x)+

- 2.49
R23 (x—x0) (249

onde a funcdo B(x) é analitica em torno de x( e representa a parte do somatério na qual n > 0
e o coeficiente a_ € identificado como residuo de f(x). Assim, podemos escrever

/ F()dr = / B(x / Lres{f(xo)b ), (2.50)

(x—x0)

O valor § no plano complexo pode ser escrito como 6 = |x — x| de tal sorte que 7 < arg(x —
x0) < 2m (vide figura 2.2). Se fazemos entdo a seguinte mudanga de varidveis na segunda
integral de (2.50):

x—xp = 8e'®
. (2.51)
dx=i6e'%d @

vamos obter

/c F()dx = /c B(x)dx+iY res {f(x0)} /ﬂ Md(p:ianes{ o)} (252)

Se substituirmos (2.52) em (2.48) vemos que o termo 2ixw Y res{ f(xo)} serd subtraido pela
quantidade i Y res{f(xp)}. Finalmente, podemos escrever a integral de residuos (2.45) que
estd associada a integral W, (r) como

7{ F)dx = ix Y res{f(x0)}, (2.53)
e utilizando o resultado (2.47), encontramos
in
We(r) == o \/ E? —g"(ry) [fég""”(m +I2g5(ry) +m2 |, (2.54)
5 r=r4

uma vez que o polo xp no plano complexo € a representacdo da localizagdo do horizonte de
eventos r. Devido ao fato g""(r) = 0, a equag@o anterior torna-se
ITE
Wi(r)= Tt (2.55)

o orr
dl'g r=r4
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Uma vez determinada a fungdo W, (r), podemos determinar as probabilidades de emissdo e
absorc¢do pelo horizonte de eventos que sdo dadas por [25, 26, 27]

Femissao > €Xp { _% Im(S) } =¢&Xp { _% [Im(W) +Im(C)] } ) (2.56)

Pisorto =< exp{ ~31m(S) | =exp{ Zmw. ) +micy}. s

Como sabemos, uma vez que a particula atravessa o horizonte de eventos, a probabilidade
de adentrar na corda negra € de 100% [26]. Podemos usar este fato como uma condi¢ao de
contorno para obter a constante C em (2.42) fazendo

1= exp{ -2 lmOv) + 0]}

=0 = Im(W_)+Im(C)
Im(W_) = Im(C). (2.58)

De (2.55) vemos que

W, =-W_ (2.59)

entdo usando a equagdo acima, (2.58) e (2.56) teremos [27, 26]

4
Iemissiao = €Xp { ] Im(W,,) } ) (2.60)
e utilizando (2.55) na equagdo acima, obtemos
AnE
Demissao = €Xp {_W} ) (2.61)
€ |y

de forma que a temperatura Hawking € obtida ao comparar o fator de emissao obtido em (2.61)

_E_
com o fator de Boltzmann da distribui¢do térmica e *#’ como sendo, (fazendo kg =h = 1)

_ 1 d grr

= 4n \ar
A equacdo (2.62) representa a forma geral de calcular a temperatura Hawking dada a métrica
da corda negra. Este resultado, proveniente da aplicagdo do método de Hamilton-Jacobi, é
uma consequéncia direta dos trabalhos de célculo por integrais de caminho e tunelamento no

horizonte de eventos. E importante ressaltar que este método serd utilizado ao longo de nosso
trabalho com o objetivo de obter as propriedades termodinamicas de buracos negros cilindricos.

(2.62)

r=r4



2.2 TOPICOS EM TEORIA QUANTICA DE CAMPOS 18

2.2.2 Efeito back reaction

Intuitivamente, o efeito back reaction pode ser compreendido como o fato de a gravidade
poder agir sobre si mesma, ou mais especificamente, pelo fato do campo gravitacional influen-
ciar a si mesmo o que torna as equacdes de Einstein ndo-lineares. Esta caracteristica de ndo-
linearidade das equagdes pode ser compreendida a partir de uma anélise acerca dos diagramas
de Feynmann para as interagdes gravitacionais, pois a partir dos diagramas entende-se que a
interacao gravitacional € realizada pela troca de um gréaviton virtual (perturbacdo quantizada no
campo da métrica) e uma vez que os proprios gravitons podem trocar gravitons virtuais, podem
consequentemente exercer forca gravitacional [12]. A consideracdo do efeito back reaction
tem como objetivo fornecer melhor aproximag¢do para a geometria do espago-tempo em escala
quantica, pois, como serd discutido, este efeito é de origem quantica e estudar sua influéncia
em um espago-tempo demanda estudar tal espagco-tempo numa escala pequena o suficiente para
que efeitos quanticos sejam importantes. O interesse em um estudo dessa natureza remonta o
fato de ndo haver uma teoria consistente de gravidade quantica, ou seja, teoria de gravitagdao
na escala em que efeitos quanticos influenciam o espago-tempo. A préxima pergunta é como
incorporar efeitos quanticos na teoria cldssica da gravidade de Einstein, tal pergunta tem sido
respondida pela abordagem semicldssica conhecida da literatura e que serd seguida neste tra-
balho. A teoria semicldssica da gravidade acopla um campo de matéria quantizado ao campo
gravitacional por meio das equacdes de Einstein semicldssicas [34, 35]

Guv + Aguy = 8T(Tyyy ), (2.63)

0 que aponta o fato de a geometria do espago-tempo gerar um valor esperado do tensor de
momento-energia nao-nulo <Tuv>(re“) 0 qual, por sua vez atua como uma fonte de curvatura.
Este é o problema de back reaction [36]. O esfor¢o que é encontrado na literatura para re-
solver as equagdes de Einstein semiclassicas de forma autoconsistente num estado de véacuo
|0) é uma forma de atacar este problema. O tensor de momento-energia com o qual lida-se
¢ renormalizado, como pode ser visto pela relagdo anterior na qual escrevemos o sobrescrito
“ren” no termo do tensor, devido as divergéncias que ocorrem no procedimento padrdo uma
vez que o mesmo € ndo-linear e o problema passa a ser um problema de renormalizacdo. Em
espacgos-tempos planos, existe uma solucdo para tal problema que é conhecida como ordena-
mento normal haja vista que o procedimento de renormalizagdo é como a renormalizacdo da
energia do estado de véacuo para zero. Entretanto, para espacos-tempos curvos, o problema é
ndo-trivial uma vez que efeitos de polarizacdo de vacuo podem tornar o estado de vacuo do
tensor momento-energia ndo-nulo [35]. Outra forma de proceder e contornar tais problemas
consiste em estudar o problema com base numa teoria de perturbacdo e estudar o efeito back
reaction como uma perturbacao na métrica da singularidade, uma vez que tal efeito € uma ano-
malia* na métrica cldssica e atua como uma perturbacio na gravidade superficial [36, 37, 38].
Mantendo aqui a convencdo de unidades G = ¢ = kg = 1 na qual o comprimento de Planck é
igual a massa de Planck [p = Mp = V1, consideramos que o efeito back reaction na gravidade
superficial é dado por

4Referimo-nos aqui a defini¢io de anomalia relacionada ao fato de um efeito puramente quintico agir sobre
um sistema cldssico causando uma quebra de simetria.
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K =Ko(rs) +EKo(r+), (2.64)

onde Ky é a gravidade superficial cldssica no horizonte de eventos r e & é uma constante
adimensional com magnitude da ordem de 7 com a estrutura [37]

M2
E=P VZ’ (2.65)

onde B é um fator numérico. Esta proposta é baseada na escala de massa (ou comprimento)
relevante para o problema que € a massa do buraco negro (em nosso caso, a corda negra) M
comparada a massa de Planck Mp, dada pela equagao (2.65) na qual assumimos que termos da
ordem de £? sdo despreziveis quando comparados aos termos da ordem &. Vamos ter, entdo,
que

2
= Kl (14 By )
o

= Ko(rs) (1 + m) (2.60)

com O = ﬁM,%. A interpretacdo do efeito back reaction como perturbacdo na gravidade super-
ficial é util para o cédlculo da temperatura Hawking devido a conhecida relagao entre estas duas
grandezas dada por Ty = % da qual poderemos apreciar as grandezas termodinamicas uma
vez conhecida a temperatura. Uma derivagdo desta relagdo pode ser encontrada na secio 4.2.1.
E importante entender que a consideracio do efeito back reaction feita aqui é em nivel de dr-
vore ou I-loop [39]: isto significa que a consideragdo do efeito correspode ao termo dominante
e o primeiro termo subsequente da série perturbativa como pode ser visto ao inspecionar-se
a equacgao (2.64), ou seja, nossa consideragdo corresponde a contribui¢cdes semicléssicas inter-
pretadas como efeitos de anomalia conforme, em contrapartida a abordagem de renormalizacdo
do tensor momento-energia.

O préximo passo da consideracdo do efeito back reaction € estudar as propriedades termo-
dinamicas da corda negra na presenca de tal efeito e comparar tais resultados com os resultados
sem a consideracgdo do efeito. Isto € realizado nas secoes 4.2.2 e 4.2.3.



CAPITULO 3

Nao-comutatividade do Espaco-tempo

Uma coisa é certa, quanto mais profundamente confuso vocé fica em sua
vida, mais aberta sua mente se torna para novas ideias

—NEIL DEGRASSE TYSON

Neste capitulo apresentamos a ndo-comutatividade de um ponto de vista fisico, ou seja,
de uma maneira que seja possivel a interpretacao fenomenoldgica dos efeitos ndo-comutativos.
Iniciamos com a apresentacdo dos principios fundamentais e o contexto para o pontapé inicial
do estudo da ndo-comutatividade do espago-tempo nas ciéncias fisicas. Posteriormente, tra-
taremos mais especificamente de como compreende-se a matéria em tal espaco-tempo o que
consequentemente leva a escrita da métrica do espaco-tempo nao-comutativo da corda negra
no préximo capitulo. Por fim, fazemos alguns apontamentos sobre a teoria quantica de campos
no espago-tempo niao-comutativo nos concentrando em fenomenologia e previsoes.

3.1 Aspectos fundamentais

O surgimento do estudo da ndo-comutatividade do espaco-tempo em ciéncias fisicas re-
monta ao advento da mecanica quantica e teoria quantica de campos. O tema ganha espago
a partir do trabalho de Snyder em 1947 [40]. Com evidente interesse numa robusta descricao
do problema de interacdo entre matéria e campos, ele foi o primeiro autor a dedicar um ar-
tigo com o objetivo de discutir as, entdo, novas propriedades do espago-tempo nao-comutativo,
que por ele foi chamado de espaco-tempo quantizado devido ao fato de, ao assumir-se a nao-
comutatividade do espago-tempo, entendermos que este ndo € mais uma entidade continua. As
motivacdes para tal desenvolvimento podem ser entendidas seguindo a conjectura que aponta
que o espago-tempo ordindrio perde o significado quando as distancias consideradas sdo muito
pequenas [41, 42]: suponha que uma coordenada pode ser medida com precisdo a no espago-
tempo, isto leva a uma incerteza no momento da ordem de é Com efeito, este processo de
medi¢do demanda uma energia a ser transmitida ao sistema da ordem de % (dada a relagdo li-
near entre energia € momento prevista pela teoria da relatividade especial) em dada regido. O
tensor de momento-energia do sistema gera um campo gravitacional [considerando-se as equa-
¢oes de Einstein (2.19)] e quanto menor for a incerteza na medi¢ao da coordenada, maior sera
a intensidade do campo gravitacional, de forma que ao tomar o limite em que a tende a zero, o
campo gravitacional se torna muito intenso e provoca a formacdo de um horizonte de eventos,

20
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que ndo possibilita a deteccado da particula (pois nenhum sinal poderia ser emitido para fora do
horizonte de eventos) impedindo o préprio processo de medi¢do. Uma proposta para solucio-
nar tal problema € propor que as coordenadas do espago-tempo sdo operadores hermitianos que
ndo comutam entre si x* — £ obedecendo

[t xV] = ioHY (3.1)

onde u,v=0,1,....D—1 ¢ O*Y é uma matriz real antissimétrica D x D com D a dimensdo
do espaco-tempo. Esta relacdo representa, o que é chamado por Snyder, a quantizacdo do
espaco-tempo, uma vez que se escrevemos o principio da incerteza generalizado

1 2
(AxH)*(AxY)* > (5[)?“,£V]> (3.2)
l
encontramos

1
AHAY > S |6MY]. (3.3)

O resultado (3.3) traduz a existéncia de um comprimento minimo caracteristico do espago-
tempo dado por /0, com a consideracio de que o parametro de ndo-comutatividade é uniforme
em todas as dire¢des e tem magnitude |6#Y| = 0, a partir do qual podem ser feitas medigdes
(e distancias abaixo desse valor ndo sdo previstas), o que consequentemente da luz ao fato de
a nocdo de ponto ndo fazer mais sentido: se uma coordenada, digamos x*, é bem conhecida
(a incerteza associada a medicdo da mesma € baixa), entdo, pela relacio (3.3) a incerteza as-
sociada a coordenada xV é muito grande de forma a satisfazer tal rela¢do. Este fato implica na
impossibilidade de existéncia de ponto no espaco-tempo, haja vista que para que seja definido
um ponto € necessdrio o conhecimento preciso de, pelo menos, duas coordenadas que formam
o par ordenado e fornecem a localiza¢do de tal ponto. Com base nessas caracteristicas, von
Neumann foi o primeiro a descrever de maneira formal um “espaco quantizado”, estudo cha-
mado por ele de “geometria sem ponto”, devido ao fato de a nocdo de ponto ser abandonada.
Isto levou a teoria de algebras de von Neumann e resultou no nascimento da geometria ndo-
comutativa que se refere ao estudo de espacos topoldgicos nos quais C*-dlgebras comutativas
de fungdes sao substituidas por dlgebras nao-comutativas [43].

De acordo com a discussdo precedente, podemos comentar a interpretacdo do espaco-tempo
nao-comutativo a partir da analogia entre tal espaco-tempo e o espaco-tempo da mecanica quan-
tica. Como € sabido, em mecanica quantica o espaco-tempo € regido pela dlgebra de operadores
hermitianos, que representam observéveis, e guiado pelo principio da incerteza que resulta na
relagdo de ndo-comutacdo [x*, p"] = ih onde pH representa 0 momento linear associado ao
sistema. No espago-tempo ndo-comutativo, temos o principio da incerteza generalizado que
resulta na relagdo de ndo-comutagdo [x*,xV] = iO*", ainda, por comparacdo direta, o para-
metro 6 tem um papel para o espaco-tempo ndo-comutativo andlogo ao papel exercido por 7
no espago-tempo da mecanica quantica. Interpretamos que o espaco-tempo ndao-comutativo &,
conceitualmente, o andlogo geométrico do espago-tempo da mecanica quantica e, portanto, ha
oportunidade para uma interpretacdo de que este seja o espaco-tempo apropriado para a descri-
cdo de uma gravidade qudntica no sentido de descrever o espago-tempo numa escala na qual
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os efeitos quanticos prevalecem dada pelo comprimento de Planck e que 6 determina a célula
fundamental de discretizacdo, chamada de célula de Planck, assim como 7 discretiza o espago
de fase cldssico.

Também se faz importante neste momento um comentdrio com respeito a ndo violacao das
simetrias de Lorentz baseadas em transformacgdes do sistema de referéncia do observador [44].
Pelo fato de O transformar-se de maneira covariante, uma transformagao de Lorentz realizada
(rotacdes ou boosts) sobre o sistema de referéncia do observador mantém a fisica inalterada.
Todavia, transformacdes de Lorentz de particula', ou de uma configuracdo de campo, com um
sistema de referéncia de observador fixo deixam 6" inalterado, mas alteram completamente a
fisica do problema. Assim, o uso de O*" gera direcionamento quadridimensional em qualquer
sistema de referéncia inercial fixo. Esta discussdo fortalece a ideia de uma teoria de campos
no espago-tempo nao-comutativo como uma extensdo de violacdo da simetria de particula de
Lorentz do modelo padrao, envolvendo campos ordindrios [44], uma vez que devido a hipétese
de a magnitude 6 do elemento 6" ser independente da posi¢do no espago-tempo, a condi¢ido
de que o coeficiente para a violacao da simetria de Lorentz de particula ser constante € satisfeita.
Nestes termos, energia e momento seriam grandezas conservadas numa teoria de campos nao-
comutativa.

3.2 A matéria no espaco-tempo nao-comutativo

Devido as caracteristicas do espaco em curta escala, que a partir do principio da incerteza
generalizado leva a relacdo de incerteza posicdo posi¢ao, a nocdo de “massa pontual” ndo faz
mais sentido. Enquanto que no espaco (em grande escala) comutativo a densidade de massa de
uma particula pode ser escrita pelo produto entre sua massa e a funcao delta centrada no ponto
de sua localizacdo, em curta escala essa descricao perde o sentido e se faz necessaria a descri-
¢ao baseada em uma distribui¢do para a densidade de massa. Entendemos agora que a massa
estd distribuida numa distribuicdo gaussiana com largura minima V8 e podemos expressar a
densidade de massa pg como [45]

M 2
po=————e (3.4)
(4m06)2
de tal sorte que a massa € determinada integrando a equacao (3.4) sobre um volume de raio r
4nM [T /2
/ Anr? po(r)dr = / Femwar. (3.5)
(47:9)

A fim de obter uma expressdo fechada para a massa, vamos efetuar a integral utilizando a
mudanca de varidvel

' A quebra de simetria, devida a presenca de campos vetoriais e tensoriais de fundo, ocorre somente quando
consideramos uma transformacdo de referencial ativa de Lorentz. Por isso, se faz necessdria a distingd@o: a trans-
formacdo de Lorentz de observador - indica transformacao passiva em presenga de um campo de fundo; transfor-
macao de Lorentz de particula - indica a transformacao ativa, na particula, em presenca de um campo de fundo.
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12
u="__ = r = (40)"/2,!/?
4r? (3.6)
_
du = 2Ga,’r

e, portanto, reescrevemos a integral anterior como

i8]

r

4nM a9 20

mg(r) = ——s—= 40)ue " ————du
o(r) (41)363 Jo (46) (46)1ul
2
ATM 8 (%0
= 2 ey, (3.7
8n2 2Jo

A dltima integral € reconhecida do apéndice A como a integral que define a funcdo gama

. . . 2
incompleta inferior y (%, £—9>. Logo, podemos escrever

2M (3 r?
mo(r)=—=y( =,— 3.8
o) =227 (315) 68)
e como € discutido na secdo A.2, tomar o limite \/Lé — oo significa considerar distancias muito
maiores que a escala V0. Assim, ao livrar o sistema dos efeitos da ndo-comutatividade, a

— VT

2
fungdo y <%, £—9> torna-se a fungao I' (%) = %5~ de forma que mg — M e recuperamos as carac-

teristicas do espago-tempo comutativo.

Estas consideraces contemplam o fato de que, diferentemente do que se poderia pensar
num primeiro momento, para incorporar os efeitos oriundos da nao-comutatividade do espaco-
tempo ndo € necessdrio efetuar nenhuma modificacdo na acdo de Einstein-Hilbert quadridi-
mensional, mas apenas ressaltar a interpretacao de que a massa estd difundida em determinada
regido de tamanho v/0. De fato, a ndo-comutatividade é uma propriedade intrinseca da vari-
edade e ndo uma condi¢do de estrutura geométrica imposta pela teoria, o que significa que a
gravidade € afetada por ela de forma indireta uma vez que a mudanca das equagdes de campo de
Einstein reside no tensor momento-energia modificado para incluir os efeitos ndo-comutativos
[8]. Ou seja, o termo geométrico das equacgdes de campo dado pelo tensor de Einstein perma-
nece inalterado e toda a mudanca da caracteristica do espaco-tempo € trazida pelo termo fonte
de curvatura dado pelo tensor momento-energia modificado. Repare que, tratando-se deste
tensor, a densidade (3.4) representa a componente temporal do mesmo

0
Too = —Po (), 3.9)
onde o subescrito 6 indica que estamos lidando com ndo-comutatividade. A determinagdo deste
objeto como um todo € baseada na conservagdo covariante TéL ‘:, = 0 e na condig@o suficiente de

solucdes do tipo buraco negro g,; = —g;,' (também apresentada na secdo 2.2.1) de forma que
teremos [45]
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—Peo
Dr
TG‘;L = oL (3.10)
Pl

com pressdo radial p, = —pg e pressdo tangencial p| = —pg(r) — 50,pe(r). A expressdo
(3.10) ressalta que tal tensor difere do tensor de momento-energia convencional uma vez que
representa um fluido perfeito com termos de pressdo anisotropicos em face a forma padrao
a qual representa um fluido perfeito isotrépico. De inicio, vale ressaltar que esta anisotropia
¢ um atributo, como esperado, que se manifesta em curta escala de forma que para grandes
distancias a caracteristica isotrépica € recuperada (isto pode ser verificado de maneira direta
inspecionando as componentes do tensor no limite » >> 1/0). Ainda, esta propriedade tem uma
interpretacdo fisica interessante pois uma pressao radial ndo-nula é necessdria para equilibrar a
forca gravitacional na direcdo interna e assim prevenir a formacdo de um ponto de matéria, de
forma a originar a premissa de haver um comprimento minimo do espago-tempo.

3.3 Teoria quantica de campos em espaco-tempo nao-comutativo

Nosso objetivo nesta se¢do € apresentar uma breve discussao introdutéria fundamentadada
na literatura [46, 43, 42,47, 41, 48] acerca dos avancos numa teoria de campos baseada na ndo-
comutatividade do espago-tempo. Pretendemos apresentar primeiramente um apanhado geral
sobre tal teoria de forma a apresentar e discutir parte de nosso referencial tedrico e seguir para
uma breve discussdo acerca de previsdes e fenomenologia conhecidas.

Fundamentos

A construgdo operacional de uma teoria de campos nido-comutativa remonta ao artefato
conhecido como simbolo de Weyl que se originou nos trabalhos de Hermann Weyl [42, 49]
nos quais ele disserta sobre a relacdo de correspondéncia entre as varidveis cldssicas do espaco
euclidiano D-dimensional e operadores definidos no espago euclidiano ndao-comutativo, que
traz a tona os mapas de Weyl-Wigner. Isto leva a modificagdo da operacao de produto entre
campos dando origem a uma nova opera¢cdo de produto que ficou conhecida como produto
Groenewold-Moyal o qual guarda propriedades de associatividade, mas ndo de comutatividade.
Seguindo o procedimento para obtencdo do operador de Weyl encontrado na referéncia [50],
levando em conta apenas o desenvolvimento geométrico de forma que o tempo nio € apreciado,
consideramos o espaco euclidiano com fun¢des f que podem ser expressas por transformadas
de Fourier da seguinte forma

flk) = / dPzeiki? f(2), (3.11)

com!=1,2,3,...,D. Promovendo as coordenadas 7' a operadores hermitianos 3l que obedecem

2, 2/] = i6" (3.12)
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de forma que € gerada uma dlgebra ndo-comutativa. Assim, podemos apresentar o operador de
Weyl por meio de

. dPk R
Wif = [ Gmnl W (3.13)
o qual pode ser expresso em termos de um operador hermitiano A(z) definido como
A dPk g
A — (lk[Z —lkzZ ) 314
0= | Gape (3.14)

de forma que o operador de Weyl (3.13) € reescrito como

Wif = [ aP2f(2)A) (3.15)

e este resultado fornece o mapeamento entre os campos e os operadores que foi comentado
anteriormente. Ainda, se calculamos o produto de dois operados no espaco nao-comutativo

D D L
WIfWe] = / é;;l (d lii)f(kl) 3(ky)e k1% g2tz (3.16)

e aplicamos a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff?,
1
A.oB — o 2lAB] A+B
que para o nosso caso, usando a premissa (3.12), escreve-se
eikufleikzﬂ

—e — Lk 6! kZJe(k1]+k21) 3.17)

assim podemos expressar tal produto nos seguintes termos

SR dPk; dPk 100k o ik ko )2
W[f]W[g] /(27[)1 ( )sz(kl) ( ) —5k1,0 k2,jel(k1,j+k2,j)z (318)

donde define-se o produto Groenewold-Moyal como

WIf(2)IWIg(2)] = W[ (z) xg(2)], (3.19)
f@+s) = [ (Zly)z]? <dD§ Flki)g(ko)e #1108l k)2 (3.20)

Nestes termos, podemos definir

ful@) =Tr (WIFEIAR)) (321)

2A aplicagdo desta férmula é possivel se os operadores A e B comutam com o comutador destes, ou seja,
[A,[A,B]] =0 = [B,[A,B]]. A partir da relagdo (3.12) vemos que esta condi¢do € satisfeita para o nosso desenvol-
vimento.
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onde a funcgdo f,,(z) é denominada funcdo distribuicdo de Wigner e, portanto, o mapa A(z)
representa a correspondéncia biunivoca entre os campos de Wigner e os operadores de Weyl.
Geralmente, esta correspondéncia é chamada de correspondéncia (mapa) de Weyl-Wigner.

Uma definicdo equivalente para o produto estrela Groenewold-Moyal escrito em termos
diferenciais € a seguinte, de acordo com as referéncias [51, 43]

fQre) = Qe |59093) | o2

= f(z2)g(z) + Z (%) EOZ”I cQlingy -0y f(2)9), -+ ;,8(2)
n=1 :

~ f2)glz) + éelj d1f(2)9j¢(z) + O(6?) (3.22)

que deixa claro o acréscimo de uma fase no produto de dois operadores como a correcdo da
operac¢do de produto convencional. Tal ocorréncia é importante no estudo de mistura de diver-
géncias IR/UV [42].

Devido ao fato de termos desenvolvido os fundamentos operacionais da teoria de campos
nao-comutativa utilizando apenas coordenadas espaciais, cabe aqui a observag¢ao de que uma
teoria de campos ndo-comutativa na qual os efeitos de ndo-comutatividade atuam apenas so-
bre coordenadas espaciais (portanto a coordenada temporal continua se comportando como
uma coordenada comutativa) ndo alteram de maneira tdo expressiva o formalismo da mecanica
quantica, visto que, por exemplo, ainda podem ser despendidos esforcos para o desenvolvi-
mento da dindmica de Heisenberg e Schroedinger convencionais [46]. Entretanto, como era de
se esperar, a ndo-comutatividade modifica alguns aspectos da teoria, como, por exemplo, torna-
la ndo-local no sentido de que o produto entre operadores € entendido como um produto entre
distribui¢des e a relacdo ponto a ponto consequente de multiplicagdo convencional ndo é bem
definida. Ao incluirmos a varidvel tempo como uma varidvel que também € influenciada pelos
efeitos da ndo-comutatividade, as propriedades de unitariedade e causalidade podem ser modifi-
cadas, posibilitando um entendimento de tempo de uma forma nao convencional. Este fato leva
alguns autores a estabelecer a condigio de que 8% = 0 , que nio é uma condi¢do necessria,
principalmente se o propdsito € o estudo de fendmenos de baixa energia [47], mas tem o intuito
de evitar possiveis interpretacdes nao convencionais acerca do tempo ou complica¢des sobre
tais interpretacdes em meio a teoria. Seguindo este raciocinio, estamos considerando todas as
varidveis espago-temporais ao realizar nossos calculos nos proximos capitulos (incluindo a va-
ridvel tempo), entretanto, ndo vamos nos ater a possiveis discussdes acerca de interpretacoes
relacionadas a mudancgas nas caracteristicas da coordenada temporal, pois estamos interessados
essencialmente nas consequéncias da premissa de as coordenadas espaciais ndo comutarem.

Previsoes e fenomenologia

As implicacdes de um espago-tempo ndo-comutativo na formulagdo de uma teoria quan-
tica de campos sao muito interessantes do ponto de vista fisico e sio amplamente abordadas na
literatura [47, 43]. Com isso em mente, faremos algumas consideracdes sobre tais efeitos com
base em estudos conhecidos de forma a apresentar parte de nosso referencial tedrico.
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Nivel de Landau mais baixo

O problema envolvendo uma particula carregada (elétron) num campo magnético externo
€ bastante conhecido e quem primeiro contemplou este problema do ponto de vista da dina-
mica quantica foi o fisico russo Lev Landau (1908-1968) em 1930. Ele foi o primeiro a obter
o resultado de que as Orbitas de ciclotron de particulas carregadas em campos magnéticos sao
quantizadas e mostrou que os niveis de energia associados, conhecidos como niveis de Landau,
sdo discretos, espacados por quantidade constante de energia e que s@o infinitamente degene-
rados.

Uma abordagem utilizada para desenvolver este problema e analisd-lo em termos do espaco
ndo-comutativo € encontrada na referéncia [52] e vamos seguir esta prescri¢do. Consideramos
uma particula de massa m, de carga elétrica e submetida a um campo magnético externo B que
nesta andlise estd na direcdo z perpendicular ao plano xy, de localizag¢do da particula. Para tal
configuragdo ser satisfeita, pode-se escolher o gauge A = (0,xB,0) de tal sorte que V xA =Bz
Esta escolha € substituida na expressdo do hamiltoniano para uma particula sob um campo
magnético

1 /., e-\2
:-——<p———A> . (3.23)
Como o hamiltoniano comuta com as componentes do momento py € p,, podemos escrever as

equagdes de autovalor p.|¥) = fik.|¥) e p,|¥) = hky|¥) sendo |¥) o autoestado do hamilto-
niano completo. Isto resulta na seguinte expressao para a autoenergia do estado |n, k)

E, = heB (IH— 1) (3.24)

mc 2

donde vemos que a separacdo dos niveis (estados) de energia é proporcional a razao % de forma
que se o campo magnético € grande (em comparacdo com m), o Unico nivel de energia rele-
vante € o estado de mais baixa energia uma vez os niveis mais energéticos sdo altos demais
(aumentam indefinidamente se consideramos B — o). Por fim, acrescentando um termo de po-
tencial V (x,y) para representar de forma genérica quaisquer impurezas no plano, a lagrangiana
escreve-se

L= Bxy—V(xy) (3.25)
C

que tem a forma padrdo L = pg — H(p,q) com H(p,q) o hamiltoniano associado e ¢ a velo-
cidade expressa em coordenadas generalizadas, o que nos permite reconhecer £Bx e y como
varidveis canonicamente conjugadas cuja relacdo de comutacdo €

B
{e—x,y} = —ih
c
ilic
= [x,y] = 5 (3.26)

Este resultado também € obtido de forma mais robusta ainda por [52] onde € calculado o valor
esperado do comutador entre as coordenadas
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ihc
(0,k|[x,y]|0,k") = —e—B<O,k\O,k’> (3.27)
que € uma confirmacao do que encontramos em (3.26). Este resultado nos mostra que o movi-
mento dos elétrons no nivel de Landau mais baixo € descrito num plano nao-comutativo. Este
resultado tem importancia para a origem da geometria ndo-comutativa em teoria das cordas

[47, 53].

Referenciais para experimentos

Devido a violagdo da simetria de particula de Lorentz?, hd uma diregdo particular pre-
ferencial no espaco associada a @ em dado sistema de referéncia* e experimentos que dizem
respeito a geometria ndo-comutativa podem medir as componentes de 6. Encontra-se experi-
mentos deste tipo atualmente na literatura, em particular, no trabalho de [54], é mostrado uma
variacdo temporal no parametro 68, levando-se em conta 0 movimento do referencial do labora-
torio devido a rotacdo da Terra, e utiliza-se a formulagdo proposta para analisar experimentos de
eletrodindmica quantica para medir valores médios temporais de observaveis e assim calcular
componentes de 6.

Transi¢Oes atdmicas e estimativas de 6

Entre os estudos de mecénica quantica em espaco-tempo nao-comutativo, a aplicacao
desta para o célculo do desvio Lamb> do dtomo de hidrogénio é significativa pois é capaz
de fornecer estimativas de limitacdo para o parametro de nao-comutatividade como mostrado
por [56, 57]. Em termos de mecanica quantica no espago-tempo ndo-comutativo, € feita a
substitui¢do do operador de posi¢do x; por x; = x; + ﬁei jPj» que representa o espago-tempo
deformado pelo pardmetro 0, e entdo as técnicas e regras da mecanica quantica convencional
sdo aplicadas. Em detalhe, o potencial coulombiano é modificado para

V( ) e 2(?Xﬁ)é+o(92)
r)=———e"—>—"F— .
r 4hr3

O valor limite encontrado foi L@ > 10 TeV onde € especificado que os efeitos Zeeman e Stark
ndo influenciam tal resultado. Para efeito de informacio e comparacdo, medidas realizadas por
meio de transicdes no dtomo de hélio fornecem \/Lé > 30 GeV [58].

Por fim, podemos citar o trabalho de [59] que aborda o mecanismo experimental baseado
no efeito Aharonov-Bohm a ser utilizado para uma possivel estimativa do valor do parametro
0, e o trabalho de [60] que discute uma proposta de experimento do tipo interferometro de
Michelson-Morley para estimar um valor limite para tal parametro. No primeiro destes traba-
lhos, € avaliado que utilizando um experimento de fisica de particulas € possivel obter um valor
estimado por 8 ~ [10 TeV]~2 usando energias no intervalo descrito entre 200 GeV e 300 GeV.

3Comentada na nota de rodapé 1.
“Esta questio foi discutida na secio 3.1 e pode ser aprofundada em [44].
30 desvio Lamb (Lamb shift), em homenagem a descoberta de Willis Lamb, é o nome dado 4 pequena separa-

¢do entre niveis 2,,. , € 2, , do dtomo de hidrogenio devido a for¢a spin-6rbita [55].

P32 ¥ “P1)2
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No segundo trabalho, ha o esfor¢o para testar a ndo-comutatividade tentando medir-se a altera-
¢do causada por esta na relacao de dispersao de fétons. Mostra-se que para que haja alteracdao
no padrdo de interferéncia de uma franja, utilizando luz visivel num campo magnético de fundo
de intensidade 1 T e usando a condi¢ao \/Lg > 10 TeV, seria necessdrio que a soma dos bracos
do interferometro fosse de um parsec, que equivale a distancia de um objeto cuja paralaxe anual
média® é de um segundo de arco. E comentado que esta seria uma distdncia impraticdvel para
se manter um campo magnético forte coerente e doravante estaria sujeita a questdo acerca da
uniformidade de 6 sobre estas grandes distancias.

Para que lembremos dos conceitos, paralaxe é a mudanga aparente na posicio de um objeto devido ao movi-
mento do observador; a paralaxe anual média representa a metade do desvio total da posi¢do de um objeto quando
medida na Terra em determinada posicao na sua Orbita e seis meses depois quando estd em uma posi¢do de sua
orbita oposta em relagdo ao Sol.



CAPITULO 4

Cordas Negras

Inteligéncia é a capacidade de se adaptar a mudanga
—STEPHEN HAWKING

Neste capitulo vamos apresentar os aspectos gerais do estudo de cordas negras e de-
senvolver o trabalho levando em consideragdo um espago-tempo ndao-comutativo. Inicialmente,
discutimos o formalismo e caracteristicas da solucdo cilindrica e em seguida abordamos o es-
tudo do espaco-tempo ndo-comutativo desta. Posteriormente, discutiremos os resultados obti-
dos com relagdo as propriedades termodindmicas e, na sequéncia, desenvolvemos um estudo
sobre o equilibrio térmico do sistema considerado. Apresentamos neste, € no capitulo subse-
quente, os resultados obtidos provenientes do trabalho tedrico realizado.

4.1 Espaco-tempo nao-comutativo da corda negra

4.1.1 A solucio de corda negra

O estudo de solugdes das equagdes de Einstein correspondentes a buracos negros desem-
penham um papel muito importante na fisica uma vez que esses objetos t€m se mostrado uma
ferramenta essencial para entender o colapso gravitacional e uma ferramenta para investigar a
relacdo entre o estudo das caracteristicas do espagco-tempo em escala microscopica, regida pela
Mecanica Quantica, e na escala macroscopica, regida pela Relatividade Geral. Este aspecto
revela-se por indicios tais como a previsdo de radiacdo emitida por buracos negros feita com
uso de teoria quantica de campos (radiagdo Hawking), processos de espalhamento envolvendo
particulas e buracos negros [61], e a estatistica que deveria ser obedecida por um gas de buraco
negro [62], por exemplo. O interesse em estudar buracos negros com topologias diferentes
daquela dos buracos negros esféricos poderia ndo ter sido tdo bem desenvolvido apds a for-
mulacdo da conjectura hoop (hoop conjecture) por Thorne [63], uma vez que esta prevé que
buracos negros s6 podem ser formados se uma quantidade de matéria for comprimida a uma
regido de circunferéncia 4tGM em todas as direcdes, de forma que apenas buracos negros es-
féricos poderiam existir. Entretanto, esta proposi¢do € vdlida apenas em um espaco-tempo no
qual a constante cosmoldgica € nula. Por outro lado, espacos-tempos que admitem constante
cosmoldgica negativa sdo o pano de fundo para a existéncia de buracos negros cilindricos.

De fato, em junho de 1995, Lemos publica seu primeiro trabalho [9] acerca da solucdo de
cordas negras, motivado pelo fato de as solu¢des de buracos negros previstas pela relatividade

30
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geral serem capazes de descrever a maneira com a qual o espago-tempo se comporta apds o co-
lapso gravitacional e de a teoria das cordas, a qual € uma teoria para as interacdes da natureza
e uma candidata importante (assim como a teoria de gravidade em loop) para uma consistente
teoria quantica da gravidade, ser capaz de fornecer solugdes cldssicas de buracos negros as-
sim como cordas negras e membranas negras (que sdo objetos estendidos com horizontes de
eventos). Neste trabalho, Lemos discute a nova solucdo do tipo corda negra ao solucionar as
equagdes de movimento resultantes da agdo quadridimensional de Einstein-Hilbert

1 4
16”6/\/—_g(R —2A)d*x. 4.1)

O estudo fica mais robusto com a publicag@o do trabalho [10] no qual discute-se de forma mais
completa a solucdo e analisa ndo somente a solucao estdtica como também solugdes estaciona-
rias com rotagdo e carga elétrica. Todavia, ndo vamos discutir tais solu¢des aqui. A partir da
variagdo da agdo (4.1) com respeito ao campo gravitacional gy, € com a escolha de unidades
seguindo G = ¢ = kp = 1, pode-se estabelecer as equacdes de movimento do problema cuja
solugdo € [9, 10]

S —

aM ap\ !
ds? = — (a2r2 — oc_) dr* + (a2r2 — a—) dr* +r?d¢* + o*r*dz>. (4.2)
r r

Esta solugdo representa o espaco-tempo de uma corda negra estatica, no vacuo, com horizonte
de eventos localizado em

1
(4M+ ) 3 063 }"i
rp=-—>— <= M, = 4.3
+ p + ) (4.3)
onde My =M(ry)ea = —%, com A sendo a constante cosmoldgica. E importante destacar

que a coordenada temporal € definida no intervalo —eo <t < oo, a coordenada radial 0 < r < oo,
a coordenada axial —eo < 7 < oo e, finalmente, a coordenada angular € definida por 0 < ¢ < 27.
Também € pertinente comentar que o proprio Lemos conecta a solugdo (4.2) com a solugdo do
modelo buraco negro BTZ de forma que que estes dois modelos de descricdo de um espago-
tempo provido de singularidade estao relacionados [11]. Outro ponto a ser comentado € o fato
de que, assintoticamente, na coordenada radial r — oo, 0 espaco-tempo da corda negra € anti-
de Sitter e este fato traz a tona uma dificuldade para a solucdo (4.2): em um espaco-tempo
no qual a singularidade se estende uniformemente por toda a linha axial, o eixo z, a energia
total seria infinita, o que significa que massa total ADM nao seria bem definida de forma que é
interessante lidar com densidade de massa (massa por unidade de comprimento), a exemplo do
que € encontrado na literatura, mesmo que ndo tenhamos tal problema. Todavia, uma maneira
de redefinir a densidade de massa formalmente € desenvolvida por Lemos [10] com base no
método de York e Brown [64]. Para nossos propdsitos, ndo vamos desenvolver aqui.

Estamos prontos para avancar ao estudo do espaco-tempo nao-comutativo do buraco negro
cilindrico. A transicdo pode ser feita de duas maneiras: escrevemos as equagdes de Einstein
considerando o tensor momento-energia apropriado para o espago-tempo nao-comutativo e so-
lucionamos essas para obter o elemento de linha que descreve o espago-tempo ndo-comutativo
da corda negra [65]; alternativamente [8, 37], procedemos com base na interpreta¢ao fisica da
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matéria no espaco-tempo, pois, como vimos na secao 3.2, a massa estd distribuida gaussiana-
mente de forma que podemos fazer M — mg com mg dado em (3.8)

M (3 2
me(r):ﬁi’ 349 )

e assim expressar a métrica da corda negra no espaco-tempo nao-comutativo como

SM (3 2 sM (3 2\
ds®> = —{azrz——y Zo— | a?+ | - ——y( =, — dr?
Jroar' \ 2’46 Jrar' \2' 46
+ r2de®+ a’rtdZ, (4.4)

tal equacao fornece o elemento de linha o qual representa o espaco-tempo ndo comutativo de
uma corda negra estatica no vacuo. O elemento de linha (4.4) foi obtido utilizando-se a tran-
sicdo M — mg e estd em concordancia com o elemento de linha que encontra-se na referéncia
[65] obtido a partir da solug¢do formal das equagdes de Einstein. Note que se calculamos g;; =0,
localizamos o horizonte de eventos em

8sM 3 2
3 %7+ (2 [+
+= \/Ea3y(2’49> (4.5)

que leva a

(4.6)

-
S or(35)
Repare que se tomamos o limite 1 — 0 a massa expressa na equacao (4.6) ndo vai para zero
e como mostra a figura 4.1 a caracteristica mais notdvel € a previsdo de que a massa ndo se
anula, uma vez que se consideramos que tal objeto “evapora”, no sentido de emitir radiagao,
interpretamos que existe um limite na evaporagao do buraco negro cilindrico. Esta interpretacao
serd discutida ao longo deste capitulo. O valor M,,;, que representa o fim da evaporacao pode
ser calculado fazendo-se r — 0 na equagdo (4.6) que, nesse caso, retorna

3
M, = Eﬁoﬁe%. 4.7)

Uma observacgdo interessante sobre o resultado (4.7) € que a relagdo entre as constantes o e
0 que aparecem nesta equagdo €, mais explicitamente, (a\/§)3, ou seja, a constante ¢, que
representa a presenca da constante cosmoldgica @ = —%, em termos do elemento minimo
de distancia do espaco-tempo /6. Esta relagio é um pardmetro importante para as andlises
graficas como podera ser visto nas discussdes que estao por Vir.

A figura 4.1 apresenta um grafico mostrando o comportamento da massa para ambos o0s
casos comutativo e ndo-comutativo onde destacamos que teremos valores diferentes para as
grandezas a depender de como escalamos o parametro @ em termos do comprimento minimo
V0. Ressaltamos que o pardmetro /6 representa o pardmetro de normalizagio para todos os
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graficos deste capitulo de forma que expressamos a constante @ em termos de tal parametro.
Assim, temos um valor de « diferente para cada curva, seja ela representacdo do comporta-
mento da grandeza fisica no espago-tempo comutativo ou nao-comutativo, uma vez que o valor
desta constante é normalizado por v/8. Lembremos que esta escala é importante, pois a cons-
tante o estd associada a constante cosmoldgica e esta escala, entdo, representa a maneira com
a qual se manifesta a constante cosmolégica em termos do elemento /6. Também pode-se
notar que ao considerar os efeitos da ndo-comutatividade, a massa tem valores maiores que o
esperado para caso comutativo, o que pode ser visto no grafico 4.1 ao perceber que as cuvas
tracejadas sempre percorrem valores maiores que as curvas cheias na escala de aproximada-
mente 41/6. Este comportamento é também esperado para a energia interna uma vez que, para
este caso estdtico e sem carga, a energia interna estd associada a massa do buraco negro. O
comportamento da energia interna serd discutido na se¢do 4.1.2.

1 |— Comutativo aV@=0,75 ’
1 |—— Nio-comutativo av/6 = 0,75 /
750 4 |— Comutativo a0 = 1,25 /
1 | == Nio-comutativo av/8 = 1,25 /
1 |— Comutativo «av0=1,5 /’
600 — Néo-comutativo o/ = 1,5 /
T 10
My 450 - 0
Iy
4
300 —
| 2
150 —
T
0 1 2 3 4 6 7 8 9 10

5
7"+/ \/5
Figura 4.1: Massa para os casos comutativo e ndo-comutativo. No eixo vertical temos a massa por unidade de

comprimento e no eixo horizontal temos o raio do horizonte de eventos escalado pelo comprimento minimo do
espaco-tempo /6.

4.1.2 Grandezas termodinamicas
Temperatura

Voltamos nossas atengdes para a temperatura da corda negra que podemos calcular com

auxilio de (2.62)
1 dgrr
Ty = —
T~ 4z ( dr )

modificada por (4.4), ou seja, utilizando o elemento de linha do buraco negro cilindrico

r=xo
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rr 0621’2— 8M ér_z
& = Jrar \2746

sM, [1 (3 r? 3 72
o e[l 3y 1,03
s "+t e [riy<2’4e> e ’/(2 49

2 2
onde ¥ (%, 2—*) = %y (%, 2—5) , conforme apéndice A, de forma que
2

1 falry 2M+i 373\ 1 (3]
TH_n{ 2 \/_oc{ "(2 49) V(z 49)” (4.8)

e ainda, se utilizamos a relacio (4.6),
g v (2 >
o 2>
r+ 3
3
2

_ ry
# |7h(e5)
O resultado (4.9) foi obtido anteriormente por [65] utilizando uma abordagem diferente onde
nao considerou a interagao de campos ou o método abordado aqui. Isto mostra que a abordagem
de tunelamento e o método de Hamilton-Jacobi sdao plausiveis e mostra que o procedimento
matematico desenvolvido € razodvel de forma que verificamos nosso resultado.

Investigando a expressdo (4.8) ou (4.9), que sdo equivalentes esperamos que elas sejam
capazes de retornar o caso do espago-tempo comutativo quando —= — oo, Isto siginifica con-

Ty =

4.9)

gl‘?‘" glf to

NG
siderar um limite no qual a distancia radial € muitas ordens de grandeza maior que o com-

primento caracteristico de discretizacdo v/ do espaco-tempo ndo-comutativo, e os efeitos da
nao-comutatividade ndo sdo perceptiveis. Note que, no limite de longas distancias considerado,
2
A r . . ~
0 segundo pardmetro no argumento de ¥ torna-se 75 — oo € como discutido na se¢do A.2, para
0 comportamento assintético da funcao 7y, podemos escrever

3 ® 3 du 3 VT
7(5»‘”) :/0 uze . F(Z) B (4.10)

Adotando o resultado do comportamento assinttico acima na equagdo (4.8), estaremos es-
2

. ., r L, . .
tudando o caso comutativo jd que fazer ;5 — o € equivalente a tomar ri muitas ordens de

grandeza maior que /0. Logo, usando um indice sobrescrito (¢) para denotar que a grandeza
estd sendo analisada no limite do comutativo, temos que

@ 1 Oz2r+ 2My [1 (3 1.d_(3
T _n{ 2 T ra r+F r+drr 2 @10

1 4M
Ty = — (202 + = ), (4.12)
4r art

que da

ou sem a dependéncia de massa
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2
:3(X r4

TISC) 4w

(4.13)

que € verificada em [66].

— Comutativo  av0 = 0,5
——  Nio-comutativo /0 = 0,5
Comutativo v/ =1
—— Nao-comutativo a\/é =1
— Comutativo V0 = 1,5
Nao-comutativo cvy/6 = 1,5

TH\/é 2

Figura 4.2: Temperatura Hawking para varios valores do pardmetro av/0. Em pequena escala, a temperatura
prevista seria inferior aquela sem consideracdo da ndo-comutatividade.

O gréfico na figura 4.2 € bastante instrutivo. Vemos imediatamente que a temperatura em
pequena escala é menor do que se esperava do estudo comutativo, em comprimentos de até
r+ ~ 51v/6 o buraco negro cilindrico tem temperatura mais baixa devido a influéncia da nio
comutatividade do espaco-tempo. Repare também que para que seja alcancada Ty = 0, seria
necessdrio ter 1 = 0 o que, por hipétese, ndo é permitido, ou seja, a temperatura de zero abso-
luto ndo pode ser atingida. Assim, inferimos do gréfico 4.2 que a terceira lei da termodinamica
¢ verificada para a corda negra sob influéncia da ndo-comutatividade do espago-tempo. Para
grandes comprimentos, temos a sobreposi¢do das duas curvas, recuperamos o espago-tenpo
comutativo e consequentemente a no¢ao de ponto.

Entropia

Com o intuito de calcular a entropia, partimos da primeira lei da termodindmica na forma

isto leva a M L om
r+
AS, = [ == :/ — <—+) dry. (4.15)
TH 70 TH 8r+

Devemos agora usar o resultado de (4.13) na equagéo acima e também calcular a taxa dM /dr

o 2
usando (4.6). Para facilitar, facamos novamente y = y <%, £—e> e tomemos rg = 0.
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OM,  VEe Byt —/r)

) 4.16
8r+ 8 '}/2 ( )

Basta agora substituir o resultado acima e (4.9) em (4.15):

rem fry 1 Y o\ [VER By —yr)
S+ = /() ¥|:7+Z(r+—?r+ 3 ’}/2 dr+
o [T [3_ %’4] r+
- 2 R
RS
que é equivalente a
T [T+ r

Sy = t—ar,. (4.17)

Aqui ¥, representa a varidvel de integragdo. Neste resultado, que estd de acordo com [65],
vemos claramente que a entropia nao obedece a lei da drea, mas quando tomamos o limite do
comutativo a situacdo muda, pois tomando o limite do comutativo, a equagdo (4.17) assume a
forma
mary

2

©_ma e 7
0 Vm/2

que passa a obedecer a lei da drea de Bekenstein S = A/4 onde, em nosso caso, A = 27rocr%r é
a area do buraco negro cilindrico [67]. Perceba que a expressao (4.17) ndo pode ser integrada
se nao forem realizadas aproximagdes para a funcdo gama incompleta inferior tais quais as
apresentadas no apéndice A, o que pode levar a resultados menos precisos. Na secdo 4.2 vamos
desenvolver um método alternativo ao método Hamilton-Jacobi para calcular a temperatura
Hawking a partir do qual poderemos computar a entropia do sistema.

dr', = (4.18)

Capacidade calorifica

Neste ponto, entendemos a corda negra como um sistema termodinamico e a fim de estudar
sua estabilidade termodinamica calculamos a capacidade calorifica da seguinte forma

90 TydS; oM, <%MI>
9Ty 0Ty dTy (ﬂ)

8r+

Ct

(4.19)

onde utilizamos (4.14). A quantidade <%%> ja foi calculada antes na equacgdo (4.16) e para

calcular o denominador do dltimo termo da relagdo acima usamos (4.9) com a mesma conven-
¢do usada antes para ¥:
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oy o 4 T+ |y Y’
m = E 3—7}’_’_—7 }/r+—7r+—{—}/ (420)

Substituindo (4.16) e (4.20) acima em (4.19), vamos obter

_[VEC Gy Y ) (N Y Y
“=% 7 ) Uy
que leva a
o, (3_%“)
C+ = T(X}’+ 4.21)

[3Y—r+ (V'M - V—;r++2y’>} |

2
onde lembramos que y =y (%, 2—5) e verificamos [65].

Também podemos verificar o limite do comutativo aqui fazendo = — oo, 0 que leva a

NG
3 r%_ 3 . . o ! ~
Y <§, @> —I (5) e por conseguinte as derivadas ¥ =y’ — 0 e a relagdo (4.21) toma a forma
CE:.) _ 7'[_%3061& _ 77,'_3(%}’12+
2 3y 2 a1
2

este resultado mostra que a capacidade calorifica da corda negra é sempre positiva o que signi-
fica que a mesma € termodinamicamente estdvel e isso também significa que transi¢des de fase
ndo devem acontecer. Veremos que esta situagcdo € alterada quando considerarmos efeito de
back reaction na secio 4.2. Expomos em gréfico os resultados que dizem respeito a capacidade

calorifica na figura 4.3
Como mostrado na figura 4.3, vemos que o comportamento da capacidade calorifica para
. ~ /6 tem uma forma muito diferente do caso comutativo, o que significa que a influéncia
da ndo-comutatividade € bastante perceptivel nessa regido. Quando assumimos grandes distan-
cias, o comportamento da capacidade calorifica recai no comportamento do caso comutativo.
Outro ponto interessante é perceber que se 7/ V8 — 0, C. cresce indefinidamente. Uma pos-
sivel interpretagdo para tal fato é a seguinte: como a capacidade calorifica esta relacionada a
quantidade de energia que deve ser transferida ao sistema para variar sua temperatura, € a tem-
peratura esta relacionada ao horizonte de eventos como vemos em (4.9), o resultado da figura
4.3 reflete o fato de que seria necessaria uma transferéncia de energia infinita para reduzir o
raio do horizonte de eventos a zero, o que seria impossivel. Isso reflete nossa premissa de haver
um comprimento minimo, da ordem do comprimento de Planck, a partir do qual seja permitida
a existéncia do corda negra. Seguindo esta interpretac¢do, para reduzir a temperatura ao zero
absoluto, Ty — 0, teriamos que ter r+ — 0, como pode ser visto da figura 4.2, e portanto, seria
necessdria “evaporacdo infinita” (uma transferéncia de energia infinita) no sentido de a corda

= war’ (4.22)
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250

Comutativo avi =0,5

Nio-comutativo /@ = 0,5
— Comutativo avi =1

Il

Nao-comutativo (‘y\/@ =1

Comutativo aVo = 1,

5
150 —i Nio-comutativo /@ = 1,5

T'+/\/§

Figura 4.3: Capacidade calorifica para varios valores do pardmetro ot1/6. Sob influéncia da ndo-comutatividade,
as curvas de capacidade calorifica aumentam indefinidamente quando préximas a origem.

negra evaporar até se extinguir. Em outras palavras, a corda negra nao pode evaporar até se ex-

tinguir pois isto violaria a terceira lei da termodinamica. Isso corrobora com o resultado (4.7)
visivel na figura 4.1.

Energia livre: espaco-tempo comutativo

A fim de entendermos de forma mais abrangente a termodindmica de buracos negros em
relatividade geral cilindrica e sua estabilidade, vamos agora estudar o comportamento da ener-
gia livre associada a este sistema. Comecamos investigando a energia interna da corda negra
sob a perspectiva do espago-tempo comutativo e posteriormente estudaremos tal grandeza no
espacgo-tempo ndo-comutativo. Procedemos seguindo a prescri¢do da referéncia [68] desenvol-
vida para buracos negros esféricos mas que aqui adaptaremos para o nosso caso de buracos
negros cilindricos. Neste procedimento, vamos considerar uma cavidade cilindrica de raio fi-
nito R, com R > r.. Fora do horizonte de eventos, a temperatura é dada por

T

git(R)
onde g;; representa a componente temporal do tensor métrico dado em (4.2). A expressao

para temperatura (4.23) € aquela sobre o horizonte de eventos T}(,C) ponderada pelo fator de
Tolman [68, 69] o qual leva em consideragdo o desvio para o vermelho (redshift) ao afastar-se
do horizonte de eventos. Como o sistema dentro da cavidade R consiste apenas da corda negra,
variagOes de energia estdo associadas a variacOes na massa da mesma, de forma que podemos

escrever a primeira lei da termodinamica para este sistema dE = 7'dS, que nos leva a

7€) = (4.23)

S5 e e 35!
E©) = Mo+ / "TOdS, = My+ / T/, ,R) 9% dr', (4.24)
SO }“0 al’{‘_
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e a equagdo anterior é vdlida considerando-se as condi¢des de contorno E(ry) = My e S(rg) =
So. Ou seja, o que estamos considerando € que a temperatura no horizonte de eventos é dada
por (4.13) e que a entropia em termos de dado r é calculada por meio de

o

st = 5 (4.18 revisitada)

Note que a expressdo (4.18) € uma expressao para a variagdo de entropia no limite do comuta-
tivo da expressao (4.17) que representa a variacdo de entropia no caso ndo-comutativo. Nestas
equagdes citadas, € considerado como condicao inicial que a entropia Sy vale zero e, por isso,
pode-se obter a entropia para dado r ja que AS, =S+ —Sp =S5+ —0 =S, mas tal condi¢ao
ndo € necessdria. A substitui¢do da expressdo para a temperatura local (4.23) na integral da
expressao para a energia fornece

E©) =My +na / “TOW R, dr,. (4.25)

]
Substituindo agora a temperatura em (4.13)
(€ 3a%ry

T, = i (4.13 revisitada)

na relagdo (4.23), podemos encontrar uma expressao para T(¢) e usar na integral (4.25). Para
tal realizagdo, precisamos desenvolver g;;(R) como

4M
R) = o’RP——+F
git(R) oR
3
= o’R? (1 — R_+3) : (4.26)
Portanto, segue que
3ar 1
() — E%—% T (4.27)
A
(1-#)
€ com iSso a energia interna se torna
301 [+ /2

’ (1 ri)7
R3
7 3

. . . . . o~ r
Para resolver a integral e determinar a energia interna fazemos a substituicdo u = 1 — 25 ¢
desenvolvemos. Por fim, somos levados a

2p2 3\ 2 3\ 2
Err =m0+ S | (1-28) - (15 ) | “2)
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Repare que se ry < r4, a contribuicdo para My no lado direito de (4.29) € positiva, ou seja,
como rg representa o valor inicial do raio do horizonte de eventos, a energia interna aumenta
com o aumento do raio e inversamente, diminui com a diminuicdo do mesmo.
Uma vez que temos posse da energia interna, podemos calcular a energia livre por meio de
FO =EO @, R)—TOsY), (4.30)
e substituindo cada ingrediente dessa equacdo pelos correspondentes resultados anteriores va-
mos encontrar

1
2p2 3\ 2 3\ 2 3 R3
F(c):M0+a2R ( _r_0> _(1_r_+> 3 /R _ 4.31)

Energia livre: espaco-tempo nao-comutativo

Estudando agora o espaco-tempo ndo-comutativo, seguimos a mesma prescricao utilizada
para o caso comutativo. Em termos operacionais, uma vantagem agora € que temos a opor-
tunidade de verificacdo dos nossos resultados uma vez que nossas equagdes devem recair nas
equagdes obtidas para o caso anterior quando tomamos o limite de grandes distancias. Entre-
tanto, uma desvantagem € a complexidade inevitavel das equagdes quando estamos estudando
sobre o0 espago-tempo ndo-comutativo.

Seguindo o mesmo procedimento realizado para o espaco-tempo comutativo, consideramos
uma cavidade cilindrica de tamanho fixo R, utilizamos a primeira lei para escrever a energia
interna e para isso precisamos determinar a temperatura local no contorno da cavidade 7. Lem-
brando que

Tu
T )
8it(R)
e para o caso ndo-comutativo, de acordo com a equacgao (4.4),

8M.

- /mar’

81t (R) = 062R2

que em termos de r fica

ué . (4.32)

Logo,
Lr(35) r(3E) -
o d 27460 2746
A A [ PR e VAES (4.33)
4mw R 37 3 M\ R
Y\5 20 Y\5: 20
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Utilizando a equacdo (4.17) para a entropia, podemos escrever

25 ‘o !
ds', = (a_j) Y, = ”; ”/ ——dr,. (4.34)
. (3%)

Temos agora todos os ingredientes para escrever uma expressao para a energia interna de forma
que

I CELPALE N R

(4.35)

Repare que o primeiro termo entre colchetes da integral acima pode ser escrito como a derivada
de um produto, pois

2 72
p2, (3 S 13.d (3 7 13 d
J 3 3ry Y(za 9) —Try dr+Y(2’ 9 3,/ 2 Y

/
dri | (312
Y\ 2 78

_1
N r3 r(35)a] 7
E=My+ ; l————5% dr,. (4.36)
;2 3
8R Jyy dry 37 3 "\ R
Y\ 5 g Y\2:70
De forma que resolvendo a integral encontramos
3 R 2 3 R? 2
JT  olR Y\3:30) 1} Y\2039) 1
3 R 4 3 5\ R 3 "\ R
Y\3 79 7’(57@) Y\2:70

Os resultados estdo ilustrados na figura 4.4 e em primeiro lugar vemos que hd uma grande
diferenca de comportamento para valores de r, préximos a v/6. Enquanto que para o caso em
que consideramos o espaco-tempo comutativo, a energia interna da corda negra pode assumir
o valor nulo, quando a ndo-comutatividade do espago-tempo € levada em consideragcdo, vemos
que a energia interna do sistema nao pode ser zero, mas atinge valores minimos destacados
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na legenda da figura 4.4. A diferenca entre as duas curvas € significativa até meados de r; ~
9,5v/6, mostrando que a ndo-comutatividade influencia o comportamento termodindmico do
sistema em toda a escala do espaco-tempo da ordem de 10/ e como neste intervalo os valores
percorridos pelas curvas tracejadas do espaco-tempo ndao-comutativo sdo sempre maiores que
os valores percorridos pelas curvas cheias do espago-tempo comutativo, entendemos que, numa
escala de até uma ordem de grandeza do comprimento de Planck, o sistema € mais energético do
que se esperava quando nao havia consideracdo dos efeitos de nao-comutatividade do espaco-
tempo.

Com o resultado (4.37) para a energia, podemos calcular a energia livre associada F por
meio de

F:E(r+,R)—TS+, (438)

e vemos que precisamos calcular a entropia do sistema S;. A nossa estratégia aqui € usar
a relacdo (4.17) para obter uma expressdo para a variacdo de entropia e com ela teremos o
comportamento da entropia para dado r .

120

4 |— Comutativo «+v0 =0,5
7 | —— Nio-comutativo av/f = 0,5
100 | — Comutativo Oz\/é =1
4 |—— Nao-comutativo a\@ =1

4 |— Comutativo av@ = 1,5
Nio-comutativo av/0 = 1,5

5 6
ry/V0

Figura 4.4: Na previsio nio-comutativa a energia interna nio é zero para r, /v/0 = 0, mas assume valores
minimos: Ey,;, = 0,33 para a0 =0,5; Epin = 2,66 para V0 =1eEy=8,97 para ay/6 = 1,5. Destacamos
que fizemos Eg =0e rg = 0.

A integral da entropia (4.17) pode ser calculada usando-se a expansdo assintdtica para a
funcdo gama que discutimos no apéndice A

3 NG = x(1-0/2] /g X2
}/(—,x):— l—e ™Y |~ |1 - ==, (4.39)
2 2 kzor(%—k) 2 V)2

2
~ . . , T
onde usamos a expansdo em maior ordem apenas (com k = 0). Acima, 0 x € ;7 €m nosso caso
e, desenvolvendo para obter uma expressao integral da entropia em (4.17), teremos
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r / T4 /
/ = / S (4.40)
o3 0 vl 2

Como mostramos, esta expressao integral € uma expressao aproximativa pois estamos consi-
derando a expansdo assintdtica da fun¢do gama. A consideracdo de um nimero suficiente de
termos da expansdo nos ajuda a efetuar a integragdo para obter a seguinte expressao

5= o (r+)+ Vo g, L g (4.41)
———¢ .

+= 8\/_R 2\/_ 20 27 R 1216 R

onde erf ( 5 f) representa a fungdo erro conforme apresentamos no apéndice A. Desta forma,

somos capazes de escrever

1
2 3 R 2
F - E 7r062r+ ri e 6 | 7(?@) ri
- 5’y - 3 2 - 2N\ p3
8R4yl L v(Bw)E
3 2 ) 4 2
I’Jr r+ +ﬁr_+eiﬁ+ 1 I’+ 74+9
8\/_R 2\/‘ 2V6) 2T R 12776 R

e agora substituindo a expressao (4.37) para a energia obtemos finalmente

1
3 R 2 3 R 2
ooy VT oPR? 1_7’(2»@) | I_Y(z,m>ﬁ
= Mot ey 4 3 3\ R3 3 2\ R3
08 |\69)*) s
1
2 3 R 2
Vra?ry ri e~ | 7’(7’@) ri
- P 2 o 2\ R3
R 4yl v(Bm)R
3 2 2 4 2
BRI S ﬁr—*e*ﬁ PRI (4.42)
8\/_R 2\/_ 2,0 T R 1276 R

Perceba que mesmo que este seja um resultado aproximativo, uma vez que iniciamos o cal-
culo da integral (4.17) com a utilizagdo da expansdo assintotica da funcdo ¥, pois a integral
supracitada nao pode ser resolvida de maneira trivial, veremos, entretanto, que esta expressao
para a entropia estd correta quando a mesma for recuperada através de um método diferente
de calcular as grandezas termodindmicas (diretamente pelo calculo da gravidade superficial)
apresentado detalhadamente na secdo 4.2.1. De fato, o cdlculo da entropia no espaco-tempo
ndo-comutativo € nao-trivial de forma que, no apéndice B, apresentamos um desenvolvimento
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detalhado do cdlculo de tal grandeza e uma verificacdo do resultado, haja vista que tal proce-
dimento se revela importante quando estudamos a influéncia de back reaction sobre o espaco-
tempo nao-comutativo da corda negra na secdo 4.2.3.

O gréfico dos resultados apresentados nesta secao encontram-se na figura 4.5 que nos mos-
tra que a energia livre assume valores negativos e positivos e que as curvas dos casos comutativo
e ndo-comutativo se cruzam em determinado ponto. Vemos também que quando r; € muitas
ordens de grandeza maior que o comprimento caracteristico v/6 as duas curvas se sobrepdem
significando que nesse limite a ndo-comutatividade ndo exerce influéncia sobre sistema, como
esperado. Analisando de forma mais detalhada, lembramos do grafico 4.2 que mostra que tanto
para o caso comutativo quanto para o ndo-comutativo, se r € grande entdo Ty também é. Com
efeito, o acoplamento 7y S na expressdo para a energia livre F = E — Ty S aumenta e, para
dado valor de Ty a energia livre F pode ser positiva ou negativa, o que estd explicito na fi-
gura 4.5 a seguir. Vale a pena perceber que no caso ndo-comutativo, F' passa a ser negativo de
forma mais tardia (em termos de valor de r;.) em comparagdo ao caso comutativo: vemos que
os valores da energia livre atingidos pelas linhas tracejadas, correspondentes ao espago-tempo
no-comutativo passam a ser negativos em torno de 4,07 para av/6 = 0,5, 4,99 para av/0 = 1,
e 5,7 para /0 = 1,5 apés o fazerem as curvas cheias que traduzem o espago-tempo comu-
tativo em torno de 0,05 para av/0 = 0,5, 0,04 para av/0 = 1, 0,03 para av/6 = 1,5. Este
fato representa outra forma de verificar o que interpretamos do grafico 4.4, onde vimos que a
energia na escala 10v/0 é maior quando levamos em conta a ndo-comutatividade, ja que se E é
maior, F' = E —TyS. somente assumira valores negativos para maiores valores do acoplamento
Ty S+ o que acontece com as curvas tracejadas no gréifico de F.

Como sabemos, dependendo do sinal, a variacdo da energia livre representa o trabalho
realizado pelo ou sobre o sistema num processo isotérmico reversivel. Assim, comentando o
caso ot/ 0 = 1, entre os trés apresentados (a andlise é semelhante para os outros casos), onde
temos duas regides para investigar mudancas na energia livre: a regido r < 4,99+/6 e a regido
ry >4, 991/6. Vamos fazer a andlise com base na seguinte observacao [70]

AF = AE —TyAS., mas
AE = TyASy—-W, entao
AF = —-W (4.43)

ou seja, a variacdo de F representa o trabalho consumido pelo sistema no processo isotérmico,
e o sinal de AF depende se W > 0 ou W < 0. Para a regido com valores menores que ry =
4,99/6 a energia livre é sempre positiva e por isso podemos investigar as variagdes AF =
Fy—F;, com Fr > 0 a energia livre final e F; > 0 a energia livre inicial do processo, da seguinte
maneira: se Fy > F;, entdo AF > 0 e a relagdo (4.43) nos diz trabalho foi realizado sobre o
sistema e se Fy < F; entdo AF < 0 e o sistema realizou trabalho. Para a regido ry > 4,99\/5,
temos que F assume valores negativos e se |Fy| > |F| entdo AF < 0 [porque temos —|Fy| —
(—|Fi]) < 0 pois |F¢| > |F;|] o que significaria trabalho sendo realizado pelo sistema e se |F¢| <
|F;| entdo AF > 0 e trabalho foi realizado sobre o sistema. Varia¢des entre as duas regides sao
dadas com a andlise da localizacdo de Fy e F;, pois F > 0 parar; <4, 99v/0 e F < 0parar, >
4,99+/6. O fato de imaginarmos a variagéo do raio do horizonte de eventos como consequéncia
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da mudanca na energial livre € uma forma de entendermos que efeitos ndo-comutativos no
espaco-tempo de buracos negros atuam de forma conceitualmente andloga a considerar efeitos
quanticos no espacgo-tempo cldssico de buracos negros. Ja que a andlise cldssica do tensor
momento-energia ndo permitiria a mudanga da drea do horizonte de eventos.

20 —

220 4
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-60 4

F 80

-100 —

-120 —
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-160 —
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— Comutativo

— Comutativo

()4\/@10,5
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av =1

—— Nao-comutativo a\/é =1

a\/§=1,

5
Nio-comutativo cvv/0 = 1,5
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-200

0 1 2 3 4 5 6 8 9
r+/V0
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Figura 4.5: Energia livre. Destacamos que fizemos Eyp =0 e ry = 0.

Vemos que a equacdo (4.42), apesar de extensa, se reduz ao caso comutativo no limite \r/—% —

oo, € mostramos isso primeiramente observando que se r%_ >>0eR > r%r entio R >> 0 e

. — ~ 2 . . 2

isso significa que os termos que contém Y (%, f—e) — \/TE também, assim como Y <%, 2—5) — \/T%

Também podemos entender que o termo que contém a fun¢do erro serd proporcional a uma
Iy ~ r4

—=) — 1 e arazdao -

260 R

pode ser desprezado em face aos demais nesse limite (6 << r,rg,R). Para resumir, temos

fracdo de O nesse limite, pois erf ( ¢ menor que 1. Esse termo entdo

B 1 1
2p2 3\ 2 3\ 2 2 3
o°R r r 3 o r
F|ri>>6 My + > (—R—%> —< —%) _§—1§+
(-3
- Gl
1 1
3\ 2 3\ 2 3 3
_ M0+a2R2 _r_O 2_ 1_1’__|_ 2 é r+/R |
2 R3 R3 4 B\ 2
_n
_ (1-%)
= F©), (4.44)

onde F(©) ¢ dado em (4.31).
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4.2 Termodinamica da corda negra na presenca de back reaction

Desenvolvemos neste ponto um estudo acerca do comportamento da métrica do buraco ne-
gro cilindrico nos espagos-tempos comutativo € ndo comutativo na presenca de back reaction,
por meio do detalhamento e adaptacdo do método apresentado no trabalho publicado por [37].
Para realizar esse estudo, interpretamos o efeito back reaction como uma perturbacio na gra-
vidade superficial no horizonte de eventos da corda negra de forma a observar alteracido dessa
grandeza, e por consequéncia alteragdo das grandezas termodinamicas devida a esse efeito. De
forma direta, esperamos obter as grandezas termodinamicas alteradas devido a presenca de back
reaction, mas que recuperem sua forma ja calculada anteriormente se desconsiderarmos esse
efeito. Como discutido na sec¢do 2.2.2, a importancia de estudar o espago-tempo na presenca
de back reaction reside no fato de nao haver uma teoria consistente de gravitacio quantica e
considerar a influéncia de efeitos de back reaction em primeira aproximacao pode ser ttil para
uma andlise da relac@o entre as teorias cldssica e quantica da gravidade ou, pelo menos, for-
necer a possibilidade de interpretacdo de como algumas interacdes e efeitos quanticos podem
modificar a teoria cldssica em pequena escala.

4.2.1 Preliminares: a relacdo 7y = %
Nesta secdo vamos usar um procedimento encontrado em [37] que relaciona a abordagem
de tunelamento e geodésicas nulas para obter, de forma geral, a relagdo entre temperatura e

gravidade superficial Ty = % Seja uma métrica da forma

ds® = —f(r)dr* + Lalr2 + p(r)dg?, (4.45)
8(r)

onde estamos assumindo que a métrica tem uma forma especifica em dt> e dr?, mas pode
assumir formas diferentes nas demais componente do elemento de linha, como r?dQ? para
uma métrica esfericamente simétrica ou r>d¢? + a’r’dz? para o caso da simetria cilindrica
na presen¢a de uma constante cosmoldgica negativa. Repare que hd uma singularidade em
f(ry) =g(ry) =0 que podemos evitar se usarmos uma transformacéo de coordenadas de Pain-
leve na forma

(4.46)

pois,

ds®> =

1—g(r)

2 2
—f(r)g(r) dtdr+dr-+ p(r)dq (4.47)
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0 que torna a métrica (4.45) ndao mais estatica, refletindo a natureza do espaco-tempo. Geodé-
sicas nulas radiais sdo obtidas fazendo ds® = 0 = dq2 em (4.47):

(j—j)zu £(r) ]f(;)—% (g) — f(r) =0, (4.48)

Definindo 7 = %, podemos escrever a relagdo anterior como

Py (LT3 1) =0 (449

que é uma equacdo quadrdtica para 7. Agora, vamos resolver a equagdo acima utilizando a
técnica de soma e produto. Vamos escrever a equacao acima na forma padrao

P +Bi+C=0. (4.50)

Como sabemos, queremos que as duas raizes da equagdo, digamos r; e rp, satisfacam as rela-
¢oes de Girard

rirn==C
4.51)
ri+rn=-B
entdo suponhamos que podemos escrever
B
ry = —5 +w
B (4.52)
rnp=—=—
2 3 w

que satisfazem a segunda relacdo de Girard e onde devemos determinar a quantidade w. Subs-
tituindo o que obtivemos acima na primeira relacdo de Girard vamos ter

ryir, = C
BZ
7"
BZ
=4/ ——C
v 4

Repare que a relagdo acima fornece as quantidades +w e —w necessdrias para determinar as
raizes em (4.52) e com isso podemos determinar r| € r, que sdo as raizes de nossa equagao.

Utilizando esse procedimento em (4.49) com B = 2,/ {g% V1—g(r)=2f(r) ]}(;)g;(rr)) eC=

—f(r), vamos ter que
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o i¢4ﬂu—g>+f

0 que leva nossas raizes de (4.49) a serem escritas como

ry = g(l—\/l—g) (4.53)

e de forma semelhante,

n=y[l-1-Vimg). 454

Portanto, podemos escrever que

.S
= (£1—1—5(r) (4.55)

g(r)
onde os sinais positivo e negativo fornecem geodésicas saindo e chegando, respectivamente. Se
expandirmos as fungdes f(r) e g(r) em torno do raio do horizonte de eventos, vamos obter que

f(r) = flra)r—r)+0((r—ry)?), (4.56)
g(r) = gr)(r—ri)+0((r—ry)?). (4.57)

Entdo, nas proximidades do horizonte de eventos da corda negra a trajetria de uma geodésica
radial que estd saindo é

. \/W[“ —T=g ) r—r)

8 (r+ (r—r+)
" ];E:I; {1_ (1_%gl(”)(r—m)+0((r_,»+>2))}
Po= Vg ) (r=r) + O((r—re)?) (4.58)

onde ndés mantivemos a equagdo (4.55) em primeira ordem.
Queremos agora escrever a equagdo (4.58) em termos da gravidade superficial pelo fato de
que na presenca de back reaction é, geralmente, a gravidade superficial que € conhecida mesmo
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que a métrica ndo seja [37]. A gravidade superficial para a métrica transformada (4.47) é dada

por
K=Y — [ 1801 df(r)] (4.59)

21\ fr)g(r) dr

Vamos tentar entender o resultado acima. Partindo da defini¢ao geral de gravidade superficial

r=ry

Vax? = —KxP
x*QaxP+ 10 2% = —KxP, (4.60)

usamos o vetor de Killing y# = o, = (1,0,0,0). Isso implica que

~I;,=K no horizonte de eventos (4.61)

jadque a@ = B = & =1 pois esta é a Gnica componente nao nula do vetor de Killing. Logo, como

1
Fz[z‘r=r+ = Egm(zazgz/l_a/lgtt)
1
Ftlt|r:r+ = Egtr(zgtgtr_argtt)y (4.62)

e como nenhuma componente depende de ¢: 20;g; = 0.
Tudo que precisamos agora € calcular a inversa da componente g, e substituir na equagao
acima para obter a equacdo (4.59). Usando a representacdo matricial da métrica (4.47) temos,

fazendo f(r) ]3(%;(?) =A(r)=A, p(r) = pe f(r) = f para facilitar a notagao,

—f(r) A(r) 0
guv= | A(r) 1
0 0 p(r

calculando sua inversa:

—1 A 0
A2+ f A2f+f
uv __ A
8" =\ ny7 w7 O

< =

{tr_ _A _ _ 1—g(r)
portanto, a componente procurada € g'" = 5~ 7 Voltando com A = A(r) = f(r) Fs0) tere-
mos

A _ g(r) w. (4.63)
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A substitui¢do deste resultado na equagio (4.62) e a observagio de que d,g;; = %(rr) nos leva a

equagao (4.59) que queriamos justificar. Agora, se usarmos a expansao em série de Taylor para
f(r) e g(r) aequagio (4.59) é escrita como

[ iz )
k= 2[ e ar ]

r=r4

_ %{ Fr)g ) (1_%g’(r—r+)+(9((r—r+)2))}

f(re)g'(ry) (4.64)

Q

onde mantivemos apenas os termos de primeira ordem. Esse resultado em (4.58) leva a

F=KM)(r—r)+0((r—ry)?). (4.65)

Consideramos agora um pacote de energia positiva que cruza o horizonte na direcao externa
de 7y para ry,. A parte imagindria da agdo S deste pacote ¢ dada por

Tfora Ffora Pr
ImS = Im prdr =Im dpldr. (4.66)

dentro T'dentro

Usando agora a equacio de movimento de Hamilton 7 = 42 |rs

ser escrita como

a utima igualdade acima pode

r&)ra HdH/
ImS—=Im [ / L (4.67)
r

Tdentro /0
onde no lugar do momento, a energia € usada como varidvel de integracdo.
Agora consideramos o efeito de autogravitacdo da prépria particula, para a qual (4.65) e
(4.67) serdo modificadas. Fazemos a mudanca M — M — @ em (4.65) e obtemos a seguinte
expressao

= ((r—ry) KM — o), (4.68)

onde m € a energia de um pacote se movendo ao longo de uma geodésica do espago-tempo.
Agora usamos o fato de que podemos escrever H = M — @ para a corda negra. Fazendo a
modificacdo da autogravitacdo em (4.67), o resultado é

rfnra/M de a))d

Fdentro

rOTd a)
I / Ll (4.69)

Tdentro

ImS = r

onde fizemos uma mudanga de varidvel na dltima igualdade: M — ® = @’. Substituindo 7 de
(4.68) na equacgdo anterior, teremos
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/
ImS = —Im/w __do /rfm _dr_ (4.70)
0 K(M—a") Jrwo =1+
A integracdo em r € feita por uma deformacgdo do contorno de integracdo em torno do polo r
seguindo um procedimento parecido ao desenvolvido em (2.48) com a excecdo de que agora
vamos escolher um semicirculo no semiplano complexo inferior garantindo que solugdes de
energia positiva decaem no tempo (ou seja, semiplano inferior do plano de @’ € rywo > Fion)-

ApOs a integracdo em r, encontramos

© do

A amplitude de tunelamento a partir da aproxima¢do WKB € dada por

[~ e 2ImS — oAS, (4.72)

onde o resultado é expresso mais naturalmente em termos da varia¢do de entropia da corda ne-
gra. Para entender a dltima identificagio (I' = ¢*5) considere um processo no qual a corda negra
emite um pacote de energia. Vamos denotar os estados inicial e final por i e f, respectivamente.
No equilibrio térmico

% = PPy —PPpi =0, (4.73)
onde P, denota a probabilidade de obter o sistema no macroestado a (a =i, f) e P,_,; denota
a probabilidade de transicdo do estado a para o b (a,b =i, f). De acordo com a mecanica
estatistica, a entropia de um dado estado (especificado pelos seus macroestados) € uma fungao
logaritmica do nimero total de microestados (S = log Q). Entdo, o nimero de microestados
de uma corda negra é 5. Como a probabilidade de obter um sistema em um macroestado par-
ticular € proporcional ao nimero de microestados disponiveis para esta configuragdo, obtemos
a partir de (4.73),

eSi Pemissﬁo — eSfPabsorgﬁo (4'74)

onde P, € a probabilidade de emissdo P, ¢, € Py, € a probabilidade de absor¢do Pr_,;.
Entdo, a amplitude de tunelamento é

P
[= e = oSS = o) (4.75)
R)bsorgﬁo
levando entdo a correspondéncia
AS = —2ImS, (4.76)

a qual segue de (4.72).
Com o objetivo de escrever a entropia da corda negra em termos de sua massa, nds temos
que substituir o valor de @ em termos de M para o qual a corda negra € estdvel, isto é
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d(AS)
do
Usando (4.71) e (4.76) na equacdo acima nds vamos alcangar

=0. 4.77)

d
0 = ——1
e mS
a)/
_m_/_____
doJo KM—-o')
T ©d do
0 doK(M— ')
1

- Toi=ay (4.78)

onde dividimos os dois membros da dltima igualdade por 7. As raizes dessa equacdo sao
escritas na forma

o= 9(M), (4.79)
0 que significa

1
KM —¢o(M))
Este valor de @ da equacido (4.79) € substituido de volta na expressdao de AS para resultar

=0. (4.80)

o(M) do'

Tendo obtido a forma da mudanga de entropia, estamos agora aptos a encontrar uma expressao
para a entropia de um estado particular. Pela defini¢do de variacdo de entropia

AS = Sia — Siiciar- (4.82)

Agora escolhendo a entropia da corda negra no estado final como sendo zero, ndés obtemos a
expressdo para a entropia procurada

(M) do’
S = Siicia = —AS = 271:/ -
0 KM - o)
Da segunda lei da termodinamica, nds escrevemos o inverso da temperatura da corda negra
como

(4.83)

1
— 4.84
Ty dM dM/ M CO/) ( 8 )

Usando agora a identidade
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dl;ix) = f(x,b(x))b'(x) —f(x,a(x))a’(X)+/a[:;) a%f(x,t)dt (4.85)
para
F(x) = / " f(x,1)dt, (4.86)
a(x)

vemos que o limite inferior da integral a(x) = 0 em nosso caso, por isso o segundo termo da
identidade acima serd nulo. O ultimo termo depende da derivada do integrando que em nosso
caso é

1 IK(M — o')

af(X,l‘) = _[IC(M—a)’)]Z oM—a') (4.87)
logo,
I o' (M) o(M) 1 IK(M — o)
T_H =27 {m _/0 KM -2 oM — o) } . (4.88)

Note que fazendo x = M — @' na integral acima nds obtemos

(M) 1 IKM—a')  , M=oM) 1 9K(x)
L woraram e -l woraw

1 1
= — — . (4.89)
{’C(M—fp(M)) /C(M)}
Substituindo este resultado na equacdo anterior para a temperatura, obteremos
1 o' (M)—1 1 ]
— =27 + . 4.90
T =% it g7+ 0 @

Finalmente, fazendo uso da equacdo (4.80) segue a relacdo para a temperatura

K 1
Tn ==V f(r)g(re). (4.91)

Para uma checagem de coeréncia, considere a segunda lei da termodinamica, a qual é agora
escrita como

K(M
dM =do' = TydS = %d& (4.92)
Inserindo esta relacao em (4.71), obtemos
1 [Ss(M-w) 1
ImS = - dS = —ZAS. (4.93)
2 Jsp(m) 2
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que reproduz (4.76). Isso mostra a consisténcia interna da abordagem.

O trabalho realizado nesta se¢@o representa uma justificativa para o uso da expressao (2.64)
(e consequentemente a relacdo (2.66)) apresentada na sec¢ao 2.2.2, uma vez que pudemos de-
monstrar a veracidade da relagéo Ty = K /2x que é o ponto de inicio para a anélise da influéncia
de back reaction apreciada neste trabalho. Comecamos dando atengdo para o espago-tempo co-
mutativo e, em seguida partimos para o estudo no espaco-tempo ndo-comutativo a exemplo do
que fizemos com a andlise dos aspectos da energia livre nas se¢des 4.1.2 e 4.1.2. O motivo para
proceder desta maneira é o mesmo: uma vez que € de interesse verificar os resultados de forma
a tentar manter consisténcia dos mesmos, € importante que tenhamos em maos resultados pro-
venientes das inspecdes nos espagos-tempos comutativo € ndo-comutativo para comparagao.

4.2.2 Back reaction no espaco-tempo comutativo

O elemento de linha que descreve ocomportamento do espaco-tempo comutativo da corda
negra € aquele apresentado em (4.2), e com o formalismo qua acabamos de apresentar, vemos
que f(r) = g(r) o que significa que a equacdo (4.91) se reduz a

302

1
,CO(V'+) = Ef,(l"_i_) = T}”+. (494)

Onde utilizamos a rela¢do (4.3) para escrever f’(ry). A substitui¢do da equagdo anterior na
equacao (2.66)

K = Ko(ry) <1 + z\%) (2.66 revisitada)
resulta em
302 160
K="20 (1422, (4.95)
2 a6r+

onde fizemos uso novamente da relacdo (4.3) para escrever o resultado em termos de ry e
utilizando a relacao (4.91) podemos escrever que

o 302 160
T =S <1 + —6> . (4.96)

Repare que a expressdo (4.96) se reduz a forma obtida sem back reaction (4.13) se considera-
mos ¢ = 0, como esperado. Portanto, podemos escrever

© _ e (. 160
] =T, 1+ . 4.97
H H < oc6r+) 4.97)

Utilizando a primeira lei da termodinamica na forma dM = TdS teremos a capacidade
calorifica dada por
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Toaso  (9=)

clo) =21 = v (4.98)
Iy (8’5&”)
ai’+
Agora, usando a relagdo do horizonte de eventos (4.3), nds encontramos
T 4.99
ar+ 4 r+7 ( )

e usando (4.96),

Isso nos leva a

2
o
¢ = —t . (4.100)
(1-2%)
Se comparamos com (4.22) podemos escrever
()
: C
cle) — + (4.101)

800 )
(1-2%)

A expressao acima fornece (4.22) ao tomarmos ¢ = 0, como esperado.

Para calcular a variacdo de entropia, a estratégia € obter uma expressao para a parte imagi-
ndria da agdo e usar a relacdo (4.76). Partindo de (4.95), vamos escrever a gravidade superficial
KC em termos da massa M fazendo uso mais uma vez de (4.3):

3 16
lC(r+) = E(sz (1"‘ G>

a8
k) = amd (142 4.102)
T M) '

e podemos agora substituir a expressao acima na integral que fornece a parte imagindria da
acdo (4.71) e integrar sobre @’. Teremos
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1 ® /
ImS = 2?3&/ ldw
o My — ) 14 2]
1
_ ¥z / © (M — ') do' (4.103)
3odo [y~ )i+ o, — )]

que apos o processo de integracdo, que pode ser inspecionado consultando-se a secdo B.1, e
uso da relagio AS(©) = —2ImS resulta

2
3 3(2(M.—w)3
o 3 3 G§
2 1 1 4 1 2 1
+ —1n|:(M+—(D)3+G3:|—€1n|:(M+—(U>3—63(M+—(0)3+G3:|)
2 3 (2M} 2
— M +03 | Xarctan \/—_ 1 +—1n(Mi+G%)
3 G§
1 4 12 1
- gln(Mj—o-BMier) ) (4.104)

A equacdo (4.104) acima fica bastante simples se fazemos ¢ = 0, o que significa desconsiderar
o efeito de back reaction:

2
3

Lol

AS©O| = asl) =28 %

2
-M3|. 4.105
o=0 (01 —’l ( )

{(th — )

Para confirmar que a equacdo (4.105) acima realmente fornece a variacdo de entropia correta
para o caso sem a presenga de back reaction, podemos calcular AS; diretamente da primeira
lei da termodindmica:

c M
st = /de (4.106)
TH

onde Ty € dada em (4.13) em termos de r4 e vamos reescrevé-la em termos de M :

2
(c) 3¢ 3o, !
TY' M NV="1y, ="M 4.107
logo,
1
231 -1 T2
S$)(M+):?a M+3dM+:2%aMi. (4.108)

De forma anéloga,



4.2 TERMODINAMICA DA CORDA NEGRA NA PRESENCA DE BACK REACTION 57

s M, — ) =23 g(m )3, (4.109)
de forma que pelas duas expressdes anteriores
. : . 2
AS =$OM, — ) -9 (M,) = ﬁg {(M+ — o)} —Mi} , 4.110)

que confirma (4.105).
Partindo para o estudo da energia livre, utilizamos a equacao (4.102) para expressar a tem-
peratura em termos da massa M, como

1

T4 M) = % <1+%>. @.111)
231 Mz

Nossa estratégia aqui € proceder com o ponto de vista de uma variacdo de massa expressa no

intervalo [My, M| uma vez que consideramos que a corda negra evapora sua massa a partir

de um valor inicial My até certo valor M. Como sabemos, podemos escrever a temperatura

dentro de uma cavidade cilindrica de raio finito R ponderada pelo fator de redshift como

(c)
e _Th 4.112)
g1 (R)
seguindo o procedimento da secdo 4.1.2, a energia interna se torna
S dM/
gl :M0+/ " T0as") = Mo+ "o : (4.113)
So My ’7;_56')

onde usamos a relacdo dM = 7;5")418 (), Substituindo 7€) vamos ter

T dM’ / am’
Ta _aMy
. (4.114)
/ V& (R T V81 (R)
Como o termo gy (R) refere-se a métrica (4.2), ele é
AM.,

aR
e a integral anterior fica completamente expressa em termos de M, como segue

81t (R) = 062R2 —

M aM’,
gl = Mo+ T (4.115)
My 2 2 4M
R =]
de forma que se utilizamos uma substituicio simples para resolvé-la como u = o>R> — 40%,

encontramos

2R2 3 7
(c) _ _ O°R _ 4M+ _ _ 4M0
£ =my- 2 [(1 gl =) |- (4.116)
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Para carater de verificacdo, podemos utilizar a relacio (4.3), que relaciona My e ry por M =
3r§r /4, e escrever a equagdo (4.116) em termos do raio do horizonte de eventos como segue

1 1
2p2 3\ 2 3\ 2
£ = ppp— ¥R (1 - r—+) . (1 . r—o) —E©), 4.117)

onde E(©) foi obtida anteriormente na relacdo (4.29). Ou seja, a energia interna do sistema nao
¢ alterada pela presencga de back reaction.
Vamos agora calcular a energia livre associada por meio de

FO — gl _ g, 4.118)

de onde vemos imediatamente que, diferente da energia interna, a energia livre terd correcoes
devido a presenca de back reaction visto que

(©)
r@ _ go__Ta g
gtt(R)
1
- 5(C)_3i_aMi <1+%) 1 1S(c)7
231 + [ o2R2 — 4M+:|
R

e agora lembrando a equacdo (4.104) aplicada para um valor de massa M :

2/3
SOy = 21/32{ 2/3—|—G/ (ﬁarctan [é <2M —1)

23

1 1/3
3 3\ 613 +3 (M7 + 00

_ éln(Miﬁ 1/3M2/3 1/3>> } :

basta agora substituir a expressdo acima para encontrar a energia livre associada ao nosso sis-
tema

— DB R 1/3))}. (4.119)

Vale a pena notar que se fazemos ¢ = 0 na equacdo (4.119), recuperamos o resultado (4.31)
obtido antes sem a corre¢do de back reaction. Para que isso fique claro, basta escrevermos o
resultado (4.119) em termos de r usando a conhecida relagao M, = Oc3r§r /4 [equagdo (4.3)]:
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- 1 1A l g
() C e R (oMM N3 (MEME)
6=0 2 a’R3 a3R3 2 v, 2
L - OCR[I—W}
R/ aMy \2 m N 3 M
a
— Mo+ 1—— ) - 5) -5 —
2 R 3 R3 2 am, ]2
L = aR[l_agR3:|
] . .
2 R3 R3 8 YL
! R[l—m]
1 1
2p2 3\ 2 3\ 2 3 3
o°R r ry 3 r/R (
— M —0) —(1-=) -2 | =F 4120
(1-%)

onde F(©) foi obtido na equacdo (4.31). Com esta verificacdo, estabelecemos a consisténcia em
nossos procedimentos matemdticos desenvolvidos.

4.2.3 Back reaction no espaco-tempo nao-comutativo

Considerando a ndo-comutatividade do espaco-tempo, utilizamos o elemento de linha em
(4.4) e a expressao (4.91) para calcular a gravidade superficial. Repare que, se tratando da
corda negra, teremos f(r) = g(r) na equagdo (4.91) de forma que encontramos

J(ry)
2

1( , 8M [ 1 (37} 1 d (37}
— 202 — —— vy = — =, = . 4.121
2{ wr \/ﬁa[ riy(zwe T T\ 2030 .12

Fazemos uso da relacdo encontrada na se¢do A.2 e da regra da cadeia para a derivada da fungao
Y:

Ko

d 3 72 ri 3
—Y 3= | = Kl 4.122
dr+y(2’49) 10l (4122)
de forma que podemos escrever
2
307, azri e 6

(4.123)



4.2 TERMODINAMICA DA CORDA NEGRA NA PRESENCA DE BACK REACTION 60

onde esta equacgdo foi alcancada com auxilio de (4.5). O efeito back reaction atuando sobre a
gravidade superficial no espaco-tempo ndo-comutativo se traduz como

(e
K =Ko(ry) (1—1—2—) , (4.124)
mi (r+)
onde mg € apresentada em
) 2M (3 (3.8 revisitada)
mg(r)=—=Y| =,— .8 revisitada
0 \/EY 2749 )’
e a gravidade superficial fica na seguinte forma se usamos a equacao (4.123):
2
K_a2r+ 3 e <1+ c ) 4.125)
2 463/2 y@, 3 ) my(r)) '

Agora devemos notar que podemos obter uma relacdo simples entre mg(ry) e r se considera-
mos (3.8) avaliada em r; com auxilio de

M, = T+ (4.6 revisitada)

de forma que é encontrado

1
mg(ry) = Zoﬁri. (4.126)
Logo, teremos
3 e
2 _ 4
ocry rL e 166)

K= 3— 1+ , 4.127
2 493/2}’ %Mrli) ( 0661”3 ( )

eusando Ty = % [relacdo (4.91)], obtemos

2

T o’ry 3 Roew <1+ 160) 4.128)
P 493/21,(%,%) a®r ) '

Podemos fazer algumas verificacdes acerca do resultado (4.128) acima. Investigamos o seu
comportamento no limite r / V'8 — oo, ou seja, investigamos o comportamento do termo nega-
tivo entre colchetes acima quando r é muitas ordens de grandeza maior que v/6 o que repre-
senta o limite do espaco-tempo comutativo. O que esperamos € que, nesse limite, o resultado
acima reproduza (4.96). Desenvolvendo, com a simplificagdo x = r. / /6, encontramos
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= —— |lim ————61im % regra de L’ Hospital

= 0, (4.129)

onde usamos repetidas vezes a regra de L’Hospital para resolver os impasses (eo/o0). Logo,
(4.128) fica

2
T = %u (1 + ;S—Z) : (4.130)
que € idéntica a equacdo (4.96) obtida anteriormente sem a consideracdo da ndo-comutatividade.
Também vale a pena notar que se desconsideramos o efeito de back reaction, a equacao para a
temperatura (4.128) se reduz ao resultado esperado para o caso nao-comutativo (4.9). E facil
Ver 1sso se notarmos que o termo negativo entre colchetes em (4.128) € o mesmo que —%m
por (4.122). Ou seja, (4.128) pode ser escrita como

2
5 y(é f_+>
o 2740 16
T=2" 3 0 (14 229 ), (4.131)
4 <§ r_+> a®rs
Y\2: 70
ou,
16
THZTH(H 66). (4.132)
olry

Temos um grafico ilustrado na figura 4.6 associado ao resultado (4.132). O que percebemos
€ que a presenca do efeito de back reaction muda completamente o comportamento da tem-
peratura tanto nos casos comutativo e ndo-comutativo quando o raio do horizonte de eventos
aproxima-se de zero. A curva de temperatura na presenca de back reaction aumenta drama-
ticamente quando r / /8 se aproxima de zero. Investigando a figura 4.6, percebemos que o
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—— Comutativo - back reaction aV = 0,5
—-= Nao-comutativo - back reaction a\/g =0,5
—— Comutativo - back reaction O{\/a =1
—-— Nao-comutativo - back reaction a\/§ =1
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T+/\/§ ’

Figura 4.6: Comportamento da temperatura considerando-se efeitos de back reaction para vérios valores do
pardmetro ov/6. Temos ¢ = 1073

efeito back reaction tem relevancia apenas para comprimentos muito curtos, a diferenga no
comportamento para quando o efeito nido é considerado acontece na escala de, no maximo,
V6. Ressaltemos que nossa premissa é assumir a nio-comutatividade que por consequéncia
significa abandonar a no¢do de ponto e considerar que ndo existem distancias menores que o
comprimento minimo caracteristico do espaco-tempo dado por /6. Com efeito, comprimentos
menores que esse valor ndo fazem sentido, e portanto, ndo devem representar sistemas fisicos.
Analisando o grafico citado, vemos que a influéncia do efeito back reaction € realmente sig-
nificativa na faixa de distancias menores que o comprimento minimo, ou seja, a temperatura
Hawking do buraco negro cilindrico ndo sofre alteragdes em nosso estudo uma vez que, como
acabamos de concluir, esta escala nao representa uma faixa de distancias aceitdveis. Neste
ponto € importante destacar que utilizamos, para todo o estudo considerando a presenga de
back reaction, utilizamos ¢ = 1073, Lembremos aqui que todos os graficos deste capitulo es-
tdo normalizados por v/0 que fornece a escala do problema (escala de Planck) e assim o valor
escolhido representa a escolha do fator numérico 8 para expressar ¢ = ﬁM% como o parametro
de perturbacado de back reaction.

Observando a figura 4.6, entende-se que com o aumento do valor do parimetro ov/6 os va-
lores de temperatura também aumentam, entretanto, a influéncia do efeito back reaction sobre
cada curva de temperatura permanece inalterada. A figura representa uma ilustracdo da verifi-
cacdo das equacdes (4.97) e (4.132) haja vista que € possivel ver que para grandes distancias
as curvas geradas com previsdao de back reaction sobrepdem as curvas de temperatura sem a
consideragdo de tal efeito.

Vamos agora nos voltar para a capacidade calorifica e averiguar a estabilidade da corda ne-
gra na presencga de back reaction sob a perspectiva do espago-tempo ndo-comutativo. Partindo
de
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e calculando cada termo, encontramos

M,  o3VT 9 (&) 3\/_

or. 8 odrp \y

onde usamos (4.6). Agora, usando (4.128), teremos

e = i () (358
2 'y r 1”2
-2l {(y Ly (AN ( Joo )

o? Y 160
ey e

O que precisamos fazer agora € dividir a equagdo (4.133) pela equagdo (4.134) para obter uma
expressao para a capacidade calorifica. Apds essa operacao e alguma manipulagdo, obtemos

(3r+y—m/) (4.133)

o 3/2 . (3 — %mr)

+ 2 2
2 3=y} —2yr + 1ok -l (157+y3 —ayr. -2

(4.135)

Onde mais uma vez vemos que se fizermos o = 0, obtemos o resultado esperado para o
caso ndo-comutativo (4.21). Isso fica mais claro se reescrevemos a equacao anterior em termos
de C encontramos

Cy

2
15'}/+r+ ()/’r+—47’+yl7r+)

(4.136)

160
6,0 2
“TE | 3y—rs (7’"’++2?/_J/y ’+>

Diferentemente da temperatura, a capacidade calorifica sofre influéncia do efeito back
reaction no regime fisico (r; > \/5) e existem varias implicagdes. Primeiramente, investi-
gando o caso comutativo (curva laranja no gréifico 4.7), o qual é apresentado com a configu-
ragio av/6 = 0,5, podemos apontar que a assintota vertical mostrada localiza-se no ponto
ry = 1,35v/6. Este ponto divide o gréifico da capacidade calorifica em duas regides: a regiio
ry < ry =1,351/0 caracteriza-se por valores negativos o que indica instabilidade termodina-
micae Cy/ /6 continua assumindo valores cada vez mais negativos de forma que assintotam
a reta vertical em 1,35; a regido r, > 1,35+/6 caracteriza-se por valores positivos, indicando
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Figura 4.7: Capacidade calorifica com a configuragio /0 =0,5¢ 6 = 1073,

estabilidade termodindmica nessa regido. Observando o ponto r, = 1,351/6, ponto cujos va-
lores de capacidade calorifica assintotam positivamente a direita e negativamente a esquerda,
podemos dizer que este ¢ um ponto de descontinuidade e, como acabamos de interpretar, re-
presenta um ponto de mudanca de comportamento (instabilidade a esquerda para estabilidade a
direita). Estamos, entdo, lidando com uma transi¢do de fase termodinamica para a corda negra.
Temos uma transi¢do de fase de primeira ordem como consequéncia do efeito back reaction:
a perturbacdo do sistema que consideramos, € expressamos como a perturbacao sobre a gravi-
dade superficial na equagao (2.64), causa uma quebra de simetria no sistema, que € a quebra de
simetria conforme!. Portanto, o efeito back reaction age sobre o sistema causando uma anoma-
lia conforme, que assim como comentamos na se¢do 2.2.2, reflete a acdo de efeitos quanticos
na teoria cldssica aqui abordada. Para resumir, o efeito back reaction estd associado a mudanca
de fase ao atingir determinada temperatura (ou, equivalentemente, determinado raio).

Para uma andlise mais acurada e obten¢do do valor de temperatura correspondente a transi-
cao de fase é necessdrio reescrever r em termos da temperatura Hawking e elaborar um grafico
da nova relagdo de forma a verificar o valor de temperatura Hawking critica no qual localiza-se
a descontinuidade da capacidade calorifica. Sabemos que a identificagdo formal de uma transi-
cdo de fase € feita analisando-se gréificos de capacidade calorifica (ou calor especifico) versus
temperatura absoluta, diferente do caso do grafico 4.7 onde temos a capacidade versus o raio do
horizonte de eventos r., nosso parametro de controle. Entretanto, como a relacdo entre a tem-
peratura Hawking e o raio do horizonte r existe e ndo apresenta descontinuidades, como pode
ser visto em 4.6, podemos inferir que existe um valor real e finito de temperatura correspon-
dente para o qual ocorre a descontinuidade da capacidade calorifica observada no gréfico 4.7
e em posse do valor de raio critico, que € o valor para o qual a capacidade calorifica diverge,

I A simetria conforme é aquela associada as transformacdes conformes as quais deixam o tensor métrico inva-
riante a menos de um fator de escala. O grupo gerado € o grupo conforme o qual tem o grupo de Poincaré como
subgrupo (cujo fator de escala € 1).
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Figura 4.8: Capacidade calorifica com o pardmetro av/0 =1,5¢ 6 = 1073,

podemos obter os valores de temperatura critica. ObservacOes semelhantes podem ser feitas
sobre a curva (verde) que descreve o caso ndo-comutativo: temos uma reta vertical no ponto
ry = 1,4261/6 que divide o grifico deste caso em duas regides: a regido a esquerda é carac-
terizada por valores negativos que representam instabilidade termodindmica do buraco negro
cilindrico e a regido a direita apresenta-se como uma regido de estabilidade termodinamica e,
seguindo a mesma andlise que acabamos de fazer, este ponto representa o ponto de transicao
de fase. Para calcular a temperatura critica para os casos comutativo € ndo-comutativo basta

substituir os valores de raio critico, régtico = 1,35 para o caso comutativo € r¢itico = 1,426
para o caso ndo-comutativo, nas respectivas expressoes de temperatura (4.96) e (4.131). Ao

desenvolver, obtemos os seguintes valores

749v6 = 0,0136

(4.137)
TV 0 =0,0183.

Sob a escolha que fizemos de pardmetros (¢v/0 e G), vemos que a temperatura critica nio
¢ afetada de forma tdo expressiva pela nao-comutatividade do espago-tempo de forma que a
diferenga entre as temperaturas da equacdo (4.137) se dd na terceira casa decimal: 0,0047.
Isso nos diz que mesmo que a corda negra tenha um raio ligeiramente diferente devido a nao-
comutatividade, a temperatura para transi¢ao de fase € essencialmente a mesma. Seguindo com
a andlise do gréfico 4.7, reparamos que a nado-comutatividade do espaco-tempo faz com que a
assintota vertical sofra um desvio (shift) de 0,076, se considerarmos a mudanga do ponto 1,350
até o ponto 1,426, o que significa que a transi¢do de fase ocorre para um valor maior de raio da
corda negra devido aos efeitos ndo-comutativos. Perceba também que a sobreposicdo perfeita
das curvas elaboradas com a consideracdo do efeito back reaction (verde para o caso nao-
comutativo e laranja para o caso comutativo) para valores maiores que o ponto de transicdo do
horizonte de eventos nos indica que o nosso célculo que resulta nas equagdes (4.135) e (4.100)
estdo corretos e recuperam os resultados anteriores quando r, /+/0 é grande, como esperado.
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Inspecionando agora o gréifico apresentado na figura 4.8, o qual nos traz informacdes com
a configuragio orv/0 = 1,5, vemos uma mudanga expressiva no comportamento da curva re-
ferente a capacidade calorifica na presenga de back reaction no espaco-tempo comutativo: a
descontinuidade que ocorre na curva (laranja tracejada) agora € uma descontinuidade finita em
face a descontinuidade infinita que aparece no grafico da figura 4.7. Este € um indicativo de uma
transicdo de fase de segunda ordem do sistema, devida a presenca de back reaction, no espaco-
tempo comutativo enquanto que no espago-tempo nao-comutativo a transicao € de primeira
ordem, caracterizada pela descontinuidade infinita da capacidade calorifica. A exemplo do pro-
cedimento realizado anteriormente com respeito a capacidade calorifica, com a configuragcdo
o/ 0, ilustrada na figura 4.7, determinamos as respectivas temperaturas criticas associadas aos
espagos-tempos comutativo e ndo-comutativo dadas pelos seguintes valores

7496 = 0,2826
TV 0 =0,0139.

Imediatamente podemos observar que para o caso comutativo, o valor de temperatura é
uma ordem de grandeza maior que o valor voltado ao espago-tempo ndo-comutativo e também
¢ uma ordem de grandeza maior que o valor associado aos demais casos com a configuragao
a\/6 =0,5, o que nos revela uma grande diferenca entre os valores de temperatura em (4.138):
0,2687 diferente do que acontece em (4.137). Portanto, percebemos que o sistema € sensivel a
escolha do parametro associado a constante cosmoldgica. A constante cosmoldgica desenvolve
um papel importante para a interpretacdo de nosso sistema uma vez que, Como comentamos
na secao 2.1.1, tal grandeza estd associada a densidade de energia de vicuo estabelecida em
relatividade geral, e a sensibilidade do sistema a variacdes de tal constante revela a influéncia
da energia de vacuo no espago-tempo da corda negra. Ainda nesta discussdo, considerando a
interpretacdo da constante cosmoldgica como parametro para a expansao acelerada do universo,
entendemos que nosso sistema € caracterizado pelas suas propriedades serem dependentes da
maneira com a qual a energia de vicuo acelera a expansao do universo, expressa em termos
de um candidato a escala fundamental de comprimento do espaco-tempo /0. Isto é, quando
escrevemos a densidade de energia de vicuo como um multiplo semi-inteiro do parametro
de comutatividade otv/6 = 0,5 o buraco negro cilindrico sofre transicdes de fase de primeira
ordem; quando expressamos a densidade de energia de vacuo como um multiplo maior otv/6 =
1,5 o comportamento previsto sem a consideracio da ndo-comutatividade € de transicdo de fase
de segunda ordem.

Nosso passo seguinte a discussio precedente seria determinar a entropia do sistema consi-
derando a ndo-comutatividade e a presencga de back reaction. Entretanto, o desenvolvimento €
bastante extenso e exaustivo de forma que ele estd inserido no capitulo B, mais especificamente
na secdo B.2, e vamos prosseguir para o estudo da energia livre.

Como realizado para o caso comutativo, escrevemos aqui a temperatura Hawking na pre-
senca de back reaction usando a relacdo Ty = % com a gravidade superficial IC em termos
de M, dada em (B.14) apresentada no desenvolvimento da entropia do sistema encontrada no
apéndice B.

(4.138)
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3o (M2 +0)

7;1:24 5
3T M-?—

2
oM M3
_ exp| - ||. (4.139)
3030/ 70 23020

Como sabemos, definimos uma cavidade de tamanho finito R e a temperatura no contorno
da cavidade é corrigida pelo fator de redshift

T= L (4.140)

8t (R)

onde g, (R) representa a coordenada temporal do elemento de linha da corda negra no espago-
tempo nao-comutativo (4.4) e € dado por

8M 3 R?
R) = o2R2 — + 3 .
u(R) JraR" (2’49)

Seguindo fielmente o procedimento realizado no espago-tempo comutativo, usamos a relagao
dE = TdS de forma que alcancamos

S+ My dM',
5:M0+/ TdS' =Mo+ [ T
So My T
onde usamos a relagdo dM = TydS. Substituindo a expressdo para a temperatura dentro da
cavidade nesta equacdo, vamos obter

(4.141)

My Ty dM/, u +/M+ am’,
7 = M, Eienon S
My +/8u(R) Tu Mo \/8u(R)

Basta agora substituir a expressdo para g, (R) na equagao anterior. Note que como o tamanho

£=My+ (4.142)

da cavidade R € fixo, a fungdo y (2, R? que é uma integral definida, € uma constante. Temos
entdo que resolver

M dMm’,

E=My+ y T
0 8M/ 3 R 2
R = e (35
que resolvemos aplicando a substituicio u = a’?R> — %;R % f—) de forma que encontramos
1 1
0774 7(% %> VTR \ 2746 VTadR3 '\ 2746

(4.143)

Verifiquemos agora se o resultado sem o efeito de back reaction (4.29) pode ser recuperado

a partir da equacdo (4.143) acima. Primeiro, lembremos a relacdo que conecta M, e ry no
espago-tempo ndao-comutativo
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3.3
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3 1)
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A substituicdo da equacdo anterior em (4.143) fornece a expressdo para a energia em termos do
raio do horizonte de eventos r. Logo,

M, (4.5 revisitada)

e I T
4 (3 R 3R3 2 2’46
(35) |1 VR ()
7
8 Todry }/(3 Rz)
- /TO3R3 3 7 246
VECR s (3.4)
% 1
3 R 3 R 2
VT oR? Y(@m) r 7(5@) ry
= Mo+ 3 R? 4 = 3 2\RY | 1= 3 2\ R3 =E
Y\2:120 Y(%T}) ?’(@@)
(4.144)

€ vemos que, assim como no caso comutativo, aqui a energia interna do sistema permanece
inalterada na presenca de back reaction.
Prosseguimos agora para o cdlculo da energia livre associada F usando o fato de que

F=E-TS. (4.145)

Tudo que precisamos fazer para tornar a equagao anterior explicita € substituir cada grandeza
o . o ~ 2
que ja obtivemos anteriormente. Usando a simplificacdo v = 23 o> teremos que

2
300 (M?2 +0o 2M m3 1
Foo g S0 WMito) 7 v s,
23| 3 o T sM 3 r2\]2
it e e e (15)
(4.146)

Agora resgatamos a equacao (B.44) do apéndice B.2 da qual podemos escrever uma expressao
para a entropia S(M..) da seguinte forma
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A expressao anterior para a entropia deve ser substituida em (4.146) de forma que teremos
finalmente a equacdo para a energia livre do sistema na presenca de back reaction

1 1
F M_\/% a’R? | 8My 3 R°\]* L 8My 3 R*\]?
y(5) VAR '\ 2 29 VAR '\ 2 49
2
3o (M2 +0) oM, M 1
4 5 - e v 1
23T 3 3030/ 70 M 3 R2\]2
R )
2
2 3 (2M; 2
3 M3 + 063 | —-arctan g G;—l +—1n(MJ3r+0'§)
1 1.2 1
- gln(M+—G3M++G3)
; : Py i %
1 v' T b _MEoove L MP 20 T M
—— | /= |+ MV ——Mie v - |/ Zerf| —=
a‘evmo \ 4 Vv VA% e e 3 \/:er vV
3 )
M3 1 4 2 2
e~ v o 8 T M (8M2 —4vM? +Vv2M; —15v3) _m}
+ 1 +§ W —erf + + + + ] + e v s
M? VIV AWy 105v3M}
J
(4.148)

onde ja substituimos a expressdo de £ = E dada em (4.143). Agora devemos verificar se a
equacao (4.148) recupera as equagdes obtidas anteriormente. Primeiro, facamos ¢ = 0. Perceba

que o termo que corresponde a £ corresponde perfeitamente ao resultado sem back reaction ja
que a energia interna permanece inalterada. Entretanto, o termo 7S em (4.143) ndo:



4.2 TERMODINAMICA DA CORDA NEGRA NA PRESENCA DE BACK REACTION

70
3 3
M 2M My
Flo E— + - v
|5=0 s, (3 r\]? WAl AVE T ]
R|1- iy (3.55)
1 2
| 1 v In M3 M3
3 ) Zerf | = M. e
20+ T grevme \ A VY v | T3t
2 ME
+ SMie | (4.149)

Aqui devemos ter cuidado ao usar a relagao entre M e r4. para escrever a equagao em termos
. M 2\ 4o . Lo L .
do raio. Note que o termo %y %, ff—e> € obtido diretamente da métrica e estd relacionado

a ry pela expressdo (4.6) que é exata; os demais termos sdo relacionados pela aproximacao
1

~ (4M)3
ry = o

. Dito isso, come¢amos notando que

2 2
2M, m3 . 8My rio M
- e v — A E— e v
03070 33 /T 403
.
=3t (4.150)
407 y(3.5%)

.- . . 453
onde multiplicamos o termo negativo acima por 1 = —

= € notamos que apreceu O termo
) 4ry
3 r _ 3.3
7(7’ ﬁ) = /mo’ry /8M.. Logo, teremos que
2
o r b
o=0 1 3 2
> 2 402 Y 3 5
2 7(%7%) " 2740
23R |1— .

40

2,2 4 402 2
(L0 () il e

= 23020 o3 A
e + +
23 23 2v/0)  20%6/7TO 23 3at0/o 4

(4.151)

que resulta em
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Para o caso comutativo com back reaction, a equacdo (4.152) se reduz corretamente a equa-
¢do (4.31), pois todos os termos que dependem de 6 ou v/ zeram quando tomamos o limite

r /6 = oo,
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Figura 4.9: Energia livre com v/ = 0,5. Temos ¢ = 1073,

A figura 4.9 ilustra os resultados acerca da energia livre para ov/6 = 0,5. Imediatamente
notamos que a curva correspondente ao espaco-tempo ndo-comutativo na presenga de back
reaction € a que sofre mudangas mais significativas uma vez que tal curva (verde tracejada) as-
sume valores maiores que as demais e atinge um valor maximo antes de cair e assumir valores
negativos. Interessante avaliar a influéncia da ndo-comutatividade nas curvas com back reac-
tion, visto que para pontos da abscissa préximos a origem o comportamento das duas curvas
que representam a consideracio do efeito back reaction sdo muito diferentes: enquanto que a
curva correspondente ao espago-tempo comutativo da corda negra diverge positivamente ao se
aproximar da origem, quando consideramos a ndo-comutatividade a divergéncia ocorre para
valores negativos. As figuras 4.10 e 4.11 apresentam a energia livre com diferentes configura-
¢Bes para o pardmetro a\/6. Consideracdes sobre trabalho e energia livre podem ser realizadas
aqui de forma semelhante a discussdo apresentada na secdo 4.1.2.
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Figura 4.11: Energia livre com atv/0 = 1,5. Temos ¢ = 1073,

Ressaltamos que os resultados que acabamos discutir sdo obtidos com a consideracdo do
primeiro fator de correcdo da série perturbativa (2.66) de forma que pode ser interessante con-
siderar mais termos da série para uma andlise mais robusta e verificacao se os efeitos previstos
sobre 0 sistema continuam a ser previstos.



CAPITULO 5

Corda negra em equilibrio térmico com um
reservatorio

A persisténcia é o caminho do éxito
—CHARLES CHAPLIN

Neste capitulo estudamos as propriedades de equilibrio térmico da corda negra, con-
siderando esta e um reservatério térmico. Como sabemos, na auséncia de back reaction, tran-
sicoes de fase termodindmicas ndo sdo esperadas devido ao fato de a capacidade calorifica da
corda negra nunca ser negativa, como pode-se observar em 4.3, de forma que o buraco negro
cilindrico deve alcancar o equilibrio com o reservatorio de energia visto que C > 0. Nossa
estratégia aqui € imaginar o buraco negro cilindrico de temperatura 7 imerso num reservato-
rio térmico de temperatura Tz que pode ser a mesma ou diferente de sua temperatura: se for
diferente, entdo 7g > T e a corda negra absorve radia¢do, aumentando sua massa e, portanto,
como vemos por (4.12) [lembrando da relacdo (4.3)] aumentando sua temperatura para alcan-
car o equilibrio; ou Tg < T e a corda negra emite radiacdo diminuindo sua massa, € por isso
sua temperatura, para alcancar Tg. Este capitulo tem uma organiza¢ao um pouco diferente dos
anteriores: discutimos todo o desenvolvimento da teoria nas trés primeiras se¢des € na ultima
secdo abordamos os resultados obtidos e fazemos as andlises pertinentes.

5.1 Espaco vazio como reservatorio térmico

Para comecarmos, primeiro devemos notar que a equagdo que governa o comportamento
da temperatura da corda negra no espago-tempo cilindrico como foi apresentada anteriormente,
estd expressa em unidades naturais ¢ = kg = G = h = 1 e vamos agora voltar com as unidades
do sistema internacional para que as andlises a serem feitas sejam fidedignas

3a?

T,SC) = T (unidades naturais)
2
(©) fic3o
T, = —— SI). 5.1
H i (ST) (5.1

Vamos agora usar (4.3) para escrever a temperatura em termos da massa. Convém neste mo-
mento pontuar que a massa M da corda negra que estamos lidando é a massa por unidade de
comprimento no eixo z, que € o eixo de simetria da corda negra. Isso é importante para as
andlises de unidades que vao ser desenvolvidas, pois no SI, entendemos que M que estamos

73
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trabalhando tem unidade kg/m. No elemento de linha (4.2), usamos M nas unidades naturais
utilizadas até agora de forma que ainda mantemos os coeficientes das componentes da métrica
sem dimensiao mesmo com a omissio das constantes fundamentais, mas se trabalharmos no SI,
devemos acrescentar as constantes omitidas de forma que

4GM 4GM\ !
ds? = — <a2r2 - 7) 2d + <a2r2 - 7) dr* +7de* + o*rd?,  (5.2)
ccor car

onde destacamos o termo GM /c? uma vez que a relagio de unidades

kes -m’ kg m?

(kg)* m 52
que é a unidade de ¢? e tinhamos somente M com ¢ = G = 1. O procedimento a ser seguido é
utilizar a equacdo de Stefan-Boltzmann para examinar o fluxo de energia entre a corda negra e
0 espago vazio como reservatorio térmico. Neste caso, temos que a corda negra emite radiacao
e com isso perde massa, 0 que consequentemente causa uma diminui¢do na sua temperatura.
Aplicando a equacdo de Stefan-Boltzmann

GM] =

L = AAT* (5.3)

onde 7" acima em nosso caso € a temperatura Hawking, A € a drea (por unidade de comprimento)
do buraco negro cilindrico A = 2a7rr2+, A= ﬂzkg / 60732 é a constante de Stefan-Boltzmann e
L ¢é o fluxo de energia. Como L € esse fluxo de energia do sistema, entdo ele representa a taxa
de variacdo de energia no decorrer do tempo. Escrevendo todas estas grandezas em termos da
massa M [usando (4.3) para relacionar r4 e M ], vamos ter que

112
AGM /c?)3
A=2am? =2an % , (5.4)

entdo, escrevendo L com a substituicao das constantes citadas

2 174
. )L%r(4GM+>3 @3_a<4GM+)3

2 kg Am c?
27 ha® , 5
= ——G . 5.5
160 w2~ " (5)
2
Assim, entendendo L como a taxa de variagdo temporal de energia L = _dle d[[l/l+) vamos

calcular a evolug@o temporal da massa supondo uma massa inicial M, (fp = 0) = M

dcMy) 21 heG? ),
dt 160 mc2 T F
am, 27 ha’G?

dt 160 met Tt
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que por ser uma equagdo diferencial separdvel de primeira ordem, podemos integrar direta-
mente

/M dM', 27 ha’G? [t 5
My M2 160wt i
1 1 27 h’G?
My M 160 mct
127 ha3G2t+1
M 160 @t My
se definirmos a = %%, podemos expressar este resultado como
1
t JR—
a —|—M0

Como verificacdo rapida, vemos que a equagdo acima retorna My quando ¢ = #y = 0. Podemos
ver também que a “evaporacdo completa” (M — 0) levaria um tempo indefinido para ocorrer
e este resultado faz sentido quando lembramos que se M — 0 entdo, T — 0, o que ndo deve
acontecer devido a terceira lei da termodinamica. Estas previsoes para o buraco negro cilindrico
sdo diferentes do que acontece no caso esférico de Schwarzchild no qual existe a previsao de
um tempo de vida caracteristico do buraco negro em questao, o qual depende de sua massa
inicial.

5.2 Radiacao cosmica de fundo como reservatorio térmico

Atualmente, sabe-se que a radia¢io césmica de fundo! irradia como um corpo negro com
temperatura Teyp ~ 2,7255K. Se tomamos esta radiacdo de fundo como o reservatorio de
energia, a corda negra troca energia com esta radiacao cosmica de fundo de forma que podemos
associar uma corrente térmica a esse processo. Esta corrente térmica pode ser expressa por meio
da lei de Stefan-Boltzmann, mas diferentemente do caso (5.3), aqui ndo temos a temperatura
do espacgo vazio T = 0, mas sim a temperatura da radiacdo césmica de fundo medida como
TCMB = 2,7255K2

J=AA(T* —TS5). (5.7)

Na sigla em inglés, CMB - Cosmic Microwave Background. Devido 4 expansdo do universo, a temperatura
e densidade do mesmo, inicialmente altas, diminuiram e as constantes interagdes entre fétons e os dtomos de
hidrogénio também diminuiram. Assim, os fétons que antes eram energéticos o suficiente para arrancar elétrons
dos dtomos se tornaram menos energéticos e nao podiam mais fazé-lo, passando a viajar livremente sem interagir
com a matéria. Como conclusdo, o modelo do Big Bang prevé que existe um fundo de luz no universo com energia
relacionada a energia de ionizacdo do dtomo de hidrogénio. Esta radiacio foi detectada como radia¢do de corpo
negro em micro-ondas por Arno Penzias e Robert Wilson em 1965.



5.2 RADIACAO COSMICA DE FUNDO COMO RESERVATORIO TERMICO 76

Como este € o fluxo de energia, seguindo o procedimento anterior, expressamos 0 mesmo como

29M

o - /= —LA(T* = Toyp)

G, o, Tk <4GM+)§

T160 w2 T Hlamzgso o\ T

que pode ser expressa como

dM 2
d—; = —aM? +bM; . (5.8)
onde
27 ha’G?
_ L 5.9
a4 160 7mc? 59
e <4G)§ (5.10)
MB3omdact \ 2 ) '

A equacdo (5.8) é uma equagdo separdvel e pode ser integrada diretamente apds a separagcdo
das varidveis da seguinte forma

dM
dt = ————
—aM? +bM;
am’
/dt’ :/ + (5.11)
—aM'_ +bM', 3

A integral do lado direito ndo € trivial e vamos, dessa vez, usar o software online ‘Wolfram
Alpha’ para calcular a integral. Antes, vamos fazer o rearranjo

am’ am’
/ L :—/—+, (5.12)

2
—aM', +bM', 3 aM’, — bM', 3

e a seguinte mudanca de varidveis para que o software faca uma boa leitura da expressao

1 1 _2
x=M3 sdx= gMﬁr SdM’,

2 :M;% (5.13)
x© :Mﬁrz

de forma que com €eSssas mudangas possamos escrever
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M’ d
/ = —3/x4—x, (5.14)
—aM', +bM',3 ax*—b

e utilizando a expressdo que o software retorna como resultado da integral na equacdo (5.11),
obtemos

1
o3 {Zaraan [(ﬂ)w%} Fn(b} +at M) — In(o} _aaM;>} L G5
4atbi b

somada a uma constante de integragdo. Vemos que existe uma mudanca de comportamento
quando os argumentos do logaritmos sdao nulos. Assim,

b
b

M
M

—da

+a

= 0 (5.16)
= 0. (5.17)

Bl— BI—
Be— A=
W= W=

A segunda equacgdo entre as duas acima retorna massa negativa e claramente nao nos interessa,
entretanto, a primeira delas nos fornece uma relacdo para a massa correspondente da mudanca
de comportamento da corda negra

3
b\ 4
ME:<_) . (5.18)
a
Em posse da relagdo b/a
b 16 ake\* [ 4 \3
c=—Thnl =) [ 5= 5.19
a 8l CMB(ah) <G2c2) ’ .19)

~ 3 L
com esta expressdo, podemos calcular (b/a)? necessdria para obter Mg. Logo,

16 T3, ( Tk
Mp = Z-9B(=2)
27 Ge \ an

que apds um rearranjo fica

3
16 | wkp Tevs

E7 o7 %(Gc)%

(5.20)

E importante fazer um comentario sobre o resultado (5.20). Esta massa de equilibrio ob-
tida representa o valor de massa no qual existe uma alteracdo no comportamento do buraco
negro cilindrico no que diz respeito a troca de energia com o reservatério térmico. A alte-
racdo que ocorre € que o gradiente de temperatura, que caracteriza a predominante emissao
(ou absorcao) de energia, entre a corda negra e o reservatério térmico deixa de existir pois a
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corda negra atinge a temperatura do reservatdrio, que € a temperatura da radiagdo césmica de
fundo Teyp = 2,7255K, sendo assim estabelecido o equilibrio térmico. A massa do equilibrio
obtida representa a massa da corda negra correspondente para tal temperatura. Este comenta-
rio pode ser confirmado calculando qual deve ser a massa M¢yp correspondente a temperatura
Tcyp: primeiro encontramos o valor do raio em termos da temperatura da radiagdo cosmica de
fundo e usando a relagdo entre M e ry, escrevemos a expressao para a massa correspondente.
Portanto,

fic 302

Tcup = EH"CMB
kB 4w

=rcmp = %WTCMB

e por (4.3), com as devidas constantes fundamentais,

4GM ..
> R r (4.3 revisitada)

c
escrevendo esta relagdo para rgyp € Mcyp, obtemos que

Rl GZZCMB = iy
4GMcyp s (kg 47 3
2 - o (%W CMB)
Moy = @ & (kBTETCMB)3
4G 33053\ h

3

16 [ kg T,
ke TaMB | _ pp, (5.21)

27 E(Gc)%

Mcyp =

0 que confirma nosso comentario.

5.3 Radiacao cosmica de fundo em evolucao como reservatorio térmico

Entendemos que a radiagcdo césmica de fundo evolui de acordo com a evolugdo temporal
do universo a qual pode ser dividida em trés eras [23] : era da radiacdo, era da matéria e
era da energia escura que representam as eras nas quais ha a predominancia de cada um dos
fluidos cosmicos considerando-se o big bang como o inicio dos tempos. Considerando que a
temperatura da radiagdo césmica de fundo assume comportamentos diferentes para cada era do
universo, estudamos a troca de energia entre a mesma, em diferentes eras, e a corda negra. A
temperatura para cada era pode ser escrita como?

2Uma demonstragio destas expressoes pode ser encontrada em [23].
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Tems

Tk = ————, 0<1<93-10'"" (segundos) (5.22)
(32§IGPRO)4Ij
T
Ty = — — 93.10" <1 <3.7-10"7 (segundos) (5.23)
(67‘5(;1)1\40)§t§

1
8nG 2
Tn = Teypexp _(%PA()) t|, 3.7-10"7 <t <o (segundos), (5.24)

onde pgr,, Pm,, PA, representam as densidades atuais de radiacdo, matéria e energia escura, res-
pectivamente. Entende-se que fotons, radiacdo cdsmica de fundo, neutrinos e gravitons estao
associados a era da radiac@o; na era de predominancia de matéria tem-se a matéria hadronica
e matéria (ndo hadronica) escura; e por fim, como o nome sugere, a era de predominancia da
energia escura € caracterizada pela presenca de energia escura.

Vamos agora usar novamente a lei de Stefan-Boltzmann para estudar o fluxo de energia
entre o buraco negro cilindrico e a radiacdo césmica de fundo, mas agora vamos investigar este
fluxo para as diferentes eras utilizando as temperaturas acima. Escrevemos a relagdo de forma
geral como

J=2AA(T* - T, (5.25)

onde A = 2a7rri, A= nzké / 607°c? sdo a drea da corda negra por unidade de comprimento,
a constante de Stefan-Boltzmann e i = R, M, A representa radiacdo, matéria ou energia escura,
respectivamente.

Utilizando a relacdo (5.22), podemos obter uma expressao para a evolugdo temporal da
massa da corda negra. Substituindo esta expressao na equagao (5.25) acima, teremos

2 4
(4GM., /)3 3hac (4GM,\ 3 T4
2 © 327G

am 2k}
S e B ran )
3 PR

J = =
dt 60732 o 4mkp

C

desenvolvendo esta relacdo, teremos

M. K (4GM, [3ttatct (4GML\T 3T
dt 30hac? \ 2 (47)%k, c? 32wGpR,t?
2
dM. 21 hd’GP . | mK 3Td, (4G ML
dt 160 mc* 7 30m3act 32nGpr, \ 2 ) 2
que leva a
3
dr :—aM++b5Rt—2 (526)



5.3 RADIACAO COSMICA DE FUNDO EM EVOLUCAO COMO RESERVATORIO TERMICO

onde O0g = m e a e b sdo dados por (5.9) e (5.10), respectivamente.

80

Agora seguimos o mesmo procedimento para a era da matéria considerando que 7; na equa-
¢do (5.25) seja dada pela relacdo (5.23):

S Ay w2k,

2 4
b | (4M /) 3hae (4(;M+>é T
dt 6032 o Amkp \ (67Gpy,)315
logo,
2
_2dM, mky |3 ntatet (4GM+>2_ s (4GM+)3
dt 303ac? | (4m)kt \ 2 (67Gpug)it5 \ €
2
M., 27 PGP, Ky 4G\ T, M
— T ad Myt s\ ) o
dt 160 mc 305 oct \ ¢ (67Gpp,)3 13
Reescrevendo,
3
dm M
i —aM_Z,_ +b8M—8+, (5.27)
dt 13
com a dado em (5.9), b dado em (5.10) e &y =

—r

(67Gpumy)3
Voltando nossas aten¢des agora para a era da energia escura, a relacdo de temperatura apro-
priada para ser substituida na lei de Stefan-Boltzmann € (5.24) e isso nos leva a

; ,dM, am’k}
= —C =
dt  30r°c2

(4GM, /cz)%] ? [3hac (4GM+

114 1
3 8nG 2
o ATkg c? ) ] ~ Teusexp [_4( 3 pAO) t]

a

tal relacdo, se desenvolvida seguindo o mesmo procedimeto realizado anteriormente, nos leva

2
dM 27 ha’G? w3k} 8nG 2 | [4GM 3
2 + 2 B +
- - M2 - T, 422 t
Tt 160 72 T 30maer  MBEP ( 3P A") ( c? >
M., 27 PG, Ky [4G\D s7G \? | 2
- _ M — | T 4 t| M
dr 160 mc? ++3oz-l3occ2(c4) aus P ( 3P A") ¥
ou,
M
= —aMi e VM,

(5.28)

Y
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com O\ = (8’§G PA ) Para resumir, observando as equacdes (5.26), (5.27) e (5.28) temos as

seguintes equacgdes diferenciais ndo-lineares de primeira ordem que nos fornecem a evolucao
temporal da massa da corda negra para cada era correspondente a serem resolvidas:

2
, M. _ 5 M3 374
Radiago: = —aM? +b§, My Sp = —MB_
adiacao 7 aM?y 4+ boR—- 2 R = 357 Gor,
2
dM M3 T
Matéria: —— = —aM> + by —-, Sy =—3M (5.29)
dt £3 (677:GPM0)§
1
dM 2 871G 2
Energia escura: dt+ = —aMJZr + befsAth_, on =4 <TPAO)

onde lembramos de (5.9) e (5.10) que

27 1362 . K (4G)§

T 160 7wt © ~ MBI et \ 2

5.4 Analise dos resultados

Nos resultados que seguem, as solucdes numéricas das equagdes diferenciais foram re-
alizadas utilizando o método Runge-Kutta a partir da ferramenta computacional SageMath’.
Esta ferramenta fornece uma variedade de métodos numéricos e o método especifico usado em
nosso trabalho é chamado de rk4 que representa o método de Runge-Kutta cldssico de quarta
ordem. Destacamos aqui que salvo algumas exce¢des que deixamos explicitas no texto, todos
os calculos computacionais foram realizados com o uso de tal ferramenta.

5.4.1 Corda negra e espaco vazio

Vamos agora analisar os resultados obtidos na secdo 5.1 para que possamos interpreti-los
corretamente. Iniciamos nossa andlise no espaco-tempo comutativo come¢ando com a intera-
¢ao do buraco negro cilindrico e o espaco vazio analisando a equagao (5.6)

1 16 ho G2
_—, a=— .
at+]%0 27 mct

M(t) =

Vemos imediatamanete que esta equagdo naturalmente condiz com a terceira lei da termodi-
namica porque prevé a impossibilidade de alcance do zero absoluto de temperatura: para o
buraco negro cilindrico, o raio do horizonte de eventos e a temperatura estdo relacionadas de
forma diretamente proporcional pela equagdo (4.13) e como vemos por (4.3), r; relaciona-se

30 Sagemath é um software de matematica de cédigo aberto baseado na linguagem Python e licenciado sob a
GPL. Também conhecido como Sage, ele se baseia em muitos pacotes de cddigo aberto existentes: NumPy, SciPy,
matplotlib, Sympy, Maxima, GAP, FLINT, R, entre outros.
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. 4M_. )3 . . . ~
com a massa M, por meio de r, = %, isso tudo significa que se M — 0, entdo T — 0.

O resultado (5.6) nos diz que o tempo para M — 0 tem de ser infinito. Em outras palavras,
fisicamente ndo € possivel o buraco negro cilindrico evaporar completamente. Perceba que este
€ um resultado natural para a corda negra, ndo comentamos nada sobre nao-comutatividade no
aspecto de equilibrio térmico.

—— Analitico

2.5 - O Numérico

T rr [ rr [ rr [ rrrr [ rryrr [ [ [ T[T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t

Figura 5.1: Evolucdo temporal da massa com o espaco vazio como reservatorio térmico. Aquia=1¢
My = 2 em unidades arbitrarias.

O resultado para a evolug@o temporal da massa da corda negra, com o espaco vazio como
reservatério térmico discutido acima pode ser expresso mais claramente no grafico ilustrado
pela figura 5.1 na qual apresentamos as solu¢des numérica e analitica para a comparacdo. Sem
perda de generalidade, usamos unidades arbitrarias para facilitar a visualizacao do grafico.

Apresentamos também uma plotagem slope na figura 5.2 que € um gréfico de inclinacio ou
um campo de inclinagdes que mostra a forma da solu¢do de maneira geral. Com este gréafico
podemos ter uma ideia sobre como € a forma da solu¢do para varios valores das condicdes
iniciais (massa My e parametro a) e vemos que todas elas, a partir do valor de massa inicial,
decaem até assintotar o eixo horizontal. O que € esperado uma vez que a temperatura da corda
negra é maior que a temperatura do reservatorio térmico (espago vazio), T > Tg, € por isso a
corda negra emite radiacio e evapora continuamente para que a temperatura de equilibrio seja
alcancada.
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Figura 5.2: Gréfico slope que funciona como um campo de inclinacdo para as solucdes da equagao (5.6).
Para a solucdo destacada, a = 1 e My = 2 em unidades arbitrarias.

54.2 Corda negra e radiacao cosmica de fundo

Estudando agora o caso em que a radiagdo césmica de fundo com temperatura Toyp =
2,7255K € o reservatdrio térmico para a corda negra, a equacdo que governa a evolucdo tem-
poral da massa devida ao processo de emissdo (absor¢ao) de energia € a (5.8)

a
dt

e a sua solu¢do numérica resulta no grafico ilustrado na figura 5.3. A figura 5.3 mostra que
nossos resultados sdo coerentes com os resultados anteriores quando dissemos que, devido a
capacidade calorifica ser sempre positiva (sem back reaction)[equacao (4.22)], a corda negra
deve sempre evoluir para o equilibrio térmico. Esta interpretacdo fica clara quando vemos que
mesmo se a massa inicial for maior ou menor que M = 1, a massa evolui para este valor, que
€ o valor de massa de equilibrio em unidades arbitrérias. Este € o valor da massa de equilibrio
porque para esta plotagem fizemos a = b e como € possivel observar a partir de (5.20), Mg =1
para este caso. Este €, portanto, um ponto de equilibrio estavel para o sistema. Um aspecto
curioso deste grafico € perceber que a curva com o valor inicial de massa My = 2 decai mais
rapidamente no intervalo 0 < ¢t < 1 que a curva com My = 0, 6: é possivel notar como os pontos
azuis que correspondem a M = 2 estdo mais espacados verticalmente entre si que os pontos
vermelhos correspondentes a M = 0,6 mesmo que para os dois casos tenhamos usado passos
de mesmo valor 0, 1.

2 2
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Figura 5.3: Para a solucdo destacada, a = b = 1; My = 0,5 (verde); My = 1 (vermelho); My = 2 (azul) e
My = 3,5 (preto) em unidades arbitrarias.

5.4.3 Corda negra e evoluciao da radiacao césmica de fundo
Era da radiacdo

Nossas atencdes agora se voltam para os resultados expressos em (5.26), (5.27) e (5.28).
Estas equagdes nos dizem quais os aspectos de massa da corda negra ao longo das eras do
universo. Iniciando pela era da radiag@o, nos preocupamos com (5.26):

2
— = —aM* +bdgp—" OR=— .
a TR R T 3G

2

Como antes, vamos utilizar unidades arbitrarias e, neste caso, vamos configurar as constantes
que aparecem nessa equagdo como a = 0,1 b = dg = 0,001. O motivo desta configuracio
remete somente 2 melhor apresentagdo das curvas no grafico ilustrado na figura 5.4. E impor-
tante destacar que as curvas assintotam um eixo horizontal definido pelo valor de Mg, o valor
de massa associado ao equilibrio térmico. Repare que com a escolha para as constantes dadas
pora=20,1¢e b= g =0,001, teremos que o comportamento do gréfico 5.4, torna o tempo
para que o sistema alcance o equilibrio maior que t = 10 explicitado no grafico. Este é um
ponto de equilibrio estdvel do sistema. Perceba que as curvas nio se intersectam durante o
intervalo temporal considerado o que significa que, dadas as condic¢des iniciais, a evolugdo da
corda negra € unica e sabendo os valores dos parimetros a, b e 0g, podemos escrever a equacio
diferencial que governa a evolucdo do sistema e construir a curva de evolu¢ido da mesma.
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Figura 5.4: Plotagem scope da solug@o na era da radiagdo. Aqui, a =0,1; b = dg = 0,001 My = 0,5
(verde); My = 1 (vermelho); My = 2 (azul) e My = 3,5 (preto) em unidades arbitrarias.

Era da matéria

Analisando agora a era da matéria, nosso estudo € realizado com base na equacao (5.27)

2

3 4
%Z—CIM_Z‘_—I—b&V[ZW—;, 5M=%.

dt 13 (67Gpy,)3
A solugdo numérica para esta equagdo diferencial ordindria ndo-linear € apresentada a se-

guir no gréfico ilustrado na figura 5.5. Inicialmente, podemos destacar o fato de a massa de
equilibrio do sistema € alcancada durante o intervalo considerado e, devido a escolha dos pa-
rametros, € um valor baixo mas ndo nulo. Mais uma vez podemos notar que as curvas nao se
intersectam até o ponto de equilibrio. Um fato curioso é o pequeno salto no valor de massa
préoximo at = 0 antes de haver a queda para o valor de equilibrio do sistema. Este salto € maior
para valores iniciais de massa menores e pode se tratar apenas de um problema no cédlculo nu-
mérico do programa, mas ocorre apenas para esta solu¢do numérica. No grafico scope 5.5 os
pardmetros estdo na seguinte configuragdo: a = 1,1, b = 0,03, &y = 0,01 e My =0, 5.
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Figura 5.5: Era da matéria. Aqui,a=1,1; b=0,03; oy = 0,01 My = 0,5 (verde); My = 1 (vermelho);
My =2 (azul) e My = 3,5 (preto) em unidades arbitréarias.

Era da energia escura

Os resultados acerca da era da energia escura sao originados a partir da solu¢do numérica
da equacdo (5.28)

aM _ 2 8nG 2
dt+ = —aMJzr + be ‘SAIM}r, opn=4 <TPA0) .

A plotagem encontra-se na figura 5.6

Percebemos que este resultado € semelhante ao resultado do grafico ilustrado na figura 5.4
que aborda a era da radiagdo. Entretanto, a diferenca mais notdvel é que o valor de massa para
o qual o sistema evolui é maior quando comparado ao caso da era da radiacdo. Fica claro se
repararmos que o valor de equilibrio era inferior a 0,5 para a era da radiacio e no caso da
figura 5.6, para a era da energia escura o valor € maior. Claramente pode-se argumentar sobre a
diferente escolha de pardmetros, mesmo que a escolha para a plotagem nos dois casos nao seja
tdo diferente, inclusive a escolha para a é a mesma e para b e os respectivos 0; diferem apenas
a partir da segunda casa decimal. Novamente, vemos que nao ocorre o salto do valor de massa
para pontos préximos a t = 0 como acontece na era da matéria. Neste grafico usamos a =0, 1,
b=0,075, o5 = 0,025.
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Figura 5.6: Era da energia escura. Aqui,a =0,1; b



CAPITULO 6

Conclusoes e Perspectivas

O universo ndo tem obrigacdo de fazer sentido para vocé
—NEIL DEGRASSE TYSON

Considerando a discussao deste trabalho, destacamos que o estudo do espago-tempo
ndo-comutativo da corda negra € uma teoria que abarca o comportamento do espaco-tempo
quando considera-se a solu¢do de buraco negro cilindrico em escalas de comprimento da or-
dem do comprimento de Planck, escala na qual ha a previsao de que o sistema sofra a influéncia
da ndo-comutatividade. A importancia de tal estudo reside no fato de tal teoria ter a capacidade
de sustentar uma boa descricdo do comportamento de sistemas macroscépicos numa escala
de comprimento microscépica ainda assegurando previsdes da teoria da Relatividade Geral de
forma que tal estudo pode ser util na descri¢do da fenomenologia gravitacional em curta escala
e, € numa caracterizacdo de um universo primordial no inicio de sua expansdo. O estudo da
termodinamica de cordas negras, uma vez que a temperatura associada a buracos negros ¢ bem
definida, é realizada de forma semelhante ao que € feito no estudo de termodindmica de bura-
cos negros com simetria esférica e, uma vez que para o sistema considerado assume-se escalas
de comprimento muito curtas, a geometria ndo-comutativa € levada em conta de forma que na
faixa de comprimentos da ordem do comprimento de Planck, aspectos que permeiam a evolu-
¢do do sistema serdo modificados. A proposta do espago-tempo ndo-comutativo apresenta-se
como uma alternativa para o desenvolvimento de uma teoria gravitacional microscépica que
nao considera a ndo-comutatividade e mostra-se, entre outros destaques, bastante util na des-
cricdo de uma teoria cldssica como a Relatividade Geral em uma escala de comprimentos cuja
fenomenologia é caracterizada por uma descri¢do puramente quantica. De acordo com o que
foi exposto no decorrer deste trabalho, a ndo-comutatividade exerce sobre a teoria cldssica gra-
vitacional o efeito esperado para uma mudanca de escala de comprimento de modo semelhante
ao que acontece com a relacdo entre Mecanica Cldssica e Mecanica Quantica com a mudanga
de escala de massa, de forma que entendemos que a ado¢do do espaco-tempo ndo-comutativo é
uma forma apropriada de compreender a gravidade numa escala governada pela teoria quantica.

Levando em consideracdo os resultados acerca da termodinamica da corda negra, perce-
bemos que as modificacdes sofridas pelas grandezas consideradas podem ser entendidas num
contexto termodindmico e ndo € necessdria uma elaboracdo extra da teoria para abranger as
previsdes. No que diz respeito a temperatura, o comportamento para distancias maiores € o
mesmo dado pela teoria comutativa, como esperado, e, na faixa de comprimentos afetada pela
nao-comutatividade o comportamento de temperaturas mais baixas que a previsdo comutativa
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destaca uma menor taxa de emissdo de particulas! o que estd de acordo com a previsdo de que
a corda negra atinja um estado de equilibrio de troca de matéria com o ambiente a medida que
seu horizonte de eventos diminui pois sua densidade de massa ndo decai a zero nesse processo,
mas a um valor constante. Com rela¢do a entropia, entendemos que tal grandeza tem uma
descricdo mais complexa no espago-tempo nao-comutativo o que leva a lei classica da area ser
recuperada apenas com a consideracdo de grandes distincias. O fato de a proposta cldssica
ser recuperada no limite do comutativo corrobora com tal resultado. A capacidade calorifica
discutida nos resultados obtidos apresenta-se de uma maneira semelhante as outras grandezas
no que se refere ao comportamento no limite do comutativo: como deveria ser, a descri¢do for-
necida no estudo da influéncia da ndo comutatividade remonta ao comportamento previso pela
teoria comutativa quando consideramos distancias que fogem a escala de ndo-comutatividade.
Em contraponto, a descri¢do bastante diferente, principalmente quando consideramos distan-
cias muito curtas merece destaque. Apreciando, por exemplo, o grafico 4.3, vemos que tomar
o raio do horizonte de eventos se aproximando de zero significa aumentar a capacidade calori-
fica indefinidamente, o que entendemos ser uma forma de expor a verificagdo da terceira lei da
termodinamica no sistema uma vez que tal previsao significa ser necessdria uma quantidade de
energia infinita para que seja alcancado o raio do horizonte de eventos nulo, que ndo € previsto
por hipdtese, e que seria equivalente a atingir uma temperatura absoluta nula como pode ser
visto pelo gréfico 4.2. Dessa forma, a teoria termodindmica do espaco-tempo nao-comutativo
da corda negra mostra-se consistente.

A previsdo com a consideracdo de efeitos perturbativos € bastante interessante quando ana-
lisamos o sistema sob a 6tica de transi¢des de fase. Enquanto que, a complexidade matematica
das expressdes que expdem os resultados € maior, a fenomenologia € enriquecida quando volta-
mos as atenc¢des para o comportamento da capacidade calorifica: a descontinuidade matematica
que caracteriza a conduta de tal grandeza nos esclarece que a corda negra, na presenga de back
reaction, sofre transi¢des de fase de ordem que depende do valor do paramtero diretamente
relacionado ao comprimento minimo caracteristico do espago-tempo /6. Como estd exposto
nas figuras 4.7 ¢ 4.8, a ordem da transicio de fase depende do parimetro av/6 que como
discutimos na secao 4.2.3 envolve a constante cosmoldgica e o comprimento minimo. Sendo
assim, a ordem de transi¢ao de fase depende, numa visdao puramente cléssica, da relacao entre
aceleracdo de expansdo e comprimento minimo do universo, ou, numa visao mais moderna,
depende da relacdo entre a densidade de energia de vdcuo e o comprimento minimo associado
ao espaco-tempo. E interessante perceber que tal resultado se mostra importante para andlises
de (quebra) de simetria conforme em buracos negros.

Em uma andlise ndo relacionada a influéncia da ndo-comutatividade, realizada no capitulo
5, conjecturamos a presenca da corda negra no universo como conhecemos levando em conta as
eras do mesmo. Esta conjectura € interessante para situar a teoria de cordas negras na evolugdo
temporal do universo. Uma vez realizada a narrativa de como tal objeto se comporta em cada
era, é possivel conjecturar até mesmo sobre a existéncia de cordas negras em tais periodos de
tempo. Em principio, a corda negra submetida ao universo como entendemos atualmente, no
que diz respeito a medidas atuais de temperatura da radiacdo cosmica de fundo, seria um objeto

kp
'Lembremos que a taxa de emissio n é descrita pelo espectro de Planck n = 1/(e7# — 1) de forma que se o
fator de Boltzmann € grande, devido a Ty ser pequeno, o numéro médio de particulas emitidas serd menor.
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em equilibrio térmico com o universo. Todavia, € importante frisar que esta ¢ uma previsao
que ndo leva em conta nenhum efeito de ndo-comutatividade e/ou efeito back reaction de tal
maneira que, como vimos na secdo 4.1.2 a capacidade calorifica do buraco negro cilindrico €
sempre positiva e estabilidade termodinamica € prevista. Considerando a evolucdo das eras o
cendrio muda e a investigagdo com mais detalhes realizada na se¢@o 5.3 torna-se apropriada.

Neste trabalho, caberiam ainda desenvolvimentos acerca da evolucdo temporal da corda
negra no universo levando em consideracdo a influéncia da ndo-comutatividade do espaco-
tempo e os efeitos de perturbacdo que sao originados quando leva-se em conta o back reaction
na métrica do espaco-tempo. Também entendemos que poderia ser interessante uma andlise
sobre a relacdo entre entropia e informacgdo abrangendo o espaco-tempo dado pela presenca da
corda negra e um desenvolvimento robusto de uma teoria mecanico estatistica de tal sistema.
Uma vez que este trabalho se apresenta como um trababalho prenunciador em determinados
aspectos, como a interacdo de campos escalares no espaco-tempo nao-comutativo de cordas
negras, a andlise da influéncia da presenca de back reaction no espago-tempo comutativo e
ndo-comutativo da corda negra, a conjectura da evolugdo temporal da corda negra ao longo
das eras, por assim dizer, tomamos que os desenvolvimentos cabiveis relacionados ao tema
sdo perspectivas de estudo a partir da pequena contribuicdo para a drea fornecida no presente
trabalho.



APENDICE A

Funcao gama incompleta inferior

A.1 Definicao

A funcdo gama incompleta inferior € definida como

y(s,x) = /0 e dr, (A.1)

onde claramente a denominacdo € devida ao fato de a equacao (A.1) ser a representacdo integral
da funcdo gama com o limite superior da integral finito. Da mesma maneira define-se a fungdo
gama incompleta superior como

[(s,x) = / e dr (A.2)

de forma que claramente

F(S) = Y(va) +F(S7x) ) (A.3)

para todos os s > 0 e x > 0. A fun¢do (A.2) também € conhecida como fun¢do gama incompleta
suplementar e, como tais fungdes foram investigadas primeiramente por Prym em 1877 [71], a
funcdo I'(s,x) também é conhecida como fungdo de Prym. Importante destacar que a integral
(A.1) converge para s > 0 e a extensdo para a andlise com s < 0 pode ser feita, mas ndo é
interessante para nossos propositos neste trabalho.

Consideramos que tais funcdes sdo funcdes da varidvel x e de pardmetro s fixo de forma que
no limite x — e, 0 comportamento da fun¢do gama incompleta inferior é y(s,x — o0) — I'(s)
uma vez que

7(s,00) = /O T e tdr = T(s). (A4)

Esta € uma das propriedades mais importantes para nossos propositos e na proxima sec¢ao ve-
remos outras propriedades.

A.2  Algumas propriedades

Destacamos aqui algumas propriedades que podem ser uteis para consulta ao longo dos
capitulos deste trabalho.

* Expansao em série
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— /xts_l i(—l)"tkdt— i—(_l)k/xt”"“dz
0 k! = k! 0

k=0
k
B A.
¢ Derivada
dy(s,x) 9T (s,x) N (A.6)

ox dx
Esta relag@o pode ser verificada fazendo uso da propriedade destacada anteriormente, uma vez
que se calculamos a derivada da relagdo (A.5), vamos ter que

ii(—l i k axs+k_xsli(_l)k‘x_k_ s—1 —x (A7)
ox &= s+kk' = ( s+kk ox = kT '

» Expansao assintética

Podemos calcular uma expansao em série de Taylor para a fun¢cdo gama incompleta superior
se primeiramente fazemos uma substituicdo t = u + x na integral (A.2) e fazemos

I'n+1,x) = /t”etdt
X

= ex/ (u+x)"e “du
0

= e_x/ Z (n)u”_pxpe_”du, (A.8)
0 k=0 \P

onde p = n—k e usamos o fato de que (7)) = (,",). de tal sorte que

oy

k=0

C(n+1,x) = x;(”) “Pe Uy
()xprn pi1)

= "i xP(n—p)!

= pin

> n+1
= Kk A9
,;)rn k+1) (A.9)
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Usando o fato de que y(n+ 1,x) + ['(n+ 1,x) = ['(n+ 1), pela equagdo (A.3), podemos isolar
a funcdo gama inferior nessa relagdo e usar a expansiao da fun¢do gama incompleta superior
dada em (A.9) de forma que podemos escrever

y(n+1,x) = T'(n+1)—T(n+1,x)
- F(I’l—{—l) n—k

= F(n-l—l)—e_xz

- , A.10
kZOF(rH—l—k)x ( )

de tal maneira que para nossos propdsitos no capitulo 4, utilizamos n+ 1 = s = 3/2 e para
valores grandes de x, a aproximacao assintética da fungcdo gama incompleta inferior se torna

) - 1))

oo a2

2

Q

(A.11)

onde utilizamos a primeira iteracdo k = 0. A equagdo (A.11) nos mostra formalmente o re-
sultado (A.4) uma vez que quando x é grande, a primeira correcdo em (A.11) vai a zero e

retomamos o valor correspondente a funcdo gama total I (%) = \/T%

» Expressoes tuteis

y(Lx)=1-e" (A.12)
Y(é,x> = Vmerf(y/x) (A.13)

3 | 1
}/<§,x> ——\/J_ce +§y(§’x) (A.14)
onde

206"
0 VT

€ a func¢do erro de Gauss. As propriedades A.12 verificam-se facilmente com a substitui¢do do
valor de s correpondente na integral que define a fun¢cdo gama incompleta inferior (A.1).

erf(z) = dt (A.15)



APENDICE B

Desenvolvimento matematico da entropia na
presenca de back reaction

B.1 Entropia no espaco-tempo comutativo

Na se¢do 4.2.2 iniciamos o cdlculo da entropia e apresentamos o resultado do desenvol-
vimento sem muitos detalhes para que a sequéncia da discussio apresentada em tal secao ndao
fosse interferida pelo desenvolvimento operacional matematico necessario. Na secao atual pre-
tendemos detalhar o processo de obtencao de tal grandeza. Iniciando com a relacdo para a parte
imagindria da acio apresentada na se¢do 4.2.2

283 g o do’
ImS = 3 a/() N1 o
(M= 0" [ 14 G- |
21/32/60 (M+—CO/)2 do'
3 oo [(M+—a)’)7/3+6(M+—a)’)1/3}

e agora fazemos a substituicao

U= <M+ _w/)1/3
1
du=—3(M; — o) Pde =  do' = —-3u’du

que leva a

6
ImS = :—21/3£/M—u2du
o) (u'+ou)

8
— _21/3£/u—d
o) (u'+ou) !

7
_ —21/35/ “ . B.1
a) ub+o) ! ®.1)

Agora efetuamos a divisao dos polindmios no integrando para obter

u’ uwub+o)—ou (b+o)u u

Wt+o) " (to) (o) (uto)
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Entao,

ImS = —21/32/ u—GL du
o (ub+ o)
_ 1/35/ _ /L
2 a[ udu— o (u6+6)du

2
IS VL e L
= 237 [2 G/<u6+6)du} (B.2)

Portanto, temos que resolver a integral acima. Para isso, facamos a seguinte mudanca de varia-
veis

1
dz=2udu = udu—= Edz

entao, teremos

B=[ " au = - d
/(u6+6) ! 2) 740

= 5 / (z+o1/3)( 61 et o2/ onde fatoramos o denominador

/ z—20'/3
2 302/3(z+o"/3) - 3023(2 - 6183z +623)

dz,

onde no ultimo passo nés calculamos as fracdes parciais do integrando e o reescrevemos. A
primeira integral resulta em

! _ dz__ _ 1 1/3
362/3(Z+61/3)dz_ 362/3 / (c+oll) 361/31 n(z+o/7). (B.3)

Para a segunda integral, vendo que pode aparecer a antiderivada do logaritmo, usamos o truque

Y

1 3
13 _ Yoo 173y 2 ~1/3
20 2(2z c/”) 50

€ assim,

—20'/3 . 2-0!'? ~ 30'P dz
/362/3 — o324+ 62/3) Z_E/z2—61/3z+62/3 T2 ) 26 Bt o2
(B.4)
Para a primeira integral acima fazemos

v=2° 1/3Z—|—62/3
dv = 2z—o’1/3dz,
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de tal sorte que

27— 1/3
| e gade = =0 Pt 7). (B.5)
5= <

Para a segunda integral em (B.4), completamos o quadrado no denominador

/ dz _/ dz
Z2—0'1/3Z+C72/3 <Z—%/3>2_|_%62/3.

Agora fazemos a substitui¢cdo

22—61/3
P=" A5/
2
dp = d
P=" 13
e, portanto,
/ dz 2V/30!/3
= p
2
(=) +i0%3 302Pp? 3023
B 2 / dp
~ V3ol/3) pr+1
2
- Warctan(p). (B.6)

Portanto, usando os resultados das integrais acima, finalmente podemos escrever o resultado
da integral B como

1 1
u*— ') + 561/3 In(u* — ¢'/3) — 661/3 In(u? +c'/3)

1 1/3 V3
B = —6\/56 arctan [30_1/3

(B.7)
entdo, a parte imagindria da acao (B.2) se torna

21/3 2 3 1/3 3 1
ImS = -— an{%—[—\/_g arctan 361/3(2uz—c71/3) +Eal/3ln(u4—61/3u2+0'2/3)
1/3
_ %ln(u2+ol/3)]}
1 & 2 \/§61/3 \/§ 21/!2 61/3 2 1/3
= _ma{u +Tarctan 3 m—l +Tln(u +0'/7)

5l/3
- Tln(u4—0'l/3u2+61/3) . (B.8)
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O préximo passo agora € voltar com a varidvel de integragdo original u = (M — @’) 1/3

_ l 7 nays, V30! V3 [ 2(My — 0')?3
ImS = —ma{(M+—w) —l—Tarctan T T—l
1/3

+ GTln [(M+ _ 0)/)2/3 +G]/3:|

1/3 ®

_ GTIH [(M+ _ a)’)4/3 _ 61/3(M+ _ w’)2/3+61/3] }
0

LT o1 (V3 rean |3 [ 2M =0
= {(MJr o) c 5 arctan | = Y 1

213 @
+ %ln [(M+ — )3 —i—61/3} — éln [(M+ —w)*3 -6, - a))2/3+61/3])

2/3
- M + o/ (Tarctan[T 61/3 —1 —|—3I(M +G/)
1
_ glﬂ(Mi/3 Y 1/3)) } _ (B.9)
Usando que a variacdo de entropia é AS (€) = —2ImS, o resultado é a equacgdo (4.104):

_m)2/3
© — 3% 02 ol (V3 2(My — o)
AS'Y = 2 (x{(M+ (3 arctan[ ( Y 1
1
6

n %m [(M+—a))2/3 1/3} —mn [(M+ )3 — 1/3(M+—a))2/3+61/3])

2/3
3 3 (2M
— Mi/3+61/3 (\/T—arctan [\/T_ ( 513 — 1)

1
+ 30 ')

B.2 Entropia no espaco-tempo nao-comutativo

Vamos agora calcular a entropia do sistema. Antes de mais nada, para calcular a entropia
com o auxilio de (4.71) e (4.76) precisamos escrever a gravidade superficial em (4.127) em
termos da massa M . Essa é uma tarefa impossivel com o uso direto da relagdo entre r e M
em (4.6)
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Entretanto, se usamos a expansao assintética da fun¢ao gama incompleta inferior dada na equa-

cdo (A.11)
3 3 3
V(E’X) - F(i) ‘F<E’X>

VT [ 2 x(le)/Z]
~ — |l1—e —, (B.10)
> | h G

no regime x >> 1, vemos que a relacao (4.6) se torna

; 8M, (3

o= Yl =,x

+ adym’\2

8M, VT 4M.

r, = _— = —

+ ad\/m 2 o’
(4M,)3

Se usarmos a relagcdo acima na expansao assintdtica anterior (com x = ri /40) e substituirmos
o resultado em (4.6), vamos encontrar

i 2 7(1-2p)/27
M3
&M /4 M = | 43076
ri o i £ I —exp| —— o 3
a’Vm 2 43020 ) )= T(3-p)
| N % |
4M 2 M M
— _3+ 1— = 1+ exp | —— +
o VT \ 43020 43020

onde fizemos a primeira iteracao p = 0. Logo,
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2

1
4M 2 M3 M3
ri ~ —; l——— * _exp | — 1+
o VT 23a/0 43020
. | 45 1 Mo\ |
+ - 3 +
= —— |1— Miexp | —
a3 avno HEXP 4%0529
2
3
AM.)3 4M )leXp <_4%;ze>
3 3
= A (My)5 1) (4My . (B.12)
a o vVrh

Com a equagdo (B.12) somos capazes de escrever aproximadamente a gravidade superficial
IC em (4.127) em termos da massa M. Antes, vamos usar (4.6) e (B.12) para escrever uma
expressdo para ¥ (3,x) necessdria. Temos

}/(3 ri) _ VT 33

(B.13)

Assim, teremos que usar (B.12) e (B.13) em (4.127). Perceba que em nossa aproximagdo
2

. r . . - .. . .
assintética x = ;5 >> 1 equivale a fazer uma aproximag@o ao limite do comutativo, pois ao usar
(B.12) estamos usando a primeira corre¢do ndo-comutativa do espago-tempo nao-comutativo e

2
exploramos esse limite ao fazer x >> 1 porque se Z—g >> 1, % >> 1 também, como pode ser

visto de (4.6) (ja que y(%,x) — */TE nesse limite). Nesse sentido, vemos que o termo negativo
entre colchetes na expressdo anterior € muito menor que 1 e serd desprezado no célculo de
que segue
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3 2
2 [(4M)3 1 [@m)s]” 2 M} 16
g SRR 3—— 4at); —=exp | ——— 1+ ° 6
2 o 463 o VT 43 020 ] {(4M+)§}
o
[ 2
o(4My)3 1 4M, 2 M l6o
(4M) L 3+_exp _ P [IJF 2}
2 493 Q° \/m 43020 16M7
1 . 2
o(4M, )3 2M M}
@My oMy MD (1+%>
2 030/ 7o 43020 Mz
: 2
M?

1 2 exp| ———
06(4M+)? 3+ 30 2MJr M_?_ 20 43 20
2 M2 a3676 P 43020 036+/7o M,

1 - 2 ) % ]
o(4M, )3 3(M++G)_ 2 (MJrJrcr)eXlD . M
2 M? a’0/no My 43020
- ) -
M3 2 M3 M
g(4M+)% 3( +—;G)— ( ++G)exp ——
2 M o36vVmo M, 43020
i ) i
o (4M})3 (M2 + o) 2M M3
= 5 - exp | ——
2 Mz 030+/70 43026
2
M? +o 2M M
2 M3 030+/70 43026
+
N
o (M3 +o0) 2M M3
T 5 3 CXpP| — 1
23 1‘4}r a’0/ 7m0 43020
2
3a (M2 + 0 2M M;
SaWro) L M (M (B.14)
23 M3 3036/76 43020
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/
mS — __do
IC(M+—(L)/)
1 5
23w (@ M, —o)3do
= = / ( +2(M ) ) o] 1
@’ —w
T )
Entao, fazendo
x=M-o
dr— —do (B.16)
vemos que @ =0=x=M, eque ® = ® = x= M, — @. Logo,
1 5
23w M+ xX3dx
ImS =
o 3a 3

My —w) (x2—|—6) {1— 39feXp( 3 29)]
(04

Expandindo o termo

-1
1— 2x x% s 2x X3 n
3030+/70 43020 3036/76 2326
chegamos a

1 5
2371 X3

2
oy 2
ms — X[ o
" 30 Jm,—w) (X*+0) 3a39\/ < )

X3
(X
1 5 2
23w M+ X3 2x3 X3
= dx. (B.17
3o /(M+—co) (x2+6) 3030/ 70 x2+G ( 23 2 )] ( )

Portanto, temos duas integrais em (B.17) acima. Atacando a primeira:

dx

3
3

bt
By=[| —5——d
! /(x2—l—6) *

vamos fazer a substitui¢ao

2
u==x3 :u3:x2
2 1
du—gx 3dx

2

£ 3 _1 .
repare também que podemos escrever x3 = x“x~ 3. Assim, teremos
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u,

B =- d
! 2) w+o

3

S€ usarmos o truque u~ = u3 + 0 — 0, teremos

3—1—66
B, — / i
u’+o

w+o c
= —/ — du
(ui+o u3+6)
- 2/( u3+6)du
1
- E[M_G/u3+odu]’

: . 1 1 2 .
fatorando o denominador na integral como u® 4+ 6 = (u+ 63)(u> — 63u+ 63), B; tomard a
forma

3 3
B, = =
: 27 2 / S —
3 3
I / I (B.18)
20 27 (uto3) - oiu+o3)
Calculando agora as fracdes parciais, vamos ter
1 G Hu+K
_ 4 ur (B.19)

e, portanto,

1 = Gt—o3u+03)+ (Hu+K)(u+o3)
1 = Guz—GG%u—i—GG% +Hu2—|—H6%u+Ku+KG%

1 = (G+H)u2+(H0’% — Go —|—K)M+GG% +Ko3

que nos leva aos sistemas:

G+H=0 H=-G
(H-G)oi+K=0 = {(-G-G)o3+K=0
Go3 +Ko3 =1 K =203G

.. 2 1
e substituindo K em Go3 + Ko3 = 1, teremos



B.2 ENTROPIA NO ESPACO-TEMPO NAO-COMUTATIVO

30:
= H=—-——
303
1
203
= K=-—
363
Usando tudo isso e substituindo na integral, vamos ter
5 3 3. 1 u—20% J
1 = <U— < — u
202 363 303(u2—ociu+ol)
3 o3 du o3 u—203
= —u——— | —— du

(O8] 8]
~—

2 2 ) utos 2J) 2-ocluto

1 1 1
L 1 3 1
usando agora o truque u —263 = 5(2u— 63) — 563, podemos escrever

3 0'% G% 2 G% 303

k 1 R u—

Bi=-u——In(u+o03)+— 5 : 5
2 2 2 2( 3) 2u?*—o3u+o03)

2 1
u“-—o3u+o
se definimos a integral acima como C; de forma que

1 1
1 2u— 03 303 d
CI:—/ - —du— S
2) (w? - o5u+03) 2 J w2—o3utos

Para a primeira integral em C| acima podemos proceder fazendo

2 1 2
y=u" —03u+03
{dy: (2u—0'%)du

de forma que

1

2u—o3 d

/ ! - 5 du:/—yzln(y)zln(uz—cézﬁ—cr%).
(u>—o3u+03) y

Para a segunda integral em C; teremos

/ du _/ du
> 1 7 = 2 ,
u>?—o3u+ o3 (u_ ) N

103

(B.20)

(B.21)
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onde completamos o quadrado no denominador. Fazendo agora

2u—6%
y =
V3o
2
dy = -du
V303

chegamos a

2\/303
/ Qu—o3)2+ 363
B / 2303
(

y
ﬁo%)2y2+36%

2V363 [ dv 2303
= 5 / s = >— arctan(y)
303 y +1 303

1 1
2303 2u— o3

_ \/_‘2’3 arctan( “ Gf) (B.22)
\/_ 1

303

Reescrevendo Cy:

1 1
1 303 2 2u—o3
C, = —ln(uz—G%u—i—G%)— ° - arctan u-o

1
1 2u—o3
= —ln(uz—G%u—f—G%)—\/garctan M—GI . (B.23)
2 303

Reescrevendo agora B

1 1 1
3 3 301 2QU— 03
B = —u—ﬁln(u—kcréﬂ—2 —ln(uz—c%u—kc%)—\/garctan i 613
2772 2 |2 o
1 1
3 301 Qu—0o3
B, = u 2 —ln(uz—G%LH—G%)—ln(u—kG%)—\/garctan ! 613
2 2 12 363
3: o7l 23— o\
2 4 1 2 2 2 1 X3 —
Bl = Zx3—— |=In(x3 —03x +063)—In(x? +03)—+3arctan | ———— (B.24)
22 V305 /-
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Agora, vamos atacar a segunda integral em (B.17). Vamos proceder removendo a constante

. . . 2 . . ~ . . . .
— iminuir rita. Fazen
multiplicativa 3030 7n0 do sinal de integracao, para d uir a escrita. Fazendo

1
u==x3 <:>u6:x2
I 2
du:§x 3dx

= 3du = x*%dx ou 3uldu=dx

ul() l/l2
= 3 [dug—exp (— : ) (B.25)
w+o 25020

Note que por divisdo de polindmios podemos reescrever o integrando acima como

10
u 4 ou
p— _— B.26
ub +o “ ub +o ( )

4

€ assim,

B 3/d [ 4 ex < w ) ou’ exp( ud >
= ulu — — -
? ’ 25020 (u +0) 23020

2 4 2
= 3/u4exp (— 2u )du—36/6u—exp<— 2u )d .
235020/ ) W+o) 25020/

g

D D,

<

(B.27)

2 . ~
Para resolver D adotemos v = 23 26 e executemos uma integraco por partes na forma

f=u df=3u’

Ll2
dg=ue vdu g=-—

que nos leva a
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u2
Dy = /u4eva’u

2
V 3 & / u
= —Eue v+— wre™ v
f=u df=du
w2
Ve v
dg=ue vdu g= ¢
2
= vu3e_72—|—3v vue v / e 7
2 2
v 2 3v: 2 3v? 2
= —§u3e V—Tue_V+T/e vdu,

resolvendo a integral remanescente com w = \%, e por isso dw = j—”;, teremos

/va’u—\/_/ de_\/zv_” \/_ (B.28)

onde multiplicamos o integrando por 1 = 2% para chegar a equagdo anterior. A integral acima

¢ conhecida como fung¢@o erro de Gauss erf(w). Portanto,

/e_uvzdu = \/;_nerf(w) = \/;/_ﬂ:erf<i> . (B.29)

Portanto, D; é

D1 = 3 W Eu e v — Tue
1 2 2
3 3 v 3 3v? 3
_ ‘fvierf <%> —Exe*% —Tx%e*% (B.30)

Vamos agora dar atencdo a D,. Vamos reescrever o denominador do integrando e depois
expandir em série:
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u
1 o 0\2 _2
= /du; [1+<—E>+(—$) +...}€ v
e e
_ /e N du—G/e —du, (B.31)
u u
I h

onde mantivemos apenas os termos de maior ordem da expansao. Trabalhando com a primeira
integral vamos fazer uma integracao por partes por meio de

u? 2 v
f=e Vv df=-""""qu
I
dg=—du g=—-
u

que nos deixa com

e v 2 a2
= — —/—e vdu,
u \%

— — du g4
mas se fazemos w = N ind dw = v 8 integral se torna

u? 2
e v LV 2eY
L = - - — d
! vﬁ/ vz

1

e v T X3
L o= - —y/Zerf [ == ]. B.32
=i (ﬁ) .
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Agora atacamos /I, com a integrag@o por partes dada por

2

u

2

e v 27V 6e v
— df = — d
! u® ! vud u’ “
1 1
dg=—du g=—-
u u
de modo que I, é
ll2
L = /e M
2 = 8
_u? ’ _u? 6 i
e v e v e v
- T _/ vub + u du
a2 ) W _a
e v e v e v
= — — | = du+6/ du
u’ v/ ub us

Note que a integral que define I, = [

2
e v

anterior. Isso nos permite resolver para I, como segue

Precisamos agora resolver /3:

e v e~ v
= d = —

! ut ! vul
1 1
dg=—du g=—-
u u

e v 2 / e
Tu’  Tv

[

u

2 / e v
u’ % ub

u

du— 61

[

v

u6
L

du.

108

(B.33)

——du aparece novamente no lado direito da equagdo

(B.34)
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vut u®
2 2
eV 2 [e Vv
u \% u
M2 Mz
I e v 2 /ev
3 = — —_ u
Sud 5v ut

e v 2e" v 2e
— df — — d
f u? f Vu + u3 “
1 1
dg=—du g=—-
u u
_u?
(4 \%
L, = d
4 / ut “
i ’ _? ’ _a?
e v e v e v
L = — — d
4 u3 / vu? * u* “
i ) _d?
e v e v
L = — o du—
4 ud v/ u? du—2l4
i ’ _id?
e v e v
L = — - d
4 33 3v/ 2
e v 2
L = — ——1
4 33 3y

Logo,

<%

I__e_u7_2 —e_u—\/Eerf u
YT T3 3y u % Vv

109

(B.35)

(B.36)

(B.37)

Onde no6s substituimos /1 em termos de u. Agora, substituimos I em (B.35) para obter /I3:
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u u2 2
L= e v 2 eV 2 —e_v—\/Eerf u
37 755 sy 3w 3v u vV

M2 142 112
e v 2e” v 4 e v T u
L = — — —/—erf[ — . B.38
3 55 | T5vid T v | a \/:er (ﬁ) (B.38)
Substituindo agora a equacao para I3 anterior na equacdo (B.34), teremos
M2 MZ u2 112
L o= e v 2 _e_7+ 2e” v i 4 e \/Eerf u
27T v s | 15vid T 152 u JV

u

2 ) ) w2
_ _e_7+26_7_ 4e—v 8 _e—v_\/’erf
N 7’ 35vi® 105v2u3 105v3 u

8 T u (8u® —4vu* +6v2u> —15v3) 2
= 7 —erf| — | + 3 e v
105v7\ v \/V 105v3u

8 3 8x2 —4vxi +v2xi — 15v3) 3
L = —7\/Eef O ) B A PV T ISV o (B.39)
105v7 \ v NG 105v3x3

Temos I em (B.32) e I, no resultado anterior necessdrias para determinar D, em (B.31).
Com D, seremos capazes de determinar B, em (B.27) e aliando este resultado a B| em (B.24)
podemos determinar ImS em (B.17) e com isso a variagdo de entropia. Entio,

2
5 T X3 8 T X3 (8x? — 4vx3 +v2xE — 15v3) .3
= ——y/ef| —= | -0 | ——=/-ef| —= |+ 7 e V.
! v NG 105v7\ v VvV 105v3x3

(B.40)
Assim
B, = 3D;—30D;
= 3(D1—GD2)
33f S9Y v o3 Whyod e \/Eerf X
= — | —zxe vV ——x3¢ V-0 |— —1\/= —
v 2 4 e v Vv
8 T X3 (8x2—4vx%+v2x%—15v3) 3 M
-~ o —7\/ierf )+ - e (B.41)
105v7y v Vv 105Vv3x3
(M1 -w)
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Agora, com B de (B.24) e B, acima temos que (B.17) fica

237 2
ImS = B +—B>
30 ( " 3030V
1 1
23g (3 2 03 |1 4 12 2 2 1
— Y SO Rt 3 _o3x3 3) 3 3
3a <2x 7 {zln(x 03x3+03)—In(x3+03)
2% G% My
x J—
— \/garctan (—1>]>
V3o (M, —-0)
2in 9v3\/Eerf X3 3v 3 9y2 ! i
= — | —=—xe vV ——x3e v
9049/t \ 8 Y V'V 2 4
2
_x3 1
e v T X
+ 30 —}—\/jerf —
8w () @2—dvddvid—isvd) 3\
+ o —erf| —= | + > e v (B.42)
105v7\ v VV 105v3x3
(M1 -w)

Avaliando:
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= ImS

1 1 2 1
23w )3 2 o3 |1 4 2 2 1 2M; — o3

3¢ | 2

4 1 2 2
237 ov3 In M3 3v M 9y2 1 m} -
aiovre ) 8 \/;erf | =S MV Ml +30 |

o T

1 1 4 2 2

T M3 8 T M3 8M?2 —4vM3 +VviM3 —15v3) m}

+ \/jerf —~ | +o —\/ierf — +( + + — )e_%
v VIV AWy 105v3M;

2 2
o3 x| -w)i] 3v _m-0)3  9y? 1 (My-o)s
et | L2, —w v 2 (M. — )3 v
3 \/;er [ JV + 2( + Je + 4 (M )3e

N2 . % 2 _ — 3 M+—w%
L B ) —4v(M. - ) +V§M+ ) 15"16(6))”, (B.43)
3

Agora usamos a relagdo AS = —2ImS para encontrar a expressio para a entropia do sistema
na presenca de back reaction. Portanto, apés multuplicar a expressao acima por —2 e fazer
determinados ajustes a expressao final para a entropia € dada por
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3 3 o3
1 2 4 12 2
+ gln(Mi—km)——ln(Mj—mMj—Hﬂ)]}
2% \/E V3 T (M+—CO)% \% M _(M+7w)% V2 M 1 _(M+7w)%
— & — = —_— 0) v _— —@)3 v
T oaeVe |2V NG 3 My~ @) (M — )z
2
My —w)3

. [8(M+—w)2—4v(M+—w)%+v2(M+—w)%—15v3]e,<M+;m)% ]
105v3 (M, — )}
2
v [m MJ%r R Y %7@ 20 e*@ T Mé
iy ;erf W +§M+e v —7M+e e Mé +\/;erf W
of 8 [=n Mi (8Mi—4vM_%+v2M_%—15v3) _é
) 105v7\/; AN ¢ ’ B4

7
Vv 105v3M:

2 ~ 7z ~ .
com v =23a?6. A grande questio agora é saber se a equacio (B.44) acima reproduz, como
casos limite, os resultados obtidos anteriormente sem o efeito de back reaction e para averiguar
isso, fazemos ¢ = 0 de forma que sobra

4 1 1
I T > 2123 x| v ¢ (M, — )3 M;

AS| . o = 235 |[(My—@)i —M3 | +—=—/= — /= |erf | ————— | —erf [ —=
|o_0 e {( + ) + 0649\/; 4 \/: er [ v cr Vv

2 2 2 )
2 3 £ 3 2
v LMy 1 (My-0)3 \Y M7 (M -0)3
—+ 7 Mj_e v —(M+—(D)3€ v +§ M+€ v —(M+—a))e v s

(B.45)

2 . ~
lembrando que v = 23 a:?6. Note que (B.45) se reduz ao caso comutativo da equagio (4.105)
. . . . 3 7z
se tomamos o limite \r/—% — oo que no caso acima pode ser entendido como My >> vz, ja

que M se relaciona com r, pela aproximagdo M =~ ri e v € linear com 6, o que leva a
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3 3 2 1
<’—+> ~ (AL;) ouM,/v2, ouMi/v,ou Mi/\/v. Se tomamos esse limite, vemos que
97

—2%71: M % M% _AS(C) B.46
Mi>>vie—0 — a (M — )5 =M | = ASL, (B.46)

AS|

porque a funcdo erro de Gauss tende a 1 se seu argumento tende ao infinito e com 1sso 0s
termos entre chaves em (B.45) zeram. Também € importante perceber que a equacao (4.104)
também € recuperada, pois quando fazemos M, >> v%, ou seus limites equivalentes, todos os
termos que contém a fun¢do erro ndo vao a zero, mas a fungdo erro vai a tende a 1 nesse limite
e os termos cancelam-se aos pares. Com essas consideracdes, vemos que obtemos todos os
resultados anteriores se manipulamos a equagao (B.44).

Mesmo com esse resultado precisamos confirmar que (B.45) é a expressdo correta para a
entropia no espago-tempo ndo comutativo quando desconsideramos o efeito de back reaction.
Para tanto, podemos usar a primeira lei da termodinamica para calcular a entropia:

dM.,
S, = [ ==
+ TH

com Ty dada por meio da relagdo /27 expressa em termos da massa M, na equagdo (B.14)
com a condi¢do ¢ = 0. Essas consideragdes nos mostram que

2
KMy) 1 3a 1 oM _mMP
Ty(M.) = =——M; [l —-————¢ v B.47
HM) = Zaa ™ | swrevme’ | (B.47
este resultado na relacdo da primeira lei fornece
(M, —0) o 3!
2r —0) ] M M
AS, = 2%—/ : Sl | M
3o /mr, M3 3°0v/ 1O
4 / B 2
23 1T (M, —) 1 M w3
:__/+ 1 e | A
3 a)u, M3 | 3o 076
4 - 2
23 1T (M —w) 1 oM w3
z——/+ it e | aM,
3 a/um, M3 | 3o NET
2
S /(M;w) BRI LV FR
Salm s 3076v7E0 Ju * +
4 M- ’ , 2
23w 3,27 2 M-0) o M3
= <= 15 +—F M. 3¢ v dM., |. (B.48)
3 [2 Tl 33076 i, * *

Mais uma vez nosso trabalho € resolver a integral. Neste caso, a integral anterior devera ter o
resultado ja conhecido de (B.45) e para resolvé-la comecamos com a substituicao



B.2 ENTROPIA NO ESPACO-TEMPO NAO-COMUTATIVO

|
<

>
|
|
S
+ ~
=
WIN
I
=
[§)

denotando a integral por A, teremos

A= /M'3e +:3/er,

f=x df=3x%dx

e integrando por partes

2

£ Ve_x7
dg=xe vdx g=—
2
1%
A = —Exg’e_V—/——VX e de
V 3 1 / 2 2
= ——x3e v x“e  vdx.
2 + 2
14
Utilizando mais uma vez a integrag@o por partes,
f=x df=dx
2
£ ve v
dg=xe vdx g=—
2
teremos que a integral V' se torna
\% 2 vV 2
V = —=xe v —- | —=e vdx
2 / 2

fazendo agora u = \iﬁ = du= \‘j’i, encontramos

1% 2
V = ——xe v+ \/—/ e du
2
2 VA VT e
-5 vV /

v _2 vyvm
= —Exe_V—i— 1 erf(u)

B A% _%_l_v vnerf X
I 4 N

115

(B.49)

(B.50)

(B.51)
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Logo, A fica
\4 3, 2 v v L NAZ 3 X
A = —— v — v f| —
ey [t e
3 2 3v3/v 2
= X xe v+ ——— 2 erf (%) — %x3€_7 (B.52)
e substituindo isso em (B.49), obtemos
V2V 9v2 2 3y 5 2
A= Terf <%> — Txe_7 — 7)(?36_7. (B53)

Este € o ingrediente que faltava para a relagcao (B.48). Logo,

09030/ O

(My—w)

4 1
2 2-23 2/vre M3
AS, = 2%g{(M+—w)§—Mi]+f : [9v V”erf< + )

2 /2 /2
9v M 1 M3 3VM, M+3]

My

(B.54)

que confirma (B.45).

Para resumir, temos a entropia na presenca de back reaction dada em (B.44), os casos limite
sem back reaction: no espago-tempo nao-comutativo em (B.45) e no espaco-tempo comutativo
em (B.46); e o limite do comutativo na presenga de back reaction em (4.104). Com essas con-
sideracdes, vemos que recuperamos todos os resultados anteriores se manipulamos a equacao
(B.44), como esperdvamos que acontecesse.
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