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“E a experiéncia que nos faz aprender todas as coisas.”
— L. Frank Baum.
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Resumo

A construcao de um sistema experimental versatil, integrando tecnologias como Ar-
duino, modelagem e impressao 3D, além de processamento de imagens, mostrou-se eficaz
para investigar a dindmica de particulas ativas. O sistema permitiu explorar transi¢oes en-
tre regimes dinamicos regulares, mistos e cadticos, com andlise quantitativa baseada em
trajetorias e velocidades. Os resultados experimentais apresentaram boa concordancia
com previsoes tedricas, validando a metodologia utilizada. Além disso, o sistema desen-
volvido possui potencial de expansao para estudar novos cenarios geométricos e os efeitos
de perturbagoes externas, consolidando sua utilidade como ferramenta experimental para
o estudo de sistemas dinamicos complexos.

O formato das paredes do bilhar é determinado por um parametro v € [0,0,5]. A
medida que 7 varia, a dindmica do sistema transita de regular (y = 0) para totalmente
cadtica (v = 0,5), passando por regimes mistos para valores intermedidrios. O robd,
em interacao com o bilhar, fornece uma plataforma ideal para investigar essas transicoes
dindmicas.

A sensibilidade do robo6 as condigoes iniciais foi analisada por meio do expoente de
Lyapunov A, caracterizando a dinamica observada na interacao robo-ambiente. Inicial-
mente, explorou-se o expoente de Lyapunov no bilhar circular (y = 0), onde o valor
experimental obtido foi Aexp >~ 0, indicando a auséncia de caos e servindo como calibra-
¢ao. Foram apresentadas medigoes de espagos de fases mistos (0 < v < 0,5) em bilhares
fora do escopo Optico, com abordagens numéricas complementando os resultados experi-
mentais. Este estudo permitiu uma exploracao detalhada da sensibilidade as condig¢oes
iniciais em sistemas dinamicos, destacando a caracteristica marcante do caos em sistemas

complexos.

Palavras-chave: Bilhar Experimental, Particulas Ativas, Dindmica Cadtica, Expoente

de Lyapunov, Analise de Recorréncia.



Abstract

The construction of a versatile experimental system, integrating technologies such
as Arduino, modeling, 3D printing, and image processing, proved effective in investiga-
ting the dynamics of active particles. The system enabled the exploration of transitions
between regular, mixed, and chaotic dynamic regimes, with quantitative analysis based on
trajectories and velocities. Experimental results showed good agreement with theoretical
predictions, validating the methodology used. Furthermore, the developed system has
potential for expansion to study new geometric scenarios and the effects of external per-
turbations, consolidating its utility as an experimental tool for studying complex dynamic
systems.

The shape of the billiard walls depends on a parameter v € [0,0.5]. As v varies, the
system’s dynamics transition from regular (v = 0) to fully chaotic (v = 0.5), passing
through mixed regimes for intermediate values. The robot, interacting with the billiard,
provides an ideal platform for investigating these dynamic transitions.

The robot’s sensitivity to initial conditions was analyzed through the Lyapunov ex-
ponent A, characterizing the observed dynamics in the robot-environment interaction.
Initially, the Lyapunov exponent was explored in the circular billiard (y = 0), where the
experimental value obtained was Aeyxp =~ 0, indicating the absence of chaos and serving
as a calibration. Measurements of mixed phase spaces (0 < v < 0.5) were presented in
billiards outside the optical scope, with numerical approaches complementing the experi-
mental results. This study enabled a detailed exploration of sensitivity to initial conditions

in dynamic systems, highlighting the remarkable feature of chaos in complex systems.

Keywords: Experimental Billiard, Active Particles, Chaos Dynamics, Lyapunov Expo-

nent, Recurrence Analysis.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho é uma continuacao de uma pesquisa anterior, na qual foi desenvolvido
um experimento para observar o comportamento cadtico em sistemas de bilhar, utilizando
uma montagem macroscopica. Nesse experimento, uma camera digital registrou a evolu-
¢ao temporal da interacao entre um robd e um bilhar tipo estadio de Bunimovich, com
reflexdo especular. A partir da série temporal obtida experimentalmente, foi calculado
o Expoente de Lyapunov como funcao de um parametro geométrico, cujos resul-
tados foram consistentes com as previsoes tedricas. A superficie de secao de Poincaré
foi determinada e sua sensibilidade as Condicoes Iniciais foi analisada em funcao
do tempo [1]. Particulas ativas continuamente injetam energia no sistema. Entao, a
area do conhecimento chamada de matéria ativa fala sobre entidades autopropelidas. O
marco no estudo de sistemas ativos, ¢ o estudo da interagao das particulas com bordas.
Essas interacoes tém aplicagoes praticas em sistemas biologicos e engenharia, tal como
robos. Tais resultados sao motivagao para exploragao do papel do confinamento em novas
configuragdes para particulas ativas, incluindo sistemas de bilhar |2, 3].

Na pesquisa atual, ampliamos o escopo da investigacao ao explorar a interacao entre
um robd e o ambiente em um sistema de bilhar tipo Limao. Para isso, foi desenvolvido
um robd em Arduino, que atua como uma particula ativa no bilhar. As paredes do bilhar
sdo ajustdveis conforme um pardmetro geométrico, v € [0,0,5], que permite observar
mudangas dindmicas desde um comportamento regular (v = 0) até o regime totalmente
cadtico (v = 0,5), passando por fases mistas em valores intermedidrios de . Usamos o

[EL] para caracterizar a sensibilidade do robo as [CIg
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1.1 Sistemas Dinamicos

Figura 1.1: Representacdo qualitativa do sistema dindmico Sol-Terra-Lua, conhecido
historicamente como um exemplo do problema dos trés corpos. Este sistema ilustra a
complexidade intrinseca das interagOes gravitacionais entre trés massas, onde a forga
miutua entre os corpos gera movimentos nao lineares e acoplados.

Um sistema dindmico ¢ uma formulagao matematica que descreve a evolugao temporal
de um conjunto de variaveis de estado. Para sistemas continuos, a evolucao é frequente-

mente descrita por equagoes diferenciais:

dx
dt

onde x(t) é o vetor de estado e f é uma funcdo vetorial que incorpora as leis fisicas

= f(x,1), (1.1)

governantes. O estudo dos sistemas dindmicos, iniciado por Isaac Newton no século
XVII, constitui um pilar fundamental da fisica classica. Newton, ao desenvolver o célculo
diferencial e integral, formulou as leis do movimento e da gravitagao universal. Estas
equagoes permitiram a solucao analitica do problema dos dois corpos, descrevendo o
movimento orbital eliptico previsto pelas leis de Kepler. Contudo, o problema dos trés

corpos revelou-se intratavel analiticamente devido a sua natureza nao-linear e acoplada:

d2I'1 mlmg(rg — I‘l) mlmg(rg — I‘l)
=G G ,
HEITE lre — 113 + lrs — rq|?
d2r2 mlmg(rl — I'Q) mQM3(I'3 — 1'2)
=G G 1.2
e dt? |I'1 — I'2|3 + |I'3 — I'2|3 ’ ( )
d2r3 mlmg(rl — 1‘3) mgmg(l‘g — 1‘3)
=G G
s dtQ |I‘1 — I‘3|3 + |I'2 — I‘3|3

Onde r; sao os vetores posi¢do, m; as massas dos corpos e GG é a constante universal da
gravitagdo. Newton foi o pioneiro na abordagem do problema e obteve resultados em
ambas as frentes de investigacdo. Depois de analisar o movimento da Lua ao redor da

Terra e derivar uma o6rbita eliptica, ele investigou o impacto do Sol sobre essa orbita,
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considerando as variagoes induzidas (Fig. . Contudo, os calculos se mostraram extre-
mamente desafiadores, e sua estimativa para o movimento das apsides da Lua resultou em
um valor cerca de metade do observado, algo que ele resumiu nas edi¢oes posteriores do
Principia com a simples observacao: “A apse da Lua é cerca de duas vezes mais rapida”.
Os obstaculos que enfrentou foram tantos que ele comentou ao astronomo John Machin:
“.. minha cabega nunca doeu, exceto com meus estudos sobre a Lua” [4} |5].

Jean le Rond d’Alembert e Alexis Clairaut desenvolveram uma rivalidade de longa
data, tentando analisar o problema dos trés corpos com certo grau de generalidade. Eles
submeteram suas primeiras analises concorrentes a Academie Royale des Sciences em
1747. Foi em conexao com suas pesquisas, em Paris durante a década de 1740, que o
termo “problema dos trés corpos” (em francés: Probléme des trois corps) comegou a ser
comumente utilizado. Um relato publicado em 1761 por d’Alembert indica que o nome
foi usado pela primeira vez em 1747 [6].

No final do século XIX, Henri Poincaré revolucionou o estudo dos sistemas dindmicos
ao introduzir métodos geométricos. Estes métodos focam nas propriedades estruturais das
solugoes, em vez de buscar solugoes analiticas exatas. Os métodos geométricos envolvem
a representacao visual e analise das trajetorias nos Espacos de Fase , incluindo téc-
nicas como se¢oes de Poincaré. Estes permitem identificar estruturas como pontos fixos,
ciclos limite e variedades estéveis/instaveis [7]. Poincaré demonstrou que pequenas per-
turbacoes nas podem levar a divergéncias significativas nas trajetorias, um fendmeno
hoje conhecido como caos deterministico. As equacoes de movimento podem ser lineares

ou nao-lineares. Para sistemas lineares, o principio de superposicao é valido:

flaxy + Bry) = af(x1) + Bf(x2). (1.3)

Sistemas nao-lineares, como o péndulo simples (cuja a equagdo de movimento é dada
por: 6 + 2sen(f) = 0), ndo obedecem a este principio e podem exibir comportamentos
complexos [8]. A abordagem de Poincaré estabeleceu as bases para a teoria moderna dos
sistemas dinamicos, possibilitando o estudo de sistemas onde solugoes analiticas sao im-
possiveis ou impraticaveis, revelando caracteristicas globais do comportamento do sistema
e fornecendo informagao sobre estabilidade e comportamento a longo prazo.

O Espaco de Fase ¢ definido pelo conjunto de todas as possiveis configuragoes

do sistema, pode exibir trés tipos principais de comportamento:
1. Periddico: x(t + T') = x(t) para algum periodo T’

2. Quase-periddico: x(t) = f(wit,wat, ..., w,t), onde f é uma fungao periédica em

cada argumento e as frequéncias w; s@o incomensuraveis;

3. Cadtico: caracterizado por sensibilidade exponencial as [CIs|, quantificada pelo [EL]
A>0.
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Periédico Quase-Periédico Misto Cadtico
binagao d
Repetitivo e Regular, mas sem C?m ma_g/a O, ¢ Irregular,
Comportamento o, s regides periddicas e . o,
previsivel repeticao exata L. imprevisivel
caoticas
Orbitas no espaco Varidvel
pag Fechadas Em torno de toros (dependendo da Preenchem &reas
de fase Do
condigdo inicial)
Varidvel Baixa (sensivel a
Previsibilidade Alta Alta (dependendo da s
D condigoes iniciais)
condigdo inicial)
Planetas Péndulo dupl
Péndulo simples, anetas c~0m Bilhar cogumelo, _en o ¢up ?’
_ .. perturbagoes, N sistema de trés
Exemplo 6rbita planetdria (2 . Mapa Padrao, .
osciladores . o corpos, bilhar de
corpos) Bilhar Limao . .
acoplados Bunimovich

Tabela 1.1: Tabela comparativa destacando as principais caracteristicas de sistemas dina-
micos classificados como periddicos, quase-periddicos, mistos e cadticos. Sao apresentados
aspectos qualitativos como comportamento, tipos de érbitas no espaco de fase, previsi-
bilidade e exemplos tipicos, ilustrando a diversidade de dinamicas possiveis em sistemas
fisicos.

1.2 Dinamica Cadtica e Expoente de Lyapunov

|6x(t)| ~ |9x0|e**

6%

Figura 1.2: Representacao da separacio exponencial de trajetérias |0x(t)]| &~ [0xg|e,
que caracteriza sistemas dindmicos caGticos por meio do [ET]

A separacao exponencial de érbitas com Condic¢oes Iniciais préoximas no Espaco
de Fase leva ao conceito de . Este expoente, quando positivo, identifica a dinamica
como cadtica, um valor positivo de A indica que as trajetérias se separam exponencial-
mente como ilustrado na Fig. , caracterizando o caos [9, [10]. Formalmente, dado um
pequeno desvio inicial §x, o desvio dx(t) ap6s um tempo ¢ evolui aproximadamente como:

|6x(t)| ~ |6x0e™, (1.4)
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onde o A\ é o maior Os indicadores de sensibilidade exponencial aparecem na lite-
ratura com diversos nomes: nimero de Lyapunov, nimero caracteristico de Lyapunov,
expoente caracteristico de Lyapunov ou Expoente de Lyapunov . Estes indicadores
sdo conceitualmente fundamentados em uma série de teoremas demonstrados por mate-
maticos como Valery Oseledec e Yakov Pesin, e foram bastante divulgados por Giancarlo
Benettin, Luigi Galgani e Jean-Marie Strelcyn [11]. Como o caos se manifesta como diver-
géncia assintoticamente exponencial de duas trajetérias vizinhas, para estudé-lo podemos
construir solugoes das equagoes diferenciais do movimento que comecem em dois pontos
préximos, x e X/, e acompanhé-las quando estamos em uma regiao cadtica. A tendéncia
dessas solugoes é se afastarem exponencialmente (Fig. .

Para medir a divergéncia exponencial, Benettin et al. [11] indicam a necessidade de
proceder normalizacoes da distancia para evitar que as duas solugoes usadas se afastem
demasiadamente. Vamos chamar de dj a distancia (no entre x(0) e x'(0). Apds um
tempo 7, interrompe-se o calculo. Neste momento, a distdncia entre os dois pontos é
d;. Efetua-se uma renormalizagdo que consiste em tomar como ponto de partida para o
célculo seguinte, ao invés de x’(7), um ponto x”(7) que se situa sobre uma linha unindo
x(7) ao ponto X'(7), cuja distancia ao ponto x(7) é a distancia inicial dy. E assim procede-
se um numero de vezes n suficientemente grande para que se possa estimar a divergéncia

exponencial, que serda dada pela férmula:

nrt dg

Mm%, dy) = —1n <d”> | (1.5)

Figura 1.3: Processo de renormalizagao.

A nao linearidade é necessaria para a existéncia do caos; entretanto, nem todos os siste-
mas nao lineares apresentam dindmica caética. Exemplos de sistemas cadticos incluem o

péndulo duplo [12], o atrator de Lorenz |13].
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O conhecimento das leis que descrevem a dindmica dos sistemas permite estabelecer
uma distingdo clara entre determinismo e nao determinismo. O determinismo esta associ-
ado as leis que descrevem a dinamica do sistema, as quais sao conhecidas explicitamente
e nao contém termos associados a estocasticidade. Em um sistema cadtico, as leis que
descrevem o movimento sao conhecidas e nao envolvem termos estocasticos. No entanto,
a natureza nao linear das equagoes que descrevem o movimento e a caracteristica de afas-
tamento exponencial no tempo a partir de duas préoximas impedem o conhecimento

preciso de estados futuros, mesmo que o sistema seja deterministico [14].

1.2.1 Sistemas Cadticos de Tempo Discreto

Sistemas cadticos de tempo discreto sao gerados pela iteracao de uma funcgao nao linear
adequada, com a caracteristica de que o estado atual do sistema é influenciado pelos es-
tados anteriores. Esses sistemas podem ser aplicados diretamente em ambientes digitais,
sem a necessidade de algoritmos de discretizagao, ao contrario dos sistemas de tempo
continuo. A literatura apresenta diversos exemplos de sistemas cadticos de tempo dis-
creto, tanto unidimensionais quanto bidimensionais. Entre os sistemas unidimensionais,
destacam-se o Mapa Logistico [15] e o Mapa Cubico [16]. Ja para os sistemas bidimen-
sionais, sdo comumente citados o Mapa de Henon [17], Mapa Padrao e os Bilhares, que

exploram a complexidade das interagoes em duas dimensoes.

1.2.2 Mapa Padrao

I
I
D
I

Impulso 5 : i M
periddico 0 w q 2

Figura 1.4: Esquerda: Representacdo esquemdtica do rotor chutado, adaptada de
[18]. Direita: para K = 0,001, ilustrando diferentes trajetérias em cores, conforme
apresentado em [19).
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O mapa padrao, também conhecido como mapa de Chirikov-Taylor, é um exemplo de
sistema dindmico discreto. Introduzido por Boris Chirikov em 1969 [20], este mapa serve
como um modelo simples, porém essencial, para explorar a transi¢ao da regularidade para
0 caos em sistemas nao lineares conservativos. Modelando o comportamento de um rotor
chutado — um sistema mecanico onde uma haste gira livremente em torno de um eixo e
recebe impulsos periddicos em sua extremidade — o mapa padrao captura a esséncia da

dindmica complexa em sistemas fisicos reais. As equacoes que definem o mapa sao:

Opt1 = (0n +pn) (mod 27), (1.6)
Pnt+1 = Pn + Ksen(0,41) (mod 2m), (1.7)

onde 6, representa a posi¢do angular no instante discreto n, e p, é o momento angu-
lar correspondente, ambos considerados modulo 27 devido a periodicidade angular. O
parametro K é uma constante real que controla a intensidade da nao linearidade e dos
chutes aplicados ao sistema. Uma caracteristica do mapa padrao é que ele preserva a
area, ou seja, possui jacobiano unitario. Isso reflete a natureza conservativa do sistema
hamiltoniano original e implica na conservagao do volume no [EF] sob a evolugao diné-
mica, uma propriedade fundamental em sistemas sem dissipagao. Para valores pequenos
do parametro K (isto é, K < 1), o sistema estd proximo do comportamento integravel,
e as trajetérias no [EF] sdo confinadas a curvas invariantes toroidais, conforme previsto
pelo Teorema Kolmogorov-Arnold-Moser [21-23]. Nesse regime, as érbitas sao
periddicas ou quase periddicas, e o movimento é regular, conforme mostram as curvas
azul e roxas na Fig. . A medida que K aumenta, ressonancias nao lineares causam a
quebra dessas curvas invariantes, levando ao surgimento de ilhas de estabilidades e regioes
caodticas. O valor critico K. ~ 0,9716 marca a transicao para o caos global, onde ocorre a

sobreposicao de ressonancias, e a dinamica torna-se cadtica em quase todo [18, 120].
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1.3 Mapa de Poincaré

Figura 1.5: Representacao da secdo de Poincaré, mostrando os pontos de intersecao
do fluxo de solucoes com a superficie no

O fluxo de solugbes é um conceito fundamental na analise de sistemas dindmicos
descritos por equagoes diferenciais. Ao resolver essas equagoes, sejam lineares ou nao
lineares, obtemos um conjunto continuo de solug¢oes que representam a evolucao temporal
do sistema. Essas solugoes sao visualizadas no [EF] um espago multidimensional onde
cada ponto representa um estado completo do sistema, incluindo todas as suas varidveis
dindmicas, como posig¢oes e velocidades. A dimensao N do fluxo de solugoes corresponde
ao numero de variaveis necessarias para descrever completamente o estado do sistema.
Por exemplo, no problema de trés corpos, o sistema teria uma dimensao de N = 18
(trés coordenadas de posicao e trés coordenadas de velocidade para cada corpo) [24]. Um
sistema com uma Unica particula em movimento bidimensional teria uma dimensao N = 4
(duas coordenadas de posigao e duas de velocidade). Para simplificar a analise de sistemas
dindmicos complexos, ¢ comum utilizar a técnica do Mapa de Poincaré . Essa técnica
envolve a intersecao do fluxo de solugoes com uma superficie especifica no [EF], chamada
secao de Poincaré. Cada vez que a trajetéria do sistema cruza essa superficie, um ponto

é marcado (Fig. [L.5). A colegao desses pontos forma o chamado [MP] O uso deste mapa
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é vantajoso porque reduz a dimensao do problema em pelo menos uma unidade. Isso
transforma o problema continuo, que pode ser extremamente complexo, em um problema
discreto mais facil de analisar. Por meio desse mapa, é possivel identificar padroes e

estruturas, como pontos fixos, ciclos limites e comportamento cadtico [9].

1.4 Bilhares

l\\

g\_ —

Figura 1.6: Representacdo esquemdtica de um bilhar. A particula é indicada pelo
circulo laranja com contorno preto, enquanto a fronteira do bilhar é destacada pela
borda em laranja e preto. O dngulo ¢ corresponde ao angulo de reflexdo ou incidéncia
da particula na parede e £ ao comprimento do arco do bilhar.

O estudo de sistemas de bilhar é um exemplo tradicional de andlise em dindmica
nao linear. Nesses sistemas, uma particula se move livremente dentro de uma fronteira
fechada, interagindo com essa fronteira por meio de colisdes elasticas. O sistema, que
¢ bidimensional, ¢ descrito por duas variaveis de posicao e duas de velocidade. FEsta
dindmica ¢ principalmente analisada nos momentos em que a particula colide com a
fronteira (Fig. . A partir das posigoes e angulos dessas colisoes, podemos construir
um mapa discreto, conhecido como mapa de colisoes, que descreve a evolugao do sistema
ao longo do tempo discreto.

A geometria da fronteira desempenha um papel fundamental na dindmica do bilhar.
Dependendo da forma da fronteira, o comportamento do sistema pode variar de completa-
mente integravel — onde o movimento é regular e previsivel — até cadtico, onde pequenas

mudancas nas podem causar grandes diferencas na evolugao do sistema [14].
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Coordenadas de Birkhoff

As Coordenadas de Birkhoff sao um sistema de coordenadas usado para descrever
o comportamento de particulas em bilhares. Em vez de usar coordenadas tradicionais,
que sdo quadrimensionais para o [EF| completo, as [CB| sdo projetadas para descrever o
comportamento da particula apenas nos pontos de colisao ao longo da borda do bilhar.
Isso reduz a complexidade do problema ao representar o sistema como um mapeamento
dindmico em uma dimensao reduzida [25]. Em sistemas dindmicos como os bilhares,

existem dois tipos principais de coordenadas:

1. Coordenadas do [EF} Estas coordenadas sao quadridimensionais e descrevem a
posigao e o momento da particula em todo o [EF] Para o bilhar, essas coordenadas
a0 T, Y, v, e vy, onde x e y representam a posigao da particula, e v, e v, representam

as componentes da velocidade da particula.

2. [CB} Estas coordenadas sdo uma redugiao do sistema original e sdo usadas para
descrever apenas o comportamento da particula na borda do bilhar onde ocorre a
colisao da particula com as paredes. Sao coordenadas bidimensionais que substituem
a descricao continua do movimento da particula por um mapeamento de colisoes

discretas. As @ geralmente sao compostas por:

e /, que é uma parametrizacdo do comprimento do arco na borda, ou seja, a

posi¢ao da colisao ao longo da borda como demonstra a Fig. 1.6

« sen(¢), que representa o seno do angulo da direcao da particula na colisdo,

medido em relagao ao vetor normal da parede de colisao.

Uma das principais utilidades das [CB| é a andlise do [EF] em sistemas com comporta-
mentos cadticos. No caso do Bilhar Cogumelo [26] ou do Bilhar Limao [27], que possuem
um [EF] misto, as [CB| podem ser usadas para visualizar e calcular a propor¢ao do [EF]
cadtico em relagdo ao total. O uso das [CB| transforma o problema de estudar o bilhar
continuo em um problema de mapeamento discreto, o que facilita a anélise, especialmente

em sistemas dinamicos que podem exibir comportamento cadtico.
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1.4.1 Bilhar Circular
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Figura 1.7: Esquerda: Ilustracdo da fronteira de um bilhar circular, com as
Direita: nas do Bilhar Circular (BC)), feito em simula¢do, mostrando uma
orbita quase-periddica.

Quando a fronteira de um bilhar é circular (Fig , duas quantidades conservam-se:
a energia mecanica e o momento angular. Sistemas com dois graus de liberdade com
duas quantidades conservadas sao ditos integraveis, onde o comportamento cadtico nao
¢ observado. No de um Bilhar Circular (BC)), observa-se apenas pontos ou linhas
continuas, refletindo orbitas periédicas ou quase-peridédicas respectivamente.

De fato, o é caracterizado por sua insensibilidade as o que significa que pe-
quenas variacoes na posicao ou no angulo de lancamento da particula nao resultam em
mudangas significativas no comportamento das trajetérias [28]. Essas propriedades fazem
do bilhar circular um modelo fundamental para a compreensao de sistemas integraveis,
servindo como contraponto aos sistemas nao integraveis, onde o caos e a sensibilidade as

[C] sdo predominantes.
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1.4.2 Bilhar de Sinai

Figura 1.8: Representacao esquemaética do bilhar de Sinai, quadrado com um obstéaculo
circular central, em azul.

No bilhar proposto por Yakov G. Sinai, a fronteira é delimitada por uma borda qua-
drada, com um circulo central inacessivel como representado na Fig. [I.§ onde todas
as trajetérias possiveis apresentam positivos, evidenciando o comportamento cao-
tico [29]. O principal feito de Sinai com esse modelo foi demonstrar que as moléculas
de gas seguem trajetorias descritas no sistema dinamico de Hadamard, cuja andlise do
caos matematico foi pioneiramente abordada por Hadamard em 1898, onde o bilhar nao
apresenta o obstaculo central |30].

Em um bilhar de borda retangular e sem o obstaculo central, o comportamento cadtico
nao ¢ observado. Pequenas alteragdes nas|[Cl podem gerar desvios ao longo do tempo, mas
o desvio sera uma fungao sub-exponencial do tempo. Durante muito tempo, acreditou-
se que o desvio exponencial das trajetorias proximas era causado pela forma concava
da borda interna, sendo essa forma considerada essencial para produzir caos, tal como
uma lente divergente dispersa a luz, por isto, bilhares do tipo Sinai sdo chamados de
dispersivos. No entanto, Leonid Bunimovich mostrou que bilhar com formato de estadio,
que possui lados opostos curvos, pode apresentar comportamento cadtico, mesmo sendo

totalmente convexa [31].
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1.4.3 Bilhar Estadio de Bunimovich

14

Figura 1.9: Representacao grafica do Bilhar Estadio com bordas semi circulares e
segmentos retos.

A principal contribui¢cdo de Bunimovich com esse modelo foi demonstrar que o caos
pode surgir mesmo em sistemas com fronteiras convexas, estendendo o resultado anterior
de que formas concavas, como no bilhar de Sinai, eram essenciais para gerar comporta-
mento cadtico. Ao contrario das bordas concavas, que atuam dispersando as trajetorias,
as fronteiras convexas no bilhar de Bunimovich ainda permitem o desvio exponencial das
trajetorias proximas, resultando em positivos [22,32-34]. Este efeito é possivel devida
a caracteristica desfocalizadora do bilhar. As colisdes com os semicirculos conservam o
momento angular. Esta conservagao ¢ quebrada nas colisoes com as regioes retangulares.

Bunimovich também estendeu essa ideia para uma classe mais ampla de bilhares, per-
mitindo a substitui¢do dos semicirculos representada na Fig. por curvas estritamente
convexas gerais e relaxando a exigéncia de que os segmentos retos sejam paralelos. Esses
modelos ampliados ainda preservam as propriedades cadticas originais, comprovando a

robustez do caos em uma variedade de condi¢oes geométricas [23, 35].
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1.4.4 Bilhar Limao
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Figura 1.10: Esquerda: Bilhar Limao. Direita: Formacgao do Bilhar Limao a partir
da intersegao de dois circulos de raio R e separacdo nos centros de 2a.

O Bilhar Limao representa uma generalizacao do estddio de Bunimovich, in-
corporando uma perturbac¢do geométrica que quebra a integrabilidade inerente ao [BC|
ao aproximar suas metades. Especificamente, o ¢é definido pela intersecao de dois
circulos de raio R, separados pela distdncia 2a entre seus centros, onde a € [0, R). A
variagao do parametro a introduz diferentes regimes dindmicos, permitindo a exploracao
de comportamentos que variam desde a integrabilidade até o caos total.

A dindmica do [BL]é caracterizada por um [EF] misto, contendo regides de estabilidade
regular conhecidas como ilhas de estabilidade e areas caodticas, denominadas mares de
caos. As ilhas de estabilidade correspondem a trajetorias periddicas ou quase periddicas,
onde as particulas seguem Orbitas previsiveis e confinadas a subespagos especificos do [EF]
Essas regioes sao influenciadas pelas ressonancias do sistema, que criam barreiras dina-
micas limitando o movimento das particulas. Em contraste, os mares de caos sao regioes
onde as trajetérias exibem sensibilidade extrema as caracteristica fundamental do
comportamento cadtico. Nesses dominios, pequenas variagoes nas resultam em diver-
géncias exponenciais nas trajetérias subsequentes, levando a uma exploragao abrangente
e aparentemente aleatéria do [EF] A coexisténcia de ilhas de estabilidade e mares de
caos no apresenta uma transigdo continua entre ordem e desordem [27]. Na Fig.
observam-se varios exemplos de casos mistos. As regides brancas sao as ilhas de estabili-
dade, enquanto as regioes escuras sao os mares de caos. Tais resultados foram extraidos
de [36].

O [BI] serve como um modelo protétipo para investigar a transi¢do entre comporta-
mento integravel e cadtico em sistemas dindmicos hamiltonianos. A analise das trajetorias
no permite a aplicacao de diversas ferramentas teéricas e computacionais, como o cél-

culo de [ELs], andlise de estruturas de fase e mapeamento de regioes de estabilidade e caos.
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Chen et al. expandiram os estudos sobre o [BI] ao apresentarem uma generalizagdo do
modelo em . Essa generalizagao incorpora modificagoes geométricas e dindmicas que
permitem explorar um conjunto ainda maior de comportamentos, incluindo novas tran-
sigdes entre regimes dindmicos. Tais avangos demonstram a versatilidade do [BL] como
modelo para compreender fendmenos nao lineares em sistemas fisicos.

Recentemente, o [BI] tem recebido crescente atengao no contexto da mecinica quan-
tica [38-40]. Nesse dominio, o interesse pelo modelo estd relacionado & sua capacidade de
elucidar a correspondéncia entre sistemas classicos cadticos e suas contrapartes quanticas.
Em particular, aspectos como a distribuicao espectral de niveis de energia e o comporta-
mento de fungdes de onda em sistemas quénticos caéticos tém sido investigados no [BIj
Grande parte dos estudos recentes esta relacionada ao efeito de stickiness , . Esse
fendomeno descreve o aprisionamento temporario de trajetérias cadticas nas proximidades
de regides regulares, como as ilhas de [KAM]| que aparecem em mistos. De acordo
com Zaslavsky , “o tempo que uma trajetoria pode permanecer na camada de fron-
teira de uma ilha depende da profundidade de sua penetracao na camada, e esse tempo
pode ser extremamente longo. Esse fendmeno de aprisionamento é, as vezes, chamado de
stickiness”.

O efeito de stickiness possui implicacoes significativas para a dinamica global do sis-
tema, pois ele pode alterar as estatisticas de transporte cadtico, introduzindo uma escala
de tempo caracteristica muito longa. Por exemplo, trajetorias que exibem stickiness po-
dem contribuir para a formagao de padroes temporarios de ordem dentro de um regime
majoritariamente cadtico. Esse comportamento tem relevancia tanto para sistemas clés-
sicos quanto quanticos, com aplicagoes que vao desde o estudo de plasmas até a dinamica
de particulas em campos eletromagnéticos. Assim, o[BI} com sua rica variedade de com-
portamentos dindmicos e forte relevancia tedrica, continua sendo um modelo essencial
para explorar fendmenos nao lineares, transi¢oes de regime dindmico e a interface entre a

dindmica classica e quantica.

Figura 1.11: Espacos de Fase, para o bilhar Limao para diferentes valores de a. Figuras
extraidas de .
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Para investigar a sensibilidade as no [BI] e compreender como pequenas variagoes
nessas condicoes podem desencadear o seu comportamento, desenvolvemos um experi-
mento de baixo custo e facilmente reproduzivel. Tradicionalmente, sistemas 6pticos sao
amplamente utilizados para o estudo do caos, dada a precisao com que replicam dinami-
cas complexas [44-47]. No entanto, experimentos épticos exigem equipamentos de alta
tecnologia, como lasers, cameras de alta velocidade e cavidades especificas, o que os torna
dispendiosos.

Como alternativa, propomos a utilizacdo de um rob6 programavel, controlado por
Arduino, para simular o comportamento de uma particula em um sistema de bilhar. Este
robo pode ser equipado com sensores e algoritmos de controle que permitem simular com
precisao as leis de colisao elastica. Partindo de uma [CI] ele pode seguir trajetérias bem
definidas e, ao colidir com as bordas do bilhar, reagir conforme as leis fisicas que regem
essas interacoes [1]. O uso do robd permite a introdugao de variagoes controladas nas ,
como posicao e velocidade, facilitando o estudo experimental da sensibilidade a essas [CIg|
O parametro do bilhar também pode ser configurado para ajustar parametros especificos,

permitindo que os experimentadores observem o impacto das perturbacoes.

2.1 Materiais e Componentes Utilizados

Nesta secao serao apresentados os principais elementos empregados na construcao do
robd, detalhando as caracteristicas de cada componente e suas contribui¢oes para o fun-
cionamento do sistema. Ao abordar aspectos técnicos de cada material, essa secao visa
esclarecer a funcionalidade especifica de cada elemento, destacando o papel dos micro-
controladores, motores, sensores, reguladores de tensao e baterias. Esses componentes
foram escolhidos para garantir precisao, eficiéncia e confiabilidade nas operac¢oes do robo,

considerando suas especificagoes técnicas e adequacao as necessidades do projeto.



Capitulo 2. Montagem Experimental 32

2.1.1 Arduino

Figura 2.1: Arduino Nano |D microcontrolador renderizado em 3D.

O Arduino é uma plataforma de prototipagem eletronica aberta que combina hardware
e software de facil utilizacao, projetada para tornar a programacao e a criagao de circuitos
acessiveis a iniciantes e avancados. Ele é baseado em uma placa de microcontrolador, em
um ambiente de desenvolvimento integrado (IDE), os usuérios podem escrever e carregar
c6digos na placa . Existem varias versoes do Arduino, como o Arduino Uno, Nano,
Mega, entre outros, cada uma com caracteristicas especificas para diferentes tipos de
projetos. Essas placas permitem conectar componentes variados, como sensores, LEDs,
motores e displays, que podem ser controlados por meio de um cédigo escrito na IDE
Arduino, que utiliza uma linguagem de programagao baseada em C/C++ .

No nosso robd foi utilizado o Arduino Nano , uma placa de desenvolvimento
compacta, equipada com um microcontrolador ATmega328 de 8 bits e projetada para fa-
cilitar a criacao de prototipos rapidos e de baixo consumo energético. Com um tamanho
reduzido, é especialmente util em projetos que exigem uma interface amigavel com a bre-
adboard e suportam uma série de comunicagoes seriais, incluindo UART ( Universal Asyn-
chronous Receiver-Transmitter), SPI (Serial Peripheral Interface) e 1*C (Inter-Integrated
Circuit). Essa placa conta com 20 pinos de entrada/saida digitais, 8 pinos analdgicos e
oferece suporte a diversos modos de operacao de baixa energia. Ela pode ser alimentada
por meio de uma porta Mini-B USB, uma entrada de alimentagao externa (7 — 15 V) ou
diretamente por um pino de 5 V. Os pinos digitais e analégicos permitem a conexao de
sensores, LEDs; motores e outros dispositivos, tornando-a ideal para aplicacbes em areas

como robotica, controle ambiental e seguranca .



Capitulo 2. Montagem Experimental 33

2.1.2 Motores

Servomotores (SVMs|) sdo componentes eletronicos amplamente utilizados em diversas
aplicagoes devido a sua capacidade de controlar com precisao posi¢ao angular ou linear,
velocidade e aceleragdo. Embora sejam de pequeno porte, eles fornecem alto torque e
sao energeticamente eficientes. Esses motores sdo empregados em brinquedos controlados
remotamente, robos, aeronaves, e possuem também vasta aplicacao industrial, incluindo
areas como robédtica, manufatura, farmacéutica e servigos alimenticios [51].

No funcionamento interno, um conta com um motor de corrente continua (DC)
ou alternada (AC), uma roda de controle, engrenagens e um circuito de controle, além
de um sensor de feedback, geralmente um potencidometro. O eixo do motor é acoplado
a essa roda de controle, permitindo que o circuito de controle monitore a posicao do
eixo continuamente. Conforme o motor gira, a resisténcia do potenciometro varia, o que
permite ao circuito de controle ajustar o movimento do eixo com precisao e determinar a
diregdo e o angulo exatamente. Quando o eixo atinge a posi¢ao desejada, a alimentagao
do motor é interrompida, economizando energia e estabilizando o eixo na posi¢do. Caso o
eixo nao esteja na posicao desejada, o motor ajusta sua rotagao de acordo com a diferenca
entre a posicao atual e a desejada. Este tipo de controle, chamado controle proporcional,
faz com que o motor ajuste sua velocidade proporcionalmente ao erro de posicao, de
forma que quanto mais proximo o eixo estiver da posi¢ao final, mais lento ele se movera.
O controle de é geralmente realizado por meio de um sinal de largura de pulso
variavel (PWM - Pulse Width Modulation), onde o comprimento do pulso determina a
posi¢ao do eixo. Em tipicos, um pulso de 1,5 ms posiciona o eixo a 90°, enquanto
pulsos mais curtos ou mais longos alteram o angulo para direcoes especificas, de 0° a
180°. Para manter o motor na posi¢ao desejada, ¢ necessario que o pulso PWM seja
repetido a cada 20 ms. Caso uma forga externa atue contra o servomotor, ele resistira ao
deslocamento até o limite de torque, que é a medida de forga maxima que o servomotor
consegue exercer.

Existem diferentes tipos de [SVMs], sendo que os modelos AC suportam maiores picos
de corrente e sao mais comuns em aplicacoes industriais pesadas. Ja& os modelos DC sao
mais utilizados em pequenas aplicagdes e sdo mais acessiveis. Alguns DC foram
projetados para rotagdo continua, possuindo rolamentos de esferas no eixo de saida para
reduzir o atrito e permitir acesso facil ao potencidometro. No presente trabalho, utilizamos

o FS5103R, um servomotor DC analégico continuo de 6 V [52].

2.1.3 Sensores de Distancia

O VL53L0OX é um sensor de medicao de distancia baseado na tecnologia Time-of-
Flight (ToF), desenvolvido pela STMicroelectronics, que utiliza um laser infravermelho

de 940 nm, invisivel ao olho humano, para realizar medigoes precisas de distancia de até
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2 metros. Equipado com um laser VCSEL (Vertical Cavity Surface-Emitting Laser) e
um array de diodos de avalanche de féton tnico (SPAD), o VL53L0X opera com alta
precisao, mas o alcance e a exatidao podem variar dependendo da refletividade do alvo e
das condic¢oes ambientais. Este sensor é projetado para aplicagoes onde o calculo preciso
de distancias curtas é essencial, como em sistemas de controle de acesso, robdtica para
deteccao de obstaculos e automagao residencial, incluindo fungoes de monitoramento de
inventario e controle de nivel de liquidos. O sensor possui recursos avangados de compen-
sacao de crosstalk Optico, que facilitam seu uso em ambientes com vidro ou superficies
translicidas, minimizando interferéncias e garantindo maior precisao. Além disso, ele
oferece facil integracao via interface I?C, que permite a comunicacdo direta com micro-
controladores, como Arduino, e outros dispositivos. O controle do sensor ¢é feito por meio
de uma Application Programming Interface (API), que disponibiliza fungoes de calibragao,
inicializacao, escolha de modos de operacao e perfis de medigao especificos para diferentes
exigéncias de precisao e velocidade. O VL53L0X conta com trés modos principais de

medicgao:

1. Medicdo Unica (Single Ranging): realiza apenas uma medicao e retorna ao

modo standby.

2. Modo Continuo (Continuous Ranging): realiza medigoes de forma ininterrupta

até ser interrompido pelo usuério.

3. Modo Cronometrado (Timed Ranging): permite medi¢oes continuas com in-

tervalos definidos entre cada leitura.

Essa versatilidade e eficiéncia tornam o VL53L0OX uma escolha robusta e confiavel
para aplicacoes de medicao de distancia, especialmente em sistemas compactos onde a
precisao e a rapidez de resposta sao essenciais. De acordo com a fabricante, o erro na
medicao do VL53L0X é caracterizado pela variacao padrao (desvio padrao) e depende de
fatores como a refletividade do alvo, a distancia e as condi¢oes ambientais. Em ambientes
internos sem luz infravermelha, a precisdo para um alvo branco (88% de refletdncia) a
120 em de distancia tem um desvio padrao de 4% com um tempo de medi¢ao de 33 ms,
e 3% com 66 ms. Para um alvo cinza (17% de refletancia) a 70 cm, o desvio padrao ¢é de
7% a 33 ms e 6% a 66 ms [53].
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2.1.4 Controlador de Voltagem

Figura 2.2: Controlador de Voltagem, LM2596, imagem modificada de.

O LM2596 é um regulador integrado monolitico que desempenha a fungao de conversor
DC-DC do tipo step-down, ou seja, reduz a tensao de entrada para niveis inferiores na
saida. Este regulador opera em uma frequéncia de comutacao fixa de 150 kHz, permitindo
um design simplificado e exigindo poucos componentes externos, incluindo um capacitor
de entrada e saida, um diodo de recuperacao rapida e um indutor, que é selecionado
de acordo com a corrente e a tensao de saida desejadas. Ele é capaz de fornecer uma
corrente de saida de até 3 A, sendo ideal para aplica¢oes que requerem regulagao de linha
e carga. Com uma faixa de tensdao de entrada de até 40 V e opcoes de saida fixa em
3,3V, 5Vel2V, além de uma versao ajustavel que permite uma saida entre 1,2 V e
37 V, o LM2596 é adequado para uma ampla gama de aplicagoes. O dispositivo utiliza
um sistema de feedback que ajusta o ciclo de trabalho da comutacgao interna para manter
a saida estavel, compensando variagdes na carga e na entrada. Adicionalmente, o LM2596
incorpora func¢oes de protecao contra sobretemperatura e limitagdes de corrente, o que
aumenta sua robustez e confiabilidade. O dispositivo tem a capacidade de operar em modo
descontinuo, adequada para cargas leves ou quando uma reduc¢ao no consumo energético
é desejada. A eficiéncia energética do LM2596 é alta, sendo que em condigoes ideais, ele
atinge até 90%, dependendo da tensao de entrada e saida, o que reduz o aquecimento e
melhora a durabilidade do circuito [55].
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2.1.5 Controlador de Velocidade

Emissor

' Receptor

Figura 2.3: Esquerda: Esquema de funcionamento de um encoder, mostrando o
disco com marcagoes, emissor e receptor [56]. Direita: Mdédulo LM393 utilizado para
controle de velocidade, incluindo suas conexdes e indicadores LED, Imagem retirada

de .

Para controlar a velocidade do dispositivo, utilizamos um encoder, que é um sen-
sor eletromecanico responsavel por converter a posicao em sinais elétricos digitais. Os
encoders permitem quantificar distancias, controlar velocidades, medir dngulos e contar
rotagoes, entre outras aplicagoes , . Basicamente, um encoder é composto por um
disco com marcagoes, um emissor (LED) e um receptor (Fotodiodo), conforme ilustrado
na Figura2.3] O fotodiodo ¢ um componente semicondutor essencial no funcionamento
do encoder, atuando como receptor de luz emitida pelo LED. Ele opera com base no efeito
fotoelétrico, onde a luz incidente transfere energia suficiente para excitar elétrons na jun-
¢ao semicondutora do dispositivo. Esse processo gera uma corrente elétrica proporcional
a intensidade luminosa , . No encoder, o fotodiodo detecta as interrupg¢oes da luz
causadas pelas marcagoes do disco, convertendo-as em sinais elétricos que correspondem a
posicao ou velocidade do movimento. O dispositivo utilizado para o controle de velocidade
¢ o LM393, um comparador de tensao de uso geral amplamente empregado em maédulos
de sensores de velocidade para microcontroladores, como o Arduino. Este médulo é ideal
para medigoes de velocidade de motores, contagem de pulsos e deteccao de posicao, fun-
cionando como um sensor 6ptico que utiliza um acoplamento com fenda de 5 mm para

detecgao precisa. O LM393 opera em uma faixa de tensdo de 3 V a 5 V e possui duas
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saidas: uma digital (D0) e uma analégica (A0), sendo que esta ultima geralmente nao é
utilizada neste modulo especifico. Quando algo interrompe a fenda do sensor, o modulo
gera um pulso digital no pino DO, alternando entre 0 V e 5 V. Essa saida digital, de nivel
TTL, facilita a conexao direta com o pino de entrada de um microcontrolador, permitindo
que este registre a passagem e, consequentemente, calcule a velocidade do motor [60].
Na pratica, o LM393 pode ser conectado a dispositivos como relés, buzzers ou inter-
ruptores de limite para diversas aplicagoes, incluindo alarmes e controle de posi¢ao. Além
disso, o médulo possui LEDs indicadores de estado tanto para a alimentacao quanto para
o sinal de saida, facilitando a visualizagdo do funcionamento durante a operagao. O mo-
dulo LM393 é compacto, medindo aproximadamente 3,2 cm x 1,4 cm, e possui um orificio

para parafuso, o que simplifica sua instalacdo em projetos.

2.1.6 Baterias

As baterias 18650 sao células de ion-litio amplamente utilizadas em dispositivos eletro-
nicos, veiculos elétricos e sistemas de armazenamento de energia devido a sua alta densi-
dade energética e eficiéncia. Com dimensoes cilindricas de aproximadamente 18,4 mm de
diametro e 65,2 mm de altura e peso de 46,5 g, essas baterias sdo projetadas para fornecer
um bom desempenho em um formato compacto, adequado para uma grande variedade
de aplicagoes. As especificagoes técnicas dessas baterias sdo essenciais para garantir sua
seguranca e durabilidade. A capacidade nominal das baterias 18650 ¢ de 2600 mAh,
medida com uma descarga de 0,52 A até uma tensao de 2,75 V a uma temperatura de
25 °C £ 5 °C. Essa capacidade representa a quantidade de carga que a bateria pode ar-
mazenar e fornecer ao longo do tempo, atendendo a maioria das necessidades de carga em
dispositivos de consumo e industriais. A tensao nominal da bateria é de 3,7 V, enquanto
a tensao de carga maxima é de 4,20 V40,05 V e a tensao de corte de descarga é de 3,0 V.
Operar a bateria dentro desses limites é fundamental para prolongar sua vida 1til e evitar
danos. A corrente de carga padrao é de 0,52 A, enquanto a corrente de carga rapida é
de 1,3 A. Em relacdo a temperatura, as baterias 18650 sao projetadas para operar de
0 °C a 45 °C durante a carga e de —20 °C a 60 °C durante a descarga, o que as torna
adaptaveis a diferentes ambientes. Para armazenamento prolongado, recomenda-se uma
temperatura entre —5 °C e 35 °C por até um més ou entre —20 °C e 25 °C por até seis
meses, mantendo a célula com 50% de carga e uma tensao de 3,75 a 3,80 V para preservar

a saude da célula [61].
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2.2 Circuito Eletronico e Conexoes
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Figura 2.4: Esquema elétrico do rob0, com todos os componentes.
Identificagao Descricao

VCC: Pino de entrada de tensao positiva que alimenta os compo-
nentes.

GND: Pino de referéncia de tensao (terra), permitindo o retorno
da corrente no circuito.

SCL: Linha de clock do protocolo I2C, que sincroniza a comunica-
cao entre dispositivos.

SDA: Linha de dados do protocolo I?’C, que transporta as informa-
¢oes entre dispositivos conectados.

Conexao dos componentes no lado direito do robd, como DO do
LM393 e XSHUT dos VL530X.

Conexao de comunicacdo com o sensor de distancia no centro do
robo.

Conexao dos componentes no lado esquerdo do robo, como DO do
LM393 e XSHUT dos VL530X.

Tabela 2.1: Tabela de identificagoes e descrigoes dos pinos e conexoes

38
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O esquema elétrico na Fig. descreve as conexoes de um circuito que integra os com-
ponentes. O ¢ o microcontrolador central do circuito, responsavel pelo controle e
leitura dos sensores e atuadores utilizando os pinos digitais e analégicos para a comunica-
¢ao com os demais componentes. No diagrama, estao identificados os pinos de alimentacao
(+5 V, GND) e os pinos digitais e analégicos conectados aos sensores e atuadores.

Para que o robo se comporte como uma particula, é necessario identificar os obstaculos,
que, no nosso caso, correspondem a fronteira do bilhar. Para isso, utilizam-se sensores
de distancia VL530X: trés mdédulos VL530X estao conectados ao[ARNl Esses sensores de
distancia possuem pinos de alimentacao (VIN, GND), onde o pino VIN é a entrada de
alimentagao dos sensores, conectado a uma fonte de tensdo de 5 V do [ARN], fornecendo
energia ao médulo VL530X. O pino GND representa o “terra” ou referéncia de tensao
do circuito e deve ser conectado ao GND do [ARN] completando o caminho da corrente
e garantindo que todos os componentes compartilhem a mesma referéncia de tensao. Os
pinos de comunicacao (SCL, SDA) sao responséveis pela sincroniza¢ao e transmissao de
dados entre o sensor e o microcontrolador. O pino SCL atua como a linha de clock do
protocolo I?C, emitindo pulsos para sincronizar a comunicacdo entre os dispositivos e
garantir que os dados sejam transmitidos com precisdao temporal. Ja o pino SDA é a
linha de dados do protocolo I2C, que carrega a informacao transmitida entre o sensor e o
microcontrolador. A combinagao dos pinos SCL e SDA permite ao [ARN] realizar leituras
precisas das medicoes de distdncia. O pino GPIO, que é uma entrada/saida digital que
pode ser programada para diferentes fungoes, dependendo das configuragoes, e o pino
XSHUT, usado para controlar o estado de alimentacdo do sensor. Ao manter o XSHUT
em nivel baixo (conectado ao GND), o sensor é desligado. Quando o pino estd em nivel
alto, o sensor é ativado e funciona normalmente. Esse recurso é 1til para gerenciar o
consumo de energia ou para desativar temporariamente o sensor quando ele nao esta em
uso, para diminuir o uso dos pinos no[ARN] Pela falta de necessidade dessa configuragao,
esse pino nao foi conectado ao [ARN]

Os dois modulos reguladores de tensao LM2596 sdao usados para estabilizar a tensao
fornecida pela bateria. O primeiro médulo mantém a tensdao em 9 V para o [ARN] garan-
tindo que os componentes recebam a tensao correta. O regulador possui entradas e saidas
de tensdao (IN+ e IN- para entrada; OUT+ e OUT- para saida). J4 o segundo LM2596
mantém a tensdo em 6V para os[SVMg que tém um limite de tensao de 7 V. Os médulos
reguladores de tensao asseguram que, enquanto o rob6 estiver no experimento, as tensoes
permanecam estdveis, tanto no [ARN] quanto nos motores. A necessidade dos controlado-
res de tensao ocorre porque, caso a tensao no fique proxima a 7 V, é possivel que o
sistema fique mais lento ou até reinicie, comprometendo o experimento. Para os motores,
quanto menor a tensao, mais devagar eles giram, sendo necessario ajustar a rotagao pelo
ARN| o que também pode prejudicar o experimento.

Sao utilizados dois de rotagao continua conectados ao [ARN] para controle de
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movimento. Cada motor possui trés pinos: GND, VCC e PWM (sinal de controle). O
pino PWM ¢ conectado aos pinos de saida digital do [ARN] que controla a velocidade
angular do[SVM] enviando sinais de pulso. Os sensores de velocidade LM393 tém a fungio
de monitorar a rotacdo dos motores utilizando um sensor 6ptico com uma fenda. Quando
um objeto passa por essa fenda, ele bloqueia a luz, causando uma mudanca de sinal
detectada pelo comparador. Essa mudanga gera um pulso digital na saida do pino DO,
que pode ser lido pelo[ARN]para contar a rotagao do motor. O pino A0 no médulo LM393
estd presente, mas nao possui fungao ativa neste modulo especifico. Isso ocorre porque o
LM393 ¢ utilizado como um comparador digital que fornece uma saida binaria (0 ou 1) no
pino DO. Em mddulos de sensores baseados no LM393, o pino A0 as vezes é incluido no
design do PCB (placa de circuito impresso), mas nao esta conectado a nenhum circuito
analogico. No caso desse modulo especifico, o pino A0 nao esta configurado para saida
analégica e, portanto, nao fornece informacgoes continuas ou variaveis de sinal, limitando-
se a uma fungao digital de deteccao (DO).

Para alimentar o robo, foram utilizadas quatro baterias 18650 conectadas em série
a um suporte que fornece energia ao sistema. A conexao das baterias ao regulador de
tensdo LM2596 garante que a tensao seja estabilizada antes de alimentar o [ARN] e outros
componentes, protegendo o circuito de possiveis variagoes de tensdao. O diagrama inclui
as chaves SW1 e SW2, a chave SW1 é utilizada para ligar /desligar o e seus modulos,

enquanto a chave SW2 controla a alimentagdao dos motores.



Capitulo 2. Montagem Experimental 41

2.3 Estrutura do Robd

2.3.1 FreeCAD

e

Figura 2.5: Modelos 3D criados no FreeCAD e renderizados no Blender.

10cm

O chassi e o suporte estrutural dos componentes do rob6 foram projetados utilizando
0 FreeCAD, um software de modelagem CAD 3D de cédigo aberto amplamente uti-
lizado em engenharia mecanica e design de produtos. Este software oferece um ambiente
de modelagem paramétrica que permite ajustes rapidos e precisos nas dimensoes das pe-

cas, facilitando a criacdo de componentes personalizados e intercambidveis. Através de
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sketches detalhados, definimos contornos e restrigoes geométricas para garantir o encaixe
exato de motores, sensores e outros dispositivos no chassi do robo.

A arquitetura modular do FreeCAD e seu suporte a bibliotecas de codigo aberto,
como a Open Cascade Technology (OCCT) para modelagem CAD avangada [62], per-
mitiram configurar cada peca com precisao para a estrutura e funcionamento do robo.
A funcionalidade de montagem no FreeCAD possibilitou uma pré-visualizacao detalhada
da interagao entre os componentes, verificando alinhamentos e evitando colisoes antes da

fabricacgao.

Roda

Figura 2.6: Vista frontal, de perfil e traseira da roda com disco encoder integrado.

A concepcao da roda foi um dos principais motivadores para a construcao do robd
em 3D. O projeto exigia controle preciso dos motores, o que demandava um encoder
capaz de contar o maximo possivel de perfuragoes por rotagdo. Tradicionalmente, o disco
do encoder e a roda sdo componentes separados. No entanto, optamos por integra-los,
transformando a prépria roda em um encoder, como demonstrado na Fig. [2.3|

A roda possui uma largura total de 76 mm, dimensionada para garantir a estabilidade
do robo e acomodar adequadamente os componentes de fixagdo e encoder. Esse design in-
tegrado maximiza a area tutil para perfuragoes, permitindo um maior nimero de medicoes
por rotagao. O projeto final incluiu 90 perfuragoes uniformemente distribuidas na borda
da roda. Cada perfuracao possui uma largura de 1,12 mm e um comprimento de 4 mm.
Esses valores foram determinados apods diversas iteragoes no projeto, ajustando quanti-
dade e dimensoes das perfuragdes para otimizar a deteccao pelo sensor do encoder. Testes
realizados confirmaram que o encoder detectava com precisao as 90 perfuragdes durante

uma rotagao completa, sem falhas. Essa configuracdo trouxe as seguintes vantagens:

1. Facilidade nos célculos: O encoder distingue claramente entre perfuragoes (luz

transmitida) e espagos solidos (luz bloqueada), o que permite contar 180 eventos
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por rotagao (90 perfuracoes e 90 espagos solidos). Isso resulta em uma resolucao

angular de 2° por evento.

2. Simplicidade na implementagao: A integracao do disco do encoder a roda reduz
a complexidade mecanica e os custos de fabricagdo, mantendo a precisao necessaria

para o funcionamento do robo.

Além das perfuracoes na borda, a roda possui nove perfuragoes internas utilizadas
para fixagdo no suporte do motor. Essas perfuragoes sao parafusadas e incluem uma
perfuracao central com chanfro. O chanfro, uma transicao inclinada entre duas faces do
objeto, foi projetado em um angulo de 45° para melhorar a centralizacdo do parafuso
e o alinhamento com o eixo do motor. Quatro perfuragoes maiores foram incorporadas
ao design para reduzir o consumo de filamento durante a impressao e facilitar o acesso
interno ao robo. Isso permite parafusos serem ajustados sem a necessidade de desmontar
a roda ou os motores, além de proporcionar visibilidade direta para monitorar as tensoes
exibidas nos reguladores de tensao.

Na visao de perfil da Fig. a roda apresenta dois detalhes importantes. Primeiro,
as bordas afinadas e abauladas foram projetadas para minimizar a area de contato com
o solo, melhorando o desempenho do robd. Segundo, uma protuberancia estrutural foi
adicionada ao centro da roda para evitar deformacoes. Em versoes anteriores, a auséncia
dessa estrutura resultava em rodas tortas apds algum tempo de uso. A inclusdo dessa
protuberancia garantiu maior durabilidade e alinhamento durante a operagao. Na parte
traseira, a roda possui uma regiao lisa projetada especificamente para facilitar a impressao
3D. Essa area lisa, que fica em contato direto com a base da impressora, foi incluida em
todo o projeto para garantir estabilidade durante a impressao, evitando imperfei¢oes ou

desalinhamentos que poderiam comprometer a qualidade final da peca.

Base

Figura 2.7: Vista superior, perfil e perspectiva da base com perfuragoes para fixacao
e encaixe de componentes.
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A base é um dos componentes mais essenciais para a estrutura do robd, servindo como
suporte para todas as estruturas superiores e inferiores. Projetada para ser funcional e
robusta, a base é construida em forma de um circulo com raio de 7 cm. Este formato foi
escolhido para maximizar a area util, garantir estabilidade ao robo e facilitar o encaixe
de outros componentes. Ela é composta por duas partes idénticas: a base inferior e a
base superior. Ambas possuem perfuragoes estrategicamente posicionadas para acomodar
motores, sensores, suportes e as colunas. A parte inferior sustenta os motores e a estrutura
principal, enquanto a parte superior serve de suporte para a tampa e outros componentes
eletronicos como o [ARN] e os controladores de tensdes na parte inferior. A distribui¢ao
das perfuragoes foi projetada para ser modular, permitindo adaptacoes e atualizagoes
no design do robd. Reforcos estruturais foram adicionados para evitar deformacoes e
aumentar a durabilidade, especialmente considerando as vibrac¢oes geradas pelos motores

durante o funcionamento e o peso total do robd, 780 gramas.

Suporte dos Sensores de Distancia

Figura 2.8: Suporte dos sensores de distancia, com angulos fixos.

O suporte dos sensores de distancia foi projetado para garantir que os sensores laterais
mantenham um angulo fixo de 45° em relacao ao sensor central (Fig. [2.8). Esse alinha-
mento otimizado permite uma cobertura ampla do ambiente ao redor do rob6, aumentando
a precisao na navegacao e a deteccao de obstaculos. Na parte inferior do suporte, existem
trés perfuragoes que permitem seu encaixe na base superior do robd. Isso assegura que
o sensor central esteja perfeitamente paralelo ao movimento do robo, evitando erros de
leitura. A geometria do suporte é baseada em um segmento de 3/8 de um octégono de
raio externo igual ao da base, cujo centro estd alinhado com o eixo do circulo da base.
Essa escolha geométrica proporciona estabilidade e simplicidade na fabricagao. Na parte
superior, o suporte funciona também como base para a tampa do robd, conectando as

partes inferior e superior de forma coesa.
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Tampa e Coroa

Figura 2.9: Tampa e coroa do robd, com encaixe para trés LEDs e protecao contra
interferéncia de luz.

A tampa tem como principal fun¢@o proteger a parte central do rob6, onde estao loca-
lizados componentes eletronicos como o [ARN] Esse design garante que reflexos ou luzes
internas nao interfiram no funcionamento do programa responsavel por localizar o robo
apés a gravacao em video do experimento. A tampa possui trés perfuracoes para LEDs
na parte superior, como pode se observar na parte superior da Fig. @ estrategicamente
posicionadas para facilitar a localizacao visual do rob6é durante experimentos, o LED cen-
tral esta no centro geométrico da base do robd. A tampa também serve de suporte para
a coroa, que envolve a lateral do rob6. A coroa desempenha um papel duplo: diminui a
saida de luz externa do robo6 e atua como suporte para o encoder integrado, localizado

em sua parte inferior.
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Coluna e Suporte para Switch

Figura 2.10: Modelo 3D da coluna e suporte para switch.

O robo utiliza duas colunas para conectar a base inferior a base superior. Cada coluna
possui dois orificios quadrados como se pode observar na Fig. Na parte frontal, o
orificio é utilizado para fixar o suporte do switch, enquanto o orificio traseiro serve como
passagem para a fiagao elétrica do robo, mantendo os cabos organizados e protegidos.
As colunas também oferecem suporte estrutural adicional, garantindo que as bases se

mantenham alinhadas mesmo sob vibragoes.
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Suporte para o Motor

Figura 2.11: Suporte para o motor, fixado na base inferior.

O suporte para o motor foi projetado para fixar os motores firmemente a base inferior
do robo. Ele utiliza quatro parafusos para garantir estabilidade e evitar movimentos inde-
sejados durante a operagao. O suporte mantém o eixo de rotacao do motor perfeitamente
alinhado com o centro geométrico da base do robd, o que é essencial para a precisao na
movimentagao e rota¢ao na colisdo do robd. O design do suporte (Fig. permite que
diferentes tipos de motores sejam utilizados sem a necessidade de alterar o restante da

estrutura do robo.

2.3.2 Conversao para (G-code no PrusaSlicer

Apébs o desenvolvimento no FreeCAD, os arquivos foram exportados em formato STL
e preparados para impressao no PrusaSlicer. O PrusaSlicer é um software de fatiamento
de c6digo aberto desenvolvido pela Prusa Research que converte modelos 3D em G-code,
o formato lido pela impressora para executar a impressao. Esse software atua como
uma ponte entre o design digital e a fabricacao, transformando os arquivos STL em uma
série de instrugoes detalhadas que orientam o movimento do extrusor, o aquecimento e a
deposicao de material camada por camada. O PrusaSlicer oferece um amplo conjunto de
configuragoes para personalizar a impressao de acordo com as necessidades de cada peca.

Parametros como:

o Espessura de camada: Define a resolucao vertical, sendo camadas mais finas
ideais para pecas com detalhes complexos, embora aumentem o tempo de impressao,

utilizamos a espessura de 0,2 mm.

o Percentual de preenchimento: Controla a densidade interna, afetando direta-

mente a resisténcia e o peso da peca; por exemplo, um preenchimento de 20% foi
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utilizado para componentes leves, como a tampa, coroa, Suporte dos sensores de

distancia, enquanto as outras pecas estruturais usaram preenchimentos de 100%.

e Orientacao de impressao: Determina a posi¢do da pega na mesa da impressora,

o que pode influenciar a resisténcia e a qualidade superficial de cada face.

2.3.3 Impressao 3D e a K1 Max

Figura 2.12: Esquerda: Impressora 3D K1 Max utilizada no projeto. Direita: Mo-
delo 3D renderizado do robd em sua configuracdo final.

A impressao 3D é uma tecnologia de manufatura aditiva que permite criar objetos
tridimensionais ao depositar material camada por camada, conforme especificado em um
design digital. O processo inicia-se com um modelo tridimensional desenvolvido em soft-
ware CAD, que é posteriormente fatiado em camadas e convertido para o formato G-code,
utilizado pela impressora para executar a fabricacdo. A K1 Maz (Fig. , impressora
3D utilizada neste projeto, destaca-se por sua precisao e eficiéncia. Utilizando a tecnologia
FDM (Fused Deposition Modeling), ela derrete filamentos plasticos — como Polylactic
Acid , ABS ou PETG — e os deposita camada a camada para construir o objeto
final. A K1 Max é amplamente reconhecida por sua velocidade e precisao, caracteristicas
que a tornam ideal para a producao de pecas complexas e detalhadas, atendendo com

exceléncia aos requisitos técnicos do projeto.
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Funcionamento da Impressao com a K1 Max

1.

Preparacao do Material e da Impressora: A K1 Max utiliza um rolo de fila-
mento que é alimentado pelo extrusor. O filamento é aquecido no hotend (ponta
quente) até o ponto de fusao. Esse material derretido é entao depositado de forma
precisa no leito de impressao, de acordo com o G-code gerado pelo software de

fatiamento (PrusaSlicer).

. Movimento e Controle de Precisdao: O sistema de movimentacao rapida e

controlada em trés eixos (X, Y e Z), com motores de passo que garantem precisao
posicional. Cada camada é depositada sobre a anterior, e a precisao da K1 Max
permite que as camadas sejam ajustadas com espessuras que podem variar entre 0,1

mm e 0,4 mm, conforme necessario para o detalhe da peca.

Estrutura de Suporte e Adesao: Para impressoes complexas, a impressora 3D
cria automaticamente suportes em areas que nao possuem material de base, ga-
rantindo que partes suspensas da peca sejam formadas corretamente. O leito de
impressao aquecido ajuda na adesao da primeira camada e evita deformagoes, man-
tendo as pecas firmemente fixadas durante o processo de impressao. Na criacao do

projeto 3D, ele foi desenhado de forma a nao necessitar de suportes.

Controle de Temperatura e Resfriamento: A K1 Max permite o controle de
temperatura no hotend e no leito de impressao, adaptando-se a diferentes tipos de
materiais. O sistema de resfriamento da K1 Max garante que o material deposi-
tado solidifique rapidamente, proporcionando um acabamento de alta qualidade e

evitando distor¢oes nas camadas.

Precisao e Velocidade Otimizadas: Com sua alta taxa de deposi¢ao e movimen-
tagao rapida, a K1 Max reduz o tempo de impressao sem comprometer a precisao.
Essa combinacao foi essencial para este projeto, onde o tempo de impressao e a
precisao eram fatores criticos para garantir que todas as pecas tivessem o encaixe e

a resisténcia necessarios.

Qualidade e Montagem das Pecas Impressas

A impressora 3D K1 Max foi configurada para replicar com alta fidelidade cada de-

talhe do design digital, resultando em pecas que se encaixaram perfeitamente no chassi

do robd, sem a necessidade de retrabalhos manuais significativos. O processo de impres-

sao proporcionou componentes caracterizados por uma combinacao de robustez, leveza e

precisao, elementos cruciais para garantir uma montagem final eficiente e duravel, contri-

buindo para a estabilidade e o desempenho geral do robd. Os ajustes realizados durante
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o processo de impressao foram fundamentais para assegurar a resisténcia mecéanica ade-
quada das pecas, ao mesmo tempo que reduziram o peso total do sistema, otimizando sua

funcionalidade.

2.3.4 Fixacao dos Componentes

Hecm
ﬁ

Figura 2.13: Imagem real do rob6 impresso em 3D, com os componentes eletronicos
fixados.

Todos os sensores foram montados em posigoes previamente definidas no chassi, estra-
tegicamente alinhados com o projeto desenvolvido no FreeCAD. A precisao do desenho
permitiu a criagdo de encaixes especificos, otimizando a robustez estrutural e a funcio-
nalidade do robo6. Para a fixagdo, foram utilizados parafusos de 3 mm de didmetro e
16 mm de comprimento. O processo de fixagdo consistiu em aquecer os parafusos com
um ferro de solda, em temperaturas que variam entre 70 °C e 100 °C. Essa faixa térmica
é suficiente para que o plastico utilizado na impressao 3D passe do estado sélido
para uma fase viscosa ou semiliquida, permitindo que os parafusos penetrem no material

e formem roscas diretamente nos encaixes. Apds o resfriamento, o [PLA]retorna ao estado
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solido, fixando os parafusos com seguranca. Caso seja necessario remover ou reinstalar os
parafusos, ndo é necessario reaquecé-los, pois os sulcos criados no PLA funcionam como
uma rosca permanente. Ao todo, foram utilizados 36 parafusos na montagem do robo,
cuja configuracao final pode ser observada na Fig. 2.13]

O controlador central, um|[ARN] foi fixado em uma placa de cobre perfurada, conhecida
como placa universal, que oferece uma solu¢ao modular devido as diversas perfuracoes.
Os componentes eletronicos foram fixados na placa por meio de solda direta nos pontos
de contato, garantindo uma conexao elétrica robusta e confiavel. A placa universal foi
projetada para encaixar perfeitamente na base superior do robo, utilizando um sistema
de fixagao por pressao que elimina a necessidade de parafusos ou adesivos. Essa aborda-
gem facilita o acesso ao e aos demais componentes eletrénicos, permitindo ajustes e
manutengoes com rapidez e praticidade. Além disso, o [ARN]foi projetado para ser remo-
vivel. Caso ocorra algum problema, é possivel substituir o médulo simplesmente retirando
o controlador antigo e encaixando um novo no mesmo local, j& com o programa do

robo carregado.

2.4 Programacao do Arduino

A programagao do Arduino foi desenvolvida para garantir um comportamento simples
e eficiente do robo. O robd segue em linha reta até detectar um obstaculo a 15 cm
de distancia, utilizando sensores de proximidade. Ao identificar um obstdculo, o robo
para e utiliza um sensor adicional para calcular o angulo necessario para desviar. Em
seguida, ele realiza uma rotacdo em torno de seu proprio eixo até alcancar o angulo de
reflexao calculado e, entao, retoma o movimento em linha reta. Para garantir que o robo se
desloque de forma estavel e com velocidade constante, utilizamos encoders para monitorar
a quantidade de pulsos por segundo em cada roda. Isso permite que o sistema ajuste a
velocidade automaticamente, corrigindo eventuais desvios e mantendo a trajetoria reta.

Todo o cédigo do programa esta disponivel no Apéndice [A]

2.5 Contorno do Bilhar

A montagem do Bilhar consiste na deformagao de madeiras flexiveis em formato de
limao, com o objetivo de estabelecer um ambiente controlado para experimentos com
um robo. Esta secao descreve os procedimentos de preparacao do contorno do bilhar,
incluindo o processo de desenho no chao e a fixacao de tabuas flexiveis de madeira para
delimitar o perimetro. Além disso, sdo apresentadas as principais equagoes utilizadas para
calcular os parametros geométricos do contorno, que garantem a consisténcia dimensional

do experimento.
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2.5.1 Configuracao Geométrica e Fixacao do Contorno

a) b)

Figura 2.14: Esquema de procedimento utilizado para obter o contorno do lim&o.

Para a montagem do contorno do bilhar, inicialmente foram marcadas as quinas do
bilhar, calculadas utilizando a eq. e indicadas como C na Fig. ) Essa etapa
é essencial, pois os dois pontos, conectados por uma linha reta, devem estar paralelos a
parede do laboratorio. Essa configuragao serve como base para que a camera também seja
posicionada paralelamente a parede, minimizando a diferenga angular entre as quinas do
bilhar e o alinhamento da cAmera. Por conveniéncia, esses pontos foram marcados sobre
as juntas das lajotas, como mostrado na imagem superior da Fig. Nela, observa-se
o bilhar montado com as quinas sobrepondo as linhas das lajotas, enquanto a camera
estd alinhada paralelamente a essas linhas, sendo essa imagem registrada sem correc¢oes
angulares, ou seja, sem ajuste para deixar as quinas perfeitamente horizontais. Poste-
riormente, o raio foi calculado utilizando a eq. . Com o auxilio de um compasso
improvisado — composto por um marcador em uma extremidade e um prego na outra —,
os circulos foram desenhados, conforme ilustrado na Fig. [2.14h). A interse¢do entre dois
desses circulos define o centro do circulo que compde a borda do limao, como represen-
tado na Fig. 2.14b). Para garantir a preservacao da geometria do bilhar, novos circulos
foram tracados utilizando sempre o mesmo raio, evitando alteragoes no formato e, conse-
quentemente, no parametros geométricos do limao. Caso contrario, o perimetro poderia
ser comprometido, inviabilizando a funcionalidade do contorno. A delimitacao das bor-

das foi realizada com duas tabuas flexiveis de madeira, cada uma medindo 250,5 cm de
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comprimento, 20 cm de altura e 6 mm de espessura, resultando em um perimetro total
aproximado de 501 cm. Essas tabuas foram fixadas ao chao por meio de encaixes e travas
impressas em 3D (Fig. [2.15)), posicionadas estrategicamente nas quinas para garantir a

estabilidade e a precisao do contorno.

Py 2oien

50 mm

Figura 2.15: Painel Superior: Fotografia do contorno experimental em sua confi-
guracgdo final. Painel Inferior: Detalhes dos encaixes e travas impressas em 3D: a
esquerda, os elementos utilizados nas quinas; a direita, as travas de fixacdo das tabuas.
Na fotografia superior, as travas sdo visiveis em branco (quinas) e em pequenos pontos
pretos (contorno).

2.5.2 Calculo dos Parametros Geométricos

O bilhar limdo ¢ definido a partir de (y + a)? + 22 = R?, na qual hd duas equagdes,
uma para cada metade do contorno do bilhar. Para caracterizar o formato da borda, inde-
pendentemente da escala, basta o conhecimento do parametro v = a/R. Esse pardmetro
é o principal controlador do experimento. A partir dele e da equacgao acima, podemos
obter todos os pardmetros geométricos relevantes do limao. Sao eles: o comprimento (C),

altura (H), raio (R) e a para um perimetro fixado (Ly):
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R(v) = Loéll arcsin (\/1 - 72) (2.1)

a(y) = LO% arcsin ( 1— 72> (2.2)

C(vy) = L012_72 arcsin (\/1 — 72) (2.3)
H(y) = Lo(l ; ) arcsin (\/1 — 72> (2.4)

As distancias entre as quinas, mostradas na Fig. a), foram calculadas utilizando
a eq. , que define a distancia necessaria para assegurar que o experimento permaneca
paralelo a camera GoPro. Os raios dos circulos foram calculados pela eq. , garan-
tindo que todas as circunferéncias fossem congruentes. As interse¢oes entre os circulos,
destacadas por pontos laranja na Fig. [2.14] representam os centros das circunferéncias que
definem o contorno do bilhar. Para concluir o formato do bilhar limao, o compasso foi
posicionado nas intersecoes, repetindo os circulos conforme o desenho original. A regiao
de intersecao final entre os circulos resultou no formato de limao, com perimetro fixo de
Ly = 501 cm, como mostrado na Fig. 2.14] ¢).

Essas medidas e configuragoes foram fundamentais para garantir a exatidao do con-
torno experimental, proporcionando um ambiente controlado e replicavel para a realizagao
dos testes com o robo. Esse nivel de precisao é crucial para minimizar variacoes nos ex-

perimentos e assegurar a consisténcia dos dados coletados.



Capitulo 3
Obtencao e Tratamento de Dados

A obtencao e o tratamento de dados sao etapas centrais em experimentos cientificos.
Este capitulo apresenta os procedimentos adotados, bem como os desafios enfrentados
durante a coleta e andlise das informacoes.

A metodologia empregada foi desenvolvida com o objetivo de capturar, com precisao,
a trajetéria do robd em diferentes cendrios experimentais. Para isso, foram utilizados
dispositivos de captura de imagem de alta resolucao e ferramentas de software, possibili-
tando um registro detalhado dos eventos e a analise minuciosa dos movimentos. A escolha
dessas ferramentas foi guiada por critérios de fidelidade, eficiéncia e compatibilidade com
o processamento subsequente, assegurando a qualidade dos dados mesmo em situagoes de
baixa luminosidade. Um dos desafios encontrados foi a necessidade de minimizar distor-
¢Oes geométricas e interferéncias externas, como reflexos ou ruidos visuais, que poderiam
comprometer a analise das trajetorias. Esses problemas foram mitigados por meio de con-
figuragoes especificas, como o uso de modos de captura otimizados e o tratamento prévio
das imagens em escala de cinza. Além disso, foram implementadas rotinas automatizadas
para a extracao e o processamento dos dados, otimizando o tempo de analise e reduzindo
o impacto de erros humanos.

A anélise dos dados coletados envolve técnicas de extracao de quadros de video para
reconstrucao das trajetorias. Neste processo, ferramentas como o MATLAB e o FFmpeg
desempenharam um papel crucial, proporcionando uma integracao eficiente entre a coleta
dos dados e sua andlise quantitativa. A combinagdo dessas ferramentas permitiu nao
apenas mapear com precisao a posi¢cao do robd, mas também extrair informagoes sobre
sua velocidade e interagao com as bordas do sistema experimental.

Para avaliar a eficicia do robd e validar o sistema experimental, foi conduzido um
processo de calibracido que utilizou como referéncia o [BC] Este sistema oferece uma
base solida para identificar desvios no comportamento do robo, garantindo que os dados
coletados reflitam com precisdo as condigdes experimentais esperadas. A andlise das
reflexoes e da linearidade das trajetérias serviu como critério para ajustar os parametros

do robo e validar sua performance antes da aplicagdo em cendrios mais complexos.
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Este capitulo estd organizado em etapas que estruturam a fundamentacao experi-
mental e analitica deste trabalho. Na primeira secao, sao descritos os dispositivos de
captura, as configuragoes técnicas e as condi¢oes experimentais adotadas para a aquisicao
dos dados, garantindo uma visao clara dos parametros que sustentam a coleta de infor-
macoes. Em seguida, é apresentado o processo de tratamento dos dados, com destaque
para as ferramentas computacionais e algoritmos utilizados, enfatizando a adequacao e
a precisao das metodologias aplicadas. Na sequéncia, discute-se a calibracao do sistema,
complementada pela andlise dos resultados preliminares que orientaram o refinamento do
experimento. Por fim, aborda-se a geragao de dados voltados a andlise da dindmica e
a mensuragao do [EL] consolidando as bases para o estudo aprofundado dos fenémenos

cadticos e nao-lineares, explorados nos capitulos subsequentes.

3.1 Procedimentos de Obtencao de Dados

Os procedimentos para a coleta de dados foram desenvolvidos com base na necessi-
dade de registrar, de forma precisa e consistente, os movimentos do robé no ambiente
experimental. Esta secdo detalha os aspectos técnicos e operacionais envolvidos na aqui-
sicao das informacoes, incluindo a instrumentagao empregada, as configuragoes adotadas
para o registro das imagens e as estratégias implementadas para assegurar a qualidade
e a integridade dos dados. A coleta de dados foi realizada utilizando uma céamera de
alta resolucao, configurada para capturar as trajetorias do robé em condig¢oes controladas
de iluminacao. Além disso, o espago experimental foi organizado de forma a minimizar
interferéncias externas e otimizar a definicdo dos elementos capturados. As subsecoes
seguintes descrevem, de forma detalhada, os equipamentos utilizados e os parametros téc-
nicos definidos para a aquisi¢cao, bem como as caracteristicas principais dos dados obtidos

durante os experimentos.

3.1.1 Instrumentacao e Configuracao Experimental

A principal ferramenta utilizada no experimento foi a camera GoPro HERO 9 Black
[63]. Este equipamento oferece recursos de captura de imagem e video, proporcionando
boa resolucao e ampla flexibilidade na definicdo do campo de visao. Dotada de um sen-
sor CMOS de 23,6 MP, a camera disponibiliza uma variedade de modos de gravacao,
incluindo 5K a 30 fps, 4K a 60 fps, 2,7K a 120 fps e 1080p (Full HD) a 240 fps. Essas
opgodes permitem ajustar detalhamento, taxa de quadros e qualidade visual, adequando
a configuracao a diferentes demandas experimentais — desde a captura de movimentos
sutis até a andlise de eventos em alta velocidade. A 6ptica da GoPro HERO 9 Black
incorpora uma lente super grande angular, oferecendo modos de campo de visdo como

SuperView, Wide, Linear e Narrow. Em termos de conectividade, o equipamento
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conta com Wi-Fi, Bluetooth e porta USB-C, recursos que simplificam o controle remoto
(via aplicativo ou comando de voz), bem como a transferéncia rapida de arquivos. A
capacidade de armazenamento foi reforgada com a utilizagdo de um cartdo microSD de
128 GB, garantindo amplo espaco para registros prolongados em alta resolugao. A ali-
mentacao é fornecida por uma bateria removivel de 1720 mAh, possibilitando cerca de 2 h
e 30 min de gravagao continua, dependendo dos ajustes empregados. O corpo compacto,
com dimensoes de 71,8 mm x 55,8 mm x 33,6 mm e peso de 158 g, facilita a fixagdao
em suportes, tripés ou estruturas experimentais. Essas caracteristicas tornam a GoPro
HERO 9 Black uma escolha ideal para o estudo da trajetéria do robd, assegurando alta
definicao, confiabilidade na coleta dos dados e fidelidade na representacao dos movimen-
tos, resultando em andlises mais rigorosas e interpretacoes mais precisas dos fené6menos

investigados.

3.1.2 Descricao dos Dados Obtidos

Para a aquisicao dos dados de cada experimento, optou-se pela configuracao em 1080 p
(Full HD) a 30 fps, durante um periodo de 30 min, utilizando o modo Narrow (estreito).
Embora angulos mais amplos sejam vantajosos para capturar o maximo de informacgao,
eles podem introduzir distor¢oes do tipo “olho de peixe” nas bordas da imagem. Por
sua vez, o modo NNarrow minimiza significativamente essas distor¢oes, preservando a
geometria original dos elementos na cena e garantindo maior fidelidade visual, em troca de
menor campo de visao. Tal caracteristica é essencial em analises que demandam precisao
no delineamento de trajetorias e movimentos, assegurando resultados mais acurados e

confiaveis.

3.2 Tratamento de Dados

A partir das gravagoes realizadas durante os experimentos, adotamos um fluxo sis-
tematico de tratamento de dados que envolveu duas etapas principais: a extragao de
quadros dos videos e a analise das imagens para localizar a posicao do robo. Essas etapas
foram conduzidas com ferramentas especificas, como o FFmpeg e o MATLAB, permitindo
a extracgao eficiente das informagoes relevantes para os objetivos do estudo.

Na primeira etapa, o FFmpeg, uma ferramenta amplamente reconhecida por sua ver-
satilidade no processamento de midias digitais, foi utilizado para converter os videos
gravados em sequéncias de imagens. Esse processo foi automatizado por meio de scripts,
que garantiram a extracao de frames em escala de cinza e sua organizagao sequencial,
facilitando o armazenamento e a manipulacao subsequente dos dados. Essa abordagem
nao apenas otimizou o uso de espago em disco, mas também acelerou as etapas subse-

quentes. Na segunda etapa, o MATLAB foi empregado para analisar as imagens extraidas
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e identificar a posicdo do rob6 em cada quadro. A localizacao foi determinada a partir
dos picos de intensidade luminosa gerados pela fonte de luz central (LED) instalada no
robd. Para isso, foi utilizada uma mascara circular que limitou a andlise a regiao de inte-
resse, reduzindo interferéncias externas. As informacgoes extraidas foram organizadas em
um formato adequado para a reconstrugao da trajetéria do robo e para futuras andlises

quantitativas e qualitativas.

3.2.1 FFmpeg

O FFmpeg é uma biblioteca de cédigo aberto, ele suporta varios formatos multimidia,
tornando-se essencial para profissionais que precisam manipular midias digitais. Suas
funcionalidades abrangem desde conversdes de formatos até operagdes mais complexas,
como compressao, edicao, captura e streaming de contetidos multimidia. Adicionalmente,
ele é capaz de extrair informacoes detalhadas sobre os arquivos, como metadados, taxas
de quadros e resolugoes. Uma das principais caracteristicas do FFmpeg é sua interface
baseada na linha de comando, que permite executar operagoes sofisticadas com comandos
diretos e scripts automatizados.

Para o tratamento de dados, é necessario coletar todos os frames dos videos gravados
pela GoPro. Como a GoPro utiliza um cartao SD que, por questoes de compatibilidade,
geralmente é formatado em FAT, os videos sao divididos em arquivos de até 4 GB. Dessa
forma, torna-se imprescindivel converter todos os videos de um experimento em frames
organizados em ordem cronolégica. Com o FFmpeg o processo é automatizado por meio
de um script em Bash, que realiza a criagdo de um diretério para armazenar as imagens
e executa um loop para processar multiplos videos de forma sequencial. O comando

principal do script é:

mkdir JPEG
for i in *.MP4; do
FFmpeg -i "$i" -vf "scale=iw:ih,format=gray" "JPEG/${i’%.MP4}-%07d.
jpg"
done

A seguir, os elementos do comando sao detalhados:

e mkdir JPEG: cria o diretério JPEG, onde serdo armazenadas as imagens extraidas.

e for i in *.MP4; do ... done: percorre todos os arquivos com extensao .MP4

presentes no diretério.

o FFmpeg -i "$i-vf "scale=iw:ih,format=grayJPEG/${i%.MP4}-7%07d. jpg": este
comando extrai os frames de cada video e os salva como imagens em preto e branco
no diretorio JPEG.
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Os parametros do comando FFmpeg possuem as seguintes fungoes:

e scale=iw:ih: mantém as dimensoes originais do video, onde iw e ih representam

a largura e a altura, respectivamente.

» format=gray: converte os frames para um formato em escala de cinza (grayscale),
que reduz significativamente o tamanho das imagens. Essa abordagem nao apenas
acelera o processamento dos dados subsequente, mas também torna o processamento
pelo proprio FEmpeg mais rapido, dado que a conversao para preto e branco é menos

computacionalmente intensiva do que o formato RGB.

e %07d: numera as imagens extraidas com 7 digitos, assegurando a correta ordenacao

mesmo para um grande nimero de frames.

3.2.2 MATLAB

O MATLAB (Matriz Laboratory) é um ambiente de programagcao utilizado em enge-
nharias e ciéncias. Ele foi projetado para facilitar operagoes matriciais, analise numérica,
visualizacao de dados e desenvolvimento de algoritmos. Seu ambiente integrado combina
ferramentas de edi¢ao de coédigo, depuracao e visualizacdo em uma interface amigavel,
permitindo que usudrios desenvolvam solucoes de maneira eficiente [64].

O MATLAB também oferece uma vasta colecao de toolboxes especializadas, como as
de processamento de imagem, aprendizado de maquina, controle de sistemas e simulacao.
Essas extensoes tornam o MATLAB uma boa escolha para resolver problemas especificos
em diversos campos de pesquisa e desenvolvimento. Outro ponto forte do MATLAB é a
sua capacidade de criar graficos e visualizagoes de alta qualidade, o que o torna ideal para
analises exploratorias e apresentacao de resultados.

Embora existam alternativas como Python e C, 0 MATLAB destaca-se pela sua facili-
dade de uso e versatilidade. No contexto deste experimento, sua escolha foi motivada pelo
fato de que o programa necessario para a execucao ja havia sido desenvolvido previamente
pelo nosso grupo de pesquisa. Além disso, o MATLAB foi utilizado com sucesso em ex-
perimentos anteriores, incluindo o estudo no Bilhar de Bunimovich [1], consolidando-se

como uma ferramenta confiavel e eficiente para este tipo de aplicacao.

Funcionamento do Programa de Rastreamento do Robo

O programa de rastreamento do robo processa uma sequéncia de imagens capturadas
no bilhar para determinar a posi¢ao do rob6 em cada quadro do video. Ele opera seguindo
etapas principais bem definidas: Primeiramente, as imagens sao carregadas a partir de um
diretério especificado, a pasta de saida do FFmpeg, e uma mascara circular é aplicada para
limitar a analise a area de interesse, a regiao onde o rob6 se movimenta. Essa méascara re-

duz a interferéncia de ruidos externos e otimiza o processamento ao focar exclusivamente
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na area relevante. Para cada imagem, o programa identifica a posicao do rob6 com base
nos picos de intensidade luminosa dentro da regiao delimitada, nao necessitando das cores.
Esse procedimento ¢é realizado por meio de uma janela de busca ajustavel, que considera
a posicao estimada do rob6 no quadro anterior. Essa abordagem garante eficiéncia no
rastreamento, mesmo em situagoes de movimento suave ou deslocamento limitado entre
quadros. Apoés localizar a regiao de maior intensidade luminosa, o programa calcula as
coordenadas médias do robo e os desvios padrao correspondentes. Essas métricas sao usa-
das para determinar a posi¢ao central do robo e avaliar a dispersao dos dados, fornecendo
informagoes sobre o deslocamento. Os resultados sao armazenados em coordenadas, per-
mitindo andlises posteriores. Além disso, o programa pode gerar graficos opcionais que
mostram a evolugao do rastreamento, incluindo a trajetéria do robo ao longo do tempo e
a regiao alvo identificada em cada quadro, com custo alto em seu processamento. Por fim,
os dados de posi¢ao e erro em pixeis, sao exportados em arquivos .txt, assegurando que
os resultados possam ser acessados e analisados em outras etapas de andlise. O tempo
de processamento ¢ eficiente, equivalendo aproximadamente ao tempo de gravagao, com
uma taxa de 30 quadros por segundo. E importante destacar a necessidade de gravar os
experimentos em condi¢oes de baixa luminosidade. Como o robd possui uma fonte de
iluminacao localizada em seu centro, A configuracao do robd facilita a identificacdo e o
rastreamento durante o processamento, minimizando interferéncias externas e otimizando

a precisao do programa.

3.3 Calibracao

Com a construgao do robd concluida, a estruturacgao da fronteira do bilhar finalizada
e a capacidade de aquisicao de dados plenamente estabelecida, o préximo passo consiste
em avaliar a eficiéncia do rob6 na execucao dos experimentos. Para isso, trés aspectos

fundamentais foram analisados:

1. Detecgao da fronteira: Verificou-se a capacidade do sistema de identificar eventos
de colisdo com precisao, assegurando que nenhuma interacao relevante fosse perdida

durante o experimento.

2. Deslocamento em linha reta: Avaliou-se a habilidade do rob6 de manter traje-
torias retilineas, um critério de alta importancia na construgdo e na calibragao do

sistema.

3. Reflex6es especulares: Confirmar que o angulo de reflexao do robd corresponde

ao angulo de incidéncia, para caracterizar reflexdes proximas a ideal.

A calibracéo inicial foi realizada no [BC| devido a sua dindmica conservar o dngulo de

incidéncia, em outras palavras, o momento angular é conservado. Assim, a escolha do
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(v = 0) para iniciar os experimentos nao apenas facilita a andlise das reflexdes, mas
também fornece uma base confidavel para a validagdo do sistema antes de transitar para
experimentos com presenca de caos.

Dadas as dificuldades iniciais na construcao e programacao do robd, foi desenvolvido
um software em Python chamado Validagdo_do_Lim&o.py. Esse programa foi projetado
especialmente para avaliar quantitativamente o desempenho do robo e verificar sua preci-
sao em relacao aos critérios estabelecidos. Nas subse¢oes a seguir, detalha-se a aplicacao

do programa e os resultados obtidos na avaliagdo do robo.

3.3.1 Colisao
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Figura 3.1: Esquerda: Gréfico com o primeiro minuto da velocidade. A curva laranja
representa a velocidade filtrada utilizando um filtro passa-baixa. Direita: A trajetoria
do robé é representada por pontos pretos, com cada ponto correspondendo a um frame
da captura, totalizando aproximadamente 54.000 pontos ao longo do experimento. As
colisOes detectadas sdo destacadas por pontos laranja de maior tamanho, com contorno
preto, indicando os eventos identificados durante o movimento.

Para determinar a velocidade, utilizamos os dados extraidos das imagens capturadas
pela camera. Inicialmente, a trajetéria do robd foi identificada e a taxa de captura da
camera foi considerada. Em seguida, as dimensoes da trajetéria, originalmente expressas
em pixeis, foram normalizadas para unidades métricas. A velocidade foi calculada como
a razao entre o deslocamento espacial e o intervalo de tempo correspondente aos pontos
consecutivos. A esquerda da Fig. , observa-se a evolucao da velocidade ao longo do
primeiro minuto do experimento. A curva laranja representa a velocidade filtrada por um
filtro passa-baixa, destacando as flutuagoes mais suaves e facilitando a identificacao das

quedas bruscas de velocidade, que correspondem aos momentos de colisao. A detecgao
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de colisdes esta diretamente relacionada com sua velocidade, quando o robo detecta a
borda, o sistema interrompe o movimento, calcula os parametros necessarios e realiza
uma reflexdo que consiste em uma rotagao em torno de seu proprio eixo. Durante essa
rotacao, o LED centralizado tende a permanecer fixo em sua posi¢do, sem apresentar
deslocamento aparente. Esse comportamento é identificado como uma colisao na fronteira
efetiva, detectada pela queda brusca na velocidade, e a posicao correspondente ¢é registrada
para analise. Na Fig. a direita é possivel ver os pontos de colisdes, demonstrando a

eficacia do programa, ao observar que todas as colisdes estao de fato nas bordas do bilhar.

3.3.2 Voo Livre
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Figura 3.2: Esquerda: Representacdo de 250 trajetérias retilineas com R? calculados
para cada uma. O eixo y varia de 0 a 1, evidenciando que todos os R? estdo muito
préximos de 1, indicando alta consisténcia na linearidade das trajetérias. Direita: A
mesma figura apresentada a esquerda, mas com o eixo y limitado ao intervalo de 0,975
a 1, permitindo uma visualizacio detalhada das pequenas variacoes em R2.

Entre cada colisdo, durante o voo livre ( Trajetoria entre as colisées) do robd, o sistema
é programado para manter a rotacao das rodas constante, conforme detalhado no Cap.
2l Esse controle é realizado monitorando a quantidade de pulsos por segundo que os
encoders de cada roda devem registrar, o que permite regular a velocidade do robd a
aproximadamente 0,2 m/s. Essa estabilidade na velocidade pode ser observada na Fig. [3.1],
onde as variagoes ao longo do tempo sdo aceitaveis, evidenciando a eficacia do controle
implementado para garantir que o robd se desloque de forma constante e em linha reta
durante os intervalos entre colisoes.

Para verificar se o deslocamento do robd estd alinhado com o ideal, adotamos um
método baseado na andlise da trajetéria. Inicialmente, o programa traga uma linha reta

entre os pontos de colisoes consecutivas, assumindo que o deslocamento ideal seria per-



Capitulo 3. Obtencao e Tratamento de Dados 63

feitamente alinhado com essa linha. A andlise quantitativa desse alinhamento é realizada
por meio do coeficiente de determinagao (R?), que avalia a proporcao da variabilidade
na posicao do robo explicada por essa trajetéria ideal. O R? é definido matematicamente
como: SSE

RP=1- ST (3.1)
onde SSE (Soma dos Quadrados dos Erros) representa a variabilidade nao explicada pelo
modelo, calculada como > (y; — 9;)?%, e SST (Soma Total dos Quadrados) mede a va-
riabilidade total dos dados em relagao & média, dada por 37 (y; — ¥)?. Nessa férmula,
y; sao as posigoes reais do robd, g; sdo as posicoes previstas pela linha ideal, e y é a
média das posicoes observadas. Valores proximos a 1 de R? indicam que o robo se des-
locou de maneira consistente e alinhada com a trajetoria ideal, enquanto valores baixos
sugerem desvios possivelmente causados por imperfei¢oes no sistema, como diferencas na
tragdo das rodas ou erros de calibragdo dos sensores. Esse método fornece uma métrica
robusta para avaliar a precisao do deslocamento do rob6 e ajustar o sistema de controle,
garantindo a confiabilidade do movimento retilineo entre as colisoes. Conforme ilustrado
na Fig. o valor obtido de R? = 0,999 4 0,002 para o experimento demonstra que a
trajetoria do robd esta alinhada com o ideal, com pequenos desvios atribuiveis a ruidos
experimentais. Essa analise confirma a eficacia do controle implementado e permite uma

avaliagao quantitativa da qualidade dos voos.

3.3.3 Reflexao
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Figura 3.3: Esquerda: R, em funcdo do nimero 4 da colisao. Valores préximos a 1
indicam reflexGes especulares. Direita: Diferenca entre o dngulo de colisdo atual e
o angulo da colisdo anterior em graus (d¢ = |¢; — ¢;_1|), avaliando a consisténcia do
sistema durante o experimento.
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A analise da reflexdo é fundamental para verificar se o rob6 mantém um comporta-
mento especular ao longo do experimento, o que é essencial para garantir a validade dos
resultados. Com a capacidade de detectar as bordas do bilhar de forma consistente e sin-
cronizar a velocidade das rodas, torna-se necessario avaliar a precisao das reflexoes. Essa
analise justifica a escolha de um [BC| para a calibragao e inicializagdo dos experimentos.
Na Fig[3.3] a esquerda, observa-se a razao R, entre o maior e o menor angulo entre os de
incidéncia e reflexao ao longo de aproximadamente 250 a 350 colisdes. Valores médios de
0,985 40,010 indicam que as reflexoes do robd sao préximas ao comportamento especular,
sem desvios significativos. Ja na Fig. [3.3] & direita, é apresentada a diferenga entre os
angulos de colisoes consecutivas. Essa analise destaca a constancia da reflexao, evidenci-
ando que, em um [BC], a variacao tedrica do angulo deve ser nula. Os dados experimentais
corroboram essa expectativa, apresentando uma média de 0,778 + 0,551°, com variacoes
minimas. Esses resultados sao fundamentais para validar o robd em experimentos mais
complexos, uma vez que erros grosseiros de reflexao poderiam comprometer a analise de
dindmicas cadticas. Portanto, a utilizagdo de um [BC| no experimento inicial permite ga-
rantir a auséncia de caos e avaliar detalhadamente o desempenho do robd. Para fins de
ajustes, foram configurados dois bilhares distintos: o que serve para calibragao, e o

bilhar em formato de limao, utilizado para os experimentos finais.

3.4 Geracao de Dados para Analise da Dinamica

Para extrair os dados, utilizamos um programa denominado Lemon. py para constituir
o nicleo central das analises realizadas. Apos a coleta dos dados no MATLA B, utilizamos
amplamente o Python para processar e tratar os dados obtidos. Inicialmente, é feita a
correcao do angulo de gravacao. Durante a configuracao experimental, buscou-se posicio-
nar a GoPro paralela ao piso, garantindo que a construcao do bilhar também apresentasse
quinas alinhadas ao plano horizontal. Este alinhamento foi implementado para minimizar
desvios angulares indesejados, conforme descrito em [2.5.1 Apesar de ser um procedi-
mento mais trabalhoso, este método assegura que as quinas do bilhar fiquem paralelas as
linhas do piso, como ilustrado na Fig. 2.15] Essa abordagem reduz significativamente a
diferenga angular entre a cAmera e o[BI} mas ndo a elimina completamente. Para siste-
mas caoticos, em que o robo percorre trajetérias proximas as quinas do Bilhar e explora
quase todo o contorno ao longo do experimento, é possivel utilizar os pontos registrados
para determinar e corrigir a diferenca angular entre a GoPro e o[BL] Essa correcao é feita
aplicando uma rotacao aos dados, zerando a discrepancia angular.

Apbs essa etapa, procede-se a centralizacdo dos dados em torno da média dos eixos
X e Y, seguida da normalizacdo das unidades de pixel para metros. A centralizagao é
realizada calculando-se o centro de massa dos pontos e ajustando os dados para que este

coincida com a origem. Para a normalizagao, utilizamos as dimensoes conhecidas do piso,
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cuja aresta apresenta aproximadamente 532 pixeis, equivalentes a 112 cm. Essa relacao
fornece um fator de conversao preciso, permitindo a normalizacao espacial dos dados.

Apos corrigir a diferenca angular, as colisdes sao identificadas pelas quedas na velo-
cidade, conforme ilustrado na Fig. [3.1] & esquerda. Uma vez extraidas todas as colisoes,
utilizamos esses dados para estimar os parametros dos circulos associados aos conjuntos
superior e inferior do [BI] Para essa andlise, empregamos o método de ajuste curve_fit,
disponivel no médulo scipy.optimize. Com os pardametros ajustados, obtemos as carac-
teristicas geométricas dos circulos, incluindo a distancia entre os centros, suas posicoes e
seus respectivos raios. Essas informacgoes permitem descrever de forma precisa os para-
metros do , fundamentando-se nas equagoes .

Nao menos importante, ao determinar os centros dos circulos inferior e superior, torna-
se possivel calcular o vetor normal, que aponta sempre na direcao do centro do circulo
correspondente. Quando a colisao ocorre na parte inferior do [BL] o vetor normal aponta
para o centro deste circulo, como ilustrado na Fig. [1.10] & esquerda. Com essas infor-
macoes, é possivel determinar os angulos de incidéncia e reflexao a partir de trés vetores
principais: o vetor de incidéncia, o vetor de reflexdo e o vetor normal. Utilizando ope-
ragoes vetoriais, determinamos os angulos de incidéncia e reflexao para todas as colisoes,
exceto a primeira e a ultima, por nao existir a colisdo anterior ou a posterior.

Por fim, o programa salva quatro arquivos .txt contendo os dados processados. O
primeiro arquivo, denominado (nome_do_arquivo) _traj.txt, armazena a trajetéria nor-
malizada e centralizada, sendo 1til para a plotagem dos pontos em pretos sem contorno,
como ilustrado na Fig. [3.I] O segundo arquivo, (nome_do_arquivo)_Colis&o.txt, re-
gistra as localizagdes das colisdes, representadas pelos contornos pretos na mesma fi-
gura. O terceiro arquivo, (nome_do_arquivo) (Per_SinTheta) .txt, ¢ utilizado para
a construgao do [MP] como mencionado anteriormente, com base nas [CB| que sdo es-
senciais para as andlises e revelam a estrutura do [EF] Por fim, o quarto arquivo,
(nome_do_arquivo) (T_Th _Ka_V).txt, contém, os parametros necessarios para o cal-

culo do expoente de Lyapunov, detalhado na secao a seguir.

3.5 Obtencao do Expoente de Lyapunov

O Expoente de Lyapunov (EL]) () é a medida quantitativa para avaliar a sensibilidade
as|Cllem sistemas dindmicos. Ele reflete o comportamento de trajetérias préximas no|kF|e
como a separacao entre as trajetérias divergem ao longo do tempo. Sendo particularmente

relevante no atual estudo, o cdlculo de \ foi definido pela expressao:

A= lim - Zl 0] (3.2)

t=o0 ¢ lall
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em que ||0;11]| representa a norma do vetor de separacao entre duas trajetérias no instante
i+ 1 e |[0;]| é a norma no instante 7.

O célculo do comeca com a definicio do vetor de separacdo inicial &y = [dy, ],
cujos componentes sao escolhidos aleatoriamente e, em seguida, normalizados para garan-
tir que ||do|| = 1. Esse vetor inicializado serd submetido a transformagoes sucessivas que
refletem a evolucao do sistema dindmico. Em cada passo de tempo, o vetor § é atuali-
zado por meio de matrizes de evolucao, sendo normalizado apés cada passo para evitar
divergéncias.

A dindmica das separagoes é modelada por duas matrizes. A primeira, (J,), descreve

o voo livre entre duas colisoes num intervalo de tempo 7, sendo representada por:

1 7
et o

Sua aplicacao ao vetor 0 resulta em: o' = J, - d, o que, explicitamente, implica em:

Sy =0+7 6, & =06, (3.4)

v

Essa matriz representa um movimento retilineo uniforme, na qual d; recebe um acréscimo
de 79,, enquanto d, permanece inalterado.
Em seguida, a matriz J., responsavel por capturar os efeitos das reflexdes especulares,

é aplicada ao vetor transformado. A matriz J. é expressa como:

Jo-- [ . O] , (35)

os(@ |

onde k representa a curvatura local e ¢ o dngulo da reflexao. A aplicacao de J. ao vetor
0" resulta em, §" = J.- ¢, o que leva a:
5 — ¢ 5" — — 2'7"4"5/_'_5/ (36)
l 12 v c OS( ¢) l v |- :
A transformacao total ao longo de um passo temporal é obtida pela combinacao dessas

duas matrizes, resultando em, J = J.-J,. Substituindo-se as expressoes de J. e J,, tem-se:

[1 T
J=—

2K 2-K
os(@ s T 1

. (3.7)

Esta matriz descreve a evolu¢do completa do vetor  em um tnico passo, considerando os
efeitos acumulados do voo livre e da colisao.
Ao longo de n passos, o vetor § evolui sucessivamente, com a matriz J adaptada a

cada passo em funcio dos pardmetros x;, ¢; e 7;. Assim, a evolucdo temporal completa é
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expressa por:
Ofinal = Jn - It -+ J1 - o (3.8)

Em cada passo, a norma do vetor 9 ¢ calculada como:

10:]] = /07 + 054, (3.9)

e seu logaritmo natural é calculado para estimar o crescimento exponencial. Apds o
calculo da norma, o vetor §; é renormalizado para evitar crescimento excessivo durante
os calculos subsequentes.

Por fim o programa mensura o expoente médio de Lyapunov, que é determinado pela

expressao:
1 n
)\ - — 1 51 y
7 2 s

em que I'=>" , 7; ¢ o tempo total considerado entre cada colisao. Este calculo fornece
uma caracterizagao precisa da sensibilidade do sistema as [CI] e é amplamente discutido
em [1} [10].
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Resultados e Discussao

Apés a construcao do robd e a validagao de sua capacidade de locomocao retilinea entre
colisdes, bem como sua habilidade de realizar reflexdes especulares, foram conduzidos os
experimentos no bilhar. O intervalo de andlise foi definido como 7 € [0,0,5]. Os resultados
apresentados a seguir foram obtidos utilizando o programa descrito nas se¢oes [3.4] e 3.5
Para a interpretagao dos dados, também foi empregada a métrica da Recurrence Rate ou
Taxa de Recorréncia , cuja definicdo e aplicagao serao detalhadas posteriormente.
Como o rob6 nao toca diretamente a parede, o contorno utilizado ¢é ficticio, sendo este
usado para calcular o parametro experimental . Para diferencid-lo, denominamos o
parametro calculado como gamma efetivo (o). Nos graficos apresentados, serdo exibidos
tanto os dados experimentais quanto a fotografia correspondente a cada experimento. O
contorno efetivo, representado por um contorno branco, sera sobreposto aos dados, como

exemplificado na Fig. 4.1

Figura 4.1: Dados de trajetéria (em preto) e colisbes (em laranja), sobrepostos a
fotografia do experimento correspondente ao veg ~ 0,5.
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4.1 Validacao dos Dados Experimentais

2024-01-16-00 | y = 0.00367 | A = 0.00423 | Colisdo = 497 | RR=0.00727 | € = 0.01
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Figura 4.2: Para ~.g ~ 0, da esquerda para a direita: A trajetéria representada em
preto e as colisoes em laranja, o do experimento, e sua matriz de recorréncia

associada.
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Figura 4.3: Para ~.g ~ 0,5, da esquerda para a direita: A trajetéria representada
em preto e as colisdes em laranja, o [MP] do experimento, e sua matriz de recorréncia
associada.

A Fig. apresenta um exemplo tipico dos dados obtidos a partir das trajetorias do
sistema. Os gréaficos incluem as trajetérias completas, pontos de colisao, o [MP]e a matriz
da recorréncia, considerando o parametro ¢ avaliado para ¢ = 0,01. Estao indicados a
data do experimento e os dois ultimos digitos da ordem sequencial do experimento, que
comegam em 00. Adicionalmente, destaca-se o valor de 7., associado a mensuracao dos
circulos, o [ET] o ntmero total de colisdes registradas e a[RR] Estes dados fornecem uma,
visao abrangente sobre o comportamento da dinamica e servem de base para as analises
subsequentes.

Para 7 =~ 0, observa-se que o[EL]converge a muito préximo de zero, mesmo que o com-

portamento do sistema nao seja exatamente regular. Neste caso, Yeg ~ 0,003 (Fig. |4.2)).
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Em contraste, para v.¢ ~ 0,5 (Fig. |4.3)), o sistema apresenta caracteristicas totalmente
cadticas. Como discutido no Capitulo [I] o [EL] positivo ¢ tipico de sistemas cadticos. A
comparagao entre esses dois regimes é evidente ao se analisar [C]| préximas para Yeg ~ 0 e

Vet =~ 0,5. A divergéncia entre as trajetérias é observada na Fig. [4.4]

1.0
g 05
= 00
0.5
-1.0

Figura 4.4: Graficos de séries temporais discretas para duas trajetérias com proé-
ximas. Painel esquerdo: ~.g ~ 0, onde as trajetorias permanecem proximas
ao longo do tempo, confirmando dindmicas regulares (Aexp =~ 0,02). Painel di-
reito: veg ~ 0,503, [CI] na regido cadtica, com divergéncia exponencial das trajetérias
(Aexp =~ 0,19).

A Fig. [£.4) ilustra a evolugdo temporal de duas trajetérias com préximas em dois
regimes dindmicos distintos. No painel esquerdo (7.5 =~ 0), observa-se que as trajetérias
permanecem praticamente sobrepostas ao longo de 20 colisoes, caracterizando um com-
portamento regular. A taxa de divergéncia é Ay, =~ 0,02, evidenciando a estabilidade do
sistema neste regime. Por outro lado, no painel direito (yeg =~ 0,502), que corresponde ao
regime caodtico, as trajetorias divergem rapidamente ja nas trés primeiras colisoes. Esse
comportamento demonstra a sensibilidade as [CIsl Apds algumas iteragdes, as trajetérias
tornam-se visualmente indistinguiveis das [CIs, refletindo a divergéncia exponencial e o
alto valor do expoente de Lyapunov (Aeyp, =~ 0,19). Esses resultados confirmam a transi-
¢ao do comportamento regular para o cadtico com o aumento de Yog. A andlise destaca a

relagdo entre a dindmica do sistema e a taxa de divergéncia das trajetérias no [EF]

4.1.1 Taxa de Recorréncia

A Taxa de Recorréncia é uma métrica que mede a frequéncia com que uma
trajetoria em um sistema dindmico retorna a estados préoximos de um estado anterior no
[EF] Ela é particularmente util na andlise de sistemas cadticos, pois permite identificar

padroes recorrentes e caracterizar diferentes comportamentos dindmicos, como a presenca

de stickiness. A [RRlé definida como:

1 N
RR = e > Ry, (4.1)

ij=1
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onde R;; ¢ um elemento de uma matriz bindria de recorréncia, que é definida como:

L, se [lo(t) —2(t;)]| <e,
Rij(e) = (4.2)

0, caso contrario,
e € ¢ um limiar de distancia que define o quao préximos dois estados z(t;) e x(t;) devem
estar para serem considerados recorrentes. Cada entrada igual a 1 na Matriz de Recorrén-
cia representa uma recorréncia da trajetéria analisada, indicando que x(t;) e x(t;) estdo
dinamicamente e-préximos um do outro. Como o foco estd na andlise de recorréncia em
tempo finito, é importante observar que 0 < ¢; <t; < N, onde N ¢é o tempo maximo de
iteracao da trajetoria. A matriz de recorréncias possui dimensao N x N.

Na prética, a [RR] fornece a proporcao de pontos no [EF| que retornam a vizinhanca de
estados anteriores, sendo altamente dependente do niimero de iteracoes, do limiar ¢ e das
[CIg Essa métrica tem sido usada para identificar regides de alta recorréncia associadas a
stickiness e para distinguir comportamentos cadticos de movimentos quase-peridodicos em

sistemas nao lineares |19} 65].

4.2 Espacos de Fase

Nesta se¢ao, apresentamos os resultados dos Espacos de Fase obtidos a partir dos
experimentos realizados, com destaque para diferentes valores de v.¢. Cada grafico exibe
uma amostra representativa dos experimentos, escolhida dentre um total de 98 conjuntos
analisados. Em cada [EF] a simulagdo correspondente é exibida ao fundo, em tons de
cinza, permitindo observar padroes gerais e possiveis caracteristicas, como regioes de caos
e ilhas de estabilidade. As simulagoes foram elaboradas e realizadas por membros do nosso
grupo de pesquisa. As ilhas destacam areas que permanecem inacessiveis na regiao cadtica
durante a simulagao. Os pontos experimentais estao representados em laranja, facilitando
a comparacao com as simulagoes. Vale ressaltar que todas as simulagoes foram realizadas
considerando até 50.000 colisoes, enquanto os experimentos limitam-se a cerca de 300
colisdes por experimento, devido as condigoes praticas e restricoes experimentais.

Considerando 7eg ~ 0,5, a dindmica do [BL] torna-se completamente cadtica, caracte-
rizando um regime onde as trajetérias nao apresentam nenhum padrao regular e exibem
sensibilidade exponencial as Esse regime cadtico completo contrasta fortemente com
0s mistos observados para valores de parametro no intervalo 0 < veg < 0,5. Em [36],
Makino et al. demonstraram que, nesse intervalo, os sao compostos por regices de
comportamento cadtico intercaladas com ilhas de estabilidade, que representam trajeté-
rias periddicas ou quase periddicas. Essa coexisténcia de dindmicas regulares e cadticas
faz dos mistos um tema central para o estudo de transicoes entre ordem e caos em

sistemas dinamicos.
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4.2.1 Ilhas de Estabilidade

b)

Figura 4.5: Painel Superior: Trajetérias experimentais (preto) com os pontos de
colisbes destacados em laranja. A linha tracejada branca representa a regido do bilhar
efetivo. Painel inferior: Planos de fase experimentais (laranja) e numéricos (cinza)
para Yeg =~ 0,00, Yot =~ 0,24 € Yog ~ 0,30. Cada figura corresponde a um experimento
distinto.

Para 7eg ~ 0, o sistema se comporta como aproximadamente um [BC| exibindo mo-
vimento quase regular com momento angular aproximadamente constante. No [EF] as
trajetorias experimentais acompanham as previsoes numéricas, com um ruido de aproxi-
madamente 0,1 no momento angular. A Fig. ) ilustra esse regime, no qual o expoente
de Lyapunov registrado é A ~ 0,002, indicando alta estabilidade. Quando 7. aumenta
para valores préximos de 0,28, o sistema entra em uma regiao de [EF] misto. Neste caso,
uma cadeia de duas ilhas de estabilidade é formada, como mostrado na Fig. 4.5b). As
trajetérias experimentais iniciadas em uma ilha de [KAM| permanecem restritas a essas
regides, com um [EL] A ~ 0,004. Para g ~ 0,30, a dinAmica revela cadeias de quatro
pequenas ilhas de estabilidade, evidenciadas na Fig. ) As trajetérias experimentais
confirmam que o movimento se mantém dentro dessas regioes, mesmo em condigoes de
ruido, com um [EL] A ~ 0,08. Entre v ~ 0,226 e 0,4, o [EF] é caracterizado por regides
cadticas intercaladas por cadeias de ilhas menores, tornando o subconjunto cadtico mais
acessivel. Os resultados experimentais mostram excelente concordancia com as previ-
soes teodricas, mesmo em regioes de alta complexidade, validando o modelo numérico e

destacando a robustez das medigoes realizadas.
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4.2.2 Mares de Caos

a)Veff >~ 0.226 Q b)Veff >~ 0.267 O C)Veff >~ 0.269 O

NS T

Figura 4.6: Espacos de Fase (EFs) (/,sen¢) para diferentes valores de veg. Pontos
laranjas representam dados experimentais, enquanto pontos cinza correspondem a si-
mulagdes numéricas.

Os sistemas de bilhar exibem comportamentos dindmicos variados, evidentes nos seus
mistos, onde trajetérias caodticas coexistem com dinamicas regulares. Essa natureza
hibrida permite estudar transi¢cbes entre ordem e caos, fornecendo contribui¢ées sobre
fendomenos nao lineares. A Fig. apresenta seis diferentes configuracoes de (¢,sen ¢)

para valores crescentes de 7, no intervalo 0 < v.¢ < 0,5. No caso de 7yeg ~ 0,226

Y

(Fig. [4.6R)), o ¢ dominado por grandes ilhas de [KAM| que correspondem a regies

de movimento regular. Essas ilhas fragmentam o [EF] dificultando o acesso as regides
caoticas. Os dados experimentais, representados pelos pontos laranja, alinham-se bem as
previsdes numéricas, com um [ET] de A\, ~ 0,15, indicando uma dindmica caética. Con-
forme veg aumenta, como nas Figs. [1.6p)) a[d.6), as ilhas de tornam-se menores e
mais espagadas. Essa transformacao facilita o acesso as regioes cadticas do[EF], refletindo-
se nos [EL] medidos: A, ~ 0,10, A, ~ 0,07, Ay ~ 0,09 e A\, ~ 0,14. A presenca de caos mais
pronunciado é evidente, embora as trajetorias regulares ainda coexistam. Finalmente,
para Yeg ~ 0,502 (Fig. ), as ilhas de estabilidade tornam-se insignificantes, nessa con-
di¢ao, o[EF]é amplamente dominado por trajetdrias cadticas, com os pontos experimentais
cobrindo quase toda a extensao do plano. O |EE| atinge o valor de Ay >~ 0,19. Esses resul-
tados demonstram a capacidade do nosso arranjo experimental de capturar, com precisao,
a evolugao das estruturas dindmicas no [EF| misto. A combinagao de simula¢des numéricas
e dados experimentais oferece uma compreensao abrangente das transigoes entre ordem

e caos em sistemas de bilhar, reforcando seu valor como plataforma para o estudo de
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sistemas nao lineares complexos.

4.3 Expoente de Lyapunov e Sensibilidade as Con-

digcoes Iniciais
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Figura 4.7: Comportamento do expoente de Lyapunov A em funcdo do parametro de
controle veg. Os pontos pretos sdo apos a selecdo para baixo stickiness, enquanto os
cinzas sao sem filtro, representam os resultados numéricos obtidos a partir de N = 500
colisbes com a fronteira do bilhar. Os pontos laranjas representam os resultados expe-
rimentais, calculados a partir de cinco execugdes experimentais com N =~ 350 colisGes.
Observa-se boa concordancia entre os resultados experimentais e numéricos, exceto
para Yeg =~ 0,5, devido ao efeito de stickiness, que é ausente no arranjo experimental,
mas altamente influente na abordagem numérica.

A Fig. apresenta o comportamento do [EL] experimental, Aex,, como fungao do
pardmetro de controle v (simbolos laranjas). Os pontos pretos correspondem aos re-
sultados numéricos An,m. Como evidenciado, os resultados experimentais estdo em boa
concordancia com as previsdoes numéricas. Cada valor experimental mostrado na Fig.
representa a média de cinco medigoes, cada uma calculada a partir de uma série temporal
distinta. O comportamento de A\ em funcao de ~.g apresenta caracteristicas nao trivi-
ais quando comparado ao bilhar de Bunimovich [1], conforme revelado pela abordagem
numérica.

O principal desafio da andalise numérica foi excluir trajetérias afetadas pelo efeito
de stickiness, fornecendo assim valores mais representativos de A\ para compara¢ao com
os dados experimentais. Foram computadas N = 500 colisoes com a fronteira do bilhar,

quantidade suficiente para garantir a convergéncia do[EL]numérico. Cada ponto numérico
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foi obtido a partir da média de selecionadas aleatoriamente, restringindo-se apenas a
trajetérias em torno da menor [42]. Como esperado, Apum =~ 0 para Yeg =~ 0.

A curva na Fig. [1.7] revela um comportamento intrincado, com maximos e minimos
locais, sendo o maximo global localizado em 7. ~ 0,43. Para valores de 7. < 0,1, a
elevada densidade de ilhas de estabilidade no [EF] contribui para um erro significativo em
Anum- Resultados andlogos podem ser encontrados em [36, 38, 40] para outras grandezas
caracteristicas do bilhar.

Para .4 ~ 0,5, uma discrepancia notavel entre os resultados experimentais e numé-
ricos é observada (ponto azul na Fig. [4.7). Este desvio é atribuido & influéncia signifi-
cativa do efeito de stickiness neste regime do [EF] Quando o [EF| contém grandes ilhas
de estabilidade, as regides de stickiness ficam confinadas a camadas finas ao redor das
ilhas. Por outro lado, para com ilhas menores, as regides de stickiness sao maiores
e mais acessiveis. Como ilustrado na Fig. |4.6f), regides proximas a (¢,sen ¢) = (7/2,0) e
(¢,sen @) = (31/2,0) sdo cercadas por varias Orbitas periédicas marginalmente instaveis
(do inglés MUPOs, ver [36], Fig. 5c), criando dreas de stickiness proeminentes. Devido
a impossibilidade de reproduzir trajetorias fortemente afetadas por essas areas em nosso
experimento, observamos valores de A mais elevados do que os obtidos numericamente.
Mesmo utilizando anélise de recorréncia de tempo finito para atenuar parcialmente os

efeitos de stickiness nas simulagoes, a discrepancia permanece.
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Durante o desenvolvimento deste trabalho, foi necessario adquirir conhecimentos abran-
gentes em diversas areas de estudo, que incluiram Robdtica e Eletronica, destacando o de-
senvolvimento do robo, soldagem de componentes e integracao de hardware. Programacao
e Andlise de Dados, com o uso de linguagens baseadas em C/C++, Python e MATLAB.
Processamento de Imagens, aplicado na extracao de dados experimentais diretamente
de videos. Além de Prototipagem e Fabricacdo, com foco em modelagem e impressao
3D. Paralelamente, conceitos de Fisica Experimental desempenharam papel central, di-
recionando a andalise da dinamica de particulas em bilhares e o estudo de parametros
geométricos. Essa experiéncia foi essencial para compreender processos de prototipagem
rapida e integracao de hardware e software em experimentos de sistemas complexos.

A construgdo de um sistema experimental versatil, envolvendo tecnologias como Ar-
duino, modelagem, impressao 3D e processamento de imagens, revelou-se eficaz para
explorar a dindmica de particulas ativas em sistemas complexos. Este estudo demonstrou
a viabilidade de integrar robotica e analise computacional para investigar de maneira con-
trolada e precisa a transicao entre diferentes regimes dindmicos. Os resultados obtidos
validaram os métodos experimentais e modelos tedricos, contribuindo para o entendi-
mento de transi¢oes dindmicas em sistemas cadticos e mistos. A abordagem empregada
destacou-se pela personalizacao e adaptagao, permitindo a analise de diferentes cenarios
geométricos e dinamicos. Além disso, o sistema desenvolvido apresenta potencial de ex-
pansao, podendo futuramente ser adaptado para investigar os efeitos de perturbacoes
externas e explorar novos cenarios geométricos.

O desenvolvimento do sistema experimental abrangeu desde a concepc¢ao e montagem
de um robo baseado em Arduino, com mdédulos como sensores de distancia e servomotores,
até a implementagao de programagao baseada C/C++ para controle do Arduino e Python
para analise de dados. Uma camera foi utilizada para capturar videos da dindmica do
robo, que serviram como fonte de dados para analise quantitativa. Utilizamos técnicas
de processamento de imagens em MATLAB e Python para extrair informagoes relevan-

tes, como trajetorias e velocidades em diferentes pardmetros geométricos. A modelagem
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3D permitiu o desenho preciso dos componentes necessarios para o experimento. KEsses
conhecimentos foram fundamentais para personalizar e integrar partes do robd, ajustar
o ambiente experimental, como o contorno do bilhar, e garantir a qualidade no parame-
tro v almejado. Foi realizada a soldagem de componentes eletronicos para conectar os
diferentes médulos do robo, assegurando a integridade das conexdes elétricas e o funci-
onamento adequado do sistema, contribuindo para a confiabilidade do rob6 durante os
experimentos.

Os experimentos foram realizados em um dominio com perimetro fixo de 5,01 m,
variando-se o parametro geométrico vYeg no intervalo de 0 a 0,5. Essa variacao permitiu
a transicao controlada entre regimes dinamicos regulares, mistos e completamente caé-
ticos, possibilitando uma analise abrangente da dinamica do sistema. Para determinar
o expoente de Lyapunov (Aexp), utilizamos o método baseado no espaco tangente [1], e
comparamos os resultados experimentais com previsdes numéricas. Os resultados demons-
traram uma concordancia satisfatoria entre os dados experimentais e os modelos tedricos,
como ilustrado na Fig. [4.7] validando tanto a abordagem experimental quanto a precisao
dos modelos empregados. Medimos os espacos de fase da dinamica do bilhar, revelando a
coexisténcia de dindmicas regulares e cadticas dependendo das condigoes iniciais (Figs. 4.5
e . Este resultado constitui uma verificacao experimental de um espaco de fase misto
em bilhares fora do escopo da Optica [44]. Para evidenciar explicitamente a sensibilidade
as condigoes iniciais, plotamos as coordenadas do espago de fase em funcao do tempo. Os
resultados obtidos durante esta dissertacao deram origem a um artigo cientifico entitulado
“Mixed-phase space of an active particle in experimental Lemon Billiards”. Inicialmente
submetido para a revista Physical Review Letters, ainda sob andlise até o presente mo-
mento.

Utilizando ainda os mesmos dados obtidos, pretendemos fazer uma analise mais pro-
funda e variada de quantidades de recorréncia [66]. A citada nesta dissertacdo ¢ apenas
uma das quantidades disponiveis na literatura para esta andlise. Nosso arranjo experimen-
tal reproduziu com sucesso um modelo altamente idealizado, programando as respostas do
robo para aderirem as condi¢oes de validade do modelo. Esses modelos tedricos elucidam
os mecanismos subjacentes a sistemas complexos. A interacao robo-ambiente fornece uma
plataforma excelente para estudos experimentais em sistemas fisicos [67-73], incluindo as-
pectos adicionais de caos e sistemas dindmicos, como particulas confinadas autopropelidas
[74] e particulas ativas auto-excludentes [75]. Além disso, o estudo de enxames de robos
vem recebendo grande atengao da comunidade cientifica [76]. Isso se deve ao fato de os
robos poderem ser utilizados para imitar o comportamento nao apenas de uma particula
de bilhar confinada, mas também o movimento de um cardume em um aquario [77-79).
Dessa forma, é possivel estudar a dindmica coletiva de determinados grupos de animais
utilizando robds [80].

Assim, este trabalho nao apenas contribuiu para o avango na compreensao de sistemas
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dindmicos complexos, mas também reforgou a relevancia de plataformas experimentais
baseadas na integracao de robdtica e computacao, oferecendo ferramentas inovadoras

para estudos avancados em fisica nao linear e sistemas dinamicos.
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#include <Wire.h>
#include <VL53LOX.h>

#include <Servo.h>

const int ServoDPin = 11;
const int ServoEPin = 10;
#define ENCODER_PIN_E 3
#define ENCODER_PIN_D 2
Servo ServoD;

Servo ServoE;

#define SHUT_A 6
#define SHUT_B 7
#define SHUT_C 8
#define SensorA_endereco 42
#define SensorB_endereco 43

#define SensorC_endereco 44

VL53L0X sensorl;
VL53L0X sensorB;
VL53L0X sensorC;

const int distanciaMin = O;
5000;

const int distanciaMax

bool detectado = false;

#define SA 45
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#define SB 38//39 //-27 Ajuste Esquerdo
#define SC 40//43 // -00 Ajuste Frente

// Constantes de tempo para operagdo do robd

#define ESP 25 // Tempo de espera (em milissegundos)

#define LER 2 // Tempo de leitura (em milissegundos)

// Distdncias para controle de sensores e movimento

#define MAX 500 // Distincia maxima de detecgio

#define Lim 150 // Distédncia minima para desvio

// Parédmetros de rotagdo e parada

#define ROT 1800 // Tempo para rotagdo completa

#define ROTO 50 // Tempo minimo de rotagédo

#define STOP_E 1428 // Valor para parada dos motores
#define STOP_D 1435 // Valor para parada dos motores

// Valores para movimentagido dos servos
#define EF 1513 // Valor
#define DF 1371 // Valor

#define ET 1355 // Valor
#define DT 1516 // Valor

// Constantes matemdticas
float Pi = 3.14159265359;

YA e e ENCODER -
int lastStateE = HIGH; //
int lastStateD = HIGH; //
int EFF = 1513; //
int DFF = 1371; //
// Valores para céalculo da
int r = 16; // Raio da

int RTT = 100; // Tempo para retorno

// Definigdes de pinos para sensores

#define vcc 5
#define gnd 4
#define pino_DO 2
#define pino_D1 3

// Variaveis para contagem e céalculo

unsigned long countE;

unsigned long countD;

/

// Contador

para servo esquerdo

frente

para servo direito frente

para servo esquerdo

tras

para servo direito tréas

e fisicas

// Valor de Pi

Estado anterior do
Estado anterior do
Frequéncia efetiva

Frequéncia efetiva

rotagéao

roda (em cm)

encoder esquerdo
encoder direito
para o servo esquerdo

para o servo direito

(em milissegundos)

adicionais

de disténcia percorrida

/ Contador de pulsos do encoder esquerdo

de pulsos do encoder direito
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o7 ||

98

99
100
101
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103
104
105
106
107
108
109

110 ||
111 ||

112
113

114 ||
115 |

116 ||
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float Time;

float X2 = Time;

float Rr = 12.7;

float Rp = 6.8;

float FurosTotal = 126;

int Giro = O0;
int A = 1;
void setup() {

pinMode (13, OUTPUT) ;
digitalWrite (13, HIGH);

ServoD.attach(ServoDPin) ;

ServoE.attach(ServoEPin) ;

pinMode (SHUT_A, OUTPUT);
pinMode (SHUT_B, OUTPUT);
pinMode (SHUT_C, OUTPUT);

Serial.begin (115200) ;
Wire.begin () ;

pinMode (SHUT_A, INPUT);

delay (10) ;

sensorA.setAddress (SensorA_endereco) ;

pinMode (SHUT_B, INPUT);

delay (10) ;

sensorB.setAddress (SensorB_endereco) ;
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117||  pinMode (SHUT_C, INPUT);

118 || delay(10);

119 H sensorC.setAddress (SensorC_endereco) ;
120

121

122 sensorA.init () ;

123 sensorB.init () ;

124 sensorC.init () ;

125

126 sensorA.setTimeout (500) ;
127 sensorB.setTimeout (500) ;
128 sensorC.setTimeout (500) ;
129

130 sensorA.startContinuous () ;
131 H sensorB.startContinuous () ;
132 H sensorC.startContinuous () ;
133

134

135 pinMode (vecc, OUTPUT);
136 | pinMode (gnd, OUTPUT);
137||  pinMode (pino_DO, INPUT);
138 || pinMode (pino_D1, INPUT);
139

140 digitalWrite (vcc, HIGH);
141 digitalWrite (gnd, LOW);

142

143

144 attachInterrupt (1, contadorE, CHANGE) ;
145 H attachInterrupt (0, contadorD, CHANGE);
146

147 delay (1000) ;

148 || }

149 void loop() {

150

151 Robo () ;
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152

153 }

154 void LerSemnsores () {

155

156

157

158 ServoD.writeMicroseconds (STOP_D) ;

159 ServoE.writeMicroseconds (STOP_E);

160 delay (ESP);

161

162

163 float DistA = 0;

164 float DistB = O0;

165 float DistC = O0;

166 const int numReadings = 1;

167

168 for (int i1 = 0; i < numReadings; i++) {

169

170 DistA += sensorA.readRangeContinuousMillimeters () + SA;
171 DistB += sensorB.readRangeContinuousMillimeters() + SB;
172 DistC += sensorC.readRangeContinuousMillimeters () + SC;
173 delay (LER) ;

174 }

175

176

177 DistA /= numReadings;

178 DistB /= numReadings;

179 DistC /= numReadings;

180

181

182 Serial.print(DistA);

183 Serial.print(" D-F ");

184 Serial.print(DistC);

185 Serial.print(" F-E ");

186 Serial.println(DistB) ;

187 }

188 void Robo () {

189 int DistA = sensorA.readRangeContinuousMillimeters () + SA;
190 int DistB = sensorB.readRangeContinuousMillimeters() + SB;
191 int DistC = sensorC.readRangeContinuousMillimeters() + SC;
192

193 if (DistA > Lim and DistB > Lim and DistC > (Lim)) {

194 RT O ;
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195 }

196 else {

197

198 ServoD.writeMicroseconds (STOP_D);

199 ServoE.writeMicroseconds (STOP_E);

200 delay (ESP);

201

202 float DistA = 0;

203 float DistB = 0;

204 float DistC = 0;

205 const int numReadings = 1;

206

207 for (int i = 0; i < numReadings; i++) A

208 DistA += sensorA.readRangeContinuousMillimeters () + SA;
209 DistB += sensorB.readRangeContinuousMillimeters () + SB;
210 DistC += sensorC.readRangeContinuousMillimeters () + SC;
211 delay (LER) ;

212 }

213

214 DistA /= numReadings;

215 DistB /= numReadings;

216 DistC /= numReadings;

217

218 if (DistC < DistB and DistC < DistA) A

219 ServoD.writeMicroseconds (DF) ;

220 ServoE.writeMicroseconds (ET) ;

221

222 float A = DistA;

223 float B = DistB;

224 float C = sqrt(pow(A, 2) + pow(B, 2));

225 float D = A *x B / C;

226 float N = pow(A, 2) / C;

227 float M = pow(B, 2) / C;

228 float H = acos((pow(A, 2) + pow(D, 2) - pow(N, 2)) / (2 x A * D));
229 float J = acos((pow(B, 2) + pow(D, 2) - pow(M, 2)) / (2 x B * D));
230 float Alfa = H - Pi / 4;

231 float Beta = J - Pi / 4;

232 float V_Alfa = Pi - 2 x Alfa;

233 float V_Beta = Pi - 2 * Beta;

234

235 if (DistA <= DistB) {

236 float Time = (V_Beta) / (Pi);

237 ServoD.writeMicroseconds (DF) ;

238 ServoE.writeMicroseconds (ET) ;

239 Serial.println(Time) ;

240 X2 = Time;

241 RTE () ;
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}
else {
float Time = (V_Alfa) / (Pi);
ServoD.writeMicroseconds (DT) ;
ServoE.writeMicroseconds (EF) ;
Serial.println(Time) ;
X2 = Time;
RTD () ;
}
}
else {

if (DistA < DistB) {
ServoD.writeMicroseconds (DF) ;

ServoE.writeMicroseconds (ET) ;

float A = DistA;

float B = DistB;

float C = DistC;

float D = sqrt(pow(A, 2) + pow(C, 2)

float Alfa = acos((-pow(A, 2) + pow(D,
* D))

float Time = (2 % Alfa) / (Pi);
ServoD.writeMicroseconds (DF) ;
ServoE.writeMicroseconds (ET) ;
Serial.println(Time) ;
X2 = Time;
RTEQ) ;

}

if (DistB < DistA ) {
ServoD.writeMicroseconds (DT) ;

ServoE.writeMicroseconds (EF) ;

float A = DistA;

float B = DistB;

float C = DistC;

float E = sqrt(pow(B, 2) + pow(C, 2)

float Beta = acos((-pow(B, 2) + pow(E,
* E));

float Time = (Beta * 2) / (Pi);
ServoD.writeMicroseconds (DT) ;

ServoE.writeMicroseconds (EF) ;

Serial.println(Time) ;

X2 = Time;

- A * C *x sqrt(2));

2) + pow(C, 2)) / (2 * C

- B *x C * sqrt(2));

2) + pow(C, 2)) / (2 x C
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RTD () ;

}

void AC() {
int I = 1500;
ServoD.writeMicroseconds (I);
ServoE.writeMicroseconds (I);
delay (100) ;

}

void RT() {
Serial.println("Rodando");
attachInterrupt (1, contadorE, CHANGE) ;
attachInterrupt (0, contadorD, CHANGE);
ServoD.writeMicroseconds (DFF) ;
ServoE.writeMicroseconds (EFF) ;
delay (RTT) ;

detachInterrupt (0) ;

detachInterrupt (1) ;

Serial.print("CountE = ");

Serial.println(countE);

Serial .print ("CountD = ");

Serial.println(countD) ;

if (countE == 0 and countD == 0) {
ServoD.writeMicroseconds (STOP_D);
ServoE.writeMicroseconds (STOP_E) ;
delay (5000) ;

} else

{
Serial.print ("RPME = ");
Serial.println(countE);
Serial.print ("RPMD = ");

Serial.println(countD);

EFF = countE < r ? EFF + 1 : EFF - 1;
DFF = countD < r ? DFF - 1 : DFF + 1;
}
countE = 0;
countD = 0;
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Serial.print ("EFF = ");
Serial.println (EFF);
Serial.print ("DFF = ");

Serial.println (DFF);
Serial.println("Fim Rodando");
X

void contadorE ()
{

int currentStateE

digitalRead (3);
countE++;
}

void contadorD ()
{

int currentStateD

digitalRead (2);

countD++;

void RTD () {
Serial.println("Rodando Para Direita");
Giro = (A == 0) 7 (X2 * 0.5 + 0.5) * FurosTotal : X2 * FurosTotal;

Serial.print("Giro: ");

Serial.println(Giro);

attachInterrupt (1, contadorE, CHANGE) ;
attachInterrupt (0, contadorD, CHANGE);

while (countE < Giro && countD < Giro) {
ServoD.writeMicroseconds (DT) ;

ServoE.writeMicroseconds (EF) ;

}

delay (5) ;
detachInterrupt (1) ;
detachInterrupt (0) ;

countD = 0;
countE = 0;
A = 1;

Serial.println(”Finalizando Rodando Para Direita");

void RTE() {

Serial.println("Rodando Para Esquerda");
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Giro = (A == 0) ? (X2 * 0.5 + 0.5) * FurosTotal : X2 * FurosTotal;

Serial.print ("Giro: ");

Serial.println(Giro);

attachInterrupt (1, contadorE, CHANGE);
attachInterrupt (0, contadorD, CHANGE);

while (countE < Giro && countD < Giro) {
ServoE.writeMicroseconds (ET) ;

ServoD.writeMicroseconds (DF) ;

}

delay (5) ;
detachInterrupt (1) ;
detachInterrupt (0) ;

countD = 0;
countE = 0;
A = 1;

Serial.println("Finalizando Rodando Para Esquerda");

}
void Motor () {

RT Q) ;
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