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RESUMO

Em um artigo recente, Victor Atanasov |Physica B, 517(2017)] propdés um acoplamento entre
o parametro da ordem supercondutor e a geometria do espago-tempo. Em uma versao estendida de
Ginzburg-Landau (TGL). Nesta versao, a curvatura desempenha um papel de um potencial quimico
efetivo. Verificou-se que o pardmetro de teoria de Ginzburg-Landau, k, pode ser afetado pela
gravidade, de maneira a mudar um supercondutor de Tipo I para Tipo II e vice-versa. Além disso,
se a curvatura do espago-tempo for suficientemente negativa, a supercondutividade é destruida.
Em nosso trabalho, no Ambito da TGL estendida de Atanasov, estudamos os efeitos de um campo
gravitacional nos vortices de um supercondutor tipo II préximo & temperatura de transicao. O
trabalho consiste em investigar se a perturbacao gravitacional é suficiente para modificar o estado
supercondutor. Minimizamos a energia do condesado supercondutor proposta na TGL mais o termo
proposto por Atanasov, a partir do modelo da teoria de campos de Abelian-Higgs, ndo minimamente
acoplado a gravidade apresentado por Y. Verbin [Phys. Rev. D, 59(1999)|. Estudamos o problema
de um campo gravitacional estatico. O caso escolhido foi o de um supercondutor nas proximidades
de um buraco negro. Descrevemos as equagoes da TGL e a TGL estendida de Atanasov, de forma
necessaria para obter as equagoes de campo de Einstein-Higgs acopladas, que foram posteriormente

escritas admissionalmente para se obter uma solucao numérica.

Palavras-chave: Ginzburg-Landau, supercondutor, buraco negro, espago-tempo .



ABSTRACT

In a recent article, Victor Atanasov [Physica B, 517(2017)] proposed a coupling between the
superconducting order parameter and the geometry of spacetime, in an extended Ginzburg-Landau
Theory (GLT). In this verson, the curvature plays an effective role of a chemical potential. It is found
that the coherence length and the Ginzburg-Landau parameter of the superconductor are affected
by gravity in such a way as to change a superconductor from Type-I to Type-II and vice-versa.
Moreover, for a sufficiently negative curvature of space-time the superconductivity is destroyed. In
our work, in the framework of Atanasov’s extended GLT, we study the effects of a gravitational
field in a vortex dynamics of a Type-II superconductor near the transition temperature. The work
consists of investigating whether the perturbation caused by gravitational fields is enough to modify
the superconducting state. We minimize the energy of the superconducting Condensate proposed
in TGL plus the term proposed by Atanasov, starting from the Abelian-Higgs field theory model,
non-minimally coupled to gravity proposed by Y. Verbin [Phys. Rev. D, 59(1999)]. We study
a problem of a static gravitational field. The chosen case was that of a superconductor near a
black hole. We describe a GLT equations and Atanasov’s extended GLT necessary for obtaining
the coupled Einstein-Higgs field equations, that were subsequently written dimensionless form to

obtain a numerical solution.

Keywords: Ginzburg-Landau, superconductor, black hole, spacetime .
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Desde que Einstein postulou a Teoria da Relatividade Especial [15], até seu formalismo
completo com a Teoria da Relatividade Geral(TRG) [13], a nossa compreensao sobre como
a realidade se organiza mudou muito. Os conceitos de matéria e energia comegaram a se
entrelacar levando também a novas descobertas, principalmente ao se testar os limites dessa
teoria. Essa teoria nos possibilitou enxergar a gravidade como um campo geométrico, que
conseguiu encontrar solu¢oes como a proposta pelo fisico K. Schwarzschild [34], e recente-
mente recebeu mais uma confirmagao com descoberta das ondas gravitacionais [5], previstas
pelo propio Einstein [14]. Um avango proposto por essa teoria é a relagao da energia com a
curvatura do espago-tempo, que permite que um espago possa ser curvado pela presenga de
massa ou de energia.No ano de 1908, muito proximo a postulagao feita dor Einstein, outro
cientista também ganharia notoriedade pela descoberta de um novo estado da matéria. Heike
Kamerlingh-Onnes descobriu [29] que certos materiais ao serem resfriados apresentam ca-
racteristicas curiosas em sua condutividade elétrica. Apds aproximadamente quarenta anos,
a chamada Teoria de Ginzburg-Landau(TGL) [18] surgiu e conseguiu nao apenas explicar o
fenomeno descoberto por Onnes, como o conseguiu prever novas caracteristicas desse novo

estado da matéria.

A curiosidade a respeito dessas teorias é que a TGL dependente do tempo [20], também
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conhecida com TDGL, pode oferecer uma forma de afetar as propriedades do espaco-tempo
de maneira reversivel, ou seja, obedecendo as leis de conservacao de energia. Isso se faz
necessario quando queremos pensar em se é possivel se alterar as propriedades eletronicas de
um dado material em escala macro ou microscopica, o submetendo a um campo gravitacional.
Sendo que um questionamento como esse, é de dificil acesso experimental se nao for posto a

um sistema que ofereca exatamente uma reversibilidade como se foi mencionado a cima.

A seguinte dissertagao tem como finalidade de mostrar como algumas relagoes entre tran-
sicoes de fase, em um condensado supercondutor, podem ser percebidas a afim de se ter
como construir artificialmente um processo onde essa interagao entre campo gravitacional e
a energia de um condensado possam interagir, a fim de ter algum valor mensurével por um
experimento. Entao precisamos estudar ambas as teorias mencionadas e ver como elas po-
dem interagir, para isso vamos usar um modelo de interagao proposto por Atanasov [10], que
nos oferece um modelo de interacao reversivel, que seria a capacidade de um supercondutor

afetar, através de sua energia, o campo gravitacional e vice-versa.



CAPITULO 2

TEORIA GERAL DA RELATIVIDADE

Aqui nesse capitulo descreveremos como o fisico alemao Albert Einstein (1879-1955), de-
senvolveu uma teoria que conseguiu explicar os campos gravitacionais através de geometria
diferencial. Para esse fim, precisamos entender o formalismo matemético adotado por Eins-
tein, e nesse processo ver como essas concepgoes podem ser aplicadas e o que conseguiram

explicar, como o caso apresentado no final desse capitulo: o buraco negro.

2.1 Contexto Historico

Apoés a teoria da relatividade restrita [15], que até entdo considerava apenas os sistemas
observados em referenciais inerciais; a teoria da relatividade geral [14], desenvolvida por
Einstein, foi apresentada a Academia de Ciéncias da Prissia em novembro de 1915. Pensando
em incorporar a gravidade, aceita com base no pensamento de Newton até ao inicio do século
XX, Einstein pensou em 1907, quando ainda trabalhava no escritério de patentes em Berna,
na Suica, na ideia de que um observador em queda livre tem, um movimento inercial e,
portanto, que as equacoes da relatividade restrita lhe poderao ser aplicadas, o que constitui
a base do principio da equivaléncia [31]. Em 1908 publicou um artigo sobre essa equivaléncia

e, em 1911, um outro (referencia) sobre o caso em que duas caixas sdo indistinguiveis,
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tendo uma delas um movimento uniformemente acelerado e estando a outra em repouso
num campo gravitacional constante. Imaginando relégios no topo e no fundo dessa caixa
acelerada concluiu que eles marcariam tempos diferentes dependendo da posi¢cao no campo,
diferenca essa que em primeira aproximacao era proporcional ao potencial gravitacional.
Einstein tinha abandonado uma aproximacao covariante para a sua teoria gravitacional por
ter encontrado inconsisténcias e comecgou entao a procurar equagoes de campo por outras
vias. No final de 1915, retornou a teoria covariante e, desta vez, conseguiu compatibiliza-la

com o determinismo em que acreditava.

Em consequéncia tentou resolver as equagoes de campo para véarios casos e interpretar as suas
solugoes nao triviais, bem como encontrar novas verificacoes observacionais ou experimentais
para a sua teoria. Como as equacoes sao nao-lineares, Einstein supos que elas eram insoliveis.
No entanto, em 1916, o astrofisico Karl Schwarzschild encontrou a primeira solugao nao trivial
exata para as equacoes de campo, a métrica de Schwarzschild, descobrindo uma solucao para
um espago-tempo com simetria esférica nas vizinhancas de um objeto macico, encontrando
matematicamente o que hoje se entende como buraco negro [34].

Em 1922 Alexander Friedmann, propos solugoes [17] em que o universo podia expandir-se
ou contrair-se. Porém como Einstein acreditava num universo estético, ele introduziu uma
constante cosmoldgica para tornar as solugoes estacionarias, apesar de instaveis. Quando,
em 1929, Edwin Hubble descobriu [23] que o universo parecia estar a expandir-se, Einstein
retirou a constante cosmologica, tendo-a considerado o “maior erro” da sua vida, contudo,
a partir da década de 90, com a descoberta da aceleracao da expansao cosmica, ressurgiu o

interesse por esta constante.

A teoria tornou-se consolidada na fisica teoérica e na astrofisica apenas por volta de 1960 e

1975, hoje conhecidos como a era dourada da relatividade geral.

2.2 Geometria Diferencial

A geometria diferencial é uma disciplina da mateméatica que utiliza as técnicas de céalculo
diferencial, calculo integral, algebra linear e algebra multilinear para estudar problemas em

geometria. Posteriormente passou a ser de grande utilidade na Astronomia e na Engenharia.
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Foi sobre os alicerces da Geometria Diferencial que a Teoria da Relatividade Geral nasceu e

teve o seu conhecimento estabelecido [30].

2.2.1 Tensores

Para o estudo da Teoria da Relatividade Geral (TGL), é util o uso de uma linguagem
matemética apropriada, com objetos bem definidos como vetores e tensores. E importante
primeiramente entender o que é um vetor, para na sequéncia vermos a ligacao dessa primeira
defini¢ao, com a definicao de um tensor. Um vetor pode ser associado a uma reta. Em uma
dada base particular, o vetor pode ser descrito como um conjunto de coordenadas, ligadas a
suas componentes. Se a base sofrer alguma alteragao as componentes do vetor sofrerao uma

mudanga, porém o comprimento da reta serd mantido [4].

Na teoria da relatividade de Einstein os vetores tem quarto componentes e sao chamados de
quadrivetores. No espaco-tempo o quadrivetor tem uma coordenada temporal e trés espacias,
representadas como x = (¢, Z), ou também como x* para u = 0,1,2,3 [32]. Uma forma mais
geral de se expressar um vetor, utilizando a notacao de Einstein, onde uma soma ¢é entendida

como a repeticoes de indices, tal que a representacao seja:
3
= E xe, = x%,, (2.1)
a=0

Onde z* é a componente do vetor e é, € a base do espaco vetorial onde o vetor Z esta definido.
Jé& os tensores sao objetos matematicos que podem descrever propriedades fisicas, tal como
vetores e escalares. De fato os tensores sao generalizagoes de escalares e vetores; um escalar

¢ um tensor de ordem zero, e um vetor é um tensor de primeira ordem [22].

A ordem do tensor é definida pelo nimero de dire¢oes que ele pode ter. Por exemplo, pro-
priedades que precisam de apenas uma dire¢do(primeira ordem) podem ser completamente
descritas como uma vetor coluna, ou seja, uma matriz 3 x 1. E quando as caracteristicas fi-
sicas do sistema precisa de duas diregoes (segunda ordem), esse tensor pode ser escrito como

uma matriz 3 x 3. De forma mais geral um tensor pode ser descrito por 3" coeficientes [22].

Qualquer transformacao de sistema de referéncia deve respeitar as leis de transformacao da

tabela 2.1, entao ao levar o vetor do sistema de coordenadas S para o S’ deve existir uma
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matriz de transformacgao Af, tal que um vetor covariante z* seja transportado para o novo

sistema de coordenadas através da seguinte transformacao:

oTH
() - 22)
ozt . .
onde A¥ = 9 um exemplo 1til ocorre nas transformagoes de Lorentz, que ao mudar
‘/I/‘V

as componentes de um quadrivetor, o comprimento desse mesmo quadrivetor x nao vai se

alterar. Esse comprimento pode ser dado pela seguinte relacao:

Tabela 2.1: Tipos de Tensores

Tensor Expressao Lei de Transformacao
= ozt 0xr  OxF
Covariante Tii... Thgp = - T;;
gk YT oz or ot Ut

st OT" 0T ozt

Contravariante Tk Tt = 2T 2 ik
) 0x' dxd  Oxk
x*=z-z= (:EO)2 — (l’l>2 - (352)2 - (x3)2. (2.3)
Em geral, o produto interno do quadrivetor é:
r-r = xoxxo o l’lx’l o $2$/2 - .1'31’/3, (2.4)

Escrevendo de outra maneiras:

z-x = guata. (2.5)
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Deste modo ainda se pode escrever o tensor métrico g, como:

1 0 0 0
0 -1 0 0
G = . (26)
0 0 -1 0
0 0 0 -1

Deste ponto em diante o conceito de métrica vai ser utilizado para calcular a distancia
entre dois pontos ou o comprimento de um vetor. A métrica é dada por um tensor de
segunda ordem chamado g,,. A distancia espago-temporal infinitesimal entre dois eventos é
determinada por:

ds® = gupda®da’®. (2.7)

De maneira mais geral g,, ¢ escrito como uma matriz, sendo a matriz inversa escrita como
g™, tal que:
ac __ sc
gabg - 5{;7 (28)

onde ¢ é o delta de Kronecker.

2.2.2 Derivacao covariante

Para as analises que serao aplicadas ao problema apresentado nesse trabalho é de interesse
que seja definida apenas um tipo de derivada covariante. Essa é a derivada de um tensor
cartesiano de 2° ordem, pois é o que se apresenta mais adiante e que contém todos os
conceitos tteis para o entendimento da parte da teoria da relatividade geral que sera utilizado
aqui. Para fazer essa analise admita-se um tensor 7;; com componentes que sao funcoes das

coordenadas z°. O tensor com essas propriedades é funcao do espaco quadridimensional,
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esse tensor deve obedecer a lei de transformacao como esté descrito na tabela 2.1, no item
, ort 027 Oz
covariante. Sabendo que e

oz o0x°  OFt

uma transformacao linear, entdo nao dependem das coordenadas. A expressao para derivada

sao constantes, pois sao as taxas de variacao de

de T;; em relagdo as coordenadas 7' ¢é:

OT” 0P 927 (9T, 2™ 29)
or'  ox' ox’ \ox™ 97t ) '
Pensando agora na derivada dos vetores da base, ¢ interessante definir um vetor u* contra-

variante que seja fungao de x’, onde x* é dado pela curva paramétrica z'(t), escrita em um

referencial X*. Fazendo uso das leis de transformagcoes de vetores, tem-se para um referencial
R . -

curvilineo X a seguinte relacao:

, o7
= axk“k' (2.10)

Derivando a equagao 2.10 em relacao ao parametro ¢ obtem-se:
dat 07" du® N 0*xt dat
— = —u”.
dt — OxF dt ~ OxFox! dt

(2.11)

O estudo do segundo termo & direita da equacao acima pode ser feito, caso seja considerado
um sistema de referencial cartesiano X*, como também o sistema de referéncia curvilineo X ,
com os versores e; e g;, respectivamente. Definindo-se um vetor posi¢ao r do ponto P(z?)

em relacao ao sistema referencial X¢ por meio de suas componentes, pode-se escrever:
)

r=21'e;, (2.12)
logo
or
P = —. 2.1
© or’ (2.13)

Em relagdo ao sistema X a diferencial total para o vetor r é:

dr = r;d7’, (2.14)

or

ozt’

sendo r; = de onde resulta os vetores da base curvilinea, dados por:

g = r,l'7 (215)

Este sistema varia em cada ponto do espago vetorial F3 e como os versores e; sao invariaveis

temos que:

or ox’

or _or 2.1
ok~ oz ” (2.16)
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comparando as equagoes 2.16 e 2.15, é possivel escrever as seguintes relagoes:

ox'
8k = 5k Cis (2.17)
oz’

. . . <t . .
A derivada da base covariante do sistema de coordenadas curvo X , é escrita da seguinte

forma:
0%t
Bi! = 5ok (2.19)
Conhecendo e; da expressao 2.18, tem-se:
0T’ 9*xt
gk,l 8[EZ afkflgj' (220)
Agora é possivel definir a grandeza:
; ozl 9%
=2 (2.21)

K= 9ai ozhz!
Onde F{{l sao fungoes das coordenadas chamadas de simbolos de Cristoffel de segunda espé-

cie [30]. No espago plano F{d = 0, mas no espaco curvo nao é possivel que todas os F{d se

anulem. Esses sfimbolos também podem ser definidos em relagao ao tensor métrico:

a 1 4 (5gdc n Ogba 8gab> (2.22)

=359
be ™ 9 oxb Oz Ozt
Entao que os simbolos de Cristoffel sao utilizados como conexao, e que essa conexao pode
ser definida completamente pelo tensor métrico em espagos curvos, ou seja, dado um certo

tensor métrico é possivel correlacionar a curvatura do espago ao tensor de curvatura (que

seré apresentado mais a frente) através desses simbolos.

E possivel agora definir a derivada covariante de um vetor contravariante em um espago

curvo, dada pela seguinte expressao:
V. X*=0.X"+T2 X° (2.23)

onde 0, = — e X é um vetor contravariante. Para entender a derivada covariante de um

ox¢

vetor covariante é conveniente que uma dada funcao escalar ¢ possa existir de tal forma que
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seja escrita como um produto interno:
¢ = XY (2.24)

Um fato importante é que a derivada covariante de um escalar é igual a uma derivada comum,

ou seja, V.¢ = 0.0, o que possibilita escrever:

Vep =V (XY
Vep =V (X,) Y+ X(V.Y?)

Ve = Vo (X,) Y + X° (GCY“ + rgcyb) (2.25)
e também a derivada comum que ¢ dada por:
0.0 = 0. (Xo) Y+ X (0:.Y?). (2.26)

Substituindo as equagoes 2.25 e 2.26 na equacgao 2.24, tem-se:

VX, = 0.X0 — 2 X, (2.27)

A relagao que aparece na equacao 2.27 é chamada derivada covariante.

2.2.3 Transporte paralelo

Um vetor é transportado em paralelo quando levado de um ponto ao outro do sistema de

referencia e sua magnitude e direcdo permanecem a mesma. O transporte paralelo de um
a

vetor tangente X = 7 ao longo de uma curva x%(7) , onde 7 é apenas um parametro pode
T

ser visualizado como o esquema mostrado na figura 2.1, imagem retirada na referéncia [3].

Uma consequéncia que pode ser observada logo a principio é que o produto interno do vetor

tangente com a derivada covariante deve ser nulo. Por tanto é possivel escrever:

XV, X = 0. (2.28)
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Figura 2.1: Transporte paralelo
se substituir a equagao 2.23 na expressao 2.28, tem-se:
dx® dx® dx®
—— | 0,— 4Tt =0,
dr ( dr Tla d7'>

dz® _ a° b dz® dz°
—— 8+ =0,
dr “dr dr dr

d [ dab dz® dx¢
— [ = P =0. 2.29
d7<d7>+ adr dr ( )

Permutando a — b e b — a, tem-se a seguinte relagao:

d?z® dx? dz¢

—_— be—— = 0. (2.30)
dr? dr dr

Esta é a equagao que recebe o nome de geodésica. A distancia geodésica é a menor distancia

entre dois pontos em um sistema de referéncia curvo.

2.2.4 Tensor de curvatura

O transporte paralelo para um vetor depende dos pontos inciais e finais, porém nao depende
apenas desses fatores, a curva pela qual ele é transportado também o afeta. Um caso
interessante é quando a curvatura do espaco é nula, assim o transporte paralelo de um dado
ponto P para um ponto K nesse espaco serd independente da curva que for escolhida para
transporta-lo [30]. Quando desse caso, tem-se que a derivada covariante nesse espago comuta,
ou seja:

V. VX" = VgV X" = 0. (2.31)
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Utilizando a equacao 2.27 e substituindo na relagao apresentada na parte esquerda da equa-

¢ao 2.31, obtém-se:
V. VX" = ViV X" = (0.1, — 0Ly, + 5,0, — T8I, X°. (2.32)

Fazendo agora a seguinte definicao:

gcd = acrgd - adrgc + Fle)dch - zc gd' (233)

onde, Ry, ¢ chamado tensor de curvatura ou tensor de Riemann. E o termo da direita a

equacao 2.32, pode ser reescrito em funcao desse tensor, tomando a forma de:

V. VgX* — V4V X = Re X (2.34)
Algumas propriedades do tensor de Riemann sao:
I) Ryy = =Ry = Rioq + Ry + Rigy =0
1) Rapea = —Redan
1) Rapea = — Ryacd
IV) Rupea = —Rapde = —Rbaca = — Ry
V) Raped + Radve + Racap = 0

O Tensor de curvatura obedece a um conjunto de identidades diferenciais conhecidas como

identidades de Bianchi [30]. Escrevendo as identidades, segue que:

VaRbcde + VcRabde + vacade =0. (235)

2.2.5 Geometria riemanniana

O ponto de partida de Riemann foi a formula da distancia entre dois pontos infinitesimal-

mente proximos. Na geometria euclidiana ,por exemplo, essa distancia é dada por:

ds* = da® + dy* + dz°. (2.36)
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Dessa forma a métrica g,, para esse espaco euclidiano é uma matriz de ordem 3, que também é
uma matriz identidade. Rieman mostrou que existem muitas formas de apresentar distancias
e propriedades de um espaco a partir de um dada métrica. Na geometria de Rieman qualquer

espaco pode ser caracterizado por um intervalo do tipo:
ds® = gapdr®da’. (2.37)

Em um espaco provido de um tensor métrico é possivel transformar indices contravariantes
em covariantes e vice-versa e definir operagdes como o produto escalar; por exemplo, na

expressao da identidade de Bianchi 2.35, tem-se:

Rapea = gafRI{Cd- (238)
Definido agora o tensor de curvatura de Ricci Rg:
Rab = chb = gcdeaclr (239>

A curvatura escalar em uma variedade de Riemann é definida como o trago do tensor de

Ricei. Em coordenadas locais tem-se:
R = g™ Ry, (2.40)

Com esses elementos é possivel definir o tensor de Einstein, que se apresenta na forma:

1
Gap = Rap — §9abR- (2-41)

Esse tensor é um tensor simétrico, entao G4, = Gp,. Usando a identidade de Bianchi da
equacao 2.35, tem-se:

VPG = 0. (2.42)

2.3 Relatividade Geral

A relatividade geral, também conhecida como teoria da relatividade geral (TRG), é a teoria

geométrica da gravitagdo publicada por Albert Einstein em 1915 [14] e a descrigao atual da
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gravitagao na fisica moderna. A relatividade geral generaliza a relatividade especial e refina
a lei da gravitacao universal de Newton, fornecendo uma descri¢ao unificada da gravidade
como uma propriedade geométrica do espaco e do tempo, ou espaco-tempo. Em particular,
a curvatura do espago-tempo esta diretamente relacionada a energia e momento de qualquer
matéria e radiacao presente. A relacao é especificada pelas equagoes de campo de Einstein,

um sistema de equagoes diferenciais parciais.

2.3.1 Principio da equivaléncia

Antes de discutir sobre o principio da equivaléncia é necessario analisar os diferentes tipos de
massa que se apresentam na natureza, e que sao estudadas pela mecanica classica, sao elas:
a massa inercial e a massa gravitacional. Pensando em dois sistemas distintos onde essas
massas podem ser medidas, definir um sistema inercial como em que uma particula livre
se move com velocidade constante, como forgas externas nulas, e em um outro sistema que
estd sob a acao forca da gravidade, forca esta que atua em longo alcance. Essa divergéncia
entre esses dois conceitos leva a conclusao que, a rigor, nao existe um sistema inercial no
universo. Olhando agora a teoria da gravitacao de Newton quando a aceleragao gravitacional
atua sobre um corpo, ela na verdade estd atuando na massa gravitacional desse corpo, m,.
O curioso é que apesar das duas massas serem independentes o resultado da acao da forca

corresponde a aceleracao da massa inercial desse corpo, m;.

m; = my. (2.43)

Por conta da relacao que aparece na equagao 2.43, o principio da equivaléncia se torna
evidente, mostrando que nao se pode distinguir o movimento de um corpo em um sistema
de referéncia inercial de um nao-inercial na presenga de campos gravitacionais. Ou seja, se
lancados varios corpos no vacuo sob a acao de um campo gravitacional, todos esses corpos vao
cair com a mesma aceleragao, podendo também ser observado que a a razao entre as massas
mgy e m; continuam sendo 1 independente do formato e ou tamanho dos corpos. Entao
pode-se dizer que um experimento realizado em um laboratério submetido a um campo

gravitacional, tera os fendmenos mecanicos iguais aqueles observados em um sistema inercial
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na auséncia desse mesmo campo.
Em suma, o principio da equivaléncia estabelece que um corpo em queda livre sob a influéncia
de um campo gravitacional estara submetido as mesmas leis da fisica observadas em um

sistema inercial na auséncia desse campo gravitacional.

2.3.2 Equacao de campo de Einstein

Devido a equivaléncia entre matéria e energia da relatividade especial e do principio da
equivaléncia, pode-se concluir que toda forma de energia gera um campo gravitacional, o que
leva a crer que o tensor momento-energia, T,;, ¢ um termo fonte das equacoes de Einstein. As
equacoes de campo de Einstein estabelecem entao que a métrica corresponde a geometria do
espago e a geometria é o efeito de uma quantidade de matéria. A matéria causa curvatura
no espago tempo e é expressa através do tensor momento-energia. Usando o formalismo
riemanniano para conectar matéria e métrica, é possivel escrever a divergéncia do tensor de

Einstein como:

VG = 0. (2.44)

Ainda é possivel impor a condi¢ao da relatividade especial, de que o tensor de energia-
momento é conservado, pois existe a conservacao da energia e do momento no campo de
matéria. Por essas leis de conservagao pode-se generalizar a derivada covariante do tensor

T,, para um espago curvo como:

VT, = 0. (2.45)

Sendo assim, é possivel dizer que G, € proporcional ao tensor T};, ou seja:
Gap = KT . (2.46)
Como o tensor de Einstein é dado pela equacao 2.41, é facil escrever a seguinte relacao:

1
Rab — §gabR = IiTab, (247)
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onde Kk = Sg—f, em que G é a constante gravitacional de Newton e ¢ é a velocidade da luz. A

equagao 2.47 é chamada equacao de Campo de Einstein.

2.3.3 O escalar de curvatura de Ricci (R)

Na equacao de Einstein o tensor energia-momento se relaciona diretamente com o termo do
escalar da Ricci. Para entender essa relacao e papel do R nessa equagao, temos que pensar
no que significa o T,. O tensor energia-momento abrange tudo que precisamos saber da
energia e do momento dos campos que atuam como fonte de gravidade. Sendo assim, o lado
esquerdo da equagao 2.47 nos informa a curvatura do espaco, e do lado direito dessa mesma
equagao podemos mensurar a energia e o momento contida na curvatura. Usando a relagao

Tub = 9aign; T, temos que:
(i) T — densidade de massa energia.
(ii) 79° — densidade da componente j do momento.
(iii) T° — densidade da componente k do fluxo de energia.
(iv) T7% — componente k do fluxo da componente j do momento.

Contraindo a equagao 2.47 com g¢,, podemos obter uma forma alternativa para essa relagao,
escrevemos entao:

R = kT2 (2.48)

a

Esse resultado é importante por mostrar como a funcao que determina a curvatura do espaco
varia, para cada uma das suas componentes, em relacao com as componentes do tensor T,,.
Um exemplo, é que no vacuo T,, se anula e a equacao de campo de Einstein se resume a
R = 0, o que nos mostra que na auséncia de matéria ou energia a curvatura do espago é

nula.

2.3.4 Solugao de Schwarzschild

O fisico alemao Karl Schwarzschild em 1916 ofereceu a primeira solugao das equacoes de

campo de Einstein. Ele trabalhava nas solugoes para o caso de vacuo antes mesmo das
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equagoes de campo finais serem divulgadas. Essas s6 foram divulgadas em 1915. Ele acabou
por usar uma versao anterior dos trabalhos de Einstein. A solug@o proposta para as equagoes
de campo levou o nome do proprio Schwarzschild. Essa solugao desencadeou uma série de
experimentos para testar a validade da teoria da relatividade geral. Testes como o valor do

desvio do periélio de Mercurio e a predigao de desvio da luz de origem gravitacional[30].

A solugao de Schwarzschild é a solu¢ao mais simples para as equagoes de Einstein [34].
Essa solucao descreve o campo gravitacional em uma regiao nas proximidades de um corpo
celeste, uma estrela por exemplo. Essa solucao é independente do tempo e possui uma
simetria esférica. Restringindo o estudo a regiao sem a presenca de matéria, o tensor T, = 0
e portanto R,, = 0. Para uma distancia muito grande a métrica deve se reduzir a métrica

de Minkowski, dada por:
ds® = —dt* 4 dr® 4 r* (d6* + sin® fd?) (2.49)

Como essa métrica é independente do tempo, é possivel escrever —dt como dt, sem afetar a
métrica. As componentes da métrica devem ser independentes do tempo. Uma forma geral

de escrever essa métrica é:

ds® = —e*Mdt? + O dr? 4 r2d0? (2.50)

Escrevendo dessa forma, as exponenciais aparecem para que as fungoes de r garantam que a
assinatura da métrica permaneca a mesma, e dQ2?> = df?+sin’® fdp?. A partir da equacao 2.50,
calcula-se os simbolos de Christoffel e depois deles o tensor de Riemann. Fazendo as con-
tragoes se obtém o tensor de Ricci e por dltimo, impondo a condigao Ry = Rgg = Ry, = 0,

obtendo dessa forma a seguinte relagao:

-1
ds? = — (1 - T—) dt? + (1 - T—) dr? + r2dQ2, (2.51)
r r
em que r, é uma constante, também conhecida como o raio de Schwarzschild. No limite

newtoniano r, = 2652M , 0 que permite a interpretacao de M como a massa newtoniana. A

relacao entre a métrica de Schwarzschild e a métrica de Minkowski se d& no limite em que
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r — 00, mostrando que o termo t corresponde ao tempo medido por um observador distante

da origem [30].

2.3.5 O buraco negro

Segundo a teoria da relatividade de Einstein, a gravidade ocorre pela deformagao do espago-
tempo na presenca de um corpo celeste, um planeta ou uma estrela, por exemplo. Nesse caso,
quanto maior a massa desse corpo celeste maior a deformagao que o tecido do espago-tempo

sofre, e a forca da gravidade é proporcional a essa deformacao.

No caso do buraco negro a concentracao de massa é muito grande em uma regiao do espaco
muito pequena, gerando assim uma grande deformagao no espago-tempo, por consequéncia
criando uma grande forca de atracao de origem gravitacional. Para todo campo gravitacional
tem-se uma velocidade caracteristica, vesq, que é proporcional a quantidade de movimento
que se precisa ter para escapar da atragao desse campo. Essa velocidade também é conhecida
como velocidade de escape. No caso do buraco negro o v.s, > ¢ no horizonte de evento, ou
seja, nem a luz consegue escapar a sua atragao, por isso o nome buraco negro, como mostra

a figura 2.2.

b buraco negro

= horizonte

estrela de de eventos

néutrons

Figura 2.2: Diferentes deformagoes no espago-tempo [1]

Na mecanica classica é relativamente simples calcular a velocidade de escape que um objeto
precisa ter para fugir de uma atracao gravitacional de um segundo objeto. A velocidade de
escape ¢ obtida a partir da condicao de que no infinito a energia mecanica do corpo langado

¢ nula. Logo:
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m - v2 M
ca g, (2.52)
T
entao tem-se:
2GM
Vesq = . (2.53)
r

Se a velocidade de escape necessaria for igual a velocidade da luz, ¢, entao pode-se encontrar
o raio de um objeto de massa M para que nem a luz consiga escapar dele. Invertendo e

substituindo a velocidade, tem-se que:

2GM

c2

rh = . (2.54)

Esse ¢ o raio do horizonte de evento de um buraco negro, dentro da teoria newtoniana.

Curiosamente esse raio, r;, ¢ o mesmo valor do raio de Schwarzschild, r;.



CAPITULO 3

TEORIA DE GINZBURG-LANDAU

3.1 Contexto Historico

No ano de 1911 em seu laboratorio na universidade de Leiden na Holanda, o fisico Heike
Kamerlingh-Onnes, foi o Gnico a ter um nivel quase industrial de aparelhos. Esses por sua
vez foram tuteis para a liquefagao de Oxigénio e, posteriormente, de Hidrogénio, e ainda ter
quantidades suficientes de Hélio para poder o liquefazer também [29]. Entretanto foi Gilles
Holst, um colaborador de Onnes, o primeiro a observar que resfriando uma amostra de Mer-
cirio abaixo de 4,2 Kelvin (K) ou —268, 8°C existia um mudanga abrupta na resistividade
elétrica do material, ver figura 3.1, com a auséncia de resisténcia elétrica, a corrente elétrica

podia fluir sem perdas no Mercirio, culminando na descoberta da supercondutividade [29].

Essas temperaturas baixas foram possiveis gracas a liquefacao do Hélio, obtida em 1908. O
procedimento era tao dificil que durante 15 anos a universidade de Leiden era a tnica do
mundo a deter tal técnica. Atingindo esse novo estado da matéria é possivel fazer um fluxo
de corrente elétrica em um circuito sem qualquer fonte de tensdao. Uma vez iniciado, os
elétrons atingem indefinidamente a velocidade constante, sem qualquer perda de velocidade.
Com esses estudos de propriedades da matéria a baixas temperaturas, Onnes foi laureado

com o prémio Nobel de Fisica de 1913.
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Figura 3.1: Relacao entre temperatura e resistividade elétrica em uma amostra de mercirio,

resulados obtidos por Onnes [29)].

Essa temperatura de transi¢ao ficou conhecida como temperatura critica, T,., uma tempera-
tura tao baixa que se aproximava do zero absoluto, zero Kelvin, e marcava a transicao de
fase de um chamado estado normal de um material para um estado supercondutor. Como

mostra a figura 3.2, essa é a primeira marca de um supercondutor, a condutividade perfeita.

Supercondutor

Resisténcia Elétrica

~—=71" Condutores Normals

% Temperatura(K)

Figura 3.2: Relagao entre temperatura e resistividade em um supercondutor [2].

Um outro marco para o estudo da supercondutividade, foi o descobrimento do diamagne-
tismo perfeito. Sendo a supercondutividade uma caracteristica intrinseca de determinados
materiais, alguns estudos foram realizados e essa outra carateristica importante dos super-
condutores foi descoberta por W. Meissner e R. Ochesenfeld em 1933. Eles descobriram

que os materiais na sua fase de supercondutores interagem com um campo magnético de tal
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forma que as linhas de magnetizacao sao completamente expelidas, ou seja, nao atravessam o
interior de seu corpo, até um determinado campo critico, H., que este campo esta relacionado
com a energia livre do estado normal e do estado supercondutor a campo nulo [16]. Esse

efeito levou o nome de seu descobridor e pode ser visualizado como mostra a figura 3.3 [28].

H H

1 520 T,

Figura 3.3: Efeito Meissner em um supercondutor esférico submetido a um campo magnético

constante.

A partir dessas descobertas a curiosidade dos cientistas aumenta para explicar esse novo
fenémeno, a supercondutividade, mas somente em 1935, surge uma explicacao fenomenolo-
gica para descrevé-la. Essa teoria “explicativa” aparece com os irmaos London, Fritz e Heinz
London. Eles conseguiram incluir os efeitos de condutividade perfeita e efeito Meissiner
e explicar o comportamento de vortices em supercondutores do tipo-II, e ainda definiram
na mesma teoria um comprimento de penetracao que relaciona o comprimento da amostra

supercondutoras e a espessura que o campo magnético penetra na mesma [26].

Na sequéncia historica, um outro passo para explicagao do fenémeno da supercondutividade,
aparece no ano 1950, com o trabalho de Vitaly Ginzburg e Lev Landau, que propuseram uma
explicacao que abrangia a maioria das caracteristicas macroscopicas de um supercondutor,
essa teoria ficou conhecida como Teoria de Ginzburg-Landau [18]. Essa teoria introduz uma
fungao de onda complexa ¢ (r) e um potencial vetor A(r), incluindo ainda as caracteristicas
essenciais de um supercondutor como: comprimento de penetragao, A(T), e também o com-
primento de coeréncia, £(T"), que descreve a variagao espacial do parametro ¢ (r) [35]. Com

esse ferramental a teoria de Ginzburg-Landau fornece um novo parametro, dado pela razao



3. Teoria de Ginzburg-Landau 23

entre os dois comprimentos caracteristicos, kK = A/€. Esse novo parametro leva o nome de
seus propositores, e permite através dele classificar os supercondutores em tipo-I e tipo-II, e

ainda é possivel mostrar que com o kK — oo recupera-se a teoria de London.

3.2 Teoria de London

Como ja fora discutido anteriormente o efeito Meissiner-Ochsenfeld é um dos mais importan-
tes na supercondutividade, passou-se 20 anos desde a descoberta do fenémeno até uma teoria
que explicasse os seus efeitos. A teoria dos irmaos London é uma explicagao fenomenolégica
que descreve os supercondutores [26], introduzindo o parametro A(7') e explicando os vortices
no supercondutor do tipo-1I. Essa teoria se baseia em suposicoes simples: a primeira delas é
que um estado supercondutor existe quando T' < T, e que apenas uma densidade n,(7') da
densidade total de elétrons, n, consegue participar da supercorrente que aparece.

A densidade de superelétrons de conducao, n,, depende da temperatura. Uma primeira
consequéncia disso é quando T' = T, ns(T.) = 0, ou seja, ndo existe mais o estado supercon-
dutor. Outra consequéncia é quando 7" << T, a densidade de superelétrons aumenta até
quase a densidade total, n, e para T' = 0, tem-se que ns(0) = n. A fra¢do remanescente de

elétrons constitui um “fluido normal”, dado por n — ny, que fica praticamente inerte [27].

As equacoes de London no S.I sdo as seguintes [35]:

d
E = yg)\2—1J 3.1
Ho Ldt 5 ( )
H=—po\;V xJ, (3.2)

onde H e E sao os campos magnético e elétrico, respectivamente. J é a densidade de corrente,

o ¢ a permeabilidade magnética do vacuo, e A\ é o comprimento de penetragao, dado por:

m*
A\ = 4] —— 3.3
r uonse*z’ ( )
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H, Superconductor
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Normal u::“)‘ H=H,e
=

-

0 X

Figura 3.4: Penetragdo do campo magnético(H) através de um supercondutor.

onde m* é a massa dos portadores de carga do estado supercondutor, e e* é a carga do

elétron. Para o caso unidimensional, é possivel escrever a seguinte relagao:

°H 1
que tem como solugao:
H=H, ¢ . (3.5)

Sendo assim a equacao de London acarreta no efeito Meissiner, prevendo em sua solugao que
o campo s6 pode ocupar uma camada de espessura Ay da superficie. A figura 3.4 mostra

como o efeito Meissiner aparece através da solugao da equagao de London [28].

3.3 Teoria de Ginzburg-Landau

Em 1950 V.L. Ginzburg e L.D. Landau propuseram uma teoria que foi um triunfo da intui¢ao
fisica, introduzindo uma pseudo-autofuncao 1 (r) = |¢(r)[? - €®), como um parametro de
ordem complexo. A fungao ¥(r) tem o seu modulo quadro representando a densidade local

de elétrons supercondutores.

() = ns. (3.6)

A teoria foi desenvolvida a partir do método variacional expandindo a densidade de energia

livre do sistema em potencias de [¢(r)[* e [V (r)]* e com isso é possivel escrever a energia
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livre de um supercondutor em fungao do parametro de ordem 9 (r) e do potencial vetor A

[35].

3.3.1 Energia Livre de Ginzburg-Landau

O postulado bésico da teoria diz que v’ é pequeno e evolui lentamente no espaco'. Assume-se
que a descri¢cao termodinamica do sistema pode ser feita expandindo a densidade de energia
livre de Helmholtz e que proximo a temperatura de transicao, T, é suficiente reter somente
os primeiros termos desta expansao. Esta abordagem estéd inspirada na teoria de transicao

de fase de 2% ordem proposta por Landau. Esta expansao em campo nulo tem a forma:

1= [ | aloP + Gt +alvup| av 3.7)

onde .%, é a livre de Helmholtz do estado supercondutor. Ja o f, é a densidade de energia
do estado normal. Os termos que estao associados aos parametros a e 3, sao oriundos da
expansao da energia de condensacao de um supercondutor proposta por Landau. O termo
que é acompanhado do parametro v é o custo da energia livre pela variacao espacial em ),
com vy = h/2m*. Em um caso de uma amostra homogénea, a energia livre ndo varia com a

posicao, entao o termo Vi) é nulo. Sendo assim é possivel escrever a seguinte equacao:

) = o alof? + D 39

O estado de equilibrio para um sistema com essa energia pode ser achado minimizando essa
energia em relagao a 1, que dita o comportamento dos elétrons supercondutores na amostra.

Fazendo essa minimizagao, tem-se:

ofs
o

LA energia livre para esse sistema vai ser expandida em série de poténcias pares do parametro de ordem

(3.9)

|4|? para garantir a possibilidade de uma simetria na inversao ¢ — —).
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Ofs
o

= 2a(T)|¢| + 2By . (3.10)

Entao ¢é possivel escrever a seguinte relagao:

20(T) 4] + 28[f* = 0. (3.11)

As solugoes para equagao 3.11 sao |¢|> = 0 e |[¢]> = —a/B. Fazendo a suposi¢io que (3
seja uma constante positiva relacionada ao material, para cada uma dessas solugoes existira
uma condicao fisica distinta. A partir dessa informagao, é inferivel que a solugao [¢|* = 0
ocorra quando a temperatura 1" da amostra esteja acima de 7., pois nao deverd mais existir
super-elétrons. Olhando agora para segunda solugao, |¢|*> = —a/f3, percebe-se que o termo
—a/f deve ser positivo abaixo de T., o que gera uma necessidade que «(7") mude de sinal
quando atingir a temperatura T,, isso se da para que o minimo de f, ocorra em n, = 0.
Assumindo «(7T) = ao(T —T,.), onde o é€ uma constante positiva, tornando possivel escrever

a seguinte relacao:

fo = fu=oo(T = To)[W* + Blyl*. (3.12)

Na presenca de um campo magnético externo, a analise feita da energia de Ginzburg-Landau
até aqui continua valida, s6 que havera acréscimo de outros termos. Para isso é preciso

reescrever do termo que acompanha v na equacao 3.7, da seguinte forma:

h h
-V —- -V - e A. (313)
1 1
Sendo a mudanca apresentada na equacao 3.13 necesséaria para garantira invariancia de
calibre na energia de GL, onde m* e e* sao, respectivamente, a massa e a carga dos portadores

e A esta relacionado com o o campo magnético microscopico, h =V x A. Assim a energia
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Figura 3.5: Diferenca de densidade de energia livre para os casos onde a < 0 e para o > 0.

GL pode ser escrita como:

h2
+— | dV. 3.14
o (3.14)

S

2
(?v - e*A) b

Mantendo a constante 3 sempre positiva. E o parametro a podendo ser negativo ou positivo,

7 Al = [ | fatalol + Glult+ o

a depender se T" é maior ou menor que 7., como ja foi descrito. Para o caso com T < T,
espera-se que o efeito Meissiner apareca. Com isso um campo magnético H. externo sera
expulso de dentro da amostra. Para que isso seja possivel é necesséria uma energia magnética
da ordem de pgHy/2. Se o campo externo aplicado for menor que H,, o estado supercondutor
é destruido, retornando assim ao estado normal. O campo critico, H., se relaciona com a

temperatura da seguinte maneira |? |:

T2
1 — ——

HC(T> = Hc(o) T2

(3.15)

A diferenca entre entre as duas fases, a normal e a supercondutora, & mesma temperatura e
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campo nulo é dada por:

H
fom fo="0e o, =L (3.16)

3.3.2 Equagoes de Ginzburg-Landau

Para obter as equacoes de GL é necessério minimizar a densidade energia em relacao a seus
parametros, ¥ e A. Na auséncia de condigdes de contornos, correntes, gradientes e campos
a energia livre apresentada na equagao 3.14, tem a func¢ao de onda 1) = 1, como solucao,
que ¢ uma funcao de onda homogénea em uma amostra de dimensoes espaciais infinitas.

Minimizando a energia livre em relagao a *,

= 1
FIE 0, (3.17)
obtém-se a primeira equacao de GL:
2 1 h * ?
a(r) + Bl(r)|” + Y ;V —e*A) Y(r)=0. (3.18)

Quando campos, correntes ou gradientes sao impostos ao sistema, a funcao de onda pode
assumir a seguinte solucdo ¥ (r) = |¢(r)[e¥™). O proximo passo, apos integrar a densidade
de energia do supercondutor, ¢ minimizar a equacao 3.14 em relagao ao potencial vetor, A,

e obter a segunda equacao de GL

s _Ze*h * * 6*2 2
o= S P - V) - A (3.19)
ou
. 6*2 9 .
Jo=—WP(Ve —e"A) (3.20)

onde j, é a densidade de supercorrente. Nota-se também que a expressao 3.19 é a mesma
usada usualmente no calculo da corrente na mecanica quantica para uma particula de carga

e* e massa m*. A equacao 3.18 é similar a equagao de Schréndinger, exceto pelo termo nao
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linear S3|1|*y), que atua como potencial repulsivo sobre a propria fungao de onda, o que gera
uma tendencia de se espalhar e criar uma uniformidade espacial para funcao de onda .
Ainda sobre a primeira equagao de GL sua fun¢do de onda é ¥ e autovalor de energia —a.
Ao executar um procedimento variacional, é necessario fornecer condi¢oes de contorno. Uma

escolha possivel que garante que a corrente que nao passe pelas superficies:

(?v = e*A) Yl =0 (3.21)

Essa é a condigao de contorno usada por de Gennes [12], que é apropriada para uma su-
perficie isolante. Se a superficie estiver em contato com um meio qualquer, usando teoria
microscopica de Gennes mostrou que em uma interface metal-supercondutor sem corrente
externa, pode ser generalizada para:

(’;v - e*A) vl =T (3.22)

onde b é uma constante positiva. A figura 3.6 mostra que b é o comprimento de extrapolagao,
que mede como o parametro @ vai a zero se mantivesse a inclinacao que tinha antes de
ultrapassar a superficie. O valor de b depende da natureza do material com o qual é feito o

contato.

y (x)
Superconductor \\ Normal material
~
\\\\
fe— p—> *

Figura 3.6: Dependéncia espacial do parametro 1) na interface entre uma amostra supercon-

dutora e um metal comum [35].
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3.3.3 Comprimentos Caracteristicos

A teoria de Ginzburg-Landau introduz dois comprimentos caracteristicos. O primeiro é o
comprimento de penetragao \(T"), ja discutido anteriormente e apresentado na equagao 3.3.
Para ver o segundo comprimento, o que é oriundo da formulacao de Ginzburg e Landau,
podemos comegar olhando para Eq. 3.18, e supor algumas condigoes de contorno que darao
argumentos para introduzir esse segundo comprimento caracteristico do condensado. Espe-
ramos que na superficie do material a supercondutividade se anule, o que equivale a ¢ = 0.
Uma outra condigao importante é utilizar o valor de ¢ homogéneo na auséncia de campos
magnéticos externos (A = 0), chamamos essa fungao de onda de v, entdo como ja vimos

Voo = 0. Reescrevendo a Eq. 3.18, temos:

oo + Blthoo*thes = 0, (3.23)

e usando a mesma defini¢ao anterior

Ngoo = |[Uso]® = —= > 0. (3.24)

Se introduzirmos uma fungao de onda normalizada, ¢ = 1)/1), a equagao em uma dimensao

se torna:

K2 :l% ;
—+¢—¢°=0. 3.25
2m*|a! dx? ( )

E natural definir o comprimento de coeréncia &(T") por variacdo de 1 como:

h2

&(T) = o (T’ (3.26)

com essas defini¢oes, chegamos a seguinte solucao exata para equagao 3.25:

¢ = tanh (%&) (3.27)
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Em sintese, esse segundo comprimento caracteristico ¢ chamado de comprimento de coe-
réncia {(T') e esta associada a variagdo do pardmetro de ordem ao longo do condensado.
Sendo assim ele descreve o comportamento dos elétrons supercondutores dentro da amostra
supercondutora. Essa relacao fica mais clara na figura 3.7, e como vimos a TGL fornece o

comprimento de coeréncia dado por:

h
T)=——.
= et

(3.28)
Esse comprimento caracteriza a distancia pela qual ¢ pode variar. Em distancias << &, 1 é
constante. Em distancias >> &, ¢ pode varirar muito. Em um supercondutor puro, proximo
a temperatura T,, £(T') = &, (sem dependéncia com a temperatura). Proximo a temperatura

critica £(T") diverge, pois @ — 0. Entéo é possivel ver que os dois comprimentos tem relagao

entre si, mas sao objetos diferentes.

ly*=n, 1 ae

Superconducting Normal

Figura 3.7: Dependéncia espacial do parametro ¢/ e do campo magnético h na interface entre

uma amostra supercondutora e um isolante, expressando o significado fisico dos comprimen-

tos AM(T") e £(T) [35].
A razao entre os dois comprimentos caracteristicos define o parametro de Ginzburg-Landau:

_ A
= 5D (3.29)

Como o A diverge & medida que 7' se aproxima da temperatura critica, com A o 7, essa razao

adimensional, r, é independente da temperatura. Para um supercondutor tipico, A ~ 500A

e & ~ 16000A, entao k << 1 [28].
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3.3.4 Tipos de Supercondutores

A classificagdo dos supercondutores é feita em dois tipos: tipo-I e tipo-II. O parametro de
GL, k, é quem permite essa classificagao. Essa classificacao vai mostrar como um material
supercondutor reage na presenca de um campo magnético externo Hy aplicado. Conforme
definido por Abrikosov [6], um supercondutor é do tipo I se k < 1/4/2, caso k > 1/v/2 o

supercondutor é do tipo-II, essa relacao é apresentada na figura 3.8.

(a) Interface (b) Interface H

Y(x) S

Normal
metal

Normal

Superconductor metal Superconductor

£ NN x A gl X

Figura 3.8: Variagoes espaciais do parametro de ordem 1 e do campo magnético H na

interface de uma interface de metal normal supercondutor para (a) k < 1 e (b) x> 1 [28].

A figura acima demonstra a relagdo entre o comprimento de penetracao e o comprimento
de coeréncia, onde A\ se relaciona diretamente com a distribuicao do campo magnético e
das supercorrentes na interface supercondutor-normal, da amostra supercondutora, ja o &
caracteriza a variacao espacial do parametro de ordem. Entao a medida que a amostra se
aproxima do regime de um supercondutor do tipo-II o comprimento de penetragao aumenta
e 0 campo magnético ocupa uma regiao dentro da amostra que nao ocupava antes. Entao,
o parametro de ordem deve sofrer restrigoes onde pode ser encontrado, o que se caracteriza
com a diminui¢ao do comprimento de coeréncia.

Em supercondutores do tipo-I, a transicao da fase normal para fase supercondutora ocorre
quando a temperatura 7" do material atinge o valor de T,.. Valores acima de T, nao exibe
o estado supercondutor. Esse estado pode ser destruido também com a aplicacao de uma
campo magnético H.. Entao se aplicado um campo Hy < H.., o efeito Meissiner é observado.

Ja em um supercondutor do tipo-II, existem dois campos criticos: H.; e H.

Para supercondutores do tipo-II o efeito Meissner existe quando o campo aplicado Hy é
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menor que H,., para o campo H. < Hy < H. um novo estado se apresenta, o chamado
estado misto, onde existe uma penetracgao parcial do campo magnético externo, como mostra

a figura 3.9, que foi extraida da referencia [8].

(a) (b)
Ha Hy Abrikosov
H e H 2
H cl
> ? >
I, r Meissner ¢ T

Figura 3.9: Campos criticos em fungado da temperatura para supercondutores do tipo-I (a)

e do tipo-1I (b).

3.3.5 Rede de Abrikosov

Nos campos logo acima de H. o fluxo de campo magnético comeca a penetrar no super-
condutor em filamentos microscopicos chamados vortices. Os vortices formam uma rede
regular (triangular), a rede de Abrikosov. Cada vortice consiste em um nticleo normal, no
qual o campo magnético é grande, cercado por uma regiao supercondutora e que pode ser
aproximado por um cilindro longo com seu eixo paralelo ao campo magnético externo. Uma
solucao para as equagoes de GL aparece em uma rede com espagamentos ag € aa, para uma
rede quadrada e outra hexagonal, respectivamente, ver figura 3.10 obtida na referéncia [35].
J& na parte interna do cilindro, o parametro da ordem supercondutor v é zero. E a teoria

de Ginzburg-Landau prevé que:

_ h P
22y 2V 2mpg

He(T)AT)E(T) (3.30)
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onde

Dy = — (3.31)

(b)

Figura 3.10: Diagrama das solugoes das equagoes de GL para uma rede periédica de vortices

em uma rede quadra (a) e uma triangular(hexagonal) (b).

®( é o fluxo magnético quantizado. E se a equagao do fluxo for substituida na Eq. 3.30

obtém-se:

Oy = 27E(T)* H . (3.32)

Esta ¢ uma importante relacao usada com frequéncia para se achar os valores de compri-
mento de coeréncia em supercondutores do tipo-II. Ainda é possivel descrever uma distancia

aproximada entre os vortices a partir dessa solucao. Para a rede hexagonal, tem-se:

e () ()" a0

e para o caso da rede quadrada:

ag = (%) . (3.34)

Portanto, por causa da densidade de fluxo, an < aa para o mesmo campo aplicado H.
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3.3.6 Equacoes de Ginzburg-Landau Dependentes do Tempo -
TDGL

Em 1968 foi proposto por Gor’kov [20], um trabalho em que introduzia nas equagoes de
Ginzburg-Landau a dependéncia temporal do pardmetro de ordem e do potencial vetor [19].
Em um trabalho anterior, o mesmo pesquisador, comprovou que para temperaturas proximas
aT., a teoria de Ginzburg-Landau emergia naturalmente da teoria BCS 2. Dessa nova maneira
de encarar a teoria de GL surgiram essas novas equacoes, que traziam a possibilidade de
estudar a dindmica dos supercondutores ao longo do tempo, e assim acompanhar a evolugao

dos vortices entre dois estados estacionérios consecutivos [33]. As novas equagoes sao dadas

por:
(0 _ 0fs
e
0A = _ Ofs
5(E+V¢>¢——8A, (3.36)

onde ¢ é o potencial escalar, que esta relacionado a uma corrente de transporte, § é a
condutividade elétrica, D é um coeficiente de difusao. O lado diteiro das equacgoes 3.35 e 3.36,
sao respectivamente, a primeira e a segunda equagao de Ginzburg-Landau. Se substituirmos

a energia de GL, equacao 3.14, nas equacoes acima, teremos:

" (D iner o) b= 1y — v - D (3.37)
om D \ot ")V T Tome “ 2 ’ '
47 [(10A 4
—0o | ——— =—Js— h, .
Co(c 5 —i—Vgo) - V x (3.38)
onde a densidade de supercorrente é dada por:
J, = ; Re(y*TIy)), (3.39)

2A Teoria BCS foi proposta por John Bardeen, Leon Cooper, e John Robert Schrieffer e explica micros-

copicamente o fenomeno da supercondutividade [11].



3. Teoria de Ginzburg-Landau 36

onde Il = (—mv — % ) e sigma ¢ condutividade elétrica. As equagoes resultantes ficaram

conhecidas por TDGL (time-dependent Ginzburg-Landau).



CAPITULO 4

EXTENSAO DA TEORIA DE
GINZBURG-LANDAU

4.1 Extensao ao TDGL proposta por Atanasov

Uma tentativa de explorar uma extensao da TDGL é tentar entender como a energia do
supercondutor pode ser usada para mudar a curvatura do espago-tempo. Da mesma forma o
caminho inverso: como a curvatura do espaco-tempo possa alterar o estado do condensado.
Portanto é necessario assumir que o condensado ¢ sensivel a curvatura do espago-tempo (ou
a sua parte espacial), ou seja, deve-se supor um mecanismo na energia do condensado que
acople com o campo geométrico [10], esse campo interage gravitacionalmente com outros

corpos, seguindo a teoria da Relatividade Geral.

No estudo da interacao do campo geométrico com o meio material, pode se dar com a
maneira pela qual a curvatura do espago-tempo afeta as propriedades eletronicas de um
sistema. Se existir uma situagao onde a matéria condensada possa afetar as propriedades do
espago-tempo, ou seja, acoplar ao campo geométrico a energia livre desse sistema, de maneira

reversivel, e que obedeca as leis de conservagao de energia, seria entao observado a interagao
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gravitacional com a matéria. Portanto, mudando seu estado, a energia pode ser canalizada
para o campo geométrico. Atanasov [9] usou a teoria da supercondutividade de Ginzburg-
Landau para incluir uma interacao do parametro de ordem com o campo geométrico e
explorou as suas consequéncias. Devemos fazer alguns paralelos entre as consequéncias
por ele apresentadas e outras levando em consideracao apenas a energia de TDGL com

acoplamento aproximado de um campo gravitacional.

4.1.1 A densidade extra de energia livre

Seguindo as propostas do trabalho de Atanasov [9], pretendemos estender as equagoes usu-
ais de Ginzburg-Landau, explorando nao s6 a possibilidade de usar supercondutores para
sondar a curvatura do espago-tempo, mas também como a curvatura do espago-tempo pode
alterar o estado do condensado. Para isso, neste trabalho, adicionamos uma métrica para
o acoplamento entre o campo geométrico e o parametro de ordem. Esse termo relaciona o
campo gravitacional com o parametro de ordem do condensado. Por isso temos algumas

consequéncias que devemos considerar.

Antes de apresentar o termo geométrico de acoplamento, é necessario ver as suposicoes que
precedem a aparicao do termo. A primeira delas é que o espago-tempo onde o supercondutor
esteja seja curvo. A segunda, é que preciso supor um espaco quadrimensional M sendo
um produto topologico M ~ R x ¥, onde X representa um espago como hiperplano tri-
dimensional. Podemos procurar em M um conjunto de parametros que estejam embebidos
nesse espago de forma a obedecer o mapa 7, : ¥ — M, sendo ¥; = 7(3) C M, ou seja, ¥, é
uma imagem do mapa 7 em M com o tempo fixo. Efetivamente o espaco tempo é separavel

como 3 + 1 dimensoes e pode induzir uma métrica Riemaniana g;; tridimensional, para o
espaco >, usando o operador de Laplace-Beltrami, Ay gV = ﬁaj(\/m ¢’*0, W), onde A ¢
o laplaciano no espacgo plano. Utilizando entao esse operador, temos que a energia cinética
da equacao da Schrodinger é sujeita ao campo geométrico do condensado quantico. Sendo

que o surgimento de um termo geométrico da energia cinética fica a cargo de uma expansao
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em série de Taylor em torno da origem da métrica g;;, que em coordenadas naturais * seria:

1
Gij = 5ij — gRikjlfL'k[I)l + O(|ZL’|3) (4].)
Usando uma normalizacdo padrao da funcdo de onda, ¥ = v/|g|'/*, temos que:
12 " 1 B2 B2
RN, S (N Y Sy F(CD) 0 4.2
om™ P g[l/A T g/ ( om S T gyt | + O], (4.2)

Entao surge o termo do potencial geométrico associado a energia cinética. A equagao de

Schrodinger assume a forma de:

1 [h h
ihopwp = -— <—V - qA) (—V - QA) Y+ qUt¢ + %eomwa (43)
2m \ ¢ 1
sendo Vyoem = —%UR(M), onde R é o escalar de Ricci tridimensional e ¢ = 1/12 é um

coeficiente numérico devido ao uso do operador de Laplace-Beltrami. Um ponto importante
a se observar é que estamos usando o escalar de curvatura de Ricci tridimensional que esta
relacionado ao quadridimensional através da relacio R*® = %R(M). Essa relacao é um
produto da suposicao inicial que o condensado quantico pode interagir com um espago-
tempo curvo. Assim sendo, podemos analisar a extensao da TDGL. Primeiramente escrever

a forma usual da energia livre do condensado:

Fhp, Al = / PrFar (4.4)

onde .%q;, € apresentado na Eq. 3.14. Agora para a teoria de GL estendida precisamos incluir

o termo geométrico na energia, esse termo geométrico ¢ dado por:

ygeom = f}//R(gd) ’¢|2 (45)

!Unidades naturais sdo unidades fisicas de medida definidas em termos de constantes fisicas universais
de modo tal que quaisquer constantes fisicas escolhidas tomam o valor de 1 quando expressos em termos de

um conjunto particular de unidades naturais.
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ey = 07, essa redefinicdo de 7 se da pela aparicao de uma termo multiplicativo na expansao

em série do termo geométrico. A nova energia do sistema se apresenta na forma:

F [77Z}7A] = /d3ZE (io/\G'L + ﬁgeom) (46)

A energia livre de Ginzburg-Landau tem uma alteragao na Eq 3.14 e com assumindo a
forma da Eq 4.6. Essa extensao da teoria de GL nao altera as propriedades de invariancia

das transformacoes de gauge.

4.2 Consequéncias da TDGL estendida

Analisando algumas consequéncias diretas na pertubacao da energia livre do condessado,
podemos focar o olhar inicialmente para os comprimentos caracteristicos apresentados no
capitulo anterior. Primeiramente o comprimento de penetracao A\, que se relaciona com o
potencial vetor, A, e em seguida o comprimento de coeréncia, &, que por sua vez tem re-
lacao com a distribuicao da funcao de onda no material supercondutor. Ainda é possivel
observar o comportamento do x, o parametro de Ginzburg-Landau, e tentar achar alguma
distorcao nesses termos. Espera-se que qualquer alteragao nessa energia possa levar a alguma
alteragao no comportamento desse comprimentos, e assim se observar possiveis transi¢oes
de fase no supercondutor. As transicoes de fase no condensado, como ja foi abordado no
capitulo anterior, podem ser observadas a partir do comportamento dos comprimentos ca-
racteristicos, principalmente através do x, que como mostra a Eq. 3.29 relaciona os outros
dois comprimentos, gerando um aparato de observacao. Com um valor de transicao bem
definido, Kipans = 1/ V2, que nos ajudara a prever um ponto onde o supercondutor é do
tipo I ou do tipo II, como mostra a figura 3.8. Assim sendo, é util escrever a energia desse

sistema:

ngLe = ngL + ygrad + Wmag + ygeoma (47)

onde todos os termos ja sao conhecidos, .Z = al|* + §|¢|4 ¢ o termo de Landau, %, =
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2
¢ o termo cinético e Wyqy = h? /2po € o trabalho realizado pelo campo

(v —ea)y

magnético dentro do supercondutor para anular o campo magnético externo aplicado na

amostra, como visto na Eq. 3.14.

Com a expressao conhecida para o funcional da energia livre, o passo seguinte é minimizar-
la em relacao aos seus parametros. Fazendo isso primeiro para o parametro de ordem do
sistema, ¥*, e tomando Vi) = 0, o que equivale a termos uma amostra homogénea, a equagao

de movimento se torna:

(a7 ROD) g+ BluPy =0, (4.8)

A Eq. 4.8 acima é a primeira equacao de Ginzburg-Landau modificada. Que serve para
observar como ficam as solugoes para energia de Landau apresentadas para Eq. 3.8 para esse

caso, entao a solugdo mais interessante seria a que 1 # 0, ou seja,

a+ ' R34
S0 = T (4.9)

Um fato importante é que se ndao houver curvatura do espaco-tempo, ou seja, R3*? = 0
temos que 2 = |a|/B. Outra possibilidade ¢ quando R for da ordem de —a/v o termo
que acompanha o 1 zera e a supercondutividade é destruida. Essa mudanca apresenta
uma alteragao em um dos comprimentos caracteristicos, o comprimento de coeréncia (§). Se

reescrevermos a Fq. 3.18, com o termo geométrico, sem o campo magnético externo, teremos:

2
(a + 7’R<3d>) U+ Blv*Y — Qh—wv% = 0. (4.10)

E se realizarmos o mesmo procedimento descrito no téopico 3.3.3 teremos como solugao 1 o<

e/ 57, e para este caso a mudanga nesse parametro da teoria fica evidente como:

= i L 4.11
“ =\ o | arymeD a11)
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Uma primeira analise dessa mudanca no comprimento de coeréncia ocorre quando R®%
—|al/|7|, se isso acontecer o parametro de ordem ¢ — 0 e &, — oo, destruindo o estado
supercondutor, como ja mencionado anteriormente. E outra analise é com a curvatura do
espaco-tempo nula, que se recupera o valor de ¢ apresentado na Eq. 3.28. Porém, o que
atrai nosso interesse é entender como essa nova quantidade vai afetar os valores usuais desse
comprimento. Um passo importante em relacao a isso é recuperar a definicao usual e redefinir
esse parametro a partir de seu formato na teoria de TDGL. Para uma curvatura pequena do

espaco-tempo é possivel expandir a Eq. 4.11, em primeira ordem temos que

L+ d), (4.12)

utilizando essa transformacao é possivel escrever:

‘7/|R(3d) ’}/R(?’d)
Eré(l-— | =&+ —— . (4.13)
! 2|/ |

Vemos também que o termo geométrico nao afeta a equagao de London e o comprimento de

penetragao. O termo extra também nao afeta a conservagao de carga

ong
ot

SV | (4.14)

onde J é o operador de supercorrente

h e
= - —A). 4.1
J el (V9 e ) (4.15)

Por conta da mudanga apresentada no comprimento de coeréncia, o parametro de Ginzburg-

Landau também é afetado, ele se torna

A /R(Sd)
/17/:—%/1<1—L : (4.16)



4. Extensdo da Teoria de Ginzburg-Landau 43

Sendo esse ultimo parametro responsavel por caracterizar um supercondutor como tipo-I ou
tipo-II, observamos que existe uma mudanga nesse parametro, onde a transicao entre um
estado e outro pode ser alterado, devido a ter um novo k., para a amostra. Isso se revela na

forma de uma temperatura critica efetiva, Tc.sy, devido a

A (T) = ao(T — T.) + |9/|R®D. (4.17)

Com isso, uma nova temperatura de transicao se faz necessaria. Entao podemos esperar que
o ponto critico, para transicao de fase, de um supercondutor pode ser alterado, seja para
mudar de um supercondutor tipo-I — tipo-II, tipo-I — normal ou até tipo-II — normal.
Essas relacoes entre temperaturas e campos magnéticos criticos para esses tipos de transicoes
ficam mais claros na figura 3.9. Outra possibilidade é olhar para o potencial quimico, u, do
supercondutor. Podemos obter essa grandeza se lembrarmos que

o a<g\GLe

onde %51, vem da equacao 4.6, portanto:

p=o/(T) + By (4.19)

Entao chegamos a uma expressao do potencial quimico, que é energia para criar um par de
superelétrons ou destruir um desses pares, que foi modificada devido a dependéncia do termo
o/(T). O que confirmaria a ideia de uma temperatura efetiva de transigao de fase, como uma
combinacgao de T, com uma adi¢ao de um valor, para mais ou para menos, a depender da

forma com que o campo gravitacional afeta o espago-tempo nas imediacoes do condensado.

4.3 Introduzindo a Funcao y

Para descrever uma aplicagao da influéncia de um campo geométrico na TDGL escolhemos o

problema envolvendo um buraco negro, no caso de uma buraco negro a geometria do espago-



4. Extensdo da Teoria de Ginzburg-Landau 44

tempo pode ser aproximada pela métrica de Schwarzschild. A métrica de Schwarzschild pode

ser reescrita da seguinte maneira:

2 2GM
# 0 0 0
re
0 —cr +2GM 0
e
Guv = (420)

0 0 —r? 0
0 0 0 —r?sinf?

Onde G ¢ a constante gravitacional e M é a massa do buraco negro. Nesse caso, o escalar

de Ricci (R) é:

8G2M? (047’2 +3rGMc? + 4G2M2)
r2 (rc® + 2GM)2 (—re® + 2GM)2

R= (4.21)

Para nosso problema, podemos imaginar que colocamos um fio supercondutor ao longo do
eixo x de forma que ele esteja orientado ao longo da disténcia radial do buraco negro, ou
seja, r se tornou x nas equacoes de R. Isso é importante porque a fung¢ao que queremos

introduzir,y , dependera apenas de R. Temos a possibilidade de definir y como:

X = (1 - %) . (4.22)

Com o R conhecido, todas as informagoes sobre como o termo geométrico se relaciona com o
condensado supercondutor estao definidas. Vale observar que com a mudanca da métrica, os
valores de R sao modificados, mas a estrutura da fungao y, que é adimensional, permanece

a mesima.

Com a amostra se aproximando do horizonte de eventos, o comportamento de um supercon-

dutor ao longo do raio do buraco negro, apresenta uma mudanga mensuravel.
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A infléncia de ¥ no parametro k

[
e
o

Figura 4.1: Em unidades naturais, o comportamento do parametro de Ginzburg-Landau(k)

com a influéncia de um campo gravitacional estatico, ou seja, sem dependéncia temporal.

A figura 4.1 mostra em unidades naturais, e normalizadas, como em um campo gravitacio-
nal estatico o parametro que serve como medida para estipular a mudanca de um tipo de
supercondutor para outro varia, segundo mostra a equagao 4.16. Em linhas mais gerais seria
possivel perceber que em uma amostra supercondutora ao longo do raio de um buraco negro,
o mesmo material, daria sinais a detectar efeitos Meissiner e ao longo do supercondutor a
rede de Abrikosov ou mesmo estagios intermediérios entre os tipo-I e tipo-II. Continuaremos
agora, tentando entender como essas transicoes podem ser percebidas em uma analise de

vortices em um condensado.

Um outro aspecto que surge da modificacao da TDGL é que, a partir deformagao espago-
temporal esteja até onde ela pode ser medida, podemos inserir um termo de comprimento
caracteristico, o comprimento de Ricci (€g), que seria a distancia entre dois pontos no espago
para se possa medir uma diferenga no valor do escalar de Ricci (R). Por isso, esse compri-
mento vai depender do tipo de curvatura, como mostra a figura 4.2. Em outras palavras,
esse comprimento serve para avaliar a variacao do tamanho da deformidade que vai da fonte
até onde podemos medir o efeito curvatura. Observamos também, que para o caso do buraco
negro e um supercondutor tipico, £ < £i. Entao, os efeitos da gravidade no condensado

s6 poderiam ser sentidos proximo ao horizonte de eventos, onde a variacao da curvatura é
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REGIAC COM R=0

HORIZONTE DE EVENTOS

\\
COMPRIMENTO DE RICCI \

~
\

\

Figura 4.2: O comprimento de Ricci £g para o caso de um buraco negro.

maior, e o valor de £ serd minimo. Ou seja, quando

R(A) = R(B) (4.23)

onde A e B sao pontos ao longo do raio r, em relacdo ao buraco negro. Temos que:

(n=A—B (4.24)

Quanto mais proximo ao buraco negro, menor serao as distancias que separam os pontos A

e B, e satisfacam a equacgao 4.23.



CAPITULO 5

DINAMICA DE VORTICES NA PRESENCA
DE UM CAMPO GRAVITACIONAL

Compreender o comportamento dos vortices em um supercondutor passara pelo estudo das
equagoes de Ginzburg-Landau, que descrevem o comportamento fenomenolégico de um su-
percondutor. O estudo desse comportamento através dessas equacoes podem fornecer infor-
magoes sobre o comportamento da amostra em relagao a sua temperatura e campos aplicados
nela. Essas equacoes definem como o condensado se comporta eletronicamente. Os compri-
mentos caracteristicos encontrados em cada supercondutor, definem por exemplo como se
comporta a funcao de onda v, em relacao aos comprimentos caracteristicos do condensado,
caso esse que influenciara diretamente na distribui¢oes dos vortices de campo magnético den-
tro da amostra [35]. Sendo assim, a TDGL é essencial para compreensao do comportamento
dos supereletrons dentro do supercondutor, e com isso se torna essencial para o caso de um
condensado na presenca de um campo gravitacional, e ainda sua abordagem nos ajuda a

compreender a fisica do supercondutor, do macroscopico ao mesoscopico.
Ao passo que a teoria original de Ginzburg-Landau sofre uma alteragao, queremos saber
como um acréscimo de energia que pode alterar os comprimentos caracteristicos do conden-

sado, e propor uma mudanca nas equagoes a serem integradas. Esse capitulo se presta a
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mostrar como as equagoes devem ser alteradas e quais as expectativas com essas mudancas,
principalmente em relacao a energia necessérias, para as diversas transi¢oes de fase que sao

possiveis em um estado supercondutor.

5.1 Equagoes de Ginzburg-Landau Modificadas pelo

Campo Gravitacional

Como foi visto no capitulo anterior, a energia livre do condensado sofre algumas alteragoes,

assumindo a forma de:

2

L |(h h?
Fore= [ {lao =T+ YRONP + Golt + 5| (57 - e'a) w| +5 bav

% 2 2m* 1 2#0

(5.1)
Segundo Abrikosov |7] as equagoes de TDGLe sdo ordinariamente obtidas por:
h? 0 e OFcLe
0 T E == 5.2
2m*D <8t + h g0) Y o (5.2)
4 10A  0Fare 0.F

To (5 ve) e =25 v fawem) (53)

Todos os termos que aparecem nas equagoes acima representam as grandezas usuais. Para
escrever as equagoes de TDGL vamos substituir as equagoes 5.2 e 5.3 na equagao 5.1, temos

entao:

h? d et I L B
m—*D(&—F h¢)¢——2m*ﬂ¢—a¢—§|¢| Y, (5.4)

47 10A 47
—0 | —— = —J, - h, .
00(08t —l—Vg&) . V X (5.5)
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onde a densidade de supercorrente ¢ dada por:

3= & Re(urTy), (5.6)

onde D é o coeficiente de difusao, o é a condutividade elétrica, e os outros termos sao os

valores usuais. As solugoes possiveis sao 1, =0 e

(T —T.) +~'RCY
5 .

«Q
|¢7|2 =——

5.2 Definicoes Importantes

Para TDGL é importante mensurar os comprimentos caracteristicos em suas unidades. Para
o comprimento se utiliza o comprimento de penetragao (\); para o tempo se trabalha com o
tempo de relazagio, T = £?/D; os campos magnéticos em unidades de H,; e as unidades de

energia em termos de H?/4w. Com g = |a|/f3, nds temos:

Admipger?
72

$= 2m*|al’
H. = +/47|a|iy - (5.8)
Aplicando a transformacgio de o — o/, e sabendo que 7/ = —Hh?/24m, teremos as seguintes

mudangas nas equacoes da teoria TGDL e as novas grandezas ficam assim definidas:

2
Py = o (1 - %) = 1o (1 + %T) (5.9)
~ R\ YR
£, (1—ﬂ> _g(1+m> (5.10)

H, ~ H, (1—%2) ~ H, (1+LR> (5.11)
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A\ Re? R
,-@7:5%,{<1—%>:ﬁ<1+|%|) (5.12)

Essas mudancas sinalizam a diferenca no comportamento do condensado na presenca de um

campo gravitacional, um termo importante a ser avaliado nessas equacoes é o escalar de

curvatura, R, que ird dizer a forma da curvatura e como ela se comporta espacialmente.

5.3 Forma Adimensional das Equacoes de TDGL

Dentro da proposta numérica de solucao para equacoes de TDGL, vamos fazer umas subs-
tituigoes para tornar adimensional cada um de seus termos, para podermos fazer uma inte-

gracao numérica quando necessario, uma mudanga conveniente é:

o éﬁ, (5.13)

¢ = é (5.14)
() -
¥ = xto, (5.16)

T =TT, (5.17)
V= év (5.18)
= X (5.19)
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A= H.Ex*A, (5.20)
H.Dyx_
p= @, (5.21)
C
h = H.xh, (5.22)
h2
2
— : 2
3 o2 (5.23)

Todas as transformagoes mantém os significados de cada termo como ja definidos anterior-
mente. Entao, aplicando essas transformagcoes as equacoes de TDGL, temos do lado esquerdo

as equagoes escritas em unidades reais e do lado direito em unidades reduzidas:

1. Energia de Landau mais o campo geométrico no condensado:

[(@+R) + BIY 2] ¥ = axvodb (2x — 1+ X*0°), (5.24)
2. Campo critico:
e 1
= e (5.25)
3. Termo cinético:
2
1 h — H.£%— —
o (—é—xv - fX A) b = oa(—iV — A)dx, (5.26)

4. Derivada temporal:

2T

o —
zm(X@QE :Oﬁﬂoax% (5.27)
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5. Potencial elétrico:

h? <ie H.Dy

omD \ A ¢ s0> W = Yoa(ip)x, (5.28)

Se simplificarmos a notacao fazendo ¢ — 1, com as consequéncias das transformagoes,

vamos poder escrever a primeira equacao de TDGL como:

0
<a + z'so) Y= —imxw o (2x - 1+ x%?). (5.29)

Para o contexto da segunda equagao de TDGL, para reduzir as unidades precisamos escrever:

1. Campo magnético:

Hch

Vxh= s x*V x xh, (5.30)
2. Densidade de supercorrente:
4 H, = —
T3, = DR (¥ - A, (5.31)
3. Potencial elétrico:
4m SHCQ 5 N —
— Vo= T;V(X@a (5.32)

4. Derivada temporal:
4 18A_Hcgfﬁ(9

—
Mt e g A (5.33)

o
c cOt

entao a segunda equagao de Ginzburg-Landau, se torna:

2
o (% + iv (X@O)) =Js — %V x xh, (5.34)
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Jo = X*R [* (—V — A) xv] . (5.35)

Desta forma com as transformacoes sugeridas, as equagoes de TDGL assumem uma forma

adimensional, ideal para o calculo numeérico.

5.3.1 As equagoes TDGL modificadas

As equagoes de TDGL assumem as forma proposta abaixo:

0
<§ + igo) Y = —imxw +¢ (2x — 14+ x*°), (5.36)
oA 1 2
B (E + ;V (xgo)> =J,— %V X xh, (5.37)
(§
Js = x’Re [¢* (—V — A) x¢] - (5.38)

Essas equagoes sdo as do TDGL, além da proposta de Atanasov [9]. Portanto, ¢ o novo
TDGL considerando o acoplamento entre a métrica e o parametro de ordem. Observe que
quando ajustamos a constante de acoplamento v a zero, temos o parametro y = 1, as
equagoes tendem a retornar as equagoes usuais da TDGL. Comparando com as equagoes da
forma classica proposta na referéncia [21], com o acréscimo da fungao x dependendo apenas

da posicao, temos:

5.4 Campo auxiliar

O uso de campos auxiliares vem da necessidade de manter as equagoes de GL invariantes
mediante a discretizagao |24, 25|, que se fara necesséaria para resolver numericamente o caso

em que o supercondutor é colocado nas imediagoes de um buraco negro, fazendo um dos
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Tabela 5.1: Tabela comparativa entre a TDGL classica e a modificada com o termo geomé-

trico.

TDGL Classica TDGL Modificada
: ¢
e H,
. .
v v
(5 +iv)o=-mosv14v) (G +ie) =TI +0 @x— 1+37%7)
X
5(%+ve) = s- v 5(%+ v o) =0 Sv
Jo = Re [ (—1V — A) o] Jo = xX*Re [ (—V — A) x¥]

eixos do supercondutor coincidir com o raio do mesmo. Uma forma conveniente de escrever

os campos auxiliares é:

k
U = exp[—i/ Agdk], (5.39)

ko

também é possivel usar a identidade

U, .
8_/: = ZAkUk, (54())

onde em duas dimensoes k = (z,y). Os campos auxiliares sao fungdes uni-modulares, isto
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¢, UpU; = 1. Podemos mostrar que:

—iU;a<8U£f) = <—z’2 —Ak> f (5.41)

Essa identidade mostrada na equagao 5.41 é valida para qualquer funcao complexa f. En-
tao vamos utilizar essa transformacao primeiro fazendo f = 1. Na sequéncia utilizaremos

o resultado da substituigao feita anteriormente e aplicaremos novamente a identidade da

equacao 5.41, s6 que agora com f = —iU*0(Urt)/0k, entao seremos capazes de mostrar
que:
0 ? L0

Usando esses campos, reescrevemos a Eq 5.29, entao essa equagao se tornou:

o .\, 1
<a+“")”’—;

A densidade de supercorrente também pode ser expressa em termos dos campos auxiliares,

g 2 W) | . 0 (V)

e oy +9¢ (2x — 1+ x*?). (5.43)

entao temos:

Joo = Im {—iU;a(%;xxw] , (5.44)
Joy = Im —iU;‘a(%—ywa] - (5.45)

5.5 Definindo a analise do supercondutor na presenca do

campo gravitacional

Para as condi¢oes de contorno desse problema é necessario definir a geometria e as influéncias

externas do sistema a ser analisado. A geometria estudada corresponde a uma supercondutor
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retangular de lados a e b, na presenga de uma campo magnético externo H, como mostrado
na figura 5.1. Assumindo que nao existem correntes de transporte. Podemos entao usar o

gauge de Coulomb, ¢ = 0.

Supercondutor

Resisténcia Elétrica

~——T1"  Condutores Normais

% Temperatura(K)

Figura 5.1: Relagao entre temperatura e resistividade em um supercondutor [2].

y @
H @ b Supercondutor @ H
a = T
@

H

Figura 5.2: Geometria do supercondutor a ser simulada numericamente, um dos eixos da

amostra deve coincidir com o raio do buraco negro.

Entao temos:

1. Primeira equag¢ao Ginzburg-Landau modificada:

2
O _ 1| P Uxt) | 0 (Uxd)

. 212
T e +¢ (2x — 1+ x*°) (5.46)
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2. Densidade de supercorrente

Jse = Im [—inW] (5.47)
e
Jsy = Im —iU;‘a(Ua—y;a/])] (5.48)
3. A sequnda equacao de Ginzburg-Landu:
OA 3 K%« h (5.49)
ot X

5.5.1 Condigoes de Contorno

Dentro do proposto retangulo é possivel pensar nas condi¢oes necessarias para que
as propriedades fisicas do supercondutor sejam respeitadas, tais como a nao existén-
cia de supercorrentes nas bordas da amostra, para que o parametro de ordem exista
apenas no interior do condensado. Para isso, a primeira condicao a ser satisfeita é
que nas bordas do sistema a funcao seja constante, ou seja, nao existe supercorrente

perpendicularmente orientada nas bordas do retangulo, ou seja,

(%)m ‘h =0, (5.50)

com k = (z,y), e 92 sendo a derivada parcial em relagao ao angulo sélido. E a segunda
condicao é que fora do retangulo, o campo seja orientado perpendicular ao plano onde

o retangulo que representa a amostra supercondutora, sendo assim:
h, = H|sq, (5.51)

como mostra a figura 5.2.
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5.6 Conclusao e perspectivas

Em suma a presente dissertacao teve como objetivo estudar um supercondutor sobre a in-
fluéncia de um campo gravitacional, notamos que com as alteragdes nos comprimentos ca-
racteristicos do supercondutor, é possivel mudar a temperatura de transicao efetiva, ou seja,
o material nao tera nenhuma caracteristica alterada intrinsecamente a sua natureza, po-
rém efetivamente uma nova 7T, podera ser medida. Esse efeito deve ser observado devido a
mudancga no parametro de Ginzburg-Landau, x. Como visto, esse parametro se relaciona
aos comprimentos caracteristicos do condensado, sendo assim, uma transicao de fase acaba
sendo por consequéncia observada onde classicamente nao existiria motivos fisicos externos

ou internos para isso.

A mudanca do k deve ser analisada em vista de alguns parametros, o caso apresentado
aqui faz a suposi¢ao de um supercondutor na presenca das imediagoes de uma singularidade
de origem gravitacional, um buraco negro. Para esse problema em particular esperamos
notar uma mudanga na temperatura efetiva de transicao de fase do condensado, ao longo da
amostra, devido ao potencial quimico estar dependendo da posicao segundo equagao 4.19.
Um ponto interessante é perceber que essa transicao de fase pode ser observada em um
supercondutor do tipo-I para sua fase normal, de um tipo-I para um tipo-II, como também

tipo-II para sua fase normal.

Um segundo ponto e o principal abordado aqui é a expectativa de ao londo de uma amostra,
poder se observar uma mudanga na disposicao espacial dos vortices de campo magnético
em um supercondutor do tipo-II, como os parametros utilizados para fazer o processo de
tornar admissional as equagoes envolveram os valores das mesmas constantes do caso classico

mostrado por Gropp [21], com o acréscimo do termo gravitacional y, também adimensional.

Mostramos que com essas alteragoes na primeira equacgao de Ginzburg-Landau, as super-
correntes gerem um comportamento diferente do cléssico, ja que a geometria varia com o
comportamento do fluxo magnético, &y, que por sua vez esta relacionado o comprimento de
coeréncia, &, ao passo que esse iltimo sendo modificado altera a estrutura e configuracao dos
vortices dentro do condensado, pois depende diretamente de o/, como mostra a figura 3.10

e as equacoes 3.33 e 3.34.
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Um préximo passo possivel logo de imediato é estimar a variagao de x com a posi¢ao, para
uma amostra ao longo do raio de um buraco negro. Essa informacao deve mostrar os efeito
para um campo gravitacional estatico. Esse conhecimento vai ajudar a pensar em outras
possibilidades de analise, como a de uma onda gravitacional ou dimensoes espaco-temporais
extras (branas), conhecendo entéo o efeito da varia¢ao da curvatura espacialmente podera ser
possivel relacionar o tempo ligado ao comportamento de uma onda gravitacional ao tempo
de relaxacao 7 do condensado, o que possibilitaria usar um supercondutor para detectacar

a passagem de uma onda gravitacional pela amostra.
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