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RESUMO

O estudo de novas aplicações de materiais para construção de dispositivos eletrônicos é

importante para o avanço tecnológico. Espera-se que a junção de materiais provoque mu-

danças nas propriedades eletrônicas em comparação com as propriedades desses materiais

isolados. Logo, compreender as propriedades físicas após a junção de materiais são impor-

tantes para criação de dispositivos cada vez menores e melhores. Neste trabalho, utilizando

cálculos de primeiros princípios, implementados com o formalismo da DFT, investigamos

as propriedades estruturais e eletrônicas das heteroestruturas laterais (HSL) formadas pela

junção de planos baseados em dichalcogenetos de metal de transição (TMDC). Mais especifi-

camente, construímos um canal semicondutor entre planos metálicos, unindo lateralmente os

planos de TMDC com as características: semicondutoras e metálicas com interface zigueza-

gue, na seguinte ordenação: metal-semicondutor-metal. Como resultado foi visto que todas

as HSL apresentam características metálicas e que existe um acúmulo de elétrons sobre os

canais metálicos formados pelos planos NBX2 enquanto os canais semicondutores formados

pelos planos MoX2 apresentam uma carga liquida positiva. Além disso, aparecem barreiras

retificadoras de Schottky em todas as heterojunções.

Palavras-chave: Heteroestrutura lateral, TMDC, barreira de Schottky, DFT.
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ABSTRACT

The study of new applications of materials for the construction of electronic devices

is important for technological advancement. A junction between materials is expected to

cause changes in electronic properties compared to the properties of those materials used.

Therefore, understanding how properties after joining materials is important for the creation

of increasingly smaller and better devices. In this work, using calculations of the first princi-

ples, implemented with DFT formalism, investigated how structural and electronic properties

of lateral heterostructures (HSL) formed by the joining of plans based on transition metal

dichhalcogenides (TMDC). Specifically, build a channel semiconductor between metallic pla-

nes, joining laterally the TMDC planes with the following resources: semiconductors and

metals with a zigzag interface, following the following order: metal-semiconductor-metal. As

the result was seen as all HSL presents metallic resources and that there is an accumulation of

electrons on the metallic channels formed by the NBX2 plans while the semiconductor chan-

nels formed by the MoX2 plans have a positive net charge. In addition, Schottky rectifying

barriers appear in all heterojunctions.

Keywords: Lateral heterostructure, TMDC, Schottky barrier, DFT.
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

1.1 Nanotecnologia

O físico Richard Feynman1, em 1959, durante uma palestra intitulada - “There is plenty

of room at the Bottom” (em uma tradução livre, “Há mais espaços lá embaixo”), sugeriu

ser possível a manipulação de átomos na escala nanométrica, ou seja, um bilionésimo do

metro (×10−9m) [1]. Conforme os seus trabalhos, não existia nenhum obstáculo teórico para

construção de nanodispositivos [2]. Surge, então, a ideia de nanotecnologia. No entanto, o

termo nanotecnologia surgiu posteriormente, em 1974, através do professor da universidade

de ciências de Tóquio, Norio Taniguchi [3].

Por definição, nanotecnologia é a pesquisa e o desenvolvimento de tecnologia na escala

de comprimento de 1 - 100 nanômetros que busca fornecer um entendimento fundamental
1Físico estadunidense, Richard Phillips Feynman nasceu na cidade de Nova Iorque no ano de 1918.

Destacou-se na física como um dos pioneiros da eletrodinâmica quântica, no qual o desenvolvimento dessa

teoria lhe agraciou com o prêmio Nobel de física de 1965. Foi professor da Universidade de Cornell e

posteriormente do Instituto de Tecnologia da Califórnia o que lhe rendeu suas duas obras primas: Feynman

Lectures on Physics e Quantum electrodynamics. Sua bela carreira acadêmica foi encerrada quando morreu

no ano de 1988 na cidade de Los Angeles [1].)
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dos materiais na escala de átomos ou moléculas [4]. Contudo, durante muito tempo a

nanotecnologia era apenas uma ciência conceitual, pois era invisível a tecnologia da época

[5]. Para destingir entre o mundo visível e invisível vamos usar um referencial físico - o limite

de difração de Abbe (ver figura 1.1), neste limiar a menor distância perceptível visualmente

entre dois pontos, d, é dada por

d =
λ

2 · n · sin θ
, (1.1)

onde n ·sin θ é a abertura numérica da objetiva. O que justifica o fato do mundo nanométrico

permanecer imaculado perante a óptica clássica é que o limite da resolução dos microscópios

ópticos situam-se em torno de λ/2, ou seja, metade do comprimento de onda da luz incidente.

Logo um microscópio óptico é incapaz de visualizar objetos na escala nano. Todavia esse

limite foi extrapolado no ano de 1981 quando Binnig e Rohrer2 criaram o microscópio de

tunelamento (Scanning Tunneling Microscope, ou simplesmente, STM), este que é capaz

de visualizar estruturas nanométricas, possibilitando trazer o estudo da nanotecnologia do

mundo conceitual para uma realidade factível.

Figura 1.1: Representação pictórica da escala de comprimento, com ênfase ao limite de difração de

Abbe, onde os objetos mais à direita encontram-se na escala nanométrica. Fonte: figura adaptada

do artigo: How the optical microscope became a nanoscope [6]

.

THE NOBEL PRIZE IN CHEMISTRY 2014
POPULAR SCIENCE BACKGROUND

How the optical microscope became a nanoscope

Eric Betzig, Stefan W. Hell and William E. Moerner are awarded the Nobel Prize in Chemistry 2014 
for having bypassed a presumed scientific limitation stipulating that an optical microscope can never 
yield a resolution better than 0.2 micrometres. Using the fluorescence of molecules, scientists can 
now monitor the interplay between individual molecules inside cells; they can observe disease-related 
proteins aggregate and they can track cell division at the nanolevel.

Red blood cells, bacteria, yeast cells and spermatozoids. When scientists in the 17th century for 
the first time studied living organisms under an optical microscope, a new world opened up before 
their eyes. This was the birth of microbiology, and ever since, the optical microscope has been one 
of the most important tools in the life-sciences toolbox. Other microscopy methods, such as electron 
microscopy, require preparatory measures that eventually kill the cell.

Glowing molecules surpassing a physical limitation

For a long time, however, optical microscopy was held back by a physical restriction as to what size 
of structures are possible to resolve. In 1873, the microscopist Ernst Abbe published an equation 
demonstrating how microscope resolution is limited by, among other things, the wavelength of the 
light. For the greater part of the 20th century this led scientists to believe that, in optical microscopes, 
they would never be able to observe things smaller than roughly half the wavelength of light, i.e., 
0.2 micrometres (figure 1). The contours of some of the cells’ organelles, such as the powerhouse 
mitochondria, were visible. But it was impossible to discern smaller objects and, for instance, to 
follow the interaction between individual protein molecules in the cell. It is somewhat akin to being 
able to see the buildings of a city without being able to discern how citizens live and go about their 
lives. In order to fully understand how a cell functions, you need to be able to track the work of 
individual molecules. 

Abbe’s equation still holds but has been bypassed just the same. Eric Betzig, Stefan W. Hell and 
William E. Moerner are awarded the Nobel Prize in Chemistry 2014 for having taken optical 
microscopy into a new dimension using fluorescent molecules. Theoretically there is no longer any 
structure too small to be studied. As a result, microscopy has become nanoscopy.

LIMITE DE DIFRAÇÃO DE ABBE (0.2 µm)
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Figure 1. At the end of the 19th century, Ernst Abbe defined the limit for optical microscope resolution to roughly half the wavelength 
of light, about 0.2 micrometre. This meant that scientists could distinguish whole cells, as well as some parts of the cell called 
organelles. However, they would never be able to discern something as small as a normal-sized virus or single proteins.

Quando Feynmann imaginou que todos os volumes da grandiosa enciclopédia britânica

poderiam ser escritos, através de microscópios eletrônicos, em um espaço tão diminuto quanto

a cabeça de um alfinete, isso parecia ser algo impossível, ou, pelo menos, impraticável. En-

tretanto, nas últimas décadas a nanotecnologia tem sido um dos principais ramos da ciência

e tecnologia fazendo notáveis progressos [7], permeando em todas as áreas de nossas vidas,

tais como: agricultura, produção de energia, militar, ciência de materiais, ciência ambiental e
2A criação desse microscópio redeu para Gerd Binnig e Heinrich Roher o Nobel de física de 1986.
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medicina [8, 9]. Até a data, os cientistas podem manipular átomos ou moléculas com grande

precisão como pode ser visto na figura 1.2. As estimativas do impacto econômico global da

nanotecnologia nos próximos dez anos ultrapassam 1 trilhão de dólares e estão aumentando

[10], com o avanço em pesquisas, impulsionadas por financiamentos contínuos, espera-se que

ela proporcione inovações para sociedade, como o desenvolvimento de métodos para fabricar

novos produtos e equipamentos com melhor desempenho para que possa substituir a geração

atual [11].

Figura 1.2: Foto feita por Don Eigler e Erhard Schweizer no Almaden Research Center da IBM

em 1989, quando manipularam 35 átomos de xenônio individuais para soletrar o logotipo da IBM,

para demonstrar a capacidade de manipular com precisão átomos deu origem ao uso aplicado da

nanotecnologia. Fonte: foto cortesia da IBM.

1.2 Materiais Bidimensionais

Os materiais bidimensionais (2D) vem atraindo muita atenção desde o ano de 2004 quando

o grupo de Novoselov e Geim3 conseguiram esfoliar através de um método razoavelmente

simples, porém bem engenhoso, conhecido como o método de esfoliação mecânica as camadas

de grafite até chegar em uma estrutura de camada única - o grafeno [12], representado na

figura 1.3. Ao analisar o grafeno notou-se que é um material puramente bidimensional

que tem propriedades fascinantes, tais como: eletrônicas, térmicas, ópticas e mecânicas

[13]. Desde então, o grafeno tem sido explorado em uma ampla gama de aplicações, como
3Com o isolamento do grafeno, os russos Konstantin S. Novoselov e Andre K. Geim foram laureados com

o Nobel de física de 2010, curiosamente dez anos antes Geim ganhou o Ig Nobel, por usar campos magnéticos

para viabilizar a levitação de um sapo.
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optoeletrônica, spintrônica, sensores, supercapacitores e assim por diante [14], entretanto

como o grafeno não possui um gap de banda isso restringi suas aplicações em nanodispositivos

eletrônicos e optoeletrônicos [15, 16].

Figura 1.3: Representação de uma monocamada de grafeno, onde temos: uma vista superior na

figura a; uma vista lateral de uma super célula 10 × 10 na figura b e uma vista na perspectiva do

plano na figura c. Fonte: própria.

Após o notório sucesso do grafeno, o uso da técnica de exfoliação mecânica foi expandido

para outros materiais que tem sua estrutura empilhada como grafite e podem ser esfoliados

da fase em camadas (que é frequentemente chamada pelo termo em inglês bulk) até uma

monocamada [17]. Contudo, os estudos envolvendo o grafeno estão longe de terminar, como,

por exemplo, no trabalho que mostra que a bicamada de grafeno torna-se um supercondutor

ao ser rotacionada por um certo “ângulo mágico” [18]. Com o passar dos anos surgiram novas

técnicas de obtenção de materiais bidimensionais e, consequentemente, surgiram também

uma grande variedade de outros materiais bidimensionais [19]. Alguns desses ganharam

destaque nos últimos anos, são eles: o nitreto de boro hexagonal (hBN) [20], os materiais do

grupo IVA e VA: siliceno [21], arseneno, antimoneno [22], estaneno, germaneno, bismuteno

[23], os dicalcogenetos de metais de transição (TMDCs), entre outros. Em particular, a

grande família dos TMDCs, exibem propriedades exóticas, especialmente um gap de banda

ajustável, sugerindo possíveis aplicações em futuros dispositivos eletrônicos e optoeletrônicos
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[24, 25]. Na figura 1.4 temos uma visão geral dos materiais bidimensionais.

Figura 1.4: Uma visão geral dos materiais bidimensionais e das previsões de propriedades para esses

materiais 2D. Fonte: figura extraída do artigo: Computational design and property predictions for

two-dimensional nanostructures [13].

characteristics indeed make graphene suitable for nanoelectron-
ics and saturable absorber [7], as well as a research platform for
quantum electrodynamics. Another example is transition-metal
dichalcogenide (TMDC) monolayers for which the absence of
inversion symmetry, a strong spin–orbit coupling, coupled with
a direct band gap allow for their applications in electronics, opto-
electronics, spintronics, and valleytronics [8,9]. In addition, a
hexagonal boron nitride (h-BN) monolayer has great potential
as a dielectric and thermal-management material due to its elec-
trical insulating nature and high thermal conductivity. The alloy
of C and BN could be synthesized to further tune the electronic
structures for broader applications [10]. Furthermore, black phos-
phorene (a-P) shows a tunable direct band gap as the number of
layers changes and a high and anisotropic carrier mobility
[11,12]. Consequently, it can be used in electronics or optoelec-
tronics applications with polarized light [13]. Finally, due to their
exotic topological properties [14–16], 2D topological insulators
could have great potentials in quantum computing, spintronics,
and broadband optical applications [17]. Although the above-

mentioned 2D materials with their intriguing properties can fea-
sibly be synthesized nowadays, they face different key challenges
for industrial use, such as the lack of a band gap for graphene, a
low carrier mobility for TMDCs, the difficulty of h-BN mass pro-
duction, and the chemical instability of a-P. Therefore, it is cru-
cial for the materials research community to not only
overcome these barriers but also search for new 2D materials
and explore their novel properties for future applications.
Because of the large number of possible configurations for some
2D materials, there remain many that are unexplored and may
have many interesting applications. Traditional trial-and-error
experiments require a lot of effort, time, and expense, if they
are performed without clear guidelines or targets. As a result,
there are great challenges in having to explore all possible 2D
configurations. However, by interacting with computational
design and prediction, the process can be significantly acceler-
ated, as illustrated by the following three examples, including
predicting new materials and properties, predicting novel 2D
structures and their growth routes, and providing ideal research

R
ESEA

R
C
H
:R

eview

FIGURE 1

An overview of the computational design and property predictions for 2D materials, covering six different topics with representative materials as examples.
The blue arrows indicate phase transitions and the red arrows magnetic moments.

RESEARCH Materials Today d Volume 21, Number 4 d May 2018

392

1.3 Dichalogenetos de Metais de Transição - TMDCs

Os dichalogenetos de metais de transição (do inglês, transition-metal dichalcogenides -

TMDCs), são materiais utilizados a bastante tempo como lubrificantes sólidos, algumas

amostras de dissulfeto de molibdênio (MoS2) datam de mais de 2,9 bilhões de anos [26]. As-

sim como o grafite esse material é disposto em camadas, ou planos de van der Waals [15, 19].

Devido a essa característica, após a obtenção do grafeno, esses materiais sofreram um renas-

cimento, abrindo uma nova e empolgante física de materiais bidimensionais. Os TMDCs,

também são chamados de materiais maravilha ou grafenos de última geração [25]. Na figura

1.5 vemos os elementos que compõem os TMDCs com ênfase nos metais de transição e nos

três elementos de calcogênio, esses elementos são os componentes dos 40 TMDCs diferentes
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[27].

Figura 1.5: Representação da tabela periódica de elementos com ênfase aos metais de transição e os

calcogênios. Fonte: figura extraída do artigo: Review Article: Progress in fabrication of transition

metal dichalcogenides heterostructure systems [27].

design of heterostructure systems for applications such as

photovoltaics, optoelectronics, spontaneous water splitting,

and quantum information processing. New techniques for the

design and preparation of TMDC heterostructures are still at

their primary stage, and until now, several methods have been

proposed and tested. More developments are still needed to

further understand the influence of different fabrication meth-

ods on the resulting properties of the synthesized materials.

In this review, we highlight the recent efforts and progress

in the fabrication of TMDC heterostructures. First, we will

provide the readers with a brief background discussion of the

properties of 2D TMDCs and their various preparation meth-

ods. Second, an in-depth review will be focused on the current

progress in the fabrication of TMDC heterostructures, taking

into account the challenges and the proposed solutions.

Finally, a summary and outlook for the future developments

in the heterostructure synthesis will also be provided.

II. PROPERTIES OF TMDC SEMICONDUCTORS

Typically, a TMDC semiconductor single layer has a

thickness of 0.6–0.7 nm, consisting of a hexagonal arrange-

ment of transition metal atoms sandwiched between two

layers of chalcogen atoms. In TMDCs, the intralayer M–X

bonds between the transition metal atom and the chalcogen

atoms are regarded as covalent bonds. The individual MX2

layers are held together by noncovalent and relatively

weaker interlayer vdW forces, which allows for an easy

cleavage along the surface of the individual planes/layers.

The metal coordination of the TMDC semiconductor layer

can be trigonal prismatic or octahedral which results from

the building elements (metal and chalcogen elements), as

shown in Figs. 1(b) and 1(c).

Figure 1(a) summarizes the common TMDCs and their

band gap. One of the attractive features of TMDC semicon-

ductors is the change in their electronic band structure, from

the indirect band gap (bulk materials) to the direct band gap

(single layer). To obtain more in-depth discussions on

TMDC semiconductors and their unique physical and chemi-

cal properties, the readers can appreciate the recent reviews

by Butler et al.15 Bhimanapati et al.,16 and Duan et al.17

The reported superior physical, electronic, and optoelec-

tronic properties of TMDCs are strongly dependent on the

crystallinity/quality of the MX2 layers and the control of the

impurities in these materials and devices. Thus, the key

points in integrating TMDC semiconductors into very large

size circuitry is the consistency, reproducibility, and produc-

tion yields of high quality TMDC layers. Moreover, reliable

and scalable methods which allow for the selective fabrica-

tion of MX2 layers at specific locations on the substrates

are required in the modern semiconductor industry. To date,

various methods have been reported to produce individual

and few layered TMDC semiconductor nanostructures. In

the following sections (Secs. III–VII), several commonly

used fabrication methods employing conventional and other

less common approaches will be reviewed.

FIG. 1. (Color online) Properties of TMDCs Semiconductor. (a) The transition metals and three chalcogen elements which are the building blocks of the 40 dif-

ferent TMDCs. About 40 different layered MX2 exist. (b) Trigonal prismatic. (c) Octahedral or trigonal antiprismatic. Table 1 The summary of common

TMDCs and their band gap. (a)–(c) are reproduced with permission from Chhowalla et al., Nat. Chem. 5, 263–275 (2013). Copyright 2013 Nature Publishing

Group; Table 1 in (a) is reproduced with permission from Duan et al., Chem. Soc. Rev. 44, 8859–8876 (2015). Copyright 2015 Royal Society of Chemistry.

030803-2 R. Dong and I. Kuljanishvili: Progress in fabrication of TMDCs 030803-2

J. Vac. Sci. Technol. B, Vol. 35, No. 3, May/Jun 2017

O que chamamos de monocamadas de TMDCs típicas, consistem em três planos atô-

micos em que temos um plano do metal de transição sanduichado entre dois planos de cal-

cogênios. Esses podem ser representadas pela fórmula genérica MX2, onde o M representa

um metal de transição e o X representa um calcogênio [14, 28–30]. Apesar da estrutura bas-

tante semelhante, os TMDCs mostram uma grande variedade de propriedades eletrônicas,

das quais, vão de isolantes, semicondutores, supercondutores a metais [13, 31–33].

A fase adotada por cada TMDCs depende do número de elétrons na camada d dos metais

de transição e do tamanho relativo dos átomos. Geralmente esses materiais são encontrados

em três polimorfos rotulados de 1T, 2H e 3R, onde o número representa a quantidade de

camadas na célula unitária e as letras indicam a simetria: trigonal, hexagonal e romboé-

drica, respectivamente [34–38]. Entretanto, neste trabalho, focaremos nos TMDCs que, na

sua fase bulk, cristalizam no tipo 2H tem a rede de Bravais pertencente ao grupo espacial

P63/mmc (D6h grupo não simétrico) que tem o formato hexagonal [39]. A célula unitária

é caracterizada pelos parâmetros de rede a (constante de rede no plano) e c (constante de

rede fora do plano) e pelos vetores da base:

~a1 =

(
1

2
a,−
√

3

2
, 0

)
; ~a2 =

(
1

2
a,

√
3

2
, 0

)
; ~a3 = (0, 0, c), (1.2)
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esta célula unitária contém 6 átomos, onde os dois átomos de M estão localizados nas posições

de Wyckoff 2c e quatro átomos de X nas posições Wyckoff 4f. Com o parâmetro interno z,

as posições, expressas em coordenadas fracionárias, são ±(1/3, 2/3, 1/4) para os átomos

de M e ±(2/3, 1/3, 2 − z) para os átomos de X [40]. Para a monocamada, a simetria de

inversão é interrompida, neste caso o grupo espacial será o P 6̄m2 (D1
3h grupo simétrico) o

mesmo acontece quando temos um número ímpar de camadas. Consequentemente, podemos

retornar a configuração de camada dupla quando temos um número par de camadas. Esta

célula unitária contém 3 átomos, onde os dois átomos de M estão localizados nas posições de

Wyckoff 1a e quatro átomos de X nas posições Wyckoff 2e [41, 42]. Pode-se ver claramente

tais diferenças nas Figura 1.6.

Figura 1.6: Representação das células unitárias do dissulfeto de Molibdênio, onde temos: uma vista

superior válida para ambas as fases 1H-MoS2 e 2H-MoS2 na figura a; uma vista lateral da fase

1H-MoS2 e 2H-MoS2 nas figuras b e c, respectivamente. Fonte: própria.

Um bom material para exemplificar as mudanças que ocorrem nas propriedades quando

mudamos o número de camadas é o dissulfeto de molibdênio (MoS2). Esse material se-

micondutor, quando disposto em monocamada, apresenta na sua estrutura de bandas um

gap direto, enquanto para as configurações de mais de uma camada o gap passa a ser indi-

reto [16, 35, 41, 42]. Podemos ver tais mudanças na Figura 1.7. Entretanto, voltaremos a

comentar sobre esse assunto posteriormente.
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Figura 1.7: Estrutura de banda calculada para fase bulk (esquerda), bicamada (meio) e monocamada

(direita) de MoS2 em pontos de alta simetria na zona de Brillouin. Fonte: figura adaptada do

artigo: A Comparative Study of Electronic Properties of Bulk MoS2 and Its Monolayer Using DFT

Technique: Application of Mechanical Strain on MoS2 Monolayer [16].

S. Ahmad, S. Mukherjee 
 

 
56 

 
Figure 3. Calculated band structure of bulk (left), bilayer (middle) and monolayer 
(right) of MoS2 at high-symmetric points in the irreducible Brillouin zone. The po-
sition of valence band maxima, conduction band minima and the band gap (Eg) are 
indicated. For monolayer MoS2 the direct band gap occurs at K-point, unlike in oth-
er cases.                                                                  

 

 
Figure 4. Calculated projected density of states (PDOS) of bulk and monolayer of MoS2 are shown for Mo(4d) 
and S(3p) states. The legends for the p- and d-orbitals are similar for the monolayer and bulk.                         

Como já mencionado, os TMDCs podem ter as mais variadas propriedades propriedades

eletrônicas. Um exemplo típico de um TMDC metálico é o dissulfeto de nióbio (NbS2), este

que possui características como supercondutividade [43], bem como propriedades ópticas [44]

e magnéticas particulares [45]. Devido as características eletrônicas, esse material pode ser

usado como contato do eletrodo em dispositivos eletrônicos [46].

A coordenação dos TMDCs, em uma simplificação, pode ser entendida da seguinte

maneira, os átomos de metal fornecem quatro elétrons para preencher os estados de ligação

das TMDCs, de modo que os estados de oxidação dos átomos de metal (M) e de calcogênio

(X) são +4 e −2, respectivamente [47–49]. Onde essa ausência de ligações pendentes torna

as estruturas bidimensionais muito estáveis [25, 28].
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1.3.1 Heteroestruturas Laterais

Diferentes materiais bidimensionais podem ser combinados para formar heteroestruturas

(HSs), estas são classificadas como: do tipo vertical ou do tipo lateral. As HS verticais são

de longe o tipo mais estudado, essas são formadas por planos bidimensionais interagindo

entre si via força de van der Waals. No entanto, o número de estudos experimentais e teóri-

cos com heteroestruturas laterais (HSL) vem crescendo fortemente devido ao surgimento e

aprimoramento das técnicas experimentais, tais como: esfoliação mecânica [29] e decompo-

sição de vapor químico (CVD)4, e as propriedades físicas intrigantes apresentadas por esses

materiais.

A vantagem de construirmos as HSL é a criação de uma heterojunção, esta que nada

mais é que uma borda unidimensional. Na qual podemos analisar o que ocorre com as pro-

priedades dos materiais ao serem unidos, e, principalmente, o que acontece nesta interface.

As HSL são consideradas importantes blocos de construção para vários dispositivos como

transistores, células solares, LEDs, dispositivos de armazenamento, fotodetectores, células

de combustível, dispositivos fotocatalíticos e sensores, entre outros [11, 60–64]. Atualmente,

existem experimentos bem sucedidos de heterojunções de grafeno-hBN, grafeno-TMDCs,

hBN-TMDCs e diferentes combinações de TMDC-TMDC. Dentre elas, temos as heterojun-

ções: semicondutor/semicondutor e metal/semicondutor [52, 56, 65–76]. As HSL baseadas

em semicondutor/semicondutor são o tipo mais estudado. Entretanto as HSL baseadas em
4A técnica de decomposição de vapor químico (do inglês, Chemical Vapor Deposition - CVD) pode ser

classificada como crescimentos em uma etapa, duas etapas ou múltiplas etapas, onde os reagentes da fase de

vapor são gerados por fontes sólidas de evaporação térmica, geralmente pós [50]. Um processo CVD em uma

etapa usa de modulação in situ dos reagentes da fase de vapor durante o crescimento, alterando o precursor

do calcogênio apenas uma vez no meio da execução do crescimento [33, 51], todavia, este é um processo

auto-montado em que é difícil controlar a forma e o tamanho da interface [52]. Já em uma CVD de duas

etapas envolve a síntese de uma TMDC, seguida pelo crescimento epitaxial da segunda fora das bordas do

primeiro crescimento [53, 54]. A vantagem desse processo é o maior controle da decomposição, permitindo a

criação de interfaces maiores e mais nítidas, evitando, assim, a contaminação cruzada [43]. Por fim, a CVD

de várias etapas geralmente consiste em modular a fonte de vapor químico sequencialmente, para crescer

múltiplos HSs bloco a bloco [24]. Uma característica bastante evidente das técnicas CVD é a formação de

heterotriângulos, compostos por uma TMDC central e um anel triangular externo de outra TMDC[55–59].
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metal/semicondutor estão despertando o interesse da comunidade científica, principalmente

no que se trata as propriedades eletrônicas [43, 50, 77–80]. Contudo, apesar das melhorias na

obtenção experimental de bordas cada vez mais limpas, o uso de simulações computacionais

é imprescindível para predição das propriedades de interesse físico [81–84].

1.4 Motivação

A motivação para esse trabalho surgiu a partir da leitura de diversos artigos, dentre eles o

artigo intitulado: Lateral chemical bonding in two-dimensional transition-metal dichalcoge-

nide metal/semiconductor heterostructures [43], onde há o estudo de algumas propriedades

eletrônicas de planos de materiais com características metálicas (FeS2,VS2 e NiS2) unidos

lateralmente a planos com características semicondutoras (CrS2, MoS2 e WS2).

Figura 1.8: Representação esquemática da heteroestrutura lateral metal-semicondutor. Fonte: fi-

gura extraída do artigo: Lateral chemical bonding in two-dimensional transition-metal dichalcogenide

metal/semiconductor heterostructures [43].

Motivado pelos fatos das heterojunções de TMDC-TMDC, a princípio, poderem ter

vários tipos de interfaces, tais como: ziguezague (ZZ) e armchair (AR) [85], e ser formadas

pelos mais diversos materiais. Neste trabalho procuramos construir várias HSL, de tal forma

a juntar materiais baseadas em TMDC com características metálicas (NbX2, X = S, Se, Te)

e semicondutoras (MoX2, X = S, Se, Te), o que pode ser visto nas referências: [27, 86, 87],
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com a ordenação metal-semicondutor-metal, construindo, assim, um canal semicondutor

entre planos metálicos, com a interface ziguezague. Com o intuito de analisar os resultados

obtidos para as propriedades estruturais e eletrônicas das HSL e comparar os resultados

encontrados para as monocamadas isoladas.

Escopo do trabalho

Este trabalho foi organizado da seguinte maneira: No capítulo 2 apresentamos a fundamen-

tação teórica para realização desse estudo, tais como: sistemas multieletrônicos, a teoria do

funcional da densidade e conceitos básicos da física do estado sólido. No capítulo 3 mostra-

mos os resultados obtidos para as propriedades eletrônicas das monocamadas 1H-MX2 (M

= Mo, Nb; X = S, Se ou Te) em forma de figuras e tabelas. Em seguida, no capítulo 4 mos-

tramos os resultados obtidos para as propriedades eletrônicas das heteroestruturas laterais

NbX2-MoX2-NbX2 (X = S, Se ou Te), unidas com a borda ziguezague, em forma de figuras

e tabelas. Por fim, no capítulo 5 apresentamos as conclusões sobre esse trabalho bem como

as perspectivas de trabalhos futuros.



CAPÍTULO 2

FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

2.1 Sistemas Multieletrônicos

A descrição dos sistemas de muitos corpos foi objeto de estudo de renomados cientistas du-

rante o século XX. Compreender tais sistemas está diretamente relacionado ao entendimento

da estrutura da matéria e de como ela se comporta. Tal conhecimento possibilita extrair

benefícios para o avanço científico-tecnológico [88, 89]. Para estudarmos teoricamente esses

tipos de sistemas, dada as suas dimensões, usamos do formalismo da mecânica quântica e os

conhecimentos em eletromagnetismo, na busca de compreender as propriedades de moléculas

e sólidos, estabelecer tendências, identificar padrões e explicar a natureza da interação entre

corpos. A grande tarefa a ser vencida é resolver a equação de Schrödinger para um sistema

multieletrônico. Contudo, soluções analíticas da equação de Schrödinger só são possíveis

para alguns sistemas muito simples, tais como, o átomo de hidrogênio e o oscilador harmô-

nico, pois na maioria dos casos temos sistemas que envolvem muitos corpos interagentes, o

que consequentemente requer o uso de hamiltonianos complicados [90]. Além disso, solu-

ções numéricas só podem ser encontradas para um pequeno número de átomos e moléculas

[91, 92]. Dito isso, devemos buscar maneiras alternativas de contornar esse problema, dentre

elas temos a teoria do funcional da densidade.
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2.1.1 A Equação de Schrödinger

Em 1926, o físico Erwin Schrödinger1 desenvolveu uma equação de onda, inspirado pela

tese de de Broglie e na teoria de Hamilton-Jacobi, que ao aplicada ao modelo do átomo

de hidrogênio, era capaz de encontrar os mesmos valores para energia que eram medidos

experimentalmente, retomando o fato da energia ser quantizada. Essa celebre equação,

intitulada pela comunidade científica como a equação de Schrödinger é a base das teorias

que calculam a energia de átomos, moléculas e sólidos [94].

Quando tratamos de uma única partícula de massa m que está sujeita a um potencial

V̂ (~r), que independe do tempo, podemos escrever a equação de Schrödinger como:

Ĥψ(~r) = Eψ(~r), (2.1)

onde Ĥ = − ~2
2m
∇2 + V̂ (~r) é o operador Hamiltoniano e E é a energia da partícula. Com isso,

basta conhecer a função de onda ψ(~r) para determinar as propriedades de interesse físico.

O hamiltoniano de muitos corpos

Muitas propriedades dos átomos, moléculas e sólidos podem ser entendidas determinando as

autofunções do hamiltoniano de muitos corpos,

Ĥ = T̂ + V̂ . (2.2)

Para a escala de energia relevante de tais sistemas estamos interessados nas contribuições

de energia devido a dois tipos de partículas: elétrons e núcleos. Com isso, temos três tipos

diferentes de interação entre essas partículas que contribuem para o termo do potencial V̂ ,

são elas:

• Núcleo-núcleo: núcleos são tomados como partículas clássicas que interagem através

de forças coulombianas. Esta contribuição é bastante difícil de calcular para um sólido,

mas há uma maneira conveniente de lidar com isso, chamada soma de Eward.
1Físico austríaco, Erwin Schrödinger (1887-1961) foi agraciado, junto ao físico inglês Paul Dirac, com o

Prêmio Nobel de Física de 1933, por seu trabalho de 1926, no qual propôs a equação que ganhou seu nome

para a descrição da dinâmica das partículas quânticas [93].
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• Núcleo-elétron: trata-se de uma interação coulombiana envolvendo um elétron por vez,

os elétrons, neste caso, são considerados partículas quânticas e, portanto, essa interação

se comporta como um potencial externo de um único corpo atuando sobre os elétrons.

Na prática, esta parte é cuidada por pseudopotenciais convenientes, substituindo os

verdadeiros potenciais dos núcleos.

• Elétron-elétron: esta é novamente uma interação coulombiana envolvendo pares de

elétrons. Essa parte do hamiltoniano é o que torna o problema de muitos corpos tão

difícil, na maioria dos casos é impossível de ser resolvido. Adiante veremos o porque

de tal dificuldade.

Quase todos os métodos de cálculos da estrutura eletrônica recorrem a aproximações

que simplificam a interação elétron-elétron. A qualidade do cálculo específico usado para um

sistema depende de quão bem essa aproximação é escolhida. Em teoria, o termo da energia

cinética é a soma das energias cinéticas de elétrons e núcleos. No entanto, como os núcleos

são várias dezenas de milhares de vezes mais pesados que os elétrons, sua contribuição para

energia cinética é negligenciada. Isso é a chamada aproximação de Born-Oppenheimer (BO)

- ver apêndice A. A luz da BO, apenas os elétrons têm um identidade quântica no problema

em questão. Assim, além de um termo constante trazido pela interação coulombiana entre

os núcleos, as autofunções do hamiltoniano dependem apenas das variáveis eletrônicas [95].

Antes de escrever o hamiltoniano de muitos corpos, vamos nos lembrar do caso de um

único elétron sujeito a um potencial coulombiano, isto é, o caso do átomo de hidrogênio. O

hamiltoniano, neste caso, assume a forma simples,

Ĥs = − ~2

2me

∇2
~r −

e2

4πε0

1

r
, (2.3)

onde me é a massa do elétron, ε0 é a constante dielétrica no vácuo e r = |~r| é o comprimento

do vetor posição, com origem no núcleo, visto que trata-se de um problema de força central

do qual o centro de massa praticamente coincide com a posição do núcleo. As autofunções

da equação de Schrödinger

Ĥsψ(~r) = Eψ(~r), (2.4)

em coordenadas esféricas, tem a forma separável bem conhecida

ψnlm(~r) = ψnl(~r)Ylm(θ, φ) (2.5)
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onde a parte radial é dada pelos polinômios de Laguerre e a parte angulares (para qualquer

potencial esfericamente simétrico) por harmônicos esféricos. Cada situação é designada por

três números quânticos n, l e m. Voltaremos ao problema do átomo de um elétron quando

estivermos lidando com os pseudopotenciais.

Agora, se tomarmos o sistema descrito acima e adicionarmos um elétron, como no átomo

de hélio, um novo termo surge no hamiltoniano, que é o termo de interação entre os elétrons.

Teremos o seguinte

Ĥ(~r1, ~r2) = − ~2

2me

(∇2
~r1

+∇2
~r2

)− Ze2

4πε0

(
1

r1

+
1

r2

)
+

e2

4πε0

1

|~r1 − ~r2|
, (2.6)

onde há uma nova variável de posição diferente por elétron, ~ri e Z = 2 (número atômico). O

último termo da equação 2.6 é o ingrediente crucial que introduz complicações no problema

pelo acoplamento das variáveis eletrônicas. Se este termo estivesse ausente, cada um dos

elétrons se moveria independentemente, como se o outro não existisse, a função de onda

seria separável em ~r1 e ~r2 e o espectro de energia seria idêntico ao do problema de partícula

única. Entretanto, esse acoplamento tem uma dependência complicada de ambas as variáveis

simultaneamente. A função de onda completa, claro, contém também as coordenadas de

spins, que deve ser antissimétrica sob a troca de variáveis:

ψ(~r1σ1, ~r2σ2) = −ψ(~r2σ2, ~r1σ1) (2.7)

No formalismo de Hamilton, a parte do spin e a parte espacial das funções de onda

podem ser separadas e os graus de liberdade de spin são adicionados externamente de acordo

com o princípio de Pauli. Assim, estaremos preocupados (pelo menos inicialmente) com a

parte espacial do que se segue.

Em seguida, vamos generalizar isso para um sistema com Ne elétrons e Nn núcleos.

Ĥ = T̂e + V̂ne + V̂ee + V̂nn

= − ~2

2me

Ne∑
i

∇2
i +

e2

4πε0

[
−

Ne∑
i

Nn∑
I

ZI

|~ri − ~RI |
+

1

2

Ne∑
i

Ne∑
j 6=i

1

|~ri − ~rj|

+
1

2

Nn∑
I

Nn∑
J 6=I

ZIZJ
|~ri − ~rj|

]
(2.8)
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os índices i e j percorrem os graus de liberdade eletrônicos e I e J percorrem sobre os

núcleos. O hamiltoniano de muitos corpos, visto na equação 2.8 é uma extensão direta do

hamiltoniano de Hélio da equação 2.6. No entanto, alguns pontos devem receber atenção

durante a transição:

• Os núcleos não tem necessariamente o mesmo Z;

• Todas as interações coulombianas tem somas duplas sobre diferentes componentes;

• Na soma interna dos dois últimos termos, os termos i = j (I = J) devem ser excluídos

para que os elétrons (núcleos) não interajam com eles mesmos. Isso não é necessário

para a interação elétron-núcleo (segundo termo da equação 2.8);

• O fator 1
2
no terceiro e quarto termos (interação elétron-elétron e núcleo-núcleo) deve

ser incluído para evitar a dupla contagem de termos. Novamente, isso não é necessário

para o segundo termo, pois as duas entidades são diferentes.

Embora o hamiltoniano de muitos corpos na equação 2.8 parece muito simples, sua

solução exata é uma tarefa impossível para sistemas com mais de alguns elétrons. Para

solucionar isso vários métodos foram desenvolvidos. Dentre eles temos: os baseados explici-

tamente em função de onda: a teoria de Hartree-Fock, teoria da perturbação, e os baseados

em densidade: aproximação de Thomas-Fermi e a teoria do funcional da densidade (DFT)

[96].

Unidades atômicas

Enquanto escrevíamos o hamiltoniano de muitos corpos na equação 2.8, empregamos as

unidades do SI. Como resultado disso, cada termo inclui certas combinações incômodas das

constantes fundamentais (h,m, e e ε0). Além de fazer com que a expressão pareça cheia e

difícil de lidar, as unidades de energia (J) e comprimento (m) do SI são inadequadas quando

lidamos com sistemas atômicos. Um sistema de unidades mais natural a ser empregado a

esse problema são as unidades atômicas. Nesse sistema de unidades, a energia é medida

em Hartree, esta que seria a energia do estado fundamental do átomo de hidrogênio e o

comprimento como uma parcela do raio de Bohr, este que nada mais é que o raio médio
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associado a orbita do estado fundamental do átomo de hidrogênio [92]:

En =
~2

mea2
0

=
e2

4πε0
; a0 =

4πε0~2

mee2
(2.9)

Para ver como as unidades atômicas simplificam o hamiltoniano eletrônico, vamos co-

meçar com a equação 2.3 e reescalonar todas as coordenadas por aO, ou seja, ~r −→ ~r
a0
.

Note que isto tem efeito de reescalonamento do operador laplaciano, ∇2
~r −→

∇2
~r

a20
. Logo o

hamiltoniano torna-se:

Ĥ = − ~2

2mea2
0

∇2
~r −

e2

4πε0

1

a0

1

r̃

= −
�
�
���
EH

~2

mea2
0

1

2
∇2
~r −
�
�
�
��>

1/a0

e2me

4πε0~2

~2

mea0

1

r̃

= EH

(
− 1

2
∇2
~r −

1

r̃

)
. (2.10)

Nós agora redimensionamos o hamiltoniano por EH , ou seja, H̃ −→ Ĥ
EH

. Porém como

a escolha dos símbolos é arbitrária, nos é permitido suprimir o .̃ Assim, temos o seguinte

hamiltoniano simplificado.

Ĥ = −1

2
∇2
~r −

1

r
(2.11)

Os comprimento são medidos em raio de Bohr (1B = 0,529 Å) e energias em Hartree (1Ha

= 27,211 eV). A operação de reescalonamento descrita acima é equivalente à configuração

~ = me = e = 1/4πε0 = 1. Repetindo o mesmo procedimento para o hamiltoniano de muitos

corpos, temos

Ĥ = −1

2

Ne∑
i

∇2
i +−

Ne∑
i

Nn∑
I

ZI

|~ri − ~RI |
+

1

2

Ne∑
i

Ne∑
j 6=i

1

|~ri − ~rj|
+

1

2

Nn∑
I

Nn∑
J 6=I

ZIZJ
|~ri − ~rj|

(2.12)

Discutiremos nas seções seguintes o método utilizado para a realização dessa pesquisar,

a saber, a teoria do funcional da densidade - DFT. Contudo vale salientar que existem

outros métodos capazes de resolver o o problema de muitos corpos interagentes regido pelo

hamiltoniano descrito na equação 2.12. Escolhemos tratar nosso estudo com a DFT devido

a limitações de máquina e familiaridade com o método.
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2.2 Teoria do Funcional da Densidade - DFT

Para poder reproduzir os resultados experimentais e possuir poder preditivo, as simulações

computacionais devem basear-se nos princípios primários da mecânica quântica, ou seja,

serem independentes de quaisquer parâmetros empíricos, daí o nome ab-initio, ou cálculos de

primeiros princípios. Entretanto, para sistema de muitos corpos interagentes, como núcleos e

elétrons, a obtenção da solução exata para a equação de Schrödinger é uma tarefa impossível.

Contudo existem abordagens que possibilitam estudar tais sistemas. Uma das abordagens

mais bem sucedida é a teoria do funcional da densidade [95]. A teoria do funcional da

densidade (do inglês, Density Functional Theory - daí a sigla DFT), reportada em meados

do século XX nos trabalhos de Walter Kohn e Pierre Hohenberg (1964) [97] e Walter Kohn e

Lu Jeu Sham (1965) [98], posteriormente implementada computacionalmente por John Pople

[99], descreve os estados eletrônicos de átomos, moléculas e sólidos em termos da densidade

eletrônica η(~r) e de um potencial externo Vext(~r) de um sistema de partículas interagentes

[91, 100, 101], com 3N dimensões (se não considerarmos o spin) e Ne elétrons [88]. A

vantagem de usarmos a DFT aparece quando comparamos com outros métodos ab-initio e

semi-empíricos [89], como, por exemplo, o método Hartree-Fock-Roothaan [96], pois nela há

um melhor equilibrio entre o custo computacional e a precisão dos resultados, coincidindo

com os resultados experimentais [102].

2.2.1 Densidade Eletrônica

A unidade básica da DFT é a densidade eletrônica [103]. Por se tratar de uma grandeza

observável a densidade eletrônica pode ser medida experimentalmente através da técnica de

difração de elétrons [89]. Para nosso tratamento teórico vamos utilizar dos conhecimentos

da mecânica quântica, no qual podemos escrever a função de onda associada a um único

elétron Ψ(~r, σ) a partir da densidade eletrônica η(~r), visto que a probabilidade de encontrar

um elétron de spin arbitrário σ em um ponto ~r qualquer dentro de um volume será dada por

η(~r) = e|Ψ(~r, σ)|2. (2.13)

Nossa meta na teoria do funcional da densidade é eliminar a função de onda escrevendo
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todos os termos que compõem a energia total do estado fundamental do sistema eletrônico

em termos da densidade. Isso é necessário para que possamos minimizar a energia eletrônica

em relação à densidade para obter a energia do estado fundamental e, consequentemente,

a densidade eletrônica correspondente [104]. Como se sabe da mecânica quântica, uma vez

que a função de onda é obtida resolvendo o hamiltoniano, podemos determinar o observável

correspondente a um determinado operador calculando o valor esperado desse operador [92].

Isso nos permite calcular separadamente os termos de energia correspondente aos operadores

potenciais a partir do hamiltoniano de muitos corpos.

Ĥe = T̂ + V̂en + V̂ee

= −1

2

Ne∑
i

∇2
i −

Ne∑
i

Nn∑
I

ZI

|~ri − ~RI |
+

1

2

Ne∑
i

Ne∑
j 6=i

1

|~ri − ~rj|
. (2.14)

Entretanto, vejamos uma definição para a densidade eletrônica. Como já enfatizamos

várias vezes, resolver a equação de Schrödinger para um sistema de muitas partículas para

encontrar a função de onda no estado fundamental e a energia correspondente não é uma

tarefa fácil, mesmo para um sistema pequeno. Uma rota alternativa para solução direta

da equação de Schrödinger está em mudar o foco do problema de Ψ(~r) para um observável

fundamental do problema, a saber, a densidade eletrônica η(~r). Para um sistema desses, a

densidade, η(~r), é encontrada calculando o valor esperado do operador densidade de partícula

única para a função de onda de vários corpos (ver apêndice B).

η̂(~r) =
N∑
i=1

δ(~r − ~ri), (2.15)

logo,

η(~r) = 〈Ψ|η̂(~r)|Ψ〉

=
N∑
i=1

∫
δ(~r − ~ri)|Ψ(~r1, · · · , ~rN)|2d~r1, · · · , d~rN

=

∫
|Ψ(~r, ~r2, · · · , ~rN)|2d~r2d~r3 · · · d~rN +

∫
|Ψ(~r1, ~r, · · · , ~rN)|2d~r1d~r3 · · · d~rN + · · ·

= N

∫
|Ψ(~r, · · · , ~rN)|2d~r2 · · · d~rN (2.16)

onde {~ri} é a variável associada a cada um dos elétrons. Como esperado, assumindo que a

função de onda é normalizada para a unidade, integrar a densidade em todo o espaço produz
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o número de elétrons ∫
d~rη(~r) = Ne. (2.17)

2.2.2 Teoremas de Hohenberg-Kohn (HK) e as Equações de Kohn-

Sham (KS)

Como vimos na seção anterior, podemos escrever a energia de um sistema multieletrônico

em termo da densidade eletrônica. A DFT está apoiada sobre dois teoremas propostos em

1964 por Hohenberg e Kohn em que é mostrado que a energia do estado fundamental pode

ser escrita como um funcional que depende unicamente da densidade eletrônica do sistema

de multieletrônico [97]. Essa formulação pode ser estendida a qualquer sistema de partículas

interagentes sujeitas a um potencial externo Vext. Considerando um caso particular no qual o

os núcleos são fixos e um conjunto deNe elétrons submetidos a esse potencial. O hamiltoniano

em unidades atômicas associado a esse sistema pode ser escrito como:

Ĥ = −1

2

∑
i

∇2
i +

∑
i

Vext(~ri) +
1

2

∑
i 6=j

1

|~ri − ~rj|
. (2.18)

Teoremas de Hohenberg e Kohn (HK)

No Physical Review reportado em 1964 com o título: Inhomogeneous Electron Gas, Pierre

Hohenberg e Walter Kohn enunciaram e provaram os teoremas que constituem a base da

DFT. Vejamos a seguir esses dois teoremas e suas respectivas provas para um sistema com

Ne elétrons.

Teorema 1. Para qualquer sistema de partículas interagentes sujeitas a um potencial ex-

terno Vext(~r), esse potencial externo é determinado univocamente pela densidade do estado

fundamental η0(~r) do sistema, a menos de uma constante.

Colorário 1. Como o hamiltoniano é inteiramente determinado, exceto por uma constante,

as funções de onda para todos os estados podem ser encontradas, tanto para o estado fun-

damental quanto para os estados excitados. Logo, todas as propriedades do sistema são

determinadas a partir da densidade eletrônica do estado fundamental η0.
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Prova: Seja ψ0 a função de onda associada ao estado fundamental do sistema de par-

tículas interagentes, caracterizado pelo Hamiltoniano Ĥ = T̂ + V̂int + V̂ext, observe que

denotamos por V̂int a interação elétron-elétron, Vee e V̂ext a interação elétron-núcleo, V̂en.

Suponhamos que o existam dois potenciais externos V̂ (1)
ext (~r) e V̂ (2)

ext (~r), que diferem entre si

por mais que um termo constante e que estejam ligados a mesma densidade eletrônica η0(~r)

(daqui em diante sempre que trata-se da densidade do estado fundamental vamos denotar

por η0(~r)).

Associados a esses potenciais podemos escrever os Hamiltonianos Ĥ(1) e Ĥ(2) como:

Ĥ(1) = T̂ (~r) + V̂int(~r) + V̂
(1)
ext (~r) + Enn, (2.19)

Ĥ(2) = T̂ (~r) + V̂int(~r) + V̂
(2)
ext (~r) + Enn. (2.20)

Vamos definir Ψ(1) e Ψ(2) as funções de onda para esses Hamiltonianos, cuja as energias são

E(1) e E(2), respectivamente. E, assumindo que Ψ(2) não é a função de onda da η0(~r) para

H(1), podemos escrever:

E(1) = 〈Ψ(1)|Ĥ(1)|Ψ(1)〉 < 〈Ψ(2)|Ĥ(1)|Ψ(2)〉. (2.21)

Isso implica que, se não há degenerescência no estado fundamental, não existe autoe-

nergia de H(1) menor que E(1), para quaisquer autoestado que não seja Ψ(1). Vamos usar o

seguinte truque matemático.

〈Ψ(2)|Ĥ(1)|Ψ(2)〉 = 〈Ψ(2)|Ĥ(1) + Ĥ(2) − Ĥ(2)|Ψ(2)〉

= 〈Ψ(2)|Ĥ(2)|Ψ(2)〉+ 〈Ψ(2)|Ĥ(1) − Ĥ(2)|Ψ(2)〉

= E(2) +

∫ [
V̂

(1)
ext (~r)− V̂

(2)
ext (~r)

]
η0(~r)d~r. (2.22)

Que resulta no fato que

E(1) < E(2) +

∫ [
V̂

(1)
ext (~r)− V̂

(2)
ext (~r)

]
η0(~r)d~r. (2.23)

Façamos o mesmo tratamento para H(2),

E(2) = 〈Ψ(2)|Ĥ(2)|Ψ(2)〉 < 〈Ψ(1)|Ĥ(2)|Ψ(1)〉, (2.24)
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analogamente,

〈Ψ(1)|Ĥ(2)|Ψ(1)〉 = 〈Ψ(1)|Ĥ(2) + Ĥ(1) − Ĥ(1)|Ψ(1)〉

= 〈Ψ(1)|Ĥ(1)|Ψ(1)〉+ 〈Ψ(1)|Ĥ(2) − Ĥ(1)|Ψ(1)〉

= E(1) +

∫ [
V̂

(2)
ext (~r)− V̂

(1)
ext (~r)

]
η0(~r)d~r, (2.25)

por fim, obtemos:

E(2) < E(1) +

∫ [
V̂

(2)
ext (~r)− V̂

(1)
ext (~r)

]
η0(~r)d~r. (2.26)

Ao somarmos as inequações 2.23 e 2.26, encontramos uma contradição:

E(1) + E(2) < E(1) + E(2), (2.27)

o que leva a prova por redução ao absurdo, com isso conclui-se que não existe dois poten-

ciais, deferindo entre si por mais que um termo constante, que estejam associados a mesma

densidade eletrônica no estado fundamental. Consequentemente, o potencial Vext(~r) é de-

terminado univocamente pela η0(~r), a menos de uma constante. Além disso, conhecido

completamente o Hamiltoniano, podemos encontrar as funções de onda de todos os estados.

Logo, todas as propriedades do sistema são determinadas a partir da densidade eletrônica

do estado fundamental. �

Teorema 2. Pode-se definir um funcional universal para a energia E[η] em termos da

densidade η(~r) válido para qualquer potencial externo Vext(~r). Para um potencial externo

particular, a energia exata do estado fundamental E0[η] é o mínimo global deste funcional.

Portanto, a densidade que minimiza o funcional da energia, E[η], é justamente a densidade

η0(~r) exata.

Colorário 2. O funcional E[η] sozinho é suficiente para determinar a energia do estado

fundamental e sua densidade.

Prova: Seja,

EHK [η] = 〈ψ|T̂ + V̂int + V̂ext|ψ〉 = T [η] + Vint[η] +

∫
d~rVext(~r)η(~r), (2.28)

onde η(~r) é a densidade de um estado qualquer |ψ〉, não necessariamente essa densidade é

η0(~r). Ambas as notações serão úteis para ocasiões distintas.
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A princípio vamos reescrever a equação 2.28 na forma:

EHK [η] = 〈ψ|T̂ + V̂int|ψ〉+ 〈ψ|V̂ext|ψ〉, (2.29)

ou ainda, fazendo:

FHK [η] ≡ 〈ψ|T̂ + V̂int|ψ〉 = T̄ [η] + V̄int[η], (2.30)

onde FHK [η] é um funcional universal válido para qualquer sistema coulombiano. Teremos

a expressão para uma energia qualquer escrita como:

EHK [η] = FHK [η] + 〈ψ|V̂ext|ψ〉 = FHK [η] +

∫
d~rVext(~r)η(~r). (2.31)

Analogamente a equação 2.31, para densidade do estado fundamental η0(~r), teremos:

EHK [η0] = FHK [η0] + 〈ψ0|V̂ext|ψ0〉, (2.32)

onde ψ0 é a função de onda que representa o estado fundamental.

Como já é sabido do teorema 1, η0 determina o estado ψ0 e η determina o estado ψ,

como essas densidades são estabelecidas fazendo o uso de algum potencial externo, podemos

aplicar o teorema variacional (para maiores detalhes veja o apêndice C), logo, segue que:

EHK [ψ0] < E[ψ],

〈ψ0|T̂ + V̂int|ψ0〉+ 〈ψ0|V̂ext|ψ0〉 < 〈ψ|T̂ + V̂int|ψ〉+ 〈ψ|V̂ext|ψ〉,

FHK [η0] + 〈ψ0|V̂ext|ψ0〉 < FHK [η] + 〈ψ|V̂ext|ψ〉,

EHK [η0] < E[η]. (2.33)

Portanto, o funcional da energia é mínimo somente para densidade do estado fundamen-

tal, consequentemente podemos afirmar que E[η0] ≡ E0[η0]. Além disso o funcional universal

da energia é suficiente para determinar a densidade eletrônica e a energia do estado funda-

mental. �

Em síntese, esses teoremas afirmam que o estado fundamental pode ser obtidos a partir

da densidade correspondente ao mesmo estado fundamental, η0(~r), e, com isso, é possível, em

princípio, calcular a função de onda correspondente ao estado fundamental ψ0(~r1, ~r2, · · · , ~rN).

Isso significa que ψ0 é funcional de η0. Consequentemente, todos os observáveis no estado
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Figura 2.1: Representação esquemática do teorema de Hohenberg-Kohn. As setas denotam a solução

usual da equação de Schrödinger onde o potencial externo determina todos os estados do sistema,

inclusive o estado fundamental e sua densidade. A seta grande, rotulada com HK, indica o conteúdo

do teorema de Hohenberg-Kohn, completando o ciclo. Fonte: adaptado de [103].
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fundamental também são funcionais de η0. Se ψ0 pode ser calculado a partir de η0 e vice-

versa, ambas as funções são equivalentes e contêm exatamente as mesmas informações. Além

disso, a função de onda do estado fundamental ψ0 deve não apenas reproduzir a densidade do

estado fundamental, todavia deve também minimizar a energia levando a energia do estado

fundamental. Vemos isso esquematicamente na figura 2.1.

Entretanto até aqui não conhecemos uma expressão que tornar possível encontrar esse

funcional universal em termos da densidade eletrônica do sistema de partículas interagentes.

Esse problema foi resolvido com o Ansatz de Kohn-Sham.

2.2.3 As Equações de Kohn-Sham

Até aqui vimos que, utilizando os teoremas de HK minimizamos a energia total em rela-

ção a funções de onda, que a partir daqui a chamaremos de orbitais, com o propósito de

obter os orbitais que dão origem à energia do estado fundamental. Contudo nada foi dito

como encontrar o funcional universal em termo da densidade de um sistema de partículas

interagentes. A resposta para esse problema foi publicada por Walter Kohn e Lu Jeu Sham

em 1965 no seminal trabalho Self-Consistent Equations Including Exchange and Correlation

Effects, onde propuseram que a densidade eletrônica de um sistema de partículas intera-

gentes seria a mesma de um sistema de partículas não interagentes, ou seja, deveria existir

um sistema auxiliar de elétrons não interagentes sujeitos a um potencial efetivo v̂s(~r), cuja

densidade eletrônica para o estado fundamental é igual a densidade eletrônica do sistema

de partículas interagentes nas mesmas condições [98]. Essa sacada ficou conhecida como o

ansatz de Kohn-Sham. Com isso toda a dificuldade no tratamento da interação entre as
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partículas ficam incorporadas no que chamamos de funcional de troca e correlação.

A construção desse sistema auxiliar é baseada em duas hipóteses: (I). A densidade

exata do estado fundamental também pode ser representada pela densidade referente ao

estado fundamental de um sistema auxiliar constituído de partículas não interagentes. (II).

O hamiltoniano associado ao sistema auxiliar é escolhido de maneira a ter um potencial local

efetivo V σ
eff (~r) agindo no elétron de spin σ no ponto do espaço descrito por ~r [101].

Diante dessas hipóteses, temos o seguinte hamiltoniano auxiliar:

Ĥσ
KS =

Ne∑
i=1

Ĥ
KS
i = T̂s(~r) + V̂ σ

s (~r), (2.34)

ou ainda, ocultando, por conveniência, a notação referente ao spin, temos:

ĤKS =
Ne∑
i=1

Ĥ
KS
i = T̂s(~r) + V̂s(~r), (2.35)

onde,

Ĥ
KS
i = −1

2
∇2
i + v̂s(~r) (2.36)

é o Hamiltoniano para cada elétron de Kohn-Sham independente. Até este ponto, a forma

de V̂s(~r) ainda não é especificada, contudo podemos escrever um potencial associado a cada

elétron independente, logo, vamos considerar que a expressão:

V̂s(~r) =
Ne∑
i=1

v̂s(~r) = Nev̂s(~r). (2.37)

Para um sistema contendo Ne elétrons não interagentes (ou independentes) que obedece

ao hamiltoniano descrito na equação 2.34, o estado fundamental tem um elétron em cada

um dos N orbitais φi(~r) com o menor autoenergia descrita por εi. A densidade do sistema

auxiliar é dada pela soma dos quadrado dos orbitais, ou seja,

η(~r) =
∑
σ

η(~r, σ) =
∑
σ

Ne∑
i=1

|φσi (~r)|2. (2.38)

Esses orbitais são chamados de orbitais de Kohn-Sham e são inicialmente completamente não

especificados da mesma maneira que nos orbitais do determinante de Slater no formalismo

de Hartree-Fock [95]. A forma acima não pode realmente ser considerada uma aproximação.
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Simplesmente diz que, o sistema auxiliar de orbitais de partículas únicas têm a mesma

densidade no estado fundamental do sistema real.

Entretanto, existem complicações para o termo da energia cinética. Devido o operador

de energia cinética conter uma derivada, não há como escrevê-lo em termos da densidade,

pois é impossível coletar a função de onda e seu conjugado com uma única norma quadrada.

Contudo, a energia cinética do sistema de partículas independentes pode ser expressa da

seguinte forma:

Ts =
∑
σ

〈φσi |T̂s|φσi 〉,

=
∑
σ

〈
φσi

∣∣∣∣∣∣−1

2

Ne∑
i=1

∇2
i

∣∣∣∣∣∣φσi
〉

= −1

2

∑
σ

Ne∑
i=1

〈φσi (~r)|∇2|φσi (~r)〉,

= −1

2

∑
σ

Ne∑
i=1

∫
d~r|∇φσi (~r)|2, (2.39)

em que φ é a função de onda total do sistema auxiliar.

Entretanto, ao escrever a densidade como na equação 2.38, isso sugere que reescrevamos

a energia cinética como a soma das energias cinéticas dos orbitais de Kohn-Sham. No entanto,

é claro que isso não será igual à energia cinética do sistema real de muitas partículas. Mais

um vez, expressamos a energia cinética como a energia cinética de partícula única mais uma

correção

T = −1

2

Ne∑
n

∫
d~rφ∗n(~r)∇2φn(~r) + ∆T (2.40)

Neste ponto, para reescrever o funcional de HK em termos da energia do sistema auxiliar,

Kohn e Sham definiram um funcional para a energia cinética do sistema auxiliar, e que

EH [η] =
1

2

∫
d~rd~r′

η(~r)η(~r′)

|~r − ~r′|
, (2.41)

será a energia que descreve as interações coulombianas do sistema auxiliar em função da

densidade η(~r).

Para escrevermos uma expressão para a energia de Kohn-Sham, ou seja, a associada ao

problema de muitos corpos não interagentes, basta adicionarmos algumas correções para o
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termo de troca e correlação.

EKS[η] = Ts[η] +

∫
d~rVext(~r)η(~r) + EH [η] + Exc[η]. (2.42)

Vale salientar que neste momento Vext(~r) é o potencial externo devido aos núcleos e a

qualquer campo externo. Além disso, como mencionado anteriormente, todos os efeitos de

troca e correlação são combinados no termo da energia de troca e correlação, Exc. Para

prosseguir vamos subtrair da expressão da energia para um sistema interegente obtida por

HK, dada na expressão 2.31, a expressão obtida por KS para um sistema não interagente,

dada na expressão 2.42, temos:

EHK [η]− EKS[η] = FHK [η]− (Ts[η] + EH [η] + Exc[η]), (2.43)

como EHK [η] = EKS[η], já que para Exc perfeito ambos descrevem a energia do mesmo

sistema, segue-se que

0 = FHK [η]− (Ts[η] + EH [η] + Exc[η]), (2.44)

isolando o termo da energia de troca e correlação, obtemos:

Exc[η] = FHK [η]− (Ts[η] + EH [η]), (2.45)

ou ainda, explicitando os termos, temos

Exc[η] = T [η] + Vint[η]− (Ts[η] + EH [η]), (2.46)

Finalmente, reorganizando os termos da equação 2.46

Exc[η] = T [η]− Ts[η]︸ ︷︷ ︸
∆T

+Vint[η]− EH [η]︸ ︷︷ ︸
∆EH

= ∆T + ∆EH , (2.47)

que é o funcional de troca-correlação.

Podemos afirmar que Exc é funcional da densidade observando a equação 2.47, pois os

entes que compõem o lado direito da equação são funcionais da densidade, η. Além disso,

a equação 2.47 nos mostra que o funcional de troca e correlação é justamente a diferença

da energia cinética e o potencial interno2 de um sistema de partículas interagentes, sistema
2 Note que quando tratamos da energia interna do sistema já denotamos por Eee e EH , ambos são

equivalentes.
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real, para um de partículas não interagentes, ou, relembrando a nomenclatura, um sistema

auxiliar.

A solução para esse sistema auxiliar pode ser encontrada minimizando o funcional da

energia, EKS, a respeito da densidade, η(~r, σ). Logo, aplicando o princípio variacional,

temos:

ĒKS = EKS −
∑
σ

Ne∑
i=1

εσi

{∫
d~rφσ∗i (~r)φσi (~r)− 1

}
, (2.48)

onde εσi é um multiplicador de Lagrange, ĒKS é a energia miníma e o termo entre chaves

é um vínculo a ser satisfeito - ver apêndice C. Além disso, também devemos impor que a

condição de ortonormalidade das funções deve ser satisfeita, logo:

〈φσi (~r)|φσ′

j (~r)〉 = δi,jδσ,σ′ (2.49)

Conforme o teorema variacional, ao variarmos E[η], obedecendo o vínculo que a carga

total do sistema seja Ne. Além disso, assim como a diferenciação regular, podemos empregar

a regra da cadeia para as derivadas funcionais.

δĒKS[η]

δφσ∗i (~r)
=
δEKS[η]

δφσ∗i (~r)
− δ

δφσ∗i (~r)

∑
σ

Ne∑
i=1

εσi

{∫
d~rφσ∗i (~r)φσi (~r)− 1

}
,

=
δEKS[η]

δφσ∗i (~r)
−
∑
σ

Ne∑
i=1

εσi

{
δ

δφσ∗i (~r)

∫
d~rφσ∗i (~r)φσi (~r)− 1

}
,

=
δEKS[η]

δφσ∗i (~r)
−
{∑

σ

Ne∑
i=1

εσi δi,jδσ,σ′φσ
′

j (~r)

}
,

=
δEKS[η]

δφσ∗i (~r)
− εσi φσi (~r). (2.50)

Agora, substituindo a forma explícita de KS:

δĒKS[η]

δφσ∗i (~r)
=

δTs[η]

δφσ∗i (~r)
+

δ

δφσ∗i (~r)

{∫
d~rVext(~r)η(~r, σ) + EH [η] + Exc[η]

}
− εσi φσi (~r), (2.51)

usando a regra da cadeia no segundo termo do lado esquerdo da equação 2.51, obtemos:

δĒKS[η]

δφσ∗i (~r)
=

δTs[η]

δφσ∗i (~r)

+
δ

δη(~r, σ)

{∫
d~rVext(~r)η(~r, σ) + EH [η] + Exc[η]

}
δη(~r, σ)

δφσ∗i (~r)
− εσi φσi (~r). (2.52)
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Na condição de extremo temos que:

δĒKS[η]

δφσ∗i (~r)
= 0, (2.53)

o equivalente a escrever que,

0 =
δTs[η]

δφσ∗i (~r)

+
δ

δη(~r, σ)

{∫
d~rVext(~r)η(~r, σ) + EH [η] + Exc[η]

}
δη(~r, σ)

δφσ∗i (~r)
− εσi φσi (~r). (2.54)

Por sua vez, é conveniente, calcular os termos da energia cinética e da densidade sepa-

radamente, são eles:

δTs[η]

δφσ∗i (~r)
=

δ

δφσ∗i (~r)

{
− 1

2

∑
σ

Ne∑
j=1

〈φσj (~r)|∇2|φσj (~r)〉
}
,

=
δ

δφσ∗i (~r)

{
− 1

2

∑
σ′

Ne∑
j=1

∫
d~rφσ

′∗
j (~r)∇2φσ

′

j (~r)

}
,

= −1

2

∑
σ′

Ne∑
j=1

∫
d~r
φσ

′∗
j (~r)

φσ
′∗
i (~r)

∇2φσ
′

j (~r),

= −1

2

∑
σ′

Ne∑
j=1

∫
d~rδi,jδσ,σ′δ(~r − ~r′)∇2φσ

′

j (~r),

= −1

2

∑
σ′

Ne∑
j=1

∫
d~rδi,jδσ,σ′∇2φσ

′

j (~r),

= −1

2
∇2φσ

′

j (~r), (2.55)

e,

δη(~r, σ)

δφσ∗i (~r)
=

δ

δφσ∗i (~r)

{∑
σ

Ne∑
i=1

|φσi (~r)|2
}
,

=
δ

δφσ∗i (~r)

{∑
σ′

Ne∑
j=1

φσ
′∗
j (~r)φσj (~r)

}
,

=
∑
σ′

Ne∑
j=1

φσ
′∗
j (~r)

φσ
′∗
i (~r)

φσ
′

j (~r),

=
∑
σ′

Ne∑
j=1

δi,jδσ,σ′φσ
′

j (~r),

= φσi (~r), (2.56)
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respectivamente.

Substituindo as equações 2.55 e 2.56 na equação 2.54, obtemos:

−1

2
∇2φσi (~r) +

δ

δη(~r, σ)

{∫
d~rVext(~r)η(~r, σ) + EH [η] + Exc[η]

}
φσi (~r)

− εσi φ
σ
i (~r) = 0, (2.57)

podemos entrar com a derivada funcional da seguinte forma

−1

2
∇2φσi (~r) +

{
δ

δη(~r, σ)

∫
d~rVext(~r)η(~r, σ) +

EH [η]

δη(~r, σ)
+

Exc[η]

δη(~r, σ)

}
φσi (~r)

− εσi φ
σ
i (~r) = 0, (2.58)

por fim,

−1

2
∇2φσi (~r) +

{
Vext(~r) +

EH [η]

δη(~r, σ)
+

Exc[η]

δη(~r, σ)

}
φσi (~r) = εσi φ

σ
i (~r). (2.59)

Identificando os termos e reescrevendo a equação 2.59 de uma maneira mais enxuta,

ocultando a notação referente ao spin, segue-se que

−1

2
∇2φi(~r) +

[
Vext(~r) +

EH [η]

δη(~r, σ)︸ ︷︷ ︸
VH

+
Exc[η]

δη(~r, σ)︸ ︷︷ ︸
Vxc︸ ︷︷ ︸

Veff

]
φi(~r) = εiφi(~r) (2.60)

A equação 2.60 é de fato um sistema de equações, que quando resolvido simultaneamente

representa o sistema de muitas partículas em termos de orbitais de partícula única. Cada

uma dessas equações se assemelha a equação de Schrödinger.

ĤKSφi(~r) = εiφi(~r) (2.61)

[Ts + Veff ]φi(~r) = εiφi(~r) (2.62)

com a importante diferença que Veff , que definimos como a soma dos termos VH , Vxc e

Vext, depende da densidade e indiretamente dos orbitais. Como resultado, temos a situação

incomum de que qualquer mudança nos orbitais afeta também o potencial do qual eles

dependem. Essa característica de ovo ou galinha é resolvida resolvendo o sistema de equações

de KS de maneira auto-consistente. Isso está esquematizado na figura 2.2.
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Figura 2.2: Representação esquemática do ansatz de Kohn-Sham. A notação HK0 indica o teorema

de Hohenberg-Kohn aplicado ao problema não interagente. As setas rotuladas com KS fornece a

conexão entre ambos os sistemas de muitos corpos não interagente. Fonte: adaptado de [103].
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Solução autoconsistente da equação de Kohn-Sham

As equações de Kohn-Sham têm a forma de uma equação de Schrödinger de partículas

únicas, com a diferença de que o potencial operador potencial, que produz os orbitais que

determinam a densidade, depende da própria densidade. O sistema Kohn-Sham deve então

ser resolvido de forma autoconsistente. Isso significa que, tendo como entrada uma densidade

inicial, uma nova densidade é encontrada. Essa nova densidade é então alimentada no sistema

de equações que produz uma densidade de saída e assim por diante [103].

Figura 2.3: Representação esquemática do algoritmo auto-consistente usado para a obtenção das

equações de Kohn-Sham, bem como os observáveis físicos resultantes de sua resolução. Fonte: figura

adaptada do artigo: octopus: a tool for the application of time-dependent density functional theory

[105].
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𝑖
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𝜎  𝑟 |2

Observáveis:

Energia, força, autovalores ...

Autoconsistente?

Sim

Não
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Entretanto, essa abordagem simplista geralmente resulta em más propriedades de con-

vergência, mas é primordial para entedermos a essência da DFT. Na prática existem algumas

escolhas há serem feitas em um cálculo de Kohn-Sham, como podemos ver na figura 2.4. O

tratamento pode ser não relativista (baseado na equação de Schrödinger), escalar relativista

(usando o operador de energia cinética relativística e outras correções relativísticas simples,

mas sem acoplamento de spin-órbita) ou relativístico (usando a equação de Dirac, que inclui

também acoplamento spin-órbita). Os elétrons do núcleo podem ser tratados explicitamente

ou incorporados, juntamente com Vext, em um pseudopotencial. O potencial Hartree pode

ser obtido integrando a densidade de carga ou resolvendo a equação diferencial de Poisson.

Além disso, existem muitas opções para o potencial Vxc, como a aproximação do gradiente

generalizado que veremos a seguir. Os autovalores podem ser considerados meros multiplica-

dores de Lagrange ou interpretados como aproximações de ordem zero ao espectro de energia

real. As autofunções podem ser igualmente consideradas como funções auxiliares geradoras

da densidade ou interpretadas como aproximações de ordem zero às funções de onda de

quase partículas. A solução da equação KS pode prosseguir em uma rede numérica ou pela

expansão das autofunções nas funções de base. Existem muitos tipos de funções de base

adequadas [106]. Para cada novo problema, uma combinação adequada de escolhas deve ser

feita, e todas as possibilidades continuam a ser úteis e a serem ativamente exploradas em

física e química. Contudo, nos contentaremos apenas com esse breve comentário.

Figura 2.4: Representação esquemática do algoritmo auto-consistente usado para a obtenção das

equações de Kohn-Sham, bem como os observáveis físicos resultantes de sua resolução. Fonte: figura

adaptada do artigo: A bird’s-eye view of density-functional theory [106].

−
1

2
∇2 + 𝑉𝑒𝑥𝑡 𝑟 + 𝑉𝐻 𝑟 + 𝑉𝑥𝑐 𝑟 𝜙𝑛 𝑟 = 𝜖𝑛𝜙𝑛 𝑟

Energia cinética 

não relativística.

Pseudopotencial 

nuclear.

Integral eq. 

Poisson.

L(S)DA

GGA

Hibrido

MetaGGA.

Multiplicador de 

Lagrange.

Base de mistura: 

GTO/ STO/ PW/ 

LAPW...
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2.2.4 Funcional de troca-correlação

Podemos dizer que até aqui a DFT é uma técnica de primeiros princípios. Entretanto para

encontrarmos o potencial efetivo Veff (~r) é necessário conhecermos o funcional de troca-

correlação, e este não possui uma forma explicitada. Então é necessário fazer uma escolha

a priori desse funcional de troca-correlação, Exc. Para isso existem algumas aproximações,

dentre elas a aproximação do gradiente generalizado (do inglês, Generalization Gradient

Aproximation - GGA).

A GGA foi reportada no ano de 1996 por John P. Perdew, Kieron Burke, Matthias

Ernzerhof no arigo intitulado: Generalized Gradient Approximation Made Simple [107], e

é usada quando a densidade do sistema não é uniforme, com isso uma aproximação da

densidade local (do inglês, Local Density Aproximation - LDA) ou até mesmo a LSDA,

não seriam suficiente para descrever bem o sistema. Em sistema reais é justamente isso

que ocorre. Com isso, para conhecermos a densidade em um ponto ~r podemos fazer uma

expansão generalizada da densidade em termos do gradiente conforme veremos a seguir:

EGGA
xc [η↑, η↓] =

∫
fxc[η

↑(~r), η↓(~r), ~∇η↑(~r), ~∇η↓(~r)]d~r, (2.63)

onde η↑ e η↓ são as densidades de elétrons com spin up e down, respectivamente3.

Podemos dividir as parcelas de troca e correlação da seguinte maneira:

EGGA
xc [η↑, η↓] = EGGA

x [η↑, η↓] + EGGA
x [η↑, η↓], (2.64)

onde

EGGA
x [η↑, η↓] = ELSDA

x [η↑, η↓]−
∑
σ

∫
fx(sσ)η

4
3
σ (~r)d~r, (2.65)

sendo sσ uma medida que descreve a inomogeidade do sistema eletrônico.

A parametrização mais conhecida para essa aproximação é a PBE, que recebe essa sigla

em homenagem a seus desenvolvedores, são eles: Perdew, Burke e Ernzerhof. Nesta, a

função fx ≡ fPBEx é obtida de forma não-empírica.

fPBEx (s) = 1 + κ− κ

1 + µs2/κ
, (2.66)

3Adiante usamos a notação para os spins α e β, para os spins up e down, respectivamente
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onde

s =
|~∇η(~r)|
2kFη(~r)

,

e

kF = (3π2η(~r))
1
3 ,

sendo que os valores dos parâmetros são κ = 0,804 e µ = 0,21951.

Já o funcional de correlação pode ser escrito como:

EGGA−PBE
c [η↑, η↓] =

∫ (
εhomc (rs, ζ) +HPBE(rs, ζ, ts)

)
η(~r)d~r, (2.67)

onde

ζ =
η↑(~r)− η↓(~r)

η(~r)
,

representa a polarização relativa dos spins ;

ts =
|~∇η(~r)|

2φ(ζ)ksη(~r)
,

é o gradiente adimensional da densidade eletrônica;

φ(ζ) =
1

2

[
(1 + ζ)

2
3 + (1− ζ)

2
3

]
é o fator de escala dos spins ;

ks =

√
4kF
π

é o número de onda de Thomas-Fermi;

HPBE(rs, ζ, ts) = γφ3(ζ) ln

[
1 +

β

γ
t2
(

1 + At2s
1 + At2s + A2t4s

)]
é uma função de correção para o gradiente da densidade, sendo

A =
β

γ

[
exp

(
− εhomc [η]

γφ3(ζ)

)
− 1

]−1

que contém os parâmetros β=0,066725 e γ=0,031091, todos em unidades atômicas de Har-

tree.
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2.3 Conceitos Fundamentais de Estado Sólido

2.3.1 Periodicidade e cristais

Um sistema periódico é um sistema de infinitos pontos dispostos de maneira organizada

em todo o espaço, constituindo o que chamamos de rede de Bravais. Uma rede desse tipo é

formada por vetores não coplanares, onde qualquer ponto da rede parecem ser exatamente os

mesmos ao ser visto de qualquer outro ponto pertencente a rede [108]. Dentre esses pontos,

podemos separar um conjunto mínimo para formar um sólido geométrico que se repete

periodicamente no espaço. Logo, podemos, então, definir o que chamamos de cristal, como

repetições periódicas de um conjunto de núcleos no espaço, e é completamente especificado

pela posições dos núcleos, conhecidas como a base em uma célula unitária e o vetor translação

correspondente [109]. Vemos representado na figura 2.5 um rede bidimensional.

Figura 2.5: Representação de uma rede bidimensional, com ênfase nos vetores primitivos e no vetor

translação ~R. Fonte: própria.

Podemos escrever um vetor translação geral para uma rede periódica da seguinte forma

~R =
∑
i

ni~ai ni ∈ Z e i ∈ Z+, (2.68)

para uma rede tridimensional a equação 2.68, torna-se:

~R = n1~a1 + n2~a2 + n3~a3, (2.69)

onde os vetores ~ai são os chamados vetores primitivos.

Além disso, podemos definir melhor o conceito de célula unitária como sendo a uma

parcela que através da repetição de operações de translação cabíveis preencher todo o espaço.
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Quando essa célula é o paralelepípedo, definido pelos vetores ~ai, com o menor volume, ela

receberá o nome de célula primitiva. Neste caso podemos expressar o volume como:

ΩC = |~a1 · ~a2 × ~a3|. (2.70)

A forma mais comum de determinar a célula primitiva é através da distância média

de um elemento qualquer, posicionado no centro da célula, até seus primeiros vizinhos. O

volume definido dessa forma é o que chamados de célula de Wigner-Seitz, representada na

figura 2.6. A base associada a célula primitiva é chamada de base primitiva, e esta tem

menos quantidade de átomos de todas as bases [109].

Figura 2.6: Representação da célula de Wigner-Seitz, onde podemos ver os planos seccionando os

primeiros vizinhos. Fonte: própria.

Espaço recíproco

Os sólidos são obviamente materiais finitos com superfícies limitantes. No entanto, para fins

práticos, os tratamos como sistemas infinitos que satisfazem condições de contorno específi-

cas, que impõem periodicidade em todas as três dimensões,

Ψ(~r) = Ψ(~r +N1~a1) = Ψ(~r +N2~a2) = Ψ(~r +N3~a3) (2.71)

ondeNi é o número de células unitárias em cada uma das três direções ao longo dos vetores da

rede, além disso, são todos números inteiros da ordem deN1/3, sendo o produtoN = N1N2N3

o número total de células primitivas no cristal. Tais condições de contorno são referidos como

condições de contorno de Born-von Karman [95]. Generalizando essa condição, temos

Ψ(~r +Ni~ai) = Ψ(~r), i ∈ Z+ (2.72)
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A periodicidade de longo alcance descrita acima não é o único tipo de periodicidade

que temos em um cristal. O cristal tem outra simetria em escala muito menor, a saber, os

vetores de rede. Qualquer função definida para um cristal, como a densidade eletrônica, está

fadada a ser periódica, repetindo-se com os mesmos vetores de translação que aqueles que

abrangem a rede [108]. Portanto,

f(~r) = f(~r + ~R) (2.73)

onde ~R = n1~a1 + n2~a2 + n3~a3 é o nosso conhecido, vetor translação.

Tais funções periódicas se prestam facilmente à transformadas de Fourier. Sob certas

condições, torna-se mais vantajoso lidar com as componentes de Fourier de tais sistemas, em

vez de lidar com eles no espaço real [109]. A transformada de Fourier é convencionalmente

definida como:

f(~k) = Ω−1
c

∫
Ωc

d~rf(~r) exp (i~k · ~r) (2.74)

onde Ωc é o volume do cristal. As condições de Born-von Karman estabelecem restrições no

vetor de onda permitido, ~k, que podemos usar ao determinar as componentes de Fourier.

Isto pode ser facilmente visto adicionando um vetor translação, Ni~ai para ~r na equação 2.71

e fazendo uso da equação 2.74,

f(~k) = Ω−1
c

∫
Ωc

d~rf(~r +N1~a1) exp [i~k · (~r +N1~a1)]

= Ω−1
c exp [i~k · (N1~a1)]

∫
Ωc

d~rf(~r) exp (i~k · ~r) (2.75)

comparando as equações 2.74 e 2.75, vemos que exp [i~k · (N1~a1)] = 1. O mesmo argumento

pode ser aplicado aos vetores de rede restantes, produzindo a seguinte restrição dos vetores

de onda, ~k:
~k · ~a1 =

2πni
Ni

, ni = 0, 1, 2, · · ·Ni−1 (2.76)

Temos, portanto, a situação familiar de que a periodicidade faz com que os vetores de

ondas sejam quantizados. Em seguida, fazemos uso da periodicidade na escala dos parâ-

metros de rede. Para uma função ter esse tipo de periodicidade, a equação 2.74 pode ser
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reescrita como

f(~k) =
∑
ni

Ω−1
cel

∫
Ωcel

d~rf [~r + ~R(n1, n2, n3)] exp {i~k · [~r + ~R(n1, n2, n3)]}

= N−1
cel

∏
i

∑
ni

exp [i~k · (ni~ai)]Ω−1
cel

∫
Ωcel

d~rf(~r) exp (i~k · ~r)

= N−1
cel

∑
ni

exp {i~k · [~r + ~R(n1, n2, n3)]}Ω−1
cel

∫
Ωcel

d~rf(~r) exp (i~k · ~r) (2.77)

onde fizemos uso do fato de que a integral sob o volume do cristal pode ser dividida em

integrais de cristais idênticos. Considerando uma das somas sobre {ni}:
Ni−1∑
ni=0

(ei
~k·~ai)ni =

1− e
2πmiNi
Ni

1− e
2πmi
Ni

, mi ∈ Z (2.78)

da equação 2.71 e o uso de uma série geométrica a equação 2.78 zera para todos os termos

exceto quando

e
~k·~ai = 1 =⇒ ~k · ~ai = 2πm; m ∈ Z. (2.79)

Assim, a periodicidade nesta pequena escala implica uma nova regra para os números

de onda permitidos, ~k. O espaço estendido pelo conjunto discreto permitido {~k} que satisfaz

a equação 2.78 é chamada de rede recíproca. Eles são referidos como uma rede porque, assim

como os vetores da rede, eles definem um conjunto regular de átomos com uma periodicidade

bem definida, vemos uma representação dessa nova rede na figura 2.7.

Figura 2.7: Representação da rede reciproca com ênfase nos vetores que a constituem. Fonte:

própria.

Qualquer ponto na rede recíproca pode ser expresso em termos de um conjunto mínimo de
~k′s que são definido por

~bi · ~aj = 2πδij. (2.80)
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Um ponto arbitrário na rede é então dado por

~G(m1,m2,m3) = m1
~b1 +m2

~b2 +m3
~b3, (2.81)

que pode ser expresso pelo conjunto de vetores da rede recíproca em termos dos vetores da

base, tal que
~G =

∑
i

mi
~bi, mi ∈ Z e i ∈ Z+. (2.82)

Precisamos determinar os vetores ~k, para isso vamos determinar os eixos da rede recí-

proca. Uma rede recíproca associada a rede Bravais pode ser definida por um conjunto de

vetores {~G}, que satisfazem a condição

~G · ~ai = 2πmi, mi ∈ Z e i ∈ Z+ (2.83)

onde os ~G são os vetores de translação da rede recíproca. Uma maneira de satisfazer a

equação 2.80 é construir os ~b′is tal que obedecem

~bi = 2π
~aj × ~ak

~ai · (~aj × ~ak)
(2.84)

note que, o termo no denominador é numericamente igual ao volume da célula unitária no

espaço real. Explicitando, vamos escrever os vetores da rede recíproca como:

~b1 = 2π
~a2 × ~a3

~a1 · ~a2 × ~a3

; ~b2 = 2π
~a3 × ~a1

~a1 · ~a2 × ~a3

; ~b3 = 2π
~a1 × ~a2

~a1 · ~a2 × ~a3

. (2.85)

Agora, por sua vez, é possível reescrever a equação 2.74 para validar {~G} como definido

na equação 2.81, temos:

f(~G) = N−1
cel

∏
i

∑
ni

Ω−1
cel

∫
Ωcel

d~rf(~r) exp (i ~G · ~r)

= Ω−1
cel

∫
Ωcel

d~rf(~r) exp (i ~G · ~r), (2.86)

note que, na passagem da primeira para segunda linha da equação 2.86 usamos o fato que∏
i

∑
ni
−→ N1 ×N2 ×N3 = Ncel.

Dessa equação, percebe-se facilmente que há certa periodicidade também no espaço

recíproco, ou seja,

f ~G = f(~G) = f(~G+mi
~bi) (2.87)
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assim, análogo a rede de Bravais, também podemos construir a célula unitária da rede

recíproca. Onde o equivalente a célula de Wigner-Seitz é a primeira zona de Brillouin (ZB),

representada na figura 2.8. Essa célula unitária já é amplamente usada na literatura e

é definida pela área cercada pelos planos que são bissectores perpendiculares dos vetores

desde a origem até os pontos da rede recíproca.

Figura 2.8: Representação da primeira zona de Brillouin em uma rede bidimensional. Fonte: própria.

Os pontos ~k localizados na superfície da primeira zona de Brillouin devem satisfazer a con-

dição de Bragg [109]

k2 = (~k + ~G)2. (2.88)

como ~G é o vetor de translação arbitrário da rede recíproca, os vetores ~k e ~k′ são equivalentes

quando
~k′ = ~k + ~G. (2.89)

Segue-se a igualdade

exp (i~k′ · ~R) = exp [i(~k + ~G) · ~R],

= exp (i~k · ~R) exp (i ~G · ~R),

= exp (i~k · ~R)���
���

�:1
exp (2Niπi) ,

= exp (i~k · ~R). (2.90)
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para todo ~R e Ni inteiro. O que mostra que ~k e ~k + ~G são equivalentes e produzem os

mesmos caracteres. E, substituido a equação 2.87 em 2.72, encontramos que

Ψ~k(~r +Ni~ai) = exp (iNi
~G · ~ai)Ψ ~K(~r), i = 1, 2, 3, (2.91)

consequência do fato já mostrado que

exp (iNi
~G · ~ai) = 1, i = 1, 2, 3, (2.92)

quando ~G tem a forma da equação 2.81 é necessário que

exp (2πiNiai) = 1, i = 1, 2, 3, (2.93)

consequentemente, obtemos os vetores de onda de Bloch permitidos:

~G =
3∑
i=1

mi

Ni

~b1, mi ∈ Z. (2.94)

Da equação 2.94 vemos que o volume da primeira zona de Brillouin é justamente o

volume do paralelepípedo de aresta ~bi/Ni:

∆~G =
~b1

N1

·
( ~b2

N2

×
~b3

N3

)
=

1

N
~b1 · (~b2 ×~b3) =

(2π)3

N
. (2.95)

2.3.2 Expansão em onda planas

Anteriormente, chegamos ao sistema de equações de KS, que precisa ser resolvido de forma

autoconsistente. Em notação abreviada, o sistema KS pode ser escrita como

[T̂s + V̂eff ]φi(~r) = εiφi(~r), (2.96)

onde T̂s é a energia cinética de cada partícula, Veff é o potencial efetivo que contém as partes

externa, Hartree e troca e correlação e φi e εi são os orbitais e autovalores de KS, respec-

tivamente. Assim como no sistema de equações de HF, é muito difícil, se não impossível,

resolver a equação acima no espaço real. Em vez disso, um método viável é expandir cada

um dos orbitais de KS em uma base adequada, convertendo a equação do espaço real vista

na equação 2.96 em uma equação matricial no espaço dos coeficientes [89]. Visto que uma

matriz é muito mais fácil de resolver do que uma equação do espaço real.
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Uma expansão em ondas planas dos orbitais de KS pode ser alcançada da seguinte

maneira:

φi(~r) =
∑
~q

ci,~q
1√
Ω

exp (i~q · ~r) ≡
∑
~q

ci,~q|~q〉, (2.97)

onde ci,~q são os coeficientes da expansão e a constante de normalização 1√
Ω

é escolhida de

modo a satisfazer a definição de delta de Kronecker:

〈~q′|~q〉 =
1

Ω

∫
Ω

d~r exp (−i~q′ · ~r) exp (i~q · ~r) = δ~q,~q′ . (2.98)

Para converter a equação 2.96 em uma equação matricial, inserimos a equação 2.97 na

equação 2.96, e multiplicamos pela esquerda por 〈~q′| e integramos no espaço real∑
~q

〈~q′|Ĥeff |~q〉ci,~q = εi
∑
~q

〈~q′|~q〉ci,~q = εici,~q. (2.99)

Podemos escrever na seguinte forma:

H̄C = εiC (2.100)

onde H̄ é o hamiltoniano na representação matricial e C é um vetor dos coeficientes. Na

representação de ondas planas, o termo da energia cinética assume a forma diagonal extre-

mamente simples:

〈~q′| − 1

2
∇2|~q〉 =

1

2
|~q|2δ~q,~q′ . (2.101)

Para a parte potencial do hamiltoniano efetivo, a transformada de Fourier é a maneira

natural de proceder, pois a base da onda plana é essencialmente o mesmo objeto que as

exponenciais usadas ao anotar as transformadas de operadores de Fourier.

O potencial efetivo, Veff , tem a periodicidade da rede e, portanto, os únicos componentes

permitidos de Fourier são aqueles com os vetores de onda do espaço recíproco do cristal.

Temos assim,

Veff (~r) =
∑
m

Veff (~Gm) exp (i ~Gm · ~r), (2.102)

onde,

Veff (~Gm) =
1

Ω

∫
Ω

Veff (~r) exp (−i ~G · ~r)d~r, (2.103)
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e o índice m foi anexado ao vetor do espaço recíproco para facilitar a soma. Se agora

inserimos a equação 2.103 na equação 2.99, temos:

〈~q′|Veff |~q〉 =
∑
m

〈~q′|Veff (~Gm)|~q〉 exp (i ~Gm · ~r) (2.104)

≡
∑
m

〈~q′|Veff (~Gm)|~q + ~Gm〉

=
∑
m

Veff (~Gm)〈~q′|~q + ~Gm〉

=
∑
m

Veff (~Gm)δ~q′−~q, ~Gm . (2.105)

Assim, os elementos da matriz do potencial efetivo são diferentes de zero para os vetores

de onda que diferem por um vetor da rede recíproca. Para mudar completamente para a

representação em termos de ~Gm, nós fazemos as definições ~q = ~k + ~Gm e ~q′ = ~k + ~Gm′ .

Escrito dessa forma, ~q e ~q′ diferem manisfestamente por um vetor da rede recíproca. A soma

sobre ~q na equação 2.99 é então convertida em uma soma sobre m. Então, para um dado ~k,

a equação do tipo Schrödinger é dada por:∑
m

〈~k + ~Gm′ |Ĥeff |~k + ~Gm〉ci,m = εici,m. (2.106)

De acordo com o teorema de Bloch, a dependência de ~k na equação 2.106 pode ser

incorporada ao hamiltoniano do sistema:∑
m

Hm′m(~k)ci,m(~k) = εi(~k)ci,m(~k), (2.107)

onde,

Hm′m(~k) =
1

2
|~k + ~Gm|2δm′m + Veff (~Gm − ~Gm′), (2.108)

como o hamiltoniano agora é rotulado por ~k, os coeficientes e energias também são rotulados

por ~k. Como visto na equação 2.108, o potencial efetivo depende da diferença entre dois

vetores da rede recíproca. Isto segue diretamente da presença da delta de Kronecker em

sua definição na equação 2.105. Em seguida, vejamos a representação em ondas planas para

cada termo da energia total (que será útil mais tarde) e o potencial, um por um.
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Termo de Hartree em ondas planas

Para encontrar a representação de Fourier do termo de Hartree, começamos expandindo as

duas densidades na definição como uma soma de Fourier [95], temos:

1

2

∫∫
d~rd~r′

η(~r)η(~r′)

|~r − ~r′|
=

1

2

∑
~G, ~G′

∫∫
d~rd~r′

η(~r)η(~r′)

|~r − ~r′|
e−i

~G·~re−i
~G′·~r′

= πΩ
∑
~G

η(~G)η(−~G)
eiGu − e−iGu

G2

∣∣∣∣∞
0

= πΩ
∑
~G

η(~G)η(−~G) lim
n−→0

eiG(u+in) − e−iG(u−in)

G2

∣∣∣∣∞
0

(2.109)

= 2πΩ
∑
~G

η(~G)η(−~G), (2.110)

onde um regulador foi empregado para obter a integral complexa4. Uma simplificação final

vem do fato de que η(~r) = η(−ν~r). Isso reflete nas componentes de Fourier de η da seguinte

maneira:

η(~r) =
∑
~G

η(~G)e−i
~G·~r. (2.111)

4O cálculo na integra para o termo de Hartree em ondas planas:

1

2

∫∫
d~rd~r′

η(~r)η(~r′)

|~r − ~r′|
=

1

2

∑
~G,~G′

∫∫
d~rd~r′

η(~r)η(~r′)

|~r − ~r′|
e−i

~G·~re−i
~G′·~r′

=
1

2

∑
~G,~G′

∫∫
d~ud~r′

η(~G)η(~G′)

|~u|
e−i

~G·~ue−i(
~G+~G′)·~r′

= π
∑
~G,~G′

η(~G)η(~G′)

∫
d~r′e−i(

~G+~G′)·~r′
∫∫

u2du(−d cos (θ))
e−iGu cos (θ)

u

= π
∑
~G,~G′

η(~G)η(~G′)Ωδ~q,~q′

∫
u2
e−iGu cos (θ)

−iGu2

∣∣∣∣−1
+1

du

= πΩ
∑
~G

η(~G)η(−~G)

∫
eiGu − e−iGu

−iG
du

= πΩ
∑
~G

η(~G)η(−~G)
eiGu − e−iGu

G2

∣∣∣∣∞
0

= πΩ
∑
~G

η(~G)η(−~G) lim
n−→0

eiG(u+in) − e−iG(u−in)

G2

∣∣∣∣∞
0

= 2πΩ
∑
~G

η(~G)η(−~G),

Resultado obtido das notas de aulas da professora Hande Toffoli [110].
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Por outro lado,

η(−~r) =
∑
~G

η(~G)ei
~G·~r =

∑
~G

η(−~G)e−i
~G·~r, (2.112)

comparando as equações 2.111 e 2.112, obtemos a seguinte relação entre as componentes de

Fourier

η(~G) = η(−~G). (2.113)

Assim, a representação de Fourier da energia de Hartree é

1

2

∫∫
d~rd~r′

η(~r)η(~r′)

|~r − ~r′|
= 2πΩ

∑
~G

η(~G)2

G2
. (2.114)

Por um argumento semelhante, o potencial de Hartree no potencial efetivo pode ser

escrito na representação de Fourier como:

VH(~G) = 4π
η(~G)

G2
. (2.115)

Observe a ausência do fator de volume neste caso. Isso deriva do fato de que há uma

transformada de Fourier direta nesse caso, que traz um fator Ω−1 que é cancelado pelo Ω

proveniente da definição da delta de Kronecker.

Termo de troca e correlação em ondas planas

O termo de troca e correlação é escrito na forma de uma integral do produto de duas funções

[95]. A transformada de Fourier assume, então,a seguinte forma:∫
d~rη(~r)εxc(~r) =

∑
~G, ~G′

∫
d~rη(~G)e−i

~G·~rεxc(~G
′)e−

~G′·~r

= Ω
∑
~G, ~G′

δ ~G, ~G′η(~G)εxc(~G
′)

= Ω
∑
~G

η(−~G)εxc(~G)

= Ω
∑
~G

η(~G)εxc(~G). (2.116)

Seguindo novamente um argumento similar para Vxc, temos:

Vxc(~G) =
∑
~G′

ηxc(~G− ~G′)
dεxc
dη

(~G′) + εxc(~G). (2.117)
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Potencial externo - fatores de estrutura e forma

Vamos considerar o cristal como sendo formado por diferentes espécies de átomos, cada um

rotulado por κ = 1, · · · , nsp. Para cada κ existem nκ átomos idênticos nas posições τκ,j

na célula unitária. O potencial iônico (potencial externo) pode então ser escrito como uma

superposição de potenciais dos átomos isolados [95],

Vne(~r) =

nsp∑
κ=1

nκ∑
j=1

∑
~T

V κ(~r − ~τκ,j − ~T ). (2.118)

Se considerarmos agora a transformada de Fourier de uma função como na equação

2.118, esta derivação segue:

V (~G) =
1

Ω

∫
Ω

d~rV (~r) exp (i ~G · ~r)

=
1

Ω

nsp∑
κ=1

nκ∑
j=1

∫
Ω

d~uV κ(~u) exp [i ~G · (~u+ ~τκ,j)]
∑
~T

exp (i ~G · ~r)︸ ︷︷ ︸
Ncell

=
1

Ω

nsp∑
κ=1

∫
Ω

d~uV κ(~u) exp (i ~G · ~u)
nκ∑
j=1

exp (i ~G · ~τκ,j)

≡
nsp∑
κ=1

Ωκ

Ω
Sκ(~G)V κ(~G), (2.119)

onde,

V κ(~G) =
1

Ω

∫
Ω

d~rV κ(~r) exp (i ~G · ~r), (2.120)

é o fator de forma, e

Sκ(~G) =
nκ∑
j=1

exp (i ~G · ~τκ,j), (2.121)

é o fator de estrutura.

Quando separada dessa maneira, a transformada de Fourier do potencial externo reduz-

se à transformada de Fourier do potencial de um átomo isolado (a ser aproximado posterior-

mente por um pseudopotencial) e uma soma de ondas planas que impõem a periodicidade.

Entretanto, a equação 2.119 é particularmente útil se a função tiver simetria esférica, uma

vez que a transformada de Fourier de uma função dessa também é esfericamente simétrica.
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Cálculo da densidade eletrônica para um sólido

Após as equações de KS serem resolvidas, a densidade precisa ser calculada. Lembre-se do

fato de que temos um sistema diferente de equações de KS para cada ~k. Para a expressão

final da energia e da densidade, temos que realizar uma soma de todos pontos ~k na primeira

zona de Brillouin [111]. Assim, para a densidade,

η(~r) =
1

Nk

∑
~k,i

η~k,i onde η~k,i(~r) = |φ~k,i|, (2.122)

onde o índice i passa sobre os estados ocupados. Para a base da onda plana, obtemos

diretamente a seguinte expressão para η~k,i(~r),

η~k,i =
1

Ω

∑
mm′

c∗im(~k)cim′(~k)ei(
~Gm′− ~G)·~r, (2.123)

que produz,

η~k,i(
~G) =

1

Ω

∑
m

c∗im(~k)cim′′(~k), (2.124)

onde m′′ é definido como o índice do vetor ~Gm′′ = ~Gm + ~G. Embora seja uma operação

simples, obter a densidade através do uso dos coeficientes dos orbitais de KS isso requer N2
~G

operações. Se, por outro lado, uma vez que conhecemos os coeficientes dos orbitais de KS e

os convertemos diretamente em uma rede no espaço real usando algoritimos FFT eficientes,

isso leva apenas NG logN~G
operações. Se conhecermos a densidade do espaço real, também

podemos calcular Vxc e Exc no espaço real com facilidade. Em resumo, é mais vantajoso usar

η(~G) para calcular VH , enquanto para Vxc usamos a densidade do espaço real.

Energia de corte

Quando tratamos com sistemas infinitos é necessário um ponto de corte porque não podemos

ter uma expansão completa em termos de infinitas ondas planas. No entanto, pode-se mostrar

que a contribuição das ondas planas de maior frequência é menor do que a contribuição das

ondas planas de menor frequência [89]. Portanto, é uma opção viável introduzir uma soma

de corte e pegar apenas os vetores de onda que satisfazem:

1

2
|G|2 < Ecut (2.125)
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esse corte deve ser dependente do sistema, logo, um estudo de convergência deve ser feito

antes de decidir qual é o corte apropriado como pode ser visto na figura 2.9.

Figura 2.9: Representação do raio de corte usado para truncar a expansão das ondas planas. Fonte:

própria.

Devemos ter em mente, ao falar sobre a eficiência da abordagem FFT, que a densidade

requer um componente de Fourier máximo que tenha o dobro de frequência da dos orbitais

de KS. Além disso, a grade FFT precisa ser um paralelepípedo regular, enquanto Ecut define

uma esfera. Assim, a FFT possui alguns pontos redundantes que atrasam um pouco o

cálculo, no entanto, ainda é eficiente o suficiente para justificar o seu uso.

Integração na zona de Brillouin

Vimos que nos cristais é necessário encontrar os autovalores de KS que são soluções auto-

consistentes de um hamiltoniano dependente de ~k.

H(~k)φ~k(
~k) = εi(~k)φ~k(~r). (2.126)

A energia total é então fornecida através de uma integração na primeira zona de Bril-

louin. Na prática numérica, convertemos essa integral em uma soma de pontos discretos no

espaço ~k. Temos então:

Ee =
1

Nk

∑
~k,i

[
εi(~k) +

∑
~G

εxc(~G)η(~G) + 2π
∑
~G

η(~G)2

G2

]
. (2.127)

A princípio, se conseguirmos escolher uma rede ~k densa o suficiente para executar a

soma, faz pouco diferença quantos pontos ~k temos em nossa soma ou a maneira pela qual

eles são escolhidos. No entanto, como cada novo ponto k significa um novo sistema de KS
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autoconsistente, é crucial máximizar a precisão e reduzir o tamanho do conjunto de pontos

k o máximo possível.

Como todas as funções com simetria do cristal (como a densidade) se repetem além da

primeira zona de Brillouin, os pontos ~k também são restritos a essa área. De acordo com um

procedimento amplamente usado proposto por Monkhorst e Pack, um conjunto uniforme de

pontos pode ser determinado usando a fórmula:

~kn1,n2,n3 =
3∑
i

2ni −Ni − 1

2Ni

~bi, (2.128)

onde ~Gi são os vetores da rede primitiva no espaço recíproco, ni = 1, · · · , Ni e Ni deter-

mina o número de pontos ~k a serem escolhidos em cada direção. Entretanto existem várias

considerações ao escolher os k-points [95].

2.3.3 O pseudopotencial

O conceito de pseudopotencial está relacionado à substituição dos efeitos dos elétrons do

núcleo por um potencial efetivo. O procedimento de geração do pseudopotencial começa

coma solução do problema atômico usando a abordagem de KS. Uma vez que os orbitais de

KS são obtidos, fazemos uma distinção arbitrária entre os estados de valência e os estados

centrais. Presume-se que os estados centrais mudem muito pouco devido a mudanças no

ambiente, portanto seu efeito é substituído por um modelo de potencial derivado da confi-

guração atômica e é assumido como transferível. Em contrapartida os estados de valência

oscilam rapidamente perto das regiões centrais. Com a introdução do novo potencial, os

estados de valência se tornam mais suaves [112].

Vamos agora trabalhar a transformação do pseudopotencial em sua forma mais geral:

suponha que tenhamos um hamiltoniano, H, estados centrais {|χn〉} e autovalores centrais

(associados ao caroço) {En}. Estamos observando um único estado de valência |ψ〉. Vamos

substituir o estado de valência pelo mais suave |φ〉 e expandir a parte restante em termos

dos estados centrais:

|ψ〉 = |φ〉+
core∑
n

an|χn〉. (2.129)
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Em seguida, pegamos o produto interno da equação 2.129 com um dos estados centrais.

Como o estado de valência deve ser ortogonal aos estados centrais, temos:

〈χn|ψ〉 = 〈χn|φ〉+
core∑
n

an〈χm|χn〉︸ ︷︷ ︸
am

= 0. (2.130)

Agora escrevemos o lado direito em termos da pseudo função, |φ〉:

|ψ〉 = |φ〉 −
∑
n

〈χn|φ〉|χn〉. (2.131)

Aplicando o hamiltoniano na expressão na equação 2.131, chegamos:

Ĥ|φ〉+
core∑
n

(E − En)|χn〉〈χn|φ〉 = E|φ〉, (2.132)

como resultado, a pseudo função de onda suave satisfaz uma equação efetiva com a mesma

autoenergia da função de onda real de valência. No caso de átomos isolados, os índices n

correspondem ao índice combinado nlml, incluindo o número quântico principal n, o número

quântico do momento angular l e o número quântico magnético ml. No entanto, como o

potencial não inclui nenhum termo (como o acoplamento ~L · ~S) que elimine a degenerescência

em ml, incluímos no que se segue apenas n e l. A razão pela qual a degenerescência l é

quebrada ficará mais clara mais tarde. A equação 2.132 pode então ser escrita como uma

equação de autovalor para a pseudo função de onda suave, como:

(Ĥ + V̂nl)|φ〉 = E|φ〉, (2.133)

onde o potencial extra V̂nl depende de l devido à simetria esférica e seu efeito é localizado

no núcleo. Como E > En, por definição, é um potencial repulsivo e cancela parcialmente

o efeito de atração do potencial coulombiano. O potencial resultante é então muito mais

fraco que o potencial original. Isso mostra que os autoestados desse novo potencial são mais

suaves.

Pseudopotenciais de norma conservada

Para garantir a máxima suavidade e transferibilidade, Hamann, Schleuter e Chiang, no

artigo intitulado: Norm-Conserving Pseudopotentials [113], propuseram quatro critérios que
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os pseudopotenciais devem obedecer na configuração de referência, ou seja, a configuração

atômica para o qual o pseudopotencial é gerado:

1. Todos os elétrons (AE) e pseudo autovalores (PS) concordam com a configuração de

referência.

Ĥ|ψAEnl 〉 = εnl|ψAEnl 〉, (2.134)

(Ĥ + V̂nl)|ψPSnl 〉 = εnl|ψPSnl 〉 (2.135)

2. AE e PS são funções de que concordam além de um determinado ponto de corte (raio

de corte), rc.

ψAEnl (r) = ψPSnl (r) para r ≥ rc (2.136)

3. As normas quadradas real e pseudo integradas de 0 a R concordam para tod R < rc.∫ R

0

|φAEnl |2r2dr =

∫ R

0

|φPSnl |2r2dr (2.137)

4. A derivada logarítmica e a energia derivada dessa derivada concordam para todo R <

rc. [
(rφAE(r))2 d

dE

d

dr
lnφAE(r)

]
R

=

[
(rφPS(r))2 d

dE

d

dr
lnφPS(r)

]
R

(2.138)

Os itens 1 e 2 são óbvios devido a continuidade. O item 3 é necessário para que, pelo

teorema de Gauss, fora da região central onde r < rc, o potencial eletrostático seja idêntico

para as funções de ondas real e pseudo. Finalmente, 4 é necessário para melhor a transfe-

ribilidade, reproduzindo as mudanças de fase do potencial real no sentido de espalhamento.

Quando passamos de um átomo para um ambiente diferente, como um sólido ou uma mo-

lécula, os autovalores mudam. Um pseudopotencial que satisfaça esse item reproduz essas

alterações na ordem linear. Usando a regra da soma de Friedel, pode-se mostrar que o item

4 está implícito no item 3 [95].

Para gerar um pseudopotencial de norma conservada, precisamos seguir as etapas

abaixo:

• Resolva o sistema atômico totalmente eletrônico;
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• Decida quais dos estados devem ser tomados como núcleo e quais devem ser tomados

como valência;

• Gere os pseudopotenciais Vnl(r) para os estados de valência. Existem vários métodos

para fazer isso. Nós descrevemos aqui o método descrito por Lin et al. no artigo

intitulado: Optimized and transferable nonlocal separable ab initio pseudopotentials

[114]. Neste método5, assumimos que uma pseudo função de onda dentro de um raio

de corte pode ser descrita como:

ψPSl (~r) =
4∑
i=1

αiJi(qir), onde :
J ′l (qirc)

Jl(qirc)
=
φ′l(rc)

φl(rc)
, (2.139)

onde Jl(qirc) são funções de Bessel esféricas com i−1 zeros no intervalo r = 0 e r = rc.

Os coeficientes αi são determinados a partir da minimização da energia cinética além

do ver de corte qc:

∆El({αi}, qc) = −
∫ ∞

0

d~rψPS∗l (~r)∇2ψPSl (~r)−
∫ qc

0

d~qq2|ψPSl (~q)|2 (2.140)

onde qc é escolhido para ser igual a q4, assim como na equação 2.139. Três restrições

adicionais são satisfeitas usando os multiplicadores de Lagrange são a normalização

da pseudo função de onda e a continuidade das duas primeiras derivadas da pseudo

função de onda em rc.

5Posteriormente em 1996 na sua tese de pós doutorado M. H. Lee sugeriu aprimoramentos adicionais e

é essencialmente esse esquema que foi usado para gerar a maior parte dos pseudopotenciais que conservam

as normas no banco de dados da CASTEP. Este método de geração elimina a condição de que a segunda

derivada da pseudo função de onda deva ser contínua em um determinado raio de corte, porque satisfaz

automaticamente a restrição da segunda derivada. Esse esquema permite ajustar qc para um determinado

rc para otimizar a precisão e a eficiência de um pseudopotencial.



CAPÍTULO 3

RESULTADOS MONOCAMADAS

Neste capítulo apresentaremos os resultados obtidos para as propriedades estruturais e ele-

trônicas para as monocamadas isoladas MX2. Os cálculos foram realizados através do código

CASTEP [115] com a aproximação de gradiente generalizado (GGA) e o funcional de troca

e correlação de Perdew-Burke-Ernzerhof (PBE) [107], onde para a otimização geométrica

usamos o minimizador BFGS com o um termo de correção do conjunto de base finito, em

que o número de ondas planas muda para manter a energia de corte fixa [116], neste caso

usamos um valor para energia de corte de 700 eV. Já a configuração de menor energia foi

obtida usando o minimizador eletrônico de mistura da densidade [117], onde os parâmetros

para convergência do ciclo autoconsistente, SCF, foram os seguintes: para o limite de conver-

gência para a alteração máxima de energia 5.0× 10−5 eV/cell, para o limite de convergência

da força máxima 0.01 eV/Å e com tensão máxima 0.02 GPa, já como limite de deslocamento

máximo 5.0× 10−4Å. Foi estimado um valor para compressibilidade de 200 GPa, adequado

para a maioria dos metais de transição. Além disso, usamos uma malha Monkhorst-Pack

[118] 12×12×1 para os cálculos de estrutura de bandas e densidade de estados. E, por

fim, consideramos os pseudopotenciais de norma conservada produzidos pelo código OPIUM

[119], com a seguinte configuração eletrônica: Nb: [Kr]4d35s2, Mo: [Kr]5s14d5 e S:[Ne]3s23p6,

Se:[Ar]4s23d104p6, Te:[Kr]4d105s25p4 - ver figura 3.1, onde os estados dos elétrons são trata-
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dos como estados de valência.

Figura 3.1: Esquema ilustrativo da distribuição eletrônica por camadas: para os metais de transição:

a. Molibdênio (Mo) e b. Nióbio (Nb); e para os calcogênios: c. Enxofre (S), d. Selênio (Se) e

e. Telúrio (Te), onde na parte superior direita temos o número de elétrons por camada. Fonte:

Domínio público.

3.1 Propriedades Estruturais - Comprimento de Ligação

Após encontrar a configuração estrutural de menor energia medimos o comprimento de

ligação entre o átomo de calcogênio e o átomo de metal de transição, dM−X , vistos na figura

3.2 e a espessura da monocamada, h, que seria correspondente a distância entre os átomos

de calcogênio, ambos medidos em Å. Na tabela 3.1, vemos os valores obtidos comparados

com valores encontrados na literatura.

Figura 3.2: Comprimento de ligação em Å entre o átomo de calcogênio (S, Se, Te) e um de metal de

transição (Mo, Nb), visto na célula unitária hexagonal (O termo 1H a frente da estruturas indicam

que são hexagonais). Fonte: própria.
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Tabela 3.1: Parâmetros de rede a, comprimento de ligação entre calcogênio e metal de transição

dM−X , espessura da monocamada h obtidos para todas as monocamadas isoladas. Valores obtidos

com a aproximação GGA-PBE em comparação com os reportados na referência [86].

a = b (Å) dM−X(Å) h(Å)

MoS2 Ref. [86] 3.19 2.42 3.13

GGA-PBE 3.21 2.43 3.16

MoSe2 Ref. [86] 3.33 2.55 3.35

GGA-PBE 3.32 2.54 3.33

MoTe2 Ref. [86] 3.56 2.74 3.62

GGA-PBE 3.56 2.72 3.59

NbS2 Ref. [86] 3.36 2.49 3.14

GGA-PBE 3.36 2.50 3.17

NbSe2 Ref. [86] 3.48 2.62 3.37

GGA-PBE 3.47 2.61 3.35

NbTe2 Ref. [86] 3.70 2.82 3.69

GGA-PBE 3.69 2.80 3.63

3.2 Propriedades Eletrônicas

3.2.1 Estrutura de bandas e densidade de estados - ML

Na física do estado sólido temos modelos teóricos para descrever o comportamento da matéria

dentre esses temos a teoria de bandas. Essa teoria é usada para descrever os estados de

elétrons em materiais sólidos e é responsável para prevermos propriedades elétrica, ópticas e

térmicas dos sólidos. Entretanto, essa teoria leva em consideração que o comportamento de

um elétron em um sólido está relacionado ao comportamento de todas as outras partículas

ao seu redor [109]. Devido a periodicidade da rede surge faixas de energias permitidas dos

elétrons em um sólido são chamadas de bandas permitidas e faixas de energia proibidas

(bandas proibidas) com energia das quais os elétrons não podem assumir [108]. O que difere

do caso simples de um elétron livre, onde pode ter qualquer energia especificada [92]. Essa

particularidade já foi examinada anteriormente e foi obtida como consequência do teorema

de Bloch.
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Um parâmetro importante na teoria de bandas é a energia de Fermi, EF 1. A sua posição

em relação à banda de valência é um fator crucial na determinação das propriedades elétricas,

no qual, juntamente com o tamanho do gap, ou seja, do espaçamento entre as bandas de

valência e condução, podemos conhecer se o material se comporta como um isolante, um

semicondutor, um semimetal ou um metal [108].

Figura 3.3: Exemplo do preenchimento dos estados eletrônicos em vários tipos de materiais em

equilíbrio. A sombra segue a distribuição Fermi–Dirac (preto = todos os estados preenchidos,

branco = nenhum estado preenchido). Nos metais e semimetais, o nível Fermi EF está dentro de

pelo menos uma banda. Fonte: Domínio público.

Em isoladores e semicondutores, a banda de valência preenchida é separada de uma

banda de condução vazia por um região de bandas proibidas. Dizemos que um material é

isolante quando o gap de energia é bastante largo que excede o valor de 4,5 eV. Já um material

semicondutor tem seu gap de energia inferior a 2,5 eV, além disso, podem ser intrínseco ou ter

dopagem dos tipos p ou n, de gap largo ou estreito. Já o semimetal, tem uma sobreposição

muito pequena entre a banda de condução e a banda de valência. Devido à essa ligeira

sobreposição entre as bandas de condução e valência o semimetal não possui gap. Por fim, os

metais ou condutores tem uma densidade apreciável de estados no nível de Fermi porque a

banda de condução está parcialmente cheia. E, como existem sempre bandas de energia não
1A terminologia pode causar uma confusão desnecessária. Vejamos as peculiaridades entre nível de Fermi

e energia de Fermi. No zero absoluto, não há energia térmica, logo os elétrons enchem a banda de valência a

partir do fundo, criando um patamar de energia bem definido que chamamos de energia de Fermi. Todavia,

em regimes de temperaturas finitas existe energia térmica estimulando os elétrons, portanto não estão mais

com energia bem definida. Com isso, o máximo que podemos definir um nível de energia com metade chances

de ocupação, isso é o que chamamos de nível de Fermi.
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preenchidas não existe quantidade mínima de energia necessária para se excitar os elétrons

à condução, ou seja, os elétrons de valência são essencialmente livres [108, 109, 120]. Para

ilustrar essas características vejamos a figura 3.3.

As bandas de energia associadas as monocamadas baseadas em TMDC, com fórmula

genérica MX2 (M = Mo, Nb; X = S, Se, Te), foram calculadas ao longo dos pontos de alta

simetria na primeira zona de Brillouin, vista na figura 3.4, utilizando o percusso: Γ(0.000

0.000 0.000) - K(-0.333 0.667 0.000) - M(0.000 0.500 0.000) - Γ(0.000 0.000 0.000).

Figura 3.4: Representação da célula unitária das estruturas 1H-MX2 (M = Mo, Nb; X = S, Se,

Te). Nas figuras: a. vista frontal da célula unitária, em destaque a primeira zona de Brillouin e

na figura b. vista em perspectiva da célula unitária onde temos uma melhor vista do caminho de

energia percorrido: Γ-K-M-Γ. Fonte: própria.

Além da estrutura de bandas um resultado bastante útil para compreendermos as ca-

racterísticas eletrônicas dos materiais é a densidade de estados. Sendo que, a densidade de

estados (DOS) de um sistema descreve o número de estados que devem ser ocupados pelo

sistema em cada nível de energia. A DOS para uma determinada banda n, Nn(E), é definida

como:

Nn(E) =

∫
BZ

d~k

4π3
δ(E − En(~k)), (3.1)

onde En(~k) descreve a dispersão da banda especificada e a integral é determinada sobre a

zona de Brillouin [120]. Uma representação alternativa da densidade de estados é baseada no

fato de que Nn(E)dE é proporcional ao número de vetores de ondas permitidos na enésima

banda na faixa de energia E a (E + dE). A DOS total, N(E), é obtida pela soma de todas
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as bandas. A integral de N(E), desde o infinito negativo até o nível de Fermi, fornece o

número total de elétrons na célula unitária.

A seguir mostramos os resultados dos cálculos feitos para as monocamadas isoladas

utilizando o funcional GGA-PBE para a estrutura de bandas e densidade de estados parcial

- pDOS (onde temos a contribuição de cada orbital, neste caso: s, p e d e a soma total, o

equivalente a densidade de estados total, ou simplesmente - DOS). Onde vemos nos gráficos

mostrados na figura 3.5 que as monocamadas hexagonais (1H) MoS2, MoSe2 e MoTe2 se

comportam como semicondutores do tipo p com gaps de energia 1.672 eV, 1,470 eV e 1,161 eV,

respectivamente. Esse comportamento já é bem reportado na literatura; a título de exemplo

vemos na tabela 3.2 alguns valores teóricos e experimentais obtidos para monocamada MoS2.

Já na figura 3.6 os gráficos que mostram as monocamadas hexagonais NbS2, NbSe2 e NbTe2,

onde vemos que estas se comportam como metais como já reportado nos trabalhos [8, 27, 33].

Além disso, é nítido nos gráficos da pDOS para todas as estruturas que o orbital que tem

a maior contribuição próximo ao nível de Fermi é o orbital “d”, como é característico desses

materiais [25]. Vemos na tabela 3.3 que ao comparar os resultados obtidos com os valores

encontrados na [86] vemos que nossos resultados estão condizente com a literatura.

Figura 3.5: Representação gráfica da estrutura de bandas de energia calculada sobre o caminho de

alta simetria: Γ-K-M-Γ e da pDOS, com os orbitais s, p, d e soma total (DOS), das monocamadas

MoX2(X = S, Se, Te). Com ênfase para os gaps diretos de energia. Aqui a EF foi deslocada para

0. Fonte: própria.
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Figura 3.6: Representação gráfica da estrutura de bandas de energia calculada sobre o caminho de

alta simetria: Γ-K-M-Γ e da pDOS, com os orbitais s, p, d e soma total (DOS), das monocamadas

NbX2(X = S, Se, Te). Com ênfase para a ausência de gap de energia. Aqui a EF foi deslocada para

0. Fonte: própria.
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Tabela 3.2: Valores extraídos de diversos artigos para os gaps de energia em eV do dissulfeto de

molibdênio (MoS2) nas fases multicamadas (bulk) e monocamada. O valor obtido neste trabalho

para o gap da monocamada de MoS2 foi de 1.672 eV.

Gaps de Energia Multicamadas Monocamada

Experimental 1,23 ref.[32]; 1,29 ref.[121] 1,80 ref.[32]

Teórico LDA 0,75 ref.[28]; 0,72 ref.[35] 1,90 ref.[122]; 1,70 ref.[123]

Teórico GGA 1,05 ref.[123]; 0,89 ref.[35] 1,57 ref.[35]; 1,78 ref.[16]

Em suma, os resultados estruturais: parâmetros de rede a, comprimento de ligação entre

calcogênio e metal de transição dM−X , espessura da monocamada h, e eletrônicos: gap de

energia Eg, energia do nível de Fermi EF e Energia final EFinal obtidos para as monocamadas

estão condensados na tabela 3.3 onde podemos ver que os valores obtidos neste trabalho estão

condizentes com os valores obtidos na literatura, especificamente os valores encontrados na

referência [86].
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Tabela 3.3: Parâmetros de rede a, comprimento de ligação entre calcogênio e metal de transição

dM−X , espessura da monocamada h, gap de energia Eg, energia do nível de Fermi EF e Energia

final EFinal. Valores obtidos com a aproximação GGA-PBE em comparação com os reportados na

referência [86].

a = b (Å) dM−X(Å) h(Å) Eg(eV) EF (eV) EFinal(eV) -

MoS2 Ref. [86] 3.19 2.42 3.13 1.670 - * Semicond.

GGA-PBE 3.21 2.43 3.16 1.672 -4.13016 -778.280730 Semicond.

MoSe2 Ref. [86] 3.33 2.55 3.35 1.440 - * Semicond.

GGA-PBE 3.32 2.54 3.33 1.473 -3.28178 -736.267288 Semicond.

MoTe2 Ref. [86] 3.56 2.74 3.62 1.070 - * Semicond.

GGA-PBE 3.56 2.72 3.59 1.175 -2.86813 -663.432063 Semicond.

NbS2 Ref. [86] 3.36 2.49 3.14 - - * Metal

GGA-PBE 3.36 2.50 3.17 - -4.17588 -700.560372 Metal

NbSe2 Ref. [86] 3.48 2.62 3.37 - - * Metal

GGA-PBE 3.47 2.61 3.35 - -3.31689 -658.563581 Metal

NbTe2 Ref. [86] 3.70 2.82 3.69 - - * Metal

GGA-PBE 3.69 2.80 3.63 - -2.94154 -585.629509 Metal



CAPÍTULO 4

RESULTADOS HETEROESTRUTURAS

LATERAIS

Neste capítulo apresentaremos os resultados obtidos para as propriedades estruturais e ele-

trônicas para as heteroestruturas laterais formadas pela junção das monocamadas com as

seguintes características: metal - semicondutor - metal. Os cálculos foram realizados atra-

vés do código CASTEP [115] com a aproximação GGA-PBE [107], onde para a otimização

geométrica usamos o minimizador BFGS com um termo de correção do conjunto de base

finito[116], com energia de corte de 700 eV. Aqui a configuração de menor energia foi obtida

usando o minimizador eletrônico de mistura da densidade [117], onde os parâmetros para

convergência do ciclo SCF, foram os seguintes: para o limite de convergência para a alteração

máxima de energia 5.0 × 10−5 eV/cell, para o limite de convergência da força máxima 0.01

eV/Å e com tensão máxima 0.02 GPa, já como limite de deslocamento máximo 5.0× 10−4Å.

Novamente foi estimado um valor para compressibilidade de 200 GPa. Além disso, usamos

uma malha Monkhorst-Pack [118] 2×4×1 para os cálculos de estrutura de bandas e densi-

dade de estados. E, por fim, consideramos os mesmos pseudopotenciais de norma conservada

usados para o cálculo das monocamadas isoladas.
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4.1 Propriedades Estruturais - Comprimento de Ligação

Ao unirmos os planos de TMDC acabamos por provocar uma deformação na estrutura

desses materiais, isso ocorre devido aos diferentes parâmetros de rede. Contudo, é intuitivo

que nestas junções ocorram as maiores deformações. Nas figuras 4.1, 4.2 e 4.3 vemos como

a heterojunção altera o comprimento de ligação entre os átomos de calcogênio (S, Se e Te,

respectivamente) e um metal de transição (Mo ou Nb) em comparação com os resultados

mostrados na figura 3.2 e na tabela 3.3. Na tabela 4.1 temos os valores para os parâmetros

de rede de todas as HSL.

Figura 4.1: Comprimento de ligação entre o Enxofre (S) e um metal de transição (Mo ou Nb), visto

na supercélula 2 × 1 × 1 da HSL, com interface do tipo ziguezague. Fonte: própria.

Figura 4.2: Comprimento de ligação entre o Selênio (Se) e um metal de transição (Mo ou Nb), visto

na supercélula 2 × 1 × 1 da HSL, com interface do tipo ziguezague. Fonte: própria.

Figura 4.3: Comprimento de ligação entre o Telúrio (Te) e um metal de transição (Mo ou Nb), visto

na supercélula 2 × 1 × 1 da HSL, com interface do tipo ziguezague. Fonte: própria.
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Tabela 4.1: Parâmetros de rede a,b e c e os ângulos α, β e γ da célula unitária triclínica para todas

as HSL. Valores obtidos após a otimização geométrica. Fonte: própria.

HSL a(Å) b(Å) c(Å) α = β = γ

NbS2-MoS2-NbS2 34,522647 3,298739 15,061417 90◦

NbSe2-MoSe2-NbSe2 35,431101 3,426888 15,723652 90◦

NbTe2-MoTe2-NbTe2 37,523380 3,646855 16,777660 90◦

4.2 Propriedades Eletrônicas

4.2.1 Estrutura de Bandas e densidade de estados - HSL

A seguir vemos os resultados dos cálculos feitos para as HSL utilizando o funcional GGA-PBE

para a estrutura de bandas e densidade de estados parcial - pDOS (onde temos a contribuição

de cada orbital, neste caso: s, p e d e a soma total - DOS). As bandas de energia associadas

as HSL baseadas em TMDC (Metal-Semicondutor-Metal) foram calculadas ao longo dos

pontos de alta simetria na primeira zona de Brillouin, utilizando o percusso: Γ (0.000 0.000

0.000) - F (0.000 0.500 0.000) - Q (0.000 0.500 0.500) - Z (0.000 0.000 0.500) - Γ (0.000 0.000

0.000). Na figura 4.4 vemos a célula unitária de cada uma das HSL, bem como a primeira

zona de Brillouin correspondente ao grupo triclínico.

Figura 4.4: Representação da a. célula unitária das HSL NbX2-MoX2-NbX2 (X = S, Se ou Te) e b.

vista em perspectiva da primeira zona de Brillouin com ênfase no caminho de energia: Γ-F-Q-Z-Γ.

Fonte: própria.
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Figura 4.5: Representação gráfica da estrutura de bandas de energia das heteroestruturas laterais

NbX2-MoX2-NbX2 (X = S, Se, Te). Aqui a EF foi deslocada para 0. Ênfase na ausência de um gap

de energia em todos os casos. Fonte: própria.
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Nas figuras 4.5 temos a representação gráfica da estrutura de bandas e da densidade

de estados parcial (pDOS) e total (DOS) para as HSL NbX2-MoX2-NbX2 (X = S, Se, Te),

onde podemos notar que todas as HSL apresentam características metálicas. Nos gráficos

da pDOS vemos que o orbital que mais contribui próximo ao nível de Fermi é o orbital “d”,

assim como para as monocamadas isoladas.

4.2.2 Diferença de densidade eletrônica - HSL

A diferença de densidade eletrônica (DDE) é a diferença entre a densidade de elétrons dos

átomos após a ligação e a dos átomos correspondentes antes da ligação química, ou seja, a

DDE é calculada em relação a uma combinação linear de densidades atômicas que, por sua

vez, produz um campo de diferença de densidade que mostra as alterações na distribuição

de elétrons devido à formação de todas as ligações no sistema. As propriedades como deslo-

camento de carga e direção de polarização da ligação podem ser obtidas através da análise

da diferença de densidade de elétrons [124, 125].
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Figura 4.6: Representação em mapa de cores da diferença da densidade eletrônica da HSL NbX2-

MoX2-NbX2 (X = S, Se, Te) calculada com o funcional GGA-PBE sobre o plano (1 0 0), onde

podemos ver os canais com densidades eletrônica distintas em todas as HSL. Fonte: própria.

Vemos na figura 4.6 a DDE calculada ao longo da superfície cristalográfica (1 0 0) usando

o funcional GGA-PBE plotada em mapa de cores sobre as supercélulas 3 × 10 × 1 das HSL.

Podemos ver na figura 4.6 que em todas as HSL, surgem canais com concentração de cargas

negativas sobre os planos NbX2, mais que isso, existem uma maior concentração de elétrons

na junção com os canais semicondutores formados pelos planos MoX2, estes que apresentam

carga liquida positiva.
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4.2.3 Barreira de Schottky

As junções metal-semicondutor (MS) são cruciais para o funcionamento vários dispositivos.

Em diversos casos essa junção produz um contato ôhmico, onde a carga elétrica pode ser

conduzida facilmente como em um metal [126]. Todavia, ocasionalmente, surge uma barreira

de potencial denominada barreira de Schottky - ver figura 4.7. Uma barreira Schottky,

nomeada em homenagem a Walter H. Schottky, é uma barreira potencial formada em uma

junção metal-semicondutor. Essas barreiras têm características retificadoras1, adequadas

para usos como em diodos Schottky [126]. Uma das principais características de uma barreira

de Schottky é a altura da barreira de Schottky, denotada por φB (veja a figura). Onde o

valor de φB depende da combinação de metal e semicondutor.

Figura 4.7: Diagrama esquemático interface metal-semicondutor, onde vemos a barreira de Schottky

(onde e está associado aos elétrons e h aos buracos). Fonte: própria.

1Nem todas as junções metal-semicondutor formam uma barreira de Schottky retificadora; uma junção

metal-semicondutor que conduz corrente em ambas as direções sem retificação, grande parte devido à sua

barreira Schottky ser muito baixa, é chamada de contato ôhmico. Para uma altura de barreira Schottky

suficientemente grande, onde φB é significativamente maior que a energia térmica kBT, o semicondutor é

drenado próximo ao metal e se comporta como uma barreira Schottky [126].
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A altura da barreira Schottky é definida diferentemente para semicondutores do tipo

n e do tipo p. Para semicondutores do tipo n, os elétrons próximos ao seu mínimo da

banda de condução (CBM) são os principais responsáveis pela condução elétrica e, para os

semicondutores do tipo p, os buracos próximos ao máximo da banda de valência (VBM)

carregam a maior parte da corrente [127], desse modo as alturas de barreira Schottky do

tipo n e do tipo p são idealmente relacionadas entre si como:

φeB + φhB = E ′g (4.1)

Para uma primeira aproximação, a regra de Schottky-Mott (SM) prevê que a barreira

entre um metal e um semicondutor seja proporcional à diferença da função trabalho de vácuo

do metal e da afinidade de elétrons de vácuo do semicondutor [128],

φWF = Evac − EF , (4.2)

Figura 4.8: Representação gráfica da energia potencial associada as HSL onde podemos ver função

trabalho, φWF , resultante da diferença entre a energia potencial no vácuo, Evac e a energia de Fermi,

EF , associada ao plano metálico. Fonte: própria.
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onde a altura da barreira será dada pela equação 4.3:

φeB,SM = ESC
CBM − φWF (4.3)

φhB,SM = φWF − ESC
V BM (4.4)
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Contudo, na prática, para a maioria das interfaces metal-semicondutor a barreira SM foi

comprovada como insuficiente em prever as alturas reais da barreira na interface metal/se-

micondutor das heterojunções 2D como podemos ver nos trabalhos: [77, 129]. Para superar

essa discrepância, vários métodos foram desenvolvidos para calcular a barreira Schottky

real. Dentre esses métodos temos o modelo de interface dupla (ID), que afirma que a bar-

reira Schottky de uma junção lateral depende da diferença entre a energia Fermi de toda a

junção, EF,HSL, e o CBM (ou VBM) da monocamada de semicondutores isolada [130]. A

barreira Schottky ID foi calculada de acordo com a equação 4.5.

φeB,ID = ESC
CBM − EF,HSL (4.5)

φhB,ID = EF,HSL − ESC
V BM (4.6)

Tabela 4.2: Valores obtidos para a barreira de Schottky usando o método de interface dupla (ID)

(φeB,ID e φhB,ID), energia referente o máximo da banda de condução (ESCV BM ) e o mínimo da banda

condução (ESCCBM ), função trabalho (φWS), Energia de Fermi: HSL e metal (EF,HSL e EF , respec-

tivamente), Energia vácuo (Evac) e, por fim, o gap de energia obtido pela com uso da equação 4.1,

E′g. Todos os valores (eV). Fonte: própria.

φeB,ID φhB,ID ESCCBM ESCV BM φWS EF,HSL EF Evac E′g

NbS2-MoS2-NbS2 2,315 -0,643 -2,458 -4,130 5,947 -4,773 -4,130 1,723 1,672

NbSe2-MoSe2-NbSe2 2,221 -0,748 -1,808 -3,282 5,543 -4,030 -3,282 1,513 1,473

NbTe2-MoTe2-NbTe2 2,013 -0,837 -1,693 -2,868 5,104 -3,706 -2,868 1,398 1,175

Os resultados obtidos para barreira de Schottky usando o modelo ID podem ser vistos

na tabela 4.2. Vemos a seguinte situação, como os materiais semicondutores usados são do

tipo “p”, para que ocorra transporte eletrônico da região metálica para região semicondutora

é necessário que os elétrons vençam uma barreira de potencial na ordem de -0,643 eV,

-0,748 eV e -0,837 eV para as HSL NbS2-MoS2-NbS2, NbSe2-MoSe2-NbSe2 e NbTe2-MoTe2-

NbTe2, respectivamente, evidenciando a característica retificadora desse sistema. Além disso,

observa-se que os valores obtidos para o gap de energia calculados via barreira de Schottky,

E ′g, estão de acordo com os obtidos para os gaps referentes as monocamadas semicondutoras

isoladas, Eg, valores esses mostrados tanto nas figuras 3.5 quanto na tabela 3.3.



CAPÍTULO 5

CONCLUSÕES

Concluímos, esta dissertação, analisando os resultados obtidos, através da teoria do funcional

da densidade com o uso do funcional GGA-PBE, para as propriedades estruturais e eletrô-

nicas das monocamadas hexagonais isoladas de dichalogenetos de metais de transição e para

as heteroestruturas laterais (HSL) formandas pela heterojunção dos planos bidimensionais

de materiais baseados TMDC com características semicondutoras (MoX2) a um outro plano

de TMDC com características metálicas (NbX2) em que para ambos os casos: X = S, Se ou

Te e com uma interface ziguezague entre os planos.

Ao analisar as propriedades estruturais para as monocamadas vemos que os valores ob-

tidos para a distância de ligação entre o metal de transição e o calcogênio está de acordo com

os valores encontrados na literatura, isso também acontece para a espessura da monocamada,

ou seja, a distância entre os átomos de calcogênios. Todavia quando temos a HSL vemos

que surge uma distorção na distancia entre os átomos de metal de transição e os calcogênios,

isso é devido aos diferentes parâmetros de rede e da interação entre os planos de diferentes

materiais.

Nas propriedades eletrônicas de estrutura de bandas e densidade de estados (pDOS e

DOS) para as monocamadas vemos que os materiais que contem o átomo molibdênio apre-

sentam características de semicondutores onde para as estruturas: MoS2, MoSe2 e MoTe2
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encontramos os gaps diretos de 1.672 eV, 1.473 eV e 1.175 eV, respectivamente, esse com-

portamento é visto na figura 3.5 e na tabela 3.3. Já para os materiais que contem o átomo

de Nióbio: NbS2, NbSe2 e NbTe2, vemos que todos apresentam características de metais,

visto na figura 3.6. Ambos os resultados já eram previsto na literatura. No tocante as HSL

formadas pela junção desses materiais vemos que estas assumem a características metálicas.

Nos mapas de cores plotados para a diferença de densidade eletrônica sobre a HSL vistos

na figura 4.6, vemos que há um acúmulo de elétrons sobre os canais metálicos formados pelos

planos NbX2, mais que isso, existem uma maior concentração de elétrons na junção com os

canais semicondutores formados pelos planos MoX2, estes que apresentam carga liquida

positiva. Isso nos revela o confinamento eletrônico na região metálica.

Para a barreira de Schottky, ainda nas propriedades eletrônicas, vemos a seguinte situ-

ação: para que ocorra transporte eletrônico da região metálica para região semicondutora é

necessário que os elétrons vençam uma barreira de potencial na ordem de -0,643 eV, -0,748 eV

e -0,837 eV para as HSL NbS2-MoS2-NbS2, NbSe2-MoSe2-NbSe2 e NbTe2-MoTe2-NbTe2, res-

pectivamente. Evidenciando a característica retificadora desse sistema. Além disso, observa-

se que os valores obtidos para o gap de energia calculados via barreira de Schottky, E ′g estão

de acordo com os obtidos para os gaps referentes as monocamadas semicondutoras isoladas,

Eg, valores esses mostrados tanto nas figuras 3.5 quanto na tabela 3.3.

Uma possível aplicação para essas HSL, dada as características vistas, seria usa-las HSL

como substrato para modulação da velocidade de Fermi em outros materiais, tais como o

grafeno, no qual o plano de grafeno ficaria localizado sobre a HSL interagindo através de

forças de van der Waals. Em trabalhos futuros pretendemos calcular uma HSL análoga a

essa com a ordenação semicondutor-metal-semicondutor. Além disso, podemos considerar

nos cálculos para essas HSL as contribuições de spin separadamente.
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APÊNDICE A

APROXIMAÇÃO DE

BORN-OPPENHEIMER

Na aproximação de Born-Oppenheimer usamos o fato que a massa do núcleo é conside-

ravelmente maior do que a massa do elétron, e assim podemos afirmar que a energia cinética

associada aos núcleos é praticamente nula em relação a energia cinética dos elétrons, sendo

assim toda energia cinética do átomo será atribuída aos elétrons [95]. Além disso, como es-

tamos considerando os núcleos praticamente imóveis, a interação entre núcleos permanecerá

fixa, e assim o potencial entre núcleos dependerá somente das suas coordenadas e terá seu

valor constante (vnn). Logo nosso Hamiltoniano pode ser reescrito da seguinte forma:

Ĥ = T̂e(~r) +��
��*

0
T̂n(~R) + V̂en(~r, ~R) + V̂ee(~r) +

�
��

��*
vnn

V̂nn(~R) , (A.1)

ou ainda, explicitamente,

Ĥ = −
Ne∑
i=1

1

2
∇2
i −

Ne∑
i=1

Nn∑
I=1

ZI∣∣∣~ri − ~RI

∣∣∣ +
Ne−1∑
i=1

Ne∑
j>1

1∣∣~ri − ~rj∣∣ + vnn. (A.2)

Esse tratamento possibilita resolver a equação de Schrödinger em função apenas das

coordenadas eletrônicas.



APÊNDICE B

OPERADOR DENSIDADE

B.1 Operador densidade para estados mistos

Quando estamos trabalhando com sistemas abertos temos o que chamamos de estado

mistos, que nada mais são do que uma superposição não linear dos estados quânticos. Vamos

descrever um estado misto como sendo o estado que contém uma parcela p1 de estados

descritos por |φ1〉, uma parcela p2 de estados descritos por |φ2〉, etc. e uma parcela pj

descrita por |φj〉 [131, 132].

|φ〉 = p1|φ1〉+ p2|φ2〉+ · · ·+ pj|φj〉 =

j∑
i=1

pi|φi〉, (B.1)

onde o valor esperado de um observável Ô seja dado em termos da probabilidade pi como:

〈Ô〉 =
∑
i

ηi〈φi
∣∣∣Ô∣∣∣φi〉, (B.2)

note que nesta expressão temos uma média devido a natureza probabilística da função de

onda e uma média ponderada devido a mistura dos estados.

De forma geral podemos expandir em um conjunto completo |ψk〉, onde por meio da
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relação de completeza definimos aik ≡ 〈ψk|φi〉 [92],

|φi〉 =
∑
k

aik|ψk〉. (B.3)

Segue que,

〈Ô〉 =
∑
i

ηi〈φi
∣∣∣Ô∣∣∣φi〉,

=
∑
i

ηi〈φi
∣∣∣IÔI∣∣∣φi〉,

=
∑
i

ηi〈φi|
(∑

k

|ψk〉〈φk|
)
Ô

(∑
k′

|ψk′〉〈φk′|
)
|φi〉,

=
∑
k,k′

∑
i

ηi〈φi|ψk〉〈ψk|Ô|ψk′〉〈ψk′ |φi〉,

=
∑
k,k′

∑
i

ηia
i∗
k a

i
k′〈ψk|Ô|ψk′〉. (B.4)

Vamos adotar que:

ηk,k′ =
∑
i

ηia
i∗
k a

i
k′ , (B.5)

assim obtemos o valor esperado:

〈Ô〉 =
∑
k,k′

ηk,k′〈ψk|Ô|ψk′〉. (B.6)

Então ηk,k′ são o elementos do operador densidade na base |ψk〉, desse modo, podemos

escrever

ηk,k′ = 〈ψk′|η̂|ψk〉. (B.7)

Portanto, denotamos o operador densidade em uma base arbitrária por

η̂ =
∑
k,k′

|ψk′〉ηk,k′〈ψk|, (B.8)

note que somente os elementos da diagonal principal, ou seja, ηk,k representam a probabili-

dade de o sistema assumir o estado |ψk〉, por sua vez os elementos fora da diagonal principal,

ηk,k′ , nos fornece a probabilidade do sistema mudar seu estado de |ψk〉 para |ψk′〉 [133]. En-

tretato, quando os estados |ψk〉 são ortonormais ηk,k′ = 0, neste caso podemos escrever η̂

como uma matriz diagonal [134].

η̂ =
∑
k

|ψk〉ηk,k〈ψk|. (B.9)



APÊNDICE C

O PRINCÍPIO VARIACIONAL

C.1 O princípio variacional

Em mecânica quântica, a principal tarefa é resolver a equação de Schrödinger, no entanto,

a equação C.1 só tem solução exata para alguns poucos casos particulares.

Ĥψ = Eψ, (C.1)

Então como proceder nos casos em que não é possível obter uma solução exata? podemos

usar o princípio variacional.

C.1.1 Aproximação da função de onda

Para obter uma solução para equação de Schrödinger vamos aproximar a função de onda por

uma forma que seja mais conveniente de lidar matematicamente. Façamos:

ψ ≈ φ. (C.2)

Na maioria dos casos, nós estamos interessados no estado fundamental do sistema, que

denotaremos por ψGS, com energia,EGS, Os estados excitados do sistema serão denotados
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por {ψ1, ψ2, · · · } com energias correspondentes {E1, E2, · · · }. Vejamos, a seguir, como obter

a aproximação para ψGS. A menos que tivéssemos muita sorte, a função de onda aproximada

φ não será mais um autovalor do operador hamiltoniano, Ĥ. A qualidade da aproximação é

avaliada com base em quão próximo o valor esperado de Ĥ para φ dado por:

Ẽ =
〈φ|Ĥ|φ〉
〈φ|φ〉

, (C.3)

está do autovalor da energia real, EGS. Assumindo que os autoestados de Ĥ formam uma

base completa, podemos expandir qualquer função de onda em termos deles. Essa observação

também se aplica à nossa aproximação, φ. Temos, então, a seguinte expansão:

|φ〉 =
∑
n

cn|φn〉, (C.4)

onde cn são os coeficientes da expansão.

Consideraremos que os auto estados {|φn〉} são ortonormais, sem perda de generali-

dade, visto que qualquer conjunto completo de autoestados pode ser construído para ser

ortonormal. Então, a seguinte propriedade é satisfeita:

〈φn|φm〉 = δn,m. (C.5)

Além disso, façamos uma suposição adicional de que os autovalores, {En} são rotulados

em ordem crescente,

EGS ≤ E1 ≤ E2 ≤ · · · (C.6)

ou seja, a menor energia possível está associada ao estado fundamental. Brevemente prova-

remos isso.

Substituindo a equação C.4 na equação C.3, obtemos o seguinte:

Ẽ =
〈φ|Ĥ|φ〉
〈φ|φ〉

,

=

∑
n,m c

∗
ncm〈φn|Ĥ|φm〉∑

n,m c
∗
ncm〈φn|φm〉

, (C.7)

=

∑
n,m c

∗
ncmEn〈φn|φm〉∑

n,m c
∗
ncm〈φn|φm〉

,

=

∑
n |cn|2En∑
n |cn|2

, (C.8)
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As duas últimas igualdades são resultado do fato de que{|φni〉} são autoestados de Ĥ e

da ortonormalidade, como declarados na equação C.5. Se substituirmos agora todos os En

na equação C.8 com EGS, temos:

Ẽ =

∑
n |cn|2En∑
n |cn|2

≥
∑

n |cn|2EGS∑
n |cn|2

= EGS (C.9)

aqui utilizamos a equação C.6. Chegamos assim ao resultado central que torna o princípio

variacional possível e prático: qualquer aproximação à função de onda do estado fundamental

produzirá um valor esperado do hamiltoniano que é maior ou igual à energia do estado

fundamental. A igualdade é satisfeita apenas no caso em que a função de onda aproximada

φGS é igual a função de onda do estado fundamental ψGS [95].

Teorema variacional aplicado a equação de Schrödinger

Teorema 3. Para qualquer estado dinâmico |ψ〉 caracterizado por Ĥ, o valor médio da sua

energia será igual ou maior do que a energia do estado fundamental EGS [111].

Prova: Considerando um sistema discreto em que o valor médio do Hamiltoniano seja

dado por,

E[ψ] =
〈ψ|Ĥ|ψ〉
〈ψ|ψ〉

, (C.10)

onde Ĥ = E[ψ] e 〈ψ|ψ〉 = 1.

Façamos a seguinte variação |ψ〉 7→ |ψ + δψ〉, e a respectiva mudança no funcional

E 7→ E + δE. Usando o método variacional linear, temos:

E + δE =
〈ψ + δψ|Ĥ|ψ + δψ〉
〈ψ + δψ|ψ + δψ〉

,

=
〈ψ|Ĥ|ψ〉+ 〈δψ|Ĥ|ψ〉+ 〈ψ|Ĥ|δψ〉
〈ψ|ψ〉+ 〈δψ|ψ〉+ 〈ψ|δψ〉

, (C.11)

ou seja,

δE =
〈ψ|Ĥ|ψ〉+ 〈δψ|Ĥ|ψ〉+ 〈ψ|Ĥ|δψ〉 − E〈ψ|ψ〉 − E〈δψ|ψ〉 − E〈ψ|δψ〉

〈ψ|ψ〉+ 〈δψ|ψ〉+ 〈ψ|δψ〉
,

=
〈δψ|Ĥ − E + ∗|ψ〉

〈ψ|ψ〉+ 〈δψ|ψ〉+ 〈ψ|δψ〉
, (C.12)
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onde * é o complexo conjugado.

Na condição de extremo, δE = 0, temos:

〈δψ|Ĥ − E|ψ〉 = 0, (C.13)

como |δψ〉 é arbitrário, podemos assumir que:

(Ĥ − E)|ψ〉 = 0, (C.14)

que é a equação de Schrödinger.

Escrevendo essa mesma equação para um estado |ψα〉, temos:

Ĥ|ψα〉 = E|ψα〉, (C.15)

supondo que 〈ψα|ψα〉 = 1.

Vamos expandir qualquer vetor |ψ〉 em termos dos vetores da base:

|ψ〉 =
∑
α

Cα|ψα〉, (C.16)

com isso, podemos reescrever a equação C.10 da seguinte forma:

E[ψ] = 〈ψ|Ĥ|ψ〉,

=
∑
α,β

C∗αCβ〈ψα|Ĥ|ψβ〉,

=
∑
α,β

C∗αCβEβ〈ψα|ψβ〉,

=
∑
α

Eα|Cα|2. (C.17)

Por fim, como EGS ≤ Eα, então:

EGS =
∑

0

Eα|C0|2 ≤
∑
α

Eα|Cα|2 = E[ψ],

EGS ≤ E[ψ]. (C.18)

C.1.2 Variação linear e multiplicadores de Lagrange

Uma classe muito importante de métodos de estrutura eletrônica tem origem variacional. Es-

ses métodos fazem o pressuposto inicial de que a forma aproximada é uma soma de funções
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que satisfazem propriedades intuitivas e faz uma variação sobre os coeficientes da expansão

[96]. Vamos supor que a função de onda aproximada para um dado sistema possa ser expan-

dida em termos de um conjunto particular de orbitais. Entretanto não podemos trabalhar

com um número infinito de orbitais, para isso, nós truncaremos a soma e apenas considere

os primeiros N termos:

φ(~x) =
N∑
i=1

ciχi(~x). (C.19)

Para um certo k, gostaríamos que a expansão da equação C.19 satisfizesse a condição

de minimização, ou seja,
∂

∂c∗k

〈φ|Ĥ|φ〉
〈φ|φ〉

= 0. (C.20)

Além disso, exigimos que a função de onda aproximada permaneça normalizada

〈φ|φ〉 = 1. (C.21)

o que nos permite reescrever a equação C.20 como:

∂

∂c∗k
〈φ|Ĥ|φ〉 = 0. (C.22)

Podemos, de fato, satisfazer tanto a equação C.20 quanto a equação C.22 introduzindo

uma nova quantidade

κ = 〈φ|Ĥ|φ〉 − λ(〈φ|φ〉 − 1) (C.23)

e estendendo a propriedade de minimização para incluir o parâmetro extra λ,

∂κ

∂c∗k
=
∂κ

∂λ
= 0. (C.24)

Inserindo a equação C.23 na equação C.24 imediatamente produz:

〈φ|φ〉 − 1 = 0 (C.25)

e prova que minimizar κ em relação a todos os parâmetros envolvidos satisfaz ambas as

condições que estávamos com o objetivo de satisfazer. Este método de introdução de novas

variáveis no problema é frequentemente usado em mecânica quântica [94]. Podemos intro-

duzir tantas variáveis no problema quanto existem restrições. Essas variáveis são chamadas

de multiplicadores de Lagrange. Esses que são introduzidos como parâmetros arbitrários
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inicialmente, mas adiante vamos ver que eles podem corresponder a quantidades físicas sig-

nificativas [135].

Agora, inserindo a expansão da equação C.19 na equação C.22, obtemos:

∂

∂c∗k

[〈∑
i

ciχi|Ĥ|
∑
j

cjχj

〉
− λ

(〈∑
i

ciχi|
∑
j

cjχj

〉
− 1

)]

=
∂

∂c∗k

∑
i,j

c∗i cj[〈χi|Ĥ|χj〉 − λ〈χi|χj〉]

=
∑
j

cj[〈χk|Ĥ|χj〉 − λ〈χk|χj〉] = 0 (C.26)

rearranjando a equação C.26, temos:∑
j

cj〈χk|Ĥ|χj〉 = λ
∑
j

cj〈χk|χj〉, (C.27)

que reconhecemos como uma equação de autovalor generalizada

H̃ · C̃ = λ · S̃ · C̃, (C.28)

onde H̃ e S̃ são as representações matriciais dos operadores hamiltonianos e de sobreposição,

respectivamente, e seus elementos são definidos por

Hnm = 〈χn|Ĥ|χm〉,

Snm = 〈χn|χm〉 (C.29)

o λ na equação C.28 corresponde a uma matriz diagonal cujos os elementos na diagonal são

os autovalores.

Se usarmos as funções básicas N para expandir a função de teste φ, a equação C.28

fornece N autovalores. Mas a que os autovalores correspondem? Para vermos, somamos

ambos os lados da equação C.27 e isolamos λ:

λ =

∑
k,j c

∗
kcj〈χk|Ĥ|χj〉∑

k,j c
∗
kcj〈χk|χj〉

=
〈φ|Ĥ|φ〉
〈φ|φ〉

. (C.30)

A equação C.30 implica que cada um dos autovetores de N corresponde a uma série

de coeficientes da expansão que produzem diferentes φ′s e cada λ corresponde a um valor

esperado diferente. O autovetor correspondente ao menor autovalor produz o melhor φ

que, em si, é a aproximação mais próxima da energia do estado fundamental para o valor

aproximado na equação C.19 [90].
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