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RESUMO

O estudo de novas aplicagoes de materiais para construgao de dispositivos eletronicos é
importante para o avanco tecnologico. Espera-se que a juncao de materiais provoque mu-
dancas nas propriedades eletronicas em comparacao com as propriedades desses materiais
isolados. Logo, compreender as propriedades fisicas apés a jungao de materiais sao impor-
tantes para criacao de dispositivos cada vez menores e melhores. Neste trabalho, utilizando
calculos de primeiros principios, implementados com o formalismo da DFT, investigamos
as propriedades estruturais e eletronicas das heteroestruturas laterais (HSL) formadas pela
jungao de planos baseados em dichalcogenetos de metal de transi¢ao (TMDC). Mais especifi-
camente, construimos um canal semicondutor entre planos metalicos, unindo lateralmente os
planos de TMDC com as caracteristicas: semicondutoras e metalicas com interface zigueza-
gue, na seguinte ordenagao: metal-semicondutor-metal. Como resultado foi visto que todas
as HSL apresentam caracteristicas metalicas e que existe um actmulo de elétrons sobre os
canais metalicos formados pelos planos NBX, enquanto os canais semicondutores formados
pelos planos MoXs apresentam uma carga liquida positiva. Além disso, aparecem barreiras

retificadoras de Schottky em todas as heterojuncoes.

Palavras-chave: Heteroestrutura lateral, TMDC, barreira de Schottky, DFT.
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ABSTRACT

The study of new applications of materials for the construction of electronic devices
is important for technological advancement. A junction between materials is expected to
cause changes in electronic properties compared to the properties of those materials used.
Therefore, understanding how properties after joining materials is important for the creation
of increasingly smaller and better devices. In this work, using calculations of the first princi-
ples, implemented with DF'T formalism, investigated how structural and electronic properties
of lateral heterostructures (HSL) formed by the joining of plans based on transition metal
dichhalcogenides (TMDC). Specifically, build a channel semiconductor between metallic pla-
nes, joining laterally the TMDC planes with the following resources: semiconductors and
metals with a zigzag interface, following the following order: metal-semiconductor-metal. As
the result was seen as all HSL presents metallic resources and that there is an accumulation of
electrons on the metallic channels formed by the NBX, plans while the semiconductor chan-
nels formed by the MoX, plans have a positive net charge. In addition, Schottky rectifying

barriers appear in all heterojunctions.

Keywords: Lateral heterostructure, TMDC, Schottky barrier, DF'T.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Nanotecnologia

O fisico Richard Feynman®, em 1959, durante uma palestra intitulada - “There is plenty
of room at the Bottom” (em uma tradugao livre, “H4 mais espagos 14 embaixo”), sugeriu
ser possivel a manipulagao de atomos na escala nanométrica, ou seja, um bilionésimo do
metro (x107?m) [1]. Conforme os seus trabalhos, nao existia nenhum obstaculo teérico para
construgao de nanodispositivos [2]. Surge, entao, a ideia de nanotecnologia. No entanto, o
termo nanotecnologia surgiu posteriormente, em 1974, através do professor da universidade
de ciéncias de Toquio, Norio Taniguchi [3].

Por defini¢ao, nanotecnologia é a pesquisa e o desenvolvimento de tecnologia na escala

de comprimento de 1 - 100 nanémetros que busca fornecer um entendimento fundamental

!Fisico estadunidense, Richard Phillips Feynman nasceu na cidade de Nova Iorque no ano de 1918.
Destacou-se na fisica como um dos pioneiros da eletrodindmica quéantica, no qual o desenvolvimento dessa
teoria lhe agraciou com o prémio Nobel de fisica de 1965. Foi professor da Universidade de Cornell e
posteriormente do Instituto de Tecnologia da Califérnia o que lhe rendeu suas duas obras primas: Feynman
Lectures on Physics e Quantum electrodynamics. Sua bela carreira académica foi encerrada quando morreu

no ano de 1988 na cidade de Los Angeles [1].)



1. Introducio 2

dos materiais na escala de atomos ou moléculas [4]. Contudo, durante muito tempo a
nanotecnologia era apenas uma ciéncia conceitual, pois era invisivel a tecnologia da época
[5]. Para destingir entre o mundo visivel e invisivel vamos usar um referencial fisico - o limite
de difragdo de Abbe (ver figura 1.1), neste limiar a menor distancia perceptivel visualmente

entre dois pontos, d, é dada por

A

T 2. s’

d (1.1)

onde n-sin f é a abertura numérica da objetiva. O que justifica o fato do mundo nanométrico
permanecer imaculado perante a 6ptica classica é que o limite da resolugao dos microscopios
Opticos situam-se em torno de \/2, ou seja, metade do comprimento de onda da luz incidente.
Logo um microscopio 6ptico é incapaz de visualizar objetos na escala nano. Todavia esse
limite foi extrapolado no ano de 1981 quando Binnig e Rohrer? criaram o microscopio de
tunelamento (Scanning Tunneling Microscope, ou simplesmente, STM), este que é capaz
de visualizar estruturas nanométricas, possibilitando trazer o estudo da nanotecnologia do

mundo conceitual para uma realidade factivel.

Figura 1.1: Representagao pictérica da escala de comprimento, com énfase ao limite de difracao de
Abbe, onde os objetos mais & direita encontram-se na escala nanométrica. Fonte: figura adaptada

do artigo: How the optical microscope became a nanoscope [6]
LIMITE DE DIFRACAO DE ABBE (0.2 pm)

Formiga Cabelo Célula Bactéria Mitocondria

0675

Virus Proteina Molécula pequena

a

| | |
1mm 100pm 10pm Tum

Quando Feynmann imaginou que todos os volumes da grandiosa enciclopédia britanica
poderiam ser escritos, através de microscopios eletronicos, em um espaco tao diminuto quanto
a cabega de um alfinete, isso parecia ser algo impossivel, ou, pelo menos, impraticavel. En-
tretanto, nas ultimas décadas a nanotecnologia tem sido um dos principais ramos da ciéncia
e tecnologia fazendo notéveis progressos |7], permeando em todas as areas de nossas vidas,

tais como: agricultura, producao de energia, militar, ciéncia de materiais, ciéncia ambiental e

2A criacdo desse microscopio redeu para Gerd Binnig e Heinrich Roher o Nobel de fisica de 1986.



1. Introdugdo 3

medicina [8, 9]. Até a data, os cientistas podem manipular &tomos ou moléculas com grande
precisao como pode ser visto na figura 1.2. As estimativas do impacto econémico global da
nanotecnologia nos proximos dez anos ultrapassam 1 trilhao de doélares e estao aumentando
[10], com o avango em pesquisas, impulsionadas por financiamentos continuos, espera-se que
ela proporcione inovagoes para sociedade, como o desenvolvimento de métodos para fabricar
novos produtos e equipamentos com melhor desempenho para que possa substituir a geragao

atual [11].

Figura 1.2: Foto feita por Don Eigler e Erhard Schweizer no Almaden Research Center da IBM
em 1989, quando manipularam 35 atomos de xenonio individuais para soletrar o logotipo da IBM,
para demonstrar a capacidade de manipular com precisao atomos deu origem ao uso aplicado da
nanotecnologia. Fonte: foto cortesia da IBM.
DD DD H &
e e 4
M DbHH O 6 6
Y H H 7
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1.2 Materiais Bidimensionais

Os materiais bidimensionais (2D) vem atraindo muita atengao desde o ano de 2004 quando
o grupo de Novoselov e Geim?® conseguiram esfoliar através de um método razoavelmente
simples, porém bem engenhoso, conhecido como o método de esfoliacao mecéanica as camadas
de grafite até chegar em uma estrutura de camada tnica - o grafeno [12], representado na
figura 1.3. Ao analisar o grafeno notou-se que ¢ um material puramente bidimensional
que tem propriedades fascinantes, tais como: eletronicas, térmicas, dpticas e mecanicas

[13]. Desde entdo, o grafeno tem sido explorado em uma ampla gama de aplicagoes, como

3Com o isolamento do grafeno, os russos Konstantin S. Novoselov e Andre K. Geim foram laureados com
o Nobel de fisica de 2010, curiosamente dez anos antes Geim ganhou o Ig Nobel, por usar campos magnéticos

para viabilizar a levitacdo de um sapo.
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optoeletronica, spintronica, sensores, supercapacitores e assim por diante [14], entretanto
como o grafeno nao possui um gap de banda isso restringi suas aplica¢oes em nanodispositivos

eletronicos e optoeletronicos [15, 16].

Figura 1.3: Representacao de uma monocamada de grafeno, onde temos: uma vista superior na
figura a; uma vista lateral de uma super célula 10 x 10 na figura b e uma vista na perspectiva do

plano na figura c. Fonte: propria.

Apos o notoério sucesso do grafeno, o uso da técnica de exfoliagdo mecénica foi expandido
para outros materiais que tem sua estrutura empilhada como grafite e podem ser esfoliados
da fase em camadas (que é frequentemente chamada pelo termo em inglés bulk) até uma
monocamada [17]. Contudo, os estudos envolvendo o grafeno estao longe de terminar, como,
por exemplo, no trabalho que mostra que a bicamada de grafeno torna-se um supercondutor
ao ser rotacionada por um certo “angulo méagico” [18]. Com o passar dos anos surgiram novas
técnicas de obtencao de materiais bidimensionais e, consequentemente, surgiram também
uma grande variedade de outros materiais bidimensionais [19]. Alguns desses ganharam
destaque nos tltimos anos, sao eles: o nitreto de boro hexagonal (hBN) [20], os materiais do
grupo IVA e VA: siliceno [21], arseneno, antimoneno [22], estaneno, germaneno, bismuteno
[23], os dicalcogenetos de metais de transi¢ao (TMDCs), entre outros. Em particular, a
grande familia dos TMDCs, exibem propriedades exéticas, especialmente um gap de banda

ajustéavel, sugerindo possiveis aplicagoes em futuros dispositivos eletronicos e optoeletronicos
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[24, 25]. Na figura 1.4 temos uma visao geral dos materiais bidimensionais.

Figura 1.4: Uma visao geral dos materiais bidimensionais e das previsoes de propriedades para esses
materiais 2D. Fonte: figura extraida do artigo: Computational design and property predictions for

two-dimensional nanostructures [13].
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1.3 Dichalogenetos de Metais de Transicao - TMDCs

Os dichalogenetos de metais de transigao (do inglés, transition-metal dichalcogenides -
TMDCs), sao materiais utilizados a bastante tempo como lubrificantes solidos, algumas
amostras de dissulfeto de molibdénio (MoS,) datam de mais de 2,9 bilhoes de anos [26]. As-
sim como o grafite esse material é disposto em camadas, ou planos de van der Waals 15, 19].
Devido a essa caracteristica, apds a obtencao do grafeno, esses materiais sofreram um renas-
cimento, abrindo uma nova e empolgante fisica de materiais bidimensionais. Os TMDCs,
também sao chamados de materiais maravilha ou grafenos de ultima geracao [25]. Na figura
1.5 vemos os elementos que compoem os TMDCs com énfase nos metais de transi¢ao e nos

trés elementos de calcogénio, esses elementos sao os componentes dos 40 TMDCs diferentes
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27].

Figura 1.5: Representagao da tabela periddica de elementos com énfase aos metais de transicao e os
calcogénios. Fonte: figura extraida do artigo: Review Article: Progress in fabrication of transition

metal dichalcogenides heterostructure systems [27].
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O que chamamos de monocamadas de TMDCs tipicas, consistem em trés planos ato-
micos em que temos um plano do metal de transicao sanduichado entre dois planos de cal-
cogénios. Esses podem ser representadas pela formula genérica MX,, onde o M representa
um metal de transigao e o X representa um calcogénio [14, 28-30|. Apesar da estrutura bas-
tante semelhante, os TMDCs mostram uma grande variedade de propriedades eletronicas,
das quais, vao de isolantes, semicondutores, supercondutores a metais [13, 31-33|.

A fase adotada por cada TMDCs depende do nimero de elétrons na camada d dos metais
de transicao e do tamanho relativo dos atomos. Geralmente esses materiais sao encontrados
em trés polimorfos rotulados de 1T, 2H e 3R, onde o ntimero representa a quantidade de
camadas na célula unitaria e as letras indicam a simetria: trigonal, hexagonal e romboé-
drica, respectivamente [34-38|. Entretanto, neste trabalho, focaremos nos TMDCs que, na
sua fase bulk, cristalizam no tipo 2H tem a rede de Bravais pertencente ao grupo espacial
P63/mmc (Dg, grupo nao simétrico) que tem o formato hexagonal [39]. A célula unitéaria
é caracterizada pelos parametros de rede a (constante de rede no plano) e ¢ (constante de

rede fora do plano) e pelos vetores da base:

—.,01; as = (0,0,c), (1.2)
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esta célula unitaria contém 6 atomos, onde os dois atomos de M estao localizados nas posigoes
de Wyckoff 2¢ e quatro atomos de X nas posi¢coes Wyckoff 4f. Com o parametro interno z,
as posigoes, expressas em coordenadas fracionarias, sdo £(1/3,2/3,1/4) para os atomos
de M e £(2/3,1/3,2 — z) para os atomos de X [40]. Para a monocamada, a simetria de
inversdo é interrompida, neste caso o grupo espacial serd o P6m2 (D3, grupo simétrico) o
mesmo acontece quando temos um numero impar de camadas. Consequentemente, podemos
retornar a configuragao de camada dupla quando temos um ntmero par de camadas. Esta
célula unitaria contém 3 atomos, onde os dois atomos de M estao localizados nas posigoes de
Wyckoff 7a e quatro atomos de X nas posigoes Wyckoff 2e [41, 42]. Pode-se ver claramente

tais diferencas nas Figura 1.6.

Figura 1.6: Representacao das células unitarias do dissulfeto de Molibdénio, onde temos: uma vista
superior vélida para ambas as fases 1H-MoSs e 2H-MoSo na figura a; uma vista lateral da fase

1H-MoSy e 2H-MoSs nas figuras b e c, respectivamente. Fonte: propria.
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Um bom material para exemplificar as mudancas que ocorrem nas propriedades quando
mudamos o nimero de camadas é o dissulfeto de molibdénio (MoS,). Esse material se-
micondutor, quando disposto em monocamada, apresenta na sua estrutura de bandas um
gap direto, enquanto para as configuracoes de mais de uma camada o gap passa a ser indi-
reto [16, 35, 41, 42|. Podemos ver tais mudancas na Figura 1.7. Entretanto, voltaremos a

comentar sobre esse assunto posteriormente.
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Figura 1.7: Estrutura de banda calculada para fase bulk (esquerda), bicamada (meio) e monocamada
(direita) de MoS2 em pontos de alta simetria na zona de Brillouin. Fonte: figura adaptada do
artigo: A Comparative Study of Electronic Properties of Bulk MoS2 and Its Monolayer Using DFT

Technique: Application of Mechanical Strain on MoS2 Monolayer [16].
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Como ja mencionado, os TMDCs podem ter as mais variadas propriedades propriedades
eletronicas. Um exemplo tipico de um TMDC metélico é o dissulfeto de niobio (NbS;), este
que possui caracteristicas como supercondutividade [43], bem como propriedades opticas [44]
e magnéticas particulares [45]. Devido as caracteristicas eletronicas, esse material pode ser

usado como contato do eletrodo em dispositivos eletronicos [46].

A coordenagao dos TMDCs, em uma simplificagao, pode ser entendida da seguinte
maneira, os atomos de metal fornecem quatro elétrons para preencher os estados de ligacao
das TMDCs, de modo que os estados de oxidag¢ao dos atomos de metal (M) e de calcogénio
(X) sdo +4 e —2, respectivamente [47-49]. Onde essa auséncia de ligagoes pendentes torna

as estruturas bidimensionais muito estéveis |25, 28].
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1.3.1 Heteroestruturas Laterais

Diferentes materiais bidimensionais podem ser combinados para formar heteroestruturas
(HSs), estas sao classificadas como: do tipo vertical ou do tipo lateral. As HS verticais sao
de longe o tipo mais estudado, essas sao formadas por planos bidimensionais interagindo
entre si via for¢a de van der Waals. No entanto, o ntimero de estudos experimentais e teori-
cos com heteroestruturas laterais (HSL) vem crescendo fortemente devido ao surgimento e
aprimoramento das técnicas experimentais, tais como: esfoliagdo mecanica [29] e decompo-
si¢ao de vapor quimico (CVD)?, e as propriedades fisicas intrigantes apresentadas por esses
materiais.

A vantagem de construirmos as HSL ¢é a criagdo de uma heterojungao, esta que nada
mais é que uma borda unidimensional. Na qual podemos analisar o que ocorre com as pro-
priedades dos materiais ao serem unidos, e, principalmente, o que acontece nesta interface.
As HSL sao consideradas importantes blocos de construgao para varios dispositivos como
transistores, células solares, LEDs, dispositivos de armazenamento, fotodetectores, células
de combustivel, dispositivos fotocataliticos e sensores, entre outros |11, 60-64]. Atualmente,
existem experimentos bem sucedidos de heterojunc¢oes de grafeno-hBN, grafeno-TMDCs,
hBN-TMDCs e diferentes combinagoes de TMDC-TMDC. Dentre elas, temos as heterojun-
¢oes: semicondutor /semicondutor e metal/semicondutor [52, 56, 65-76]. As HSL baseadas

em semicondutor/semicondutor sdo o tipo mais estudado. Entretanto as HSL baseadas em

1A técnica de decomposicio de vapor quimico (do inglés, Chemical Vapor Deposition - CVD) pode ser
classificada como crescimentos em uma etapa, duas etapas ou multiplas etapas, onde os reagentes da fase de
vapor sao gerados por fontes solidas de evaporagao térmica, geralmente pos [50]. Um processo CVD em uma
etapa usa de modulagao in situ dos reagentes da fase de vapor durante o crescimento, alterando o precursor
do calcogénio apenas uma vez no meio da execugdo do crescimento [33, 51|, todavia, este é um processo
auto-montado em que ¢é dificil controlar a forma e o tamanho da interface [52]. J4 em uma CVD de duas
etapas envolve a sintese de uma TMDC, seguida pelo crescimento epitaxial da segunda fora das bordas do
primeiro crescimento [53, 54]. A vantagem desse processo é o maior controle da decomposicao, permitindo a
criagdo de interfaces maiores e mais nitidas, evitando, assim, a contaminagao cruzada [43]. Por fim, a CVD
de varias etapas geralmente consiste em modular a fonte de vapor quimico sequencialmente, para crescer
miltiplos HSs bloco a bloco [24]. Uma caracteristica bastante evidente das técnicas CVD é a formagao de

heterotriangulos, compostos por uma TMDC central e um anel triangular externo de outra TMDC[55-59)].
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metal /semicondutor estdo despertando o interesse da comunidade cientifica, principalmente
no que se trata as propriedades eletronicas [43, 50, 77-80]. Contudo, apesar das melhorias na
obtengao experimental de bordas cada vez mais limpas, o uso de simula¢oes computacionais

¢ imprescindivel para predigdo das propriedades de interesse fisico [81-84].

1.4 Motivacao

A motivagao para esse trabalho surgiu a partir da leitura de diversos artigos, dentre eles o
artigo intitulado: Lateral chemical bonding in two-dimensional transition-metal dichalcoge-
nide metal/semiconductor heterostructures [43|, onde ha o estudo de algumas propriedades
eletronicas de planos de materiais com caracteristicas metalicas (FeSy,VSy e NiSy) unidos

lateralmente a planos com caracteristicas semicondutoras (CrSs, MoSs e WS;).

Figura 1.8: Representacao esquemética da heteroestrutura lateral metal-semicondutor. Fonte: fi-
gura extraida do artigo: Lateral chemical bonding in two-dimensional transition-metal dichalcogenide

metal/semiconductor heterostructures [43].
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TWO-DIMENSIONAL TMDC HETEROJUNCTION

Motivado pelos fatos das heterojungoes de TMDC-TMDC, a principio, poderem ter
varios tipos de interfaces, tais como: ziguezague (ZZ) e armchair (AR) [85], e ser formadas
pelos mais diversos materiais. Neste trabalho procuramos construir varias HSL, de tal forma
a juntar materiais baseadas em TMDC com caracteristicas metalicas (NbXy, X = S, Se, Te)

e semicondutoras (MoXy, X = S, Se, Te), o que pode ser visto nas referéncias: |27, 86, 87/,
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com a ordenacao metal-semicondutor-metal, construindo, assim, um canal semicondutor
entre planos metalicos, com a interface ziguezague. Com o intuito de analisar os resultados
obtidos para as propriedades estruturais e eletronicas das HSL e comparar os resultados

encontrados para as monocamadas isoladas.

Escopo do trabalho

Este trabalho foi organizado da seguinte maneira: No capitulo 2 apresentamos a fundamen-
tagao tedrica para realizacao desse estudo, tais como: sistemas multieletronicos, a teoria do
funcional da densidade e conceitos bésicos da fisica do estado solido. No capitulo 3 mostra-
mos os resultados obtidos para as propriedades eletronicas das monocamadas 1H-MX, (M
= Mo, Nb; X = S, Se ou Te) em forma de figuras e tabelas. Em seguida, no capitulo 4 mos-
tramos os resultados obtidos para as propriedades eletronicas das heteroestruturas laterais
NbXy-MoXs-NbX, (X = S, Se ou Te), unidas com a borda ziguezague, em forma de figuras
e tabelas. Por fim, no capitulo 5 apresentamos as conclusoes sobre esse trabalho bem como

as perspectivas de trabalhos futuros.



CAPITULO 2

FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Sistemas Multieletrénicos

A descricao dos sistemas de muitos corpos foi objeto de estudo de renomados cientistas du-
rante o século XX. Compreender tais sistemas esta diretamente relacionado ao entendimento
da estrutura da matéria e de como ela se comporta. Tal conhecimento possibilita extrair
beneficios para o avango cientifico-tecnologico [88, 89]. Para estudarmos teoricamente esses
tipos de sistemas, dada as suas dimensoes, usamos do formalismo da mecanica quantica e os
conhecimentos em eletromagnetismo, na busca de compreender as propriedades de moléculas
e solidos, estabelecer tendéncias, identificar padroes e explicar a natureza da interacao entre
corpos. A grande tarefa a ser vencida é resolver a equagao de Schrédinger para um sistema
multieletronico. Contudo, solugoes analiticas da equagao de Schrodinger s6 sao possiveis
para alguns sistemas muito simples, tais como, o atomo de hidrogénio e o oscilador harmo-
nico, pois na maioria dos casos temos sistemas que envolvem muitos corpos interagentes, o
que consequentemente requer o uso de hamiltonianos complicados [90]. Além disso, solu-
¢oes numéricas s6 podem ser encontradas para um pequeno nimero de atomos e moléculas
[91, 92]. Dito isso, devemos buscar maneiras alternativas de contornar esse problema, dentre

elas temos a teoria do funcional da densidade.
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2.1.1 A Equacgao de Schrodinger

Em 1926, o fisico Erwin Schrédinger! desenvolveu uma equacao de onda, inspirado pela
tese de de Broglie e na teoria de Hamilton-Jacobi, que ao aplicada ao modelo do d&tomo
de hidrogénio, era capaz de encontrar os mesmos valores para energia que eram medidos
experimentalmente, retomando o fato da energia ser quantizada. Essa celebre equagao,
intitulada pela comunidade cientifica como a equacao de Schrodinger é a base das teorias

que calculam a energia de atomos, moléculas e sélidos [94].

Quando tratamos de uma tunica particula de massa m que esta sujeita a um potencial

V(F’)7 que independe do tempo, podemos escrever a equagao de Schrédinger como:

Hy () = EY(7), (2.1)

onde H = —%Vz + V(F) é o operador Hamiltoniano e E é a energia da particula. Com isso,

basta conhecer a func¢do de onda 1 (7) para determinar as propriedades de interesse fisico.

O hamiltoniano de muitos corpos

Muitas propriedades dos atomos, moléculas e sélidos podem ser entendidas determinando as

autofungoes do hamiltoniano de muitos corpos,

H=T+V. (2.2)
Para a escala de energia relevante de tais sistemas estamos interessados nas contribuigoes
de energia devido a dois tipos de particulas: elétrons e niicleos. Com isso, temos trés tipos
diferentes de interagao entre essas particulas que contribuem para o termo do potencial v,

sao elas:

e Nicleo-niicleo: nicleos sao tomados como particulas classicas que interagem através
de forcas coulombianas. Esta contribuicao é bastante dificil de calcular para um soélido,

mas ha uma maneira conveniente de lidar com isso, chamada soma de Eward.

'Fisico austriaco, Erwin Schrédinger (1887-1961) foi agraciado, junto ao fisico inglés Paul Dirac, com o
Prémio Nobel de Fisica de 1933, por seu trabalho de 1926, no qual propds a equagao que ganhou seu nome

para a descrigdo da dinAmica das particulas quanticas [93].
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e Nicleo-elétron: trata-se de uma interacao coulombiana envolvendo um elétron por vez,
os elétrons, neste caso, sao considerados particulas quanticas e, portanto, essa interacao
se comporta como um potencial externo de um tinico corpo atuando sobre os elétrons.
Na pratica, esta parte é cuidada por pseudopotenciais convenientes, substituindo os

verdadeiros potenciais dos ntcleos.

e Elétron-elétron: esta é novamente uma interacao coulombiana envolvendo pares de
elétrons. Essa parte do hamiltoniano é o que torna o problema de muitos corpos tao
dificil, na maioria dos casos é impossivel de ser resolvido. Adiante veremos o porque

de tal dificuldade.

Quase todos os métodos de célculos da estrutura eletrénica recorrem a aproximagoes
que simplificam a interagao elétron-elétron. A qualidade do célculo especifico usado para um
sistema depende de quao bem essa aproximacao é escolhida. Em teoria, o termo da energia
cinética é a soma das energias cinéticas de elétrons e nucleos. No entanto, como os ntcleos
sao varias dezenas de milhares de vezes mais pesados que os elétrons, sua contribuicao para
energia cinética é negligenciada. Isso é a chamada aproximagao de Born-Oppenheimer (BO)
- ver apéndice A. A luz da BO, apenas os elétrons tém um identidade quéntica no problema
em questao. Assim, além de um termo constante trazido pela interacao coulombiana entre

os nucleos, as autofungdes do hamiltoniano dependem apenas das variaveis eletronicas [95].

Antes de escrever o hamiltoniano de muitos corpos, vamos nos lembrar do caso de um
unico elétron sujeito a um potencial coulombiano, isto é, o caso do atomo de hidrogénio. O

hamiltoniano, neste caso, assume a forma simples,

R hZ 2 1

2m, Areyr’

onde m, é a massa do elétron, ¢, ¢ a constante dielétrica no vacuo e r = || é o comprimento
do vetor posi¢ao, com origem no nucleo, visto que trata-se de um problema de forga central
do qual o centro de massa praticamente coincide com a posicao do niicleo. As autofungoes
da equagao de Schrodinger

Ho(F) = Ev(7), (2.4)

em coordenadas esféricas, tem a forma separével bem conhecida
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onde a parte radial é dada pelos polindmios de Laguerre e a parte angulares (para qualquer
potencial esfericamente simétrico) por harmonicos esféricos. Cada situacao é designada por
trés nimeros quanticos n, 1 e m. Voltaremos ao problema do atomo de um elétron quando
estivermos lidando com os pseudopotenciais.

Agora, se tomarmos o sistema descrito acima e adicionarmos um elétron, como no atomo
de hélio, um novo termo surge no hamiltoniano, que é o termo de interagao entre os elétrons.

Teremos o seguinte

- h? Ze? (1 1 2 1
AL = 5 (V4 V8) — o (o D) oot (20)

2, A7e, o dmey |7 — 72|

onde ha uma nova variavel de posicao diferente por elétron, 7; e Z = 2 (ntimero atémico). O
altimo termo da equagao 2.6 é o ingrediente crucial que introduz complica¢oes no problema
pelo acoplamento das variaveis eletronicas. Se este termo estivesse ausente, cada um dos
elétrons se moveria independentemente, como se o outro nao existisse, a funcao de onda
seria separavel em 7] e 75 e 0 espectro de energia seria idéntico ao do problema de particula
tnica. Entretanto, esse acoplamento tem uma dependéncia complicada de ambas as variaveis
simultaneamente. A funcao de onda completa, claro, contém também as coordenadas de

spins, que deve ser antissimétrica sob a troca de variaveis:
Y(F01,T202) = —p(202,7101) (2.7)

No formalismo de Hamilton, a parte do spin e a parte espacial das fungoes de onda
podem ser separadas e os graus de liberdade de spin sao adicionados externamente de acordo
com o principio de Pauli. Assim, estaremos preocupados (pelo menos inicialmente) com a

parte espacial do que se segue.

Em seguida, vamos generalizar isso para um sistema com N, elétrons e N,, nicleos.

72 Ne ) o2 Ne Np Ne
[ X i Dy

I |7ﬂZ i j#i

1 AR
#3237 2
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os indices 7 e j percorrem os graus de liberdade eletronicos e I e J percorrem sobre os
nucleos. O hamiltoniano de muitos corpos, visto na equagao 2.8 é uma extensao direta do
hamiltoniano de Hélio da equagao 2.6. No entanto, alguns pontos devem receber atencao

durante a transicao:

e Os nucleos nao tem necessariamente o mesmo Z;
e Todas as interacoes coulombianas tem somas duplas sobre diferentes componentes;

e Na soma interna dos dois tltimos termos, os termos i = j (I = J) devem ser excluidos
para que os elétrons (ntcleos) nao interajam com eles mesmos. Isso ndao é necessério

para a interagao elétron-ntucleo (segundo termo da equagao 2.8);

e O fator % no terceiro e quarto termos (interacao elétron-elétron e nicleo-nicleo) deve
ser incluido para evitar a dupla contagem de termos. Novamente, isso nao é necessario

para o segundo termo, pois as duas entidades sao diferentes.

Embora o hamiltoniano de muitos corpos na equagao 2.8 parece muito simples, sua
solugao exata é uma tarefa impossivel para sistemas com mais de alguns elétrons. Para
solucionar isso varios métodos foram desenvolvidos. Dentre eles temos: os baseados explici-
tamente em funcao de onda: a teoria de Hartree-Fock, teoria da perturbacao, e os baseados
em densidade: aproximagao de Thomas-Fermi e a teoria do funcional da densidade (DFT)

[96].

Unidades atémicas

Enquanto escreviamos o hamiltoniano de muitos corpos na equacao 2.8, empregamos as
unidades do SI. Como resultado disso, cada termo inclui certas combinacoes incomodas das
constantes fundamentais (h,m,e e €y). Além de fazer com que a expressao parega cheia e
dificil de lidar, as unidades de energia (J) e comprimento (m) do SI sdo inadequadas quando
lidamos com sistemas atomicos. Um sistema de unidades mais natural a ser empregado a
esse problema sao as unidades atdomicas. Nesse sistema de unidades, a energia ¢ medida
em Hartree, esta que seria a energia do estado fundamental do atomo de hidrogénio e o

comprimento como uma parcela do raio de Bohr, este que nada mais é que o raio médio
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associado a orbita do estado fundamental do atomo de hidrogénio [92]:

h? e? Amegh?
En = 3 = ’ a’O =
meas — 4meg

(2.9)

mee2

Para ver como as unidades atdémicas simplificam o hamiltoniano eletrénico, vamos co-

mecar com a equagao 2.3 e reescalonar todas as coordenadas por ap, ou seja, 7 —> a’"—o

2
Note que isto tem efeito de reescalonamento do operador laplaciano, VZ — %. Logo o
0
hamiltoniano torna-se:
IA{ _ h2 - 72? 62 1 1
2meag 47T60 ap T
Eyn 1/ag
B h? 1 QM
N a2 2 " Afeh? Meag ©
1 1
=Ey —=Vi-2). 2.10
u - 57 f) (2.10)

Nos agora redimensionamos o hamiltoniano por Ey, ou seja, H — % Porém como
a escolha dos simbolos é arbitraria, nos é permitido suprimir o~ Assim, temos o seguinte
hamiltoniano simplificado.

. 1 1
H=—--Vi-— 2.11
Vi (2.11)

Os comprimento sio medidos em raio de Bohr (1B = 0,529 A) e energias em Hartree (1Ha
= 27,211 eV). A operagao de reescalonamento descrita acima é equivalente a configuragao
h=m, =e=1/4meyg = 1. Repetindo o mesmo procedimento para o hamiltoniano de muitos

corpos, temos
. 1 Qe
R ES R

Discutiremos nas segoes seguintes o método utilizado para a realizacao dessa pesquisar,

Nyn Np

VAR
DN M

|7“z i i I J#I

a saber, a teoria do funcional da densidade - DFT. Contudo vale salientar que existem
outros métodos capazes de resolver o o problema de muitos corpos interagentes regido pelo
hamiltoniano descrito na equagao 2.12. Escolhemos tratar nosso estudo com a DFT devido

a limitagoes de maquina e familiaridade com o método.
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2.2 Teoria do Funcional da Densidade - DFT

Para poder reproduzir os resultados experimentais e possuir poder preditivo, as simulagoes
computacionais devem basear-se nos principios primarios da mecéanica quantica, ou seja,
serem independentes de quaisquer parametros empiricos, dai o nome ab-initio, ou calculos de
primeiros principios. Entretanto, para sistema de muitos corpos interagentes, como ntcleos e
elétrons, a obtencao da solugao exata para a equacao de Schrodinger é uma tarefa impossivel.
Contudo existem abordagens que possibilitam estudar tais sistemas. Uma das abordagens
mais bem sucedida é a teoria do funcional da densidade [95]. A teoria do funcional da
densidade (do inglés, Density Functional Theory - dai a sigla DFT), reportada em meados
do século XX nos trabalhos de Walter Kohn e Pierre Hohenberg (1964) [97] ¢ Walter Kohn e
Lu Jeu Sham (1965) [98], posteriormente implementada computacionalmente por John Pople
[99], descreve os estados eletronicos de atomos, moléculas e solidos em termos da densidade
eletronica n(7) e de um potencial externo V.. (7) de um sistema de particulas interagentes
[91, 100, 101], com 3N dimensoes (se nao considerarmos o spin) e N, elétrons [88]. A
vantagem de usarmos a DFT aparece quando comparamos com outros métodos ab-initio e
semi-empiricos [89], como, por exemplo, o método Hartree-Fock-Roothaan [96], pois nela ha
um melhor equilibrio entre o custo computacional e a precisao dos resultados, coincidindo

com os resultados experimentais [102].

2.2.1 Densidade Eletronica

A unidade basica da DFT ¢ a densidade eletronica [103]. Por se tratar de uma grandeza
observavel a densidade eletronica pode ser medida experimentalmente através da técnica de
difracao de elétrons [89]. Para nosso tratamento teérico vamos utilizar dos conhecimentos
da mecénica quantica, no qual podemos escrever a funcao de onda associada a um tnico
elétron W (7, o) a partir da densidade eletronica n(7), visto que a probabilidade de encontrar

um elétron de spin arbitrério o em um ponto 7 qualquer dentro de um volume sera dada por

n(7) = e| (7, o) (2.13)

Nossa meta na teoria do funcional da densidade ¢ eliminar a fungao de onda escrevendo
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todos os termos que compoem a energia total do estado fundamental do sistema eletroénico
em termos da densidade. Isso é necessario para que possamos minimizar a energia eletronica
em relacao a densidade para obter a energia do estado fundamental e, consequentemente,
a densidade eletronica correspondente [104|. Como se sabe da mecénica quantica, uma vez
que a func¢ao de onda é obtida resolvendo o hamiltoniano, podemos determinar o observavel
correspondente a um determinado operador calculando o valor esperado desse operador [92].
Isso nos permite calcular separadamente os termos de energia correspondente aos operadores

potenciais a partir do hamiltoniano de muitos corpos.

ﬁe:T+‘7en+‘7ee

Ne Nn N. Ne
SN IS e e
? 1 jFi

Entretanto, vejamos uma definigao para a densidade eletrénica. Como ja enfatizamos
varias vezes, resolver a equagao de Schrodinger para um sistema de muitas particulas para
encontrar a funcao de onda no estado fundamental e a energia correspondente nao é uma
tarefa facil, mesmo para um sistema pequeno. Uma rota alternativa para solugao direta
da equagao de Schrodinger esta em mudar o foco do problema de W(7) para um observavel
fundamental do problema, a saber, a densidade eletronica n(7). Para um sistema desses, a
densidade, n(7), é encontrada calculando o valor esperado do operador densidade de particula

tnica para a fungao de onda de varios corpos (ver apéndice B).
N
= 6(F—7), (2.15)
i=1
logo,
n(r) = (¥|A(7)[¥)
- Z/W—mwm,--- PR dy
_/|\I[(F7772, )| dTQdT?, d’T‘N+/|QI ,FN)|2dF1dF3dFN+

_N/\\If NPy - dFy (2.16)

onde {7} é a variavel associada a cada um dos elétrons. Como esperado, assumindo que a

fungao de onda é normalizada para a unidade, integrar a densidade em todo o espago produz
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o numero de elétrons

/ din(7) = N.. (2.17)

2.2.2 Teoremas de Hohenberg-Kohn (HK) e as Equagoes de Kohn-
Sham (KS)

Como vimos na se¢ao anterior, podemos escrever a energia de um sistema multieletronico
em termo da densidade eletronica. A DFT esta apoiada sobre dois teoremas propostos em
1964 por Hohenberg e Kohn em que é mostrado que a energia do estado fundamental pode
ser escrita como um funcional que depende unicamente da densidade eletronica do sistema
de multieletronico [97]. Essa formulagao pode ser estendida a qualquer sistema de particulas
interagentes sujeitas a um potencial externo V,,;. Considerando um caso particular no qual o
os nucleos sao fixos e um conjunto de NN, elétrons submetidos a esse potencial. O hamiltoniano

em unidades atomicas associado a esse sistema pode ser escrito como:
- 1
H=-2-) Vi+) V, 2.18
2; l ; wl) Z|7ﬂz_7ﬂj| ( )

Teoremas de Hohenberg e Kohn (HK)

No Physical Review reportado em 1964 com o titulo: Imhomogeneous Electron Gas, Pierre
Hohenberg e Walter Kohn enunciaram e provaram os teoremas que constituem a base da
DFT. Vejamos a seguir esses dois teoremas e suas respectivas provas para um sistema com

N, elétrons.

Teorema 1. Para qualquer sistema de particulas interagentes sujeitas a um potencial ex-
terno Ve (7), esse potencial externo é determinado univocamente pela densidade do estado

fundamental no(7) do sistema, a menos de uma constante.

Colorario 1. Como o hamiltoniano € inteiramente determinado, exceto por uma constante,
as funcoes de onda para todos os estados podem ser encontradas, tanto para o estado fun-
damental quanto para os estados excitados. Logo, todas as propriedades do sistema sao

determinadas a partir da densidade eletronica do estado fundamental 1.
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Prova: Seja 1 a fungao de onda associada ao estado fundamental do sistema de par-
ticulas interagentes, caracterizado pelo Hamiltoniano H=T-+ \A/Z-m + \A/m, observe que
denotamos por V;m a interacao elétron-elétron, V. e Vext a interagao elétron-ntcleo, Ven

Suponhamos que o existam dois potenciais externos yu )( r) e AN ( ), que diferem entre si

ext ext
por mais que um termo constante e que estejam ligados a mesma densidade eletronica 1y(7)
(daqui em diante sempre que trata-se da densidade do estado fundamental vamos denotar
por 1(7)).

Associados a esses potenciais podemos escrever os Hamiltonianos H e H® como:

HY T(F) + th(F)
H = T(7) + Vi () +

V) (7) + Enn, (2.19)
V(7 + Enn. (2.20)

Vamos definir U(V) e U2 as funcdes de onda para esses Hamiltonianos, cuja as energias sao
EMW e E? respectivamente. B, assumindo que ¥ ndo é a funcdo de onda da ny(7) para

HW | podemos escrever:
D — <qj(1)‘ﬁ[(1)|\p(1)> < <q,<2>,g<1)‘q,<2>>‘ (2.21)

Isso implica que, se nao ha degenerescéncia no estado fundamental, nao existe autoe-
nergia de H® menor que £V, para quaisquer autoestado que nao seja ¥, Vamos usar o

seguinte truque matematico.

<qj(2)|g(1)‘qj(2)> - <\p(2)’f{(1) + H® _ ﬁ[(2)’\p(2)>

< |H |q; > (U (2)|ﬁ(1)_ﬁ[(2)|\p(2)>

=594 [ 7060 - V0] m(rdr (222)
Que resulta no fato que
B0 < £+ [ [706) - V) miyar (2.23)

Facamos o mesmo tratamento para H®,

E® = (@@ 5@y < (¢ gy, (2.24)
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analogamente,

<\I;(1)|f](2)‘q,(1)> - <q;(1)’ﬁ(2) + HO _ f{(l)’\p(l)>

- <\p(1)’f[(1)|\p(1)> + <\p(1)’ﬁ(2) _ g(1>‘q,<1>>

=50+ [ [V - V]| mir (2:25)
por fim, obtemos:
E® < BV [ [V - V) miyar (226)

Ao somarmos as inequagoes 2.23 e 2.26, encontramos uma contradi¢ao:
EW 4+ E® <« EW 4 O (2.27)

o que leva a prova por reducao ao absurdo, com isso conclui-se que nao existe dois poten-
ciais, deferindo entre si por mais que um termo constante, que estejam associados a mesma
densidade eletronica no estado fundamental. Consequentemente, o potencial V.. (7) é de-
terminado univocamente pela 7y(7), a menos de uma constante. Além disso, conhecido
completamente o Hamiltoniano, podemos encontrar as fun¢oes de onda de todos os estados.
Logo, todas as propriedades do sistema sao determinadas a partir da densidade eletronica

do estado fundamental. l

Teorema 2. Pode-se definir um funcional universal para a energia E[n|] em termos da
densidade n(r) vdlido para qualquer potencial externo Ve (). Para um potencial externo
particular, a energia exata do estado fundamental Eo[n| é o minimo global deste funcional.
Portanto, a densidade que minimiza o funcional da energia, E[n], é justamente a densidade

no(7) ezata.

Colorario 2. O funcional E[n| sozinho € suficiente para determinar a energia do estado

fundamental e sua densidade.
Prova: Seja,
Eukln) = (IT + Vinr + Vear|0) = Tl] + Vine[n] + / Ve (P (1), (2.28)

onde 7n(7) é a densidade de um estado qualquer [¢)), ndo necessariamente essa densidade é

no(7). Ambas as notagdes serdo tteis para ocasioes distintas.
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A principio vamos reescrever a equagao 2.28 na forma:

Euxn] = @IT + Vi) + (@ Vear|), (2.29)
ou ainda, fazendo:
Fux[n) = (T + Vi) = Tn] + Vineln], (2.30)

onde Fyk[n] é um funcional universal véalido para qualquer sistema coulombiano. Teremos

a expressao para uma energia qualquer escrita como:
Enx[n) = Fux ) + (0 Veul®)) = Furln] + /dmxt(f’)n(f’)- (2.31)
Analogamente a equagao 2.31, para densidade do estado fundamental 74(7), teremos:

Enxlno] = Fuxlno) + (Wo|Veat[t0), (2.32)

onde 1)y é a funcao de onda que representa o estado fundamental.
Como ja é sabido do teorema 1, 1y determina o estado ¢y e 1 determina o estado 1,
como essas densidades sao estabelecidas fazendo o uso de algum potencial externo, podemos

aplicar o teorema variacional (para maiores detalhes veja o apéndice C), logo, segue que:

Enkto] < E[Y],
(ol T+ Vine 10) + (ol Vet t00) < (V1T + Vine ) + (4] Veae ),
FrcIno] + (€0l Veattho) < Frxc[n] + (|Vear00),
Enk[no] < Eln]. (2.33)

Portanto, o funcional da energia é minimo somente para densidade do estado fundamen-
tal, consequentemente podemos afirmar que E[ny] = Ey[no]. Além disso o funcional universal
da energia é suficiente para determinar a densidade eletronica e a energia do estado funda-

mental. B

Em sintese, esses teoremas afirmam que o estado fundamental pode ser obtidos a partir
da densidade correspondente ao mesmo estado fundamental, 79(7), e, com isso, é possivel, em
principio, calcular a fungao de onda correspondente ao estado fundamental g (7, 7o, - -+ , TN ).

Isso significa que ¥y é funcional de 79. Consequentemente, todos os observaveis no estado
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Figura 2.1: Representacao esquemética do teorema de Hohenberg-Kohn. As setas denotam a solugéao
usual da equagao de Schrodinger onde o potencial externo determina todos os estados do sistema,
inclusive o estado fundamental e sua densidade. A seta grande, rotulada com HK, indica o conteddo

do teorema de Hohenberg-Kohn, completando o ciclo. Fonte: adaptado de [103].

Vext () = Mo (7)
(] 1)

vi{7) = ({7}

fundamental também sao funcionais de 7. Se ¥y pode ser calculado a partir de 7y e vice-
versa, ambas as funcoes sao equivalentes e contém exatamente as mesmas informacgoes. Além
disso, a funcao de onda do estado fundamental ¢y deve nao apenas reproduzir a densidade do
estado fundamental, todavia deve também minimizar a energia levando a energia do estado

fundamental. Vemos isso esquematicamente na figura 2.1.

Entretanto até aqui nao conhecemos uma expressao que tornar possivel encontrar esse
funcional universal em termos da densidade eletronica do sistema de particulas interagentes.

Esse problema foi resolvido com o Ansatz de Kohn-Sham.

2.2.3 As Equacgoes de Kohn-Sham

Até aqui vimos que, utilizando os teoremas de HK minimizamos a energia total em rela-
¢ao a funcoes de onda, que a partir daqui a chamaremos de orbitais, com o propésito de
obter os orbitais que dao origem a energia do estado fundamental. Contudo nada foi dito
como encontrar o funcional universal em termo da densidade de um sistema de particulas
interagentes. A resposta para esse problema foi publicada por Walter Kohn e Lu Jeu Sham
em 1965 no seminal trabalho Self-Consistent Equations Including Exchange and Correlation
Effects, onde propuseram que a densidade eletréonica de um sistema de particulas intera-
gentes seria a mesma de um sistema de particulas nao interagentes, ou seja, deveria existir
um sistema auxiliar de elétrons nao interagentes sujeitos a um potencial efetivo (), cuja
densidade eletronica para o estado fundamental é igual a densidade eletronica do sistema
de particulas interagentes nas mesmas condigoes [98]. Essa sacada ficou conhecida como o

ansatz de Kohn-Sham. Com isso toda a dificuldade no tratamento da interacao entre as
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particulas ficam incorporadas no que chamamos de funcional de troca e correlagao.

A construcao desse sistema auxiliar é baseada em duas hipoteses: (I). A densidade
exata do estado fundamental também pode ser representada pela densidade referente ao
estado fundamental de um sistema auxiliar constituido de particulas ndo interagentes. (II).
O hamiltoniano associado ao sistema auxiliar é escolhido de maneira a ter um potencial local
efetivo V5 ;(7) agindo no elétron de spin o no ponto do espago descrito por 7 [101].

Diante dessas hipoteses, temos o seguinte hamiltoniano auxiliar:

Ne
Tis = ) U =T,(7) + VI (), (2.34)
i=1

ou ainda, ocultando, por conveniéncia, a notacao referente ao spin, temos:

Ne
Hys =Y HI =T.(7) + Vi (), (2.35)
=1
onde,
. 1
H = =5 Vi +0,(7) (2.36)

¢ o Hamiltoniano para cada elétron de Kohn-Sham independente. Até este ponto, a forma
de ‘A/s(f) ainda nao é especificada, contudo podemos escrever um potencial associado a cada

elétron independente, logo, vamos considerar que a expressao:
V() = ) 0s(7) = Ne (7). (2.37)

Para um sistema contendo N, elétrons nao interagentes (ou independentes) que obedece
ao hamiltoniano descrito na equagao 2.34, o estado fundamental tem um elétron em cada
um dos N orbitais ¢;(r) com o menor autoenergia descrita por ¢;. A densidade do sistema
auxiliar ¢ dada pela soma dos quadrado dos orbitais, ou seja,

Ne

n(® = n@o)y= > |67 (2.38)

o =1
Esses orbitais sao chamados de orbitais de Kohn-Sham e sao inicialmente completamente nao

especificados da mesma maneira que nos orbitais do determinante de Slater no formalismo

de Hartree-Fock [95]. A forma acima nao pode realmente ser considerada uma aproximagao.
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Simplesmente diz que, o sistema auxiliar de orbitais de particulas tnicas tém a mesma

densidade no estado fundamental do sistema real.

Entretanto, existem complicagoes para o termo da energia cinética. Devido o operador
de energia cinética conter uma derivada, nao ha como escrevé-lo em termos da densidade,
pois é impossivel coletar a funcao de onda e seu conjugado com uma tinica norma quadrada.
Contudo, a energia cinética do sistema de particulas independentes pode ser expressa da

seguinte forma:

T, =) (¢7ITul¢7),

o 1 o 2 o
:Z o3 _szi o3
=1

o

= P,

g

_ _%Zi/dﬂwg’(m?, (2.39)

ag
em que ¢ é a funcao de onda total do sistema auxiliar.
Entretanto, ao escrever a densidade como na equagao 2.38, isso sugere que reescrevamos
a energia cinética como a soma das energias cinéticas dos orbitais de Kohn-Sham. No entanto,
é claro que isso nao sera igual a energia cinética do sistema real de muitas particulas. Mais
um vez, expressamos a energia cinética como a energia cinética de particula tinica mais uma

COITecan
N,
1 = 2
T=-3 ;/drqﬁn(f’)v G (F) + AT (2.40)

Neste ponto, para reescrever o funcional de HK em termos da energia do sistema auxiliar,

Kohn e Sham definiram um funcional para a energia cinética do sistema auxiliar, e que

Euli] = 5 / dfdﬂ%, (2.41)

serd a energia que descreve as interagoes coulombianas do sistema auxiliar em funcao da
densidade (7).
Para escrevermos uma expressao para a energia de Kohn-Sham, ou seja, a associada ao

problema de muitos corpos nao interagentes, basta adicionarmos algumas corregoes para o
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termo de troca e correlacao.
Bxcslil = Tl + [ dVoas0(0) + Enln) + Bzl (2.42)

Vale salientar que neste momento V(") é o potencial externo devido aos nicleos e a
qualquer campo externo. Além disso, como mencionado anteriormente, todos os efeitos de
troca e correlagao sao combinados no termo da energia de troca e correlagao, F,.. Para
prosseguir vamos subtrair da expressao da energia para um sistema interegente obtida por
HK, dada na expressao 2.31, a expressao obtida por KS para um sistema nao interagente,

dada na expressao 2.42, temos:

Eurn — Exsn = Fuxn] — (Tsn] + Exn] + Ewcn]), (2.43)

como Eykln] = Exs[n], ja que para E,. perfeito ambos descrevem a energia do mesmo
sistema, segue-se que

0= Fukln] — (Tsln] + Enln] + Exc[n)), (2.44)

isolando o termo da energia de troca e correlacao, obtemos:

Eee[nl = Fuxn] — (Ts[n] + Eun)), (2.45)

ou ainda, explicitando os termos, temos
Ere[n] = Tn] + Vine[n] — (Tsln] + Enln)), (2.46)
Finalmente, reorganizando os termos da equacao 2.46

Baocln) = Zlnl — Tuln) + Vinaln] — Enfn] = AT + AEy, (2.47)

AT AEg

que é o funcional de troca-correlagao.

Podemos afirmar que E,. é funcional da densidade observando a equagao 2.47, pois os
entes que compoem o lado direito da equagao sao funcionais da densidade, n. Além disso,
a equacao 2.47 nos mostra que o funcional de troca e correlagao é justamente a diferenca

da energia cinética e o potencial interno? de um sistema de particulas interagentes, sistema

2 Note que quando tratamos da energia interna do sistema jai denotamos por E.. e Ey, ambos sdo

equivalentes.
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real, para um de particulas nao interagentes, ou, relembrando a nomenclatura, um sistema

auxiliar.

A solucao para esse sistema auxiliar pode ser encontrada minimizando o funcional da
energia, Egg, a respeito da densidade, n(7,0). Logo, aplicando o principio variacional,

temos:
Bis = s~ Y 2 o [arerwron) -1}, 2.1

onde €7 é um multiplicador de Lagrange, Fxgs é a energia minima e o termo entre chaves
é um vinculo a ser satisfeito - ver apéndice C. Além disso, também devemos impor que a

condi¢ao de ortonormalidade das func¢oes deve ser satisfeita, logo:
(@7 (P65 (7)) = 6,050 (2.49)

Conforme o teorema variacional, ao variarmos E[n], obedecendo o vinculo que a carga
total do sistema seja N,. Além disso, assim como a diferenciacao regular, podemos empregar

a regra da cadeia para as derivadas funcionais.
(SEKS [77] 5EKS a* o
R mEZ o{ Jarer oo -1},
(5E
¢fff -2 Z { ST / dFo] (7)o (7) - 1},
or
Mff {ZZ €76:300.0:95 ( >}

 6Eksl]
077

Agora, substituindo a forma explicita de KS:

— €7 (7). (2.50)

0Exs[n] _ 0Ty[n] L0
0077 (F)  0¢7(F) 007 (7)

usando a regra da cadeia no segundo termo do lado esquerdo da equacao 2.51, obtemos:

{ [ aVeutintsio) + Bali + Bulil} - €609, (250

0Eksn] _ 0T[n]

07" (1) 67 (r)
)

G

n(F, o)
3¢7*(7)

{ [ aVeutintso) + ulil + B} (). (2.52)
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Na condigao de extremo temos que:

5EKS[77]
=0 2.53
G (2.53)
o equivalente a escrever que,
0= 0T, [nl
507 (7)
0 oo m(r,o) .,
+ W{ /dmxt(””)ﬁ('f’a O-) + EH[U] + E:pc{n]} 5¢f*<7?) — € (252 (T_’J) (254)

Por sua vez, é conveniente, calcular os termos da energia cinética e da densidade sepa-

radamente, sao eles:

5Ts[77] 0’ 2| 10
50 (7) 5¢°’*F){ sz) PIViIei T”}

o j=1

sl 3T e o)
:-—ZZ/CF?Z: V267 (),
=——ZZ / A5, 1000 (7 — 7 V2 (),

0']1

= Z Z / di'S; 65,0V 207 (),
o' j=1

1 /
= —5 V207 (). (2.55)

glgkg‘ M*F){ZZW )

o =1
e {ZZWMW}
¢O’*
D 3) ks
o/ =1

—Zzawéam (7,

= o7 (1), (2.56)
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respectivamente.

Substituindo as equagoes 2.55 e 2.56 na equagao 2.54, obtemos:

L 240 0 T P)n(F, o (7
—59600) + 5 [ V) + Bl + Bl o 3
— €97 (r) =0, (2.57)

podemos entrar com a derivada funcional da seguinte forma

0 T m)n(r, o Euln] Ere[n] o7
577 o) /d“‘fext(%( )t 5ot 577(7?70)}@( )

— () = 0, (2.58)

1 2 100>
~570(7) + {

por fim,

Enln] | Eulnl
on(r, o) * on(r, o)

Identificando os termos e reescrevendo a equacao 2.59 de uma maneira mais enxuta,

5T+ { Vo) + bor—aqor. (2s)

ocultando a notacao referente ao spin, segue-se que

_l 2 (7 = EH[”] Exc[n] :| () — e (T
V2% >+{vemt<4)+5n(m)+5n(m) 6:(7) = e6u() (2.60)
N VH Vacc P
V:;f

A equagao 2.60 é de fato um sistema de equagoes, que quando resolvido simultaneamente
representa o sistema de muitas particulas em termos de orbitais de particula tnica. Cada

uma dessas equagoes se assemelha a equagao de Schrodinger.

I:—TKSQ%(T_’) = €;¢;(7) (2.61)
[Ts + Veff]@(F) = Ei(bi(F) (2-62)

com a importante diferenca que V,¢¢, que definimos como a soma dos termos Vi, V. e
V.zt, depende da densidade e indiretamente dos orbitais. Como resultado, temos a situagao
incomum de que qualquer mudanca nos orbitais afeta também o potencial do qual eles
dependem. Essa caracteristica de ovo ou galinha é resolvida resolvendo o sistema de equagoes

de KS de maneira auto-consistente. Isso esta esquematizado na figura 2.2.
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Figura 2.2: Representagao esquematica do ansatz de Kohn-Sham. A notacao HKy indica o teorema
de Hohenberg-Kohn aplicado ao problema nao interagente. As setas rotuladas com KS fornece a

conexao entre ambos os sistemas de muitos corpos nao interagente. Fonte: adaptado de [103].

5 HK N N HKO .
Vext(T) = UG I N =  Vs(¥)
(] f — U 1)

{7 = ({7} Yizin, @ =— (D

Solucao autoconsistente da equacao de Kohn-Sham

As equacoes de Kohn-Sham tém a forma de uma equacao de Schrodinger de particulas
tnicas, com a diferenga de que o potencial operador potencial, que produz os orbitais que
determinam a densidade, depende da propria densidade. O sistema Kohn-Sham deve entao
ser resolvido de forma autoconsistente. Isso significa que, tendo como entrada uma densidade
inicial, uma nova densidade é encontrada. Essa nova densidade é entao alimentada no sistema

de equagoes que produz uma densidade de saida e assim por diante [103].

Figura 2.3: Representacao esquemética do algoritmo auto-consistente usado para a obtencdo das
equagoes de Kohn-Sham, bem como os observéveis fisicos resultantes de sua resolugao. Fonte: figura
adaptada do artigo: octopus: a tool for the application of time-dependent density functional theory

[105].

'@, n* (@

Calcular o potencial efetivo Né&o

5 () = Vere ) + Vy[n] + V&', '] Autoconsistente? |

Resolver as equagoes de KS

1
= SV VG @]9 @ = e @)

Observaveis:

Energia, forca, autovalores ...

Calcular a densidade eletronica

HOED WG,
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Entretanto, essa abordagem simplista geralmente resulta em més propriedades de con-
vergéncia, mas é primordial para entedermos a esséncia da DFT. Na pratica existem algumas
escolhas ha serem feitas em um célculo de Kohn-Sham, como podemos ver na figura 2.4. O
tratamento pode ser nao relativista (baseado na equacao de Schrodinger), escalar relativista
(usando o operador de energia cinética relativistica e outras corregoes relativisticas simples,
mas sem acoplamento de spin-6rbita) ou relativistico (usando a equagao de Dirac, que inclui
também acoplamento spin-6rbita). Os elétrons do nucleo podem ser tratados explicitamente
ou incorporados, juntamente com V,,;, em um pseudopotencial. O potencial Hartree pode
ser obtido integrando a densidade de carga ou resolvendo a equacgao diferencial de Poisson.
Além disso, existem muitas opg¢oes para o potencial V., como a aproximagao do gradiente
generalizado que veremos a seguir. Os autovalores podem ser considerados meros multiplica-
dores de Lagrange ou interpretados como aproximacoes de ordem zero ao espectro de energia
real. As autofuncoes podem ser igualmente consideradas como fungoes auxiliares geradoras
da densidade ou interpretadas como aproximagoes de ordem zero as funcoes de onda de
quase particulas. A solucao da equagao KS pode prosseguir em uma rede numérica ou pela
expansao das autofuncoes nas fungoes de base. Existem muitos tipos de fung¢oes de base
adequadas [106]. Para cada novo problema, uma combinagao adequada de escolhas deve ser
feita, e todas as possibilidades continuam a ser futeis e a serem ativamente exploradas em

fisica e quimica. Contudo, nos contentaremos apenas com esse breve comentario.

Figura 2.4: Representagdo esquematica do algoritmo auto-consistente usado para a obtengao das
equagoes de Kohn-Sham, bem como os observéveis fisicos resultantes de sua resolugao. Fonte: figura

adaptada do artigo: A bird’s-eye view of density-functional theory [106].
L(SDA

Pseudopotencial Integral eq. GGA Multiplicador de
nuclear. Poisson. Hibrido Lagrange.
MetaGGA.

1
=3 V2 Ve (1) + Vg (1) + Ve )| b () = nch ()

Base de mistura:
Energia cinética GTO/ STO/ PW/
ndo relativistica. LAPW...
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2.2.4 Funcional de troca-correlacao

Podemos dizer que até aqui a DFT é uma técnica de primeiros principios. Entretanto para
encontrarmos o potencial efetivo V.;(7) é necessario conhecermos o funcional de troca-
correlacao, e este nao possui uma forma explicitada. Entao é necessario fazer uma escolha
a priori desse funcional de troca-correlacao, F,.. Para isso existem algumas aproximagoes,
dentre elas a aproximacao do gradiente generalizado (do inglés, Generalization Gradient
Aprozimation - GGA).

A GGA foi reportada no ano de 1996 por John P. Perdew, Kieron Burke, Matthias
Ernzerhof no arigo intitulado: Generalized Gradient Approximation Made Simple [107], e
¢ usada quando a densidade do sistema nao ¢ uniforme, com isso uma aproximacao da
densidade local (do inglés, Local Density Aproximation - LDA) ou até mesmo a LSDA,
nao seriam suficiente para descrever bem o sistema. Em sistema reais é justamente isso
que ocorre. Com isso, para conhecermos a densidade em um ponto 7 podemos fazer uma

expansao generalizada da densidade em termos do gradiente conforme veremos a seguir:

ESS ", '] = / Foeln (7), n*(7), V' (7), V(7)) dF, (2.63)

onde n' e n* sdao as densidades de elétrons com spin up e down, respectivamente?.

Podemos dividir as parcelas de troca e correlagao da seguinte maneira:
EgCA "t = EFA T nt] + ESCA T 0, (2.64)

onde
ESGA ] = EESPAR 4 = 3 / Fulso )t (7)dF, (2.65)

sendo s, uma medida que descreve a inomogeidade do sistema eletronico.

A parametrizagao mais conhecida para essa aproximacao é a PBE, que recebe essa sigla

em homenagem a seus desenvolvedores, sao eles: Perdew, Burke e Ernzerhof. Nesta, a

fPBE
T

funcao f, = é obtida de forma nao-empirica.

PBE(Q) | 4o " 2.66
FIPE(S) =14 = (2.66)

3 Adiante usamos a notacdo para os spins « e 3, para os spins up e down, respectivamente
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onde .
1G]
2kpn(7)’

kp = (3nn(7))3,
sendo que os valores dos parametros sao x = 0,804 e p = 0,21951.

J& o funcional de correlagao pode ser escrito como:

I U / (62“”"(7“5,4)+HPBE(7“S,CJ5))77(WF» (2.67)

onde

representa a polarizacao relativa dos spins;

R\ ]
EGLYG)

¢ o gradiente adimensional da densidade eletronica;

1

00 = 5|+ 07 + - 0]

é o fator de escala dos spins;

¢ o numero de onda de Thomas-Fermi;

H"PE(rg, ¢ ts) = 7¢°(¢) In

1+ At?
1+ étQ + A
v \1+ At2 + A2t

é uma funcao de corre¢ao para o gradiente da densidade, sendo

o 58

que contém os parametros 5=0,066725 e y=0,031091, todos em unidades atomicas de Har-

tree.
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2.3 Conceitos Fundamentais de Estado Sélido

2.3.1 Periodicidade e cristais

Um sistema periédico é um sistema de infinitos pontos dispostos de maneira organizada
em todo o espago, constituindo o que chamamos de rede de Bravais. Uma rede desse tipo é
formada por vetores nao coplanares, onde qualquer ponto da rede parecem ser exatamente os
mesmos ao ser visto de qualquer outro ponto pertencente a rede [108]. Dentre esses pontos,
podemos separar um conjunto minimo para formar um sélido geométrico que se repete
periodicamente no espaco. Logo, podemos, entao, definir o que chamamos de cristal, como
repeticoes periddicas de um conjunto de nticleos no espago, e € completamente especificado
pela posigoes dos niicleos, conhecidas como a base em uma célula unitéria e o vetor translagao

correspondente [109]. Vemos representado na figura 2.5 um rede bidimensional.

Figura 2.5: Representacao de uma rede bidimensional, com énfase nos vetores primitivos e no vetor

translagao R. Fonte: propria.

Podemos escrever um vetor translagao geral para uma rede periédica da seguinte forma

R=> mnd; m€Z e icly, (2.68)
para uma rede tridimensional a equagao 2.68, torna-se:
é = nﬁl + TLQCYQ + ngag, (269)

onde os vetores a@; sao os chamados vetores primitivos.

Além disso, podemos definir melhor o conceito de célula unitaria como sendo a uma

parcela que através da repeticao de operacoes de translagao cabiveis preencher todo o espaco.
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Quando essa célula é o paralelepipedo, definido pelos vetores d@;, com o menor volume, ela

receberd o nome de célula primitiva. Neste caso podemos expressar o volume como:
QC = |61 . 62 X 63| (270)

A forma mais comum de determinar a célula primitiva é através da distancia média
de um elemento qualquer, posicionado no centro da célula, até seus primeiros vizinhos. O
volume definido dessa forma é o que chamados de célula de Wigner-Seitz, representada na
figura 2.6. A base associada a célula primitiva é chamada de base primitiva, e esta tem

menos quantidade de dtomos de todas as bases [109].

Figura 2.6: Representagao da célula de Wigner-Seitz, onde podemos ver os planos seccionando os

primeiros vizinhos. Fonte: proépria.

Espaco reciproco

Os solidos sao obviamente materiais finitos com superficies limitantes. No entanto, para fins
praticos, os tratamos como sistemas infinitos que satisfazem condi¢oes de contorno especifi-

cas, que impoem periodicidade em todas as trés dimensoes,
U(F) = U(F+ Nidy) = V(7 + Nady) = V(7 + Nids) (2.71)

onde NN; é o nimero de células unitarias em cada uma das trés dire¢oes ao longo dos vetores da
rede, além disso, sdo todos nimeros inteiros da ordem de N'/3, sendo o produto N = N; N, N
o numero total de células primitivas no cristal. Tais condi¢oes de contorno sao referidos como

condigoes de contorno de Born-von Karman [95]. Generalizando essa condigao, temos

(7 + N;@;) = (7)), i€ Zy (2.72)
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A periodicidade de longo alcance descrita acima nao é o tnico tipo de periodicidade
que temos em um cristal. O cristal tem outra simetria em escala muito menor, a saber, os
vetores de rede. Qualquer funcao definida para um cristal, como a densidade eletronica, esta
fadada a ser periddica, repetindo-se com os mesmos vetores de translagao que aqueles que

abrangem a rede [108]. Portanto,

f(7) = f(F+ R) (2.73)

onde R = ni1dy + neds + n3ds é o nosso conhecido, vetor translacao.

Tais fungoes periddicas se prestam facilmente a transformadas de Fourier. Sob certas
condigoes, torna-se mais vantajoso lidar com as componentes de Fourier de tais sistemas, em
vez de lidar com eles no espago real [109]. A transformada de Fourier é convencionalmente

definida como:

fk) = / .de(fF) exp (ik - 7) (2.74)

Qe

onde 2. é o volume do cristal. As condi¢oes de Born-von Karman estabelecem restri¢coes no
vetor de onda permitido, E, que podemos usar ao determinar as componentes de Fourier.
Isto pode ser facilmente visto adicionando um vetor translagao, N;a; para 7 na equagao 2.71
e fazendo uso da equacgao 2.74,

£ = 07! / AFF (7 + Nydy) exp [if - (F + Nydiy)]

c

= O exp ik - (N1d@1)] / dFf (7) exp (ik - 7) (2.75)

(&

comparando as equagoes 2.74 e 2.75, vemos que exp [zlg - (N1dy1)] = 1. O mesmo argumento
pode ser aplicado aos vetores de rede restantes, produzindo a seguinte restricao dos vetores

de onda, -

- 2mn;
k-d = :
)

N;

n; = O, ]_, 27 cet Ni—l (276)

Temos, portanto, a situacao familiar de que a periodicidade faz com que os vetores de
ondas sejam quantizados. Em seguida, fazemos uso da periodicidade na escala dos paréa-

metros de rede. Para uma funcao ter esse tipo de periodicidade, a equagao 2.74 pode ser



2. Fundamentagdo Teodrica 38

reescrita como

) =Sz / AFF[7+ B(ny,mo, ns)| exp {ik - [F+ B(ny, na, ns)]}

cel

= N TT S e - (naio / A7 f () exp (iF - 7)

cel
:N;}Zexp {ik - [F+ R(ny,ny,ns)| YO} / d7'f (7) exp (ik - 7) (2.77)
n; chl

onde fizemos uso do fato de que a integral sob o volume do cristal pode ser dividida em

integrais de cristais idénticos. Considerando uma das somas sobre {n;}:

N;—1 B 1 B eQ‘/rr]r\r},L:Ni
Z (eikﬁi)ni = T %mm; m; € Z (278)
n,‘=0 1 — € Ny

da equagao 2.71 e o uso de uma série geométrica a equacao 2.78 zera para todos os termos
exceto quando

Fii—1 = f a; = 2mm; m € 7. (2.79)

Assim, a periodicidade nesta pequena escala implica uma nova regra para os nimeros
de onda permitidos, k. O espaco estendido pelo conjunto discreto permitido {lg} que satisfaz
a equagao 2.78 é chamada de rede reciproca. Eles sao referidos como uma rede porque, assim
como os vetores da rede, eles definem um conjunto regular de &tomos com uma periodicidade

bem definida, vemos uma representacao dessa nova rede na figura 2.7.

Figura 2.7: Representacao da rede reciproca com énfase nos vetores que a constituem. Fonte:

propria.
°
°
[ ] _).
ﬁ
b, * G
\ L
— e
b, *
°
°

Qualquer ponto na rede reciproca pode ser expresso em termos de um conjunto minimo de

-

k's que sao definido por
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Um ponto arbitrario na rede é entao dado por

C_j(ml, mao, m3) = mlgl + mQZ;Q + m353, (281)
que pode ser expresso pelo conjunto de vetores da rede reciproca em termos dos vetores da
base, tal que

é = Zmll;;, m; € 7 e 1€ Z+. (282)

Precisamos determinar os vetores k, para isso vamos determinar os eixos da rede reci-
proca. Uma rede reciproca associada a rede Bravais pode ser definida por um conjunto de

vetores {G}, que satisfazem a condicao
G-@=2mm; mEZL e i€l (2.83)

onde os G sao os vetores de translagao da rede reciproca. Uma maneira de satisfazer a

equacao 2.80 é construir os E;s tal que obedecem

- a; X ag

b; =27 (2.84)

—

a; - (a; x day)
note que, o termo no denominador ¢ numericamente igual ao volume da célula unitaria no

espago real. Explicitando, vamos escrever os vetores da rede reciproca como:

- 62X63 - 63)(671 - 61><C?2

by = 2r—————; by = 2m—————; by =2m————. (2-85)
ai - as X as ai - ag X as ai - ag X as

Agora, por sua vez, é possivel reescrever a equagao 2.74 para validar {G} como definido

na equacao 2.81, temos:

cel

F&) = NATI S0 | ar (@ esp i)
=} /Q dFf (7) exp (iG - 7), (2.86)

note que, na passagem da primeira para segunda linha da equacao 2.86 usamos o fato que
IL an — N1y X Ny X N3 = Ngg.

Dessa equagao, percebe-se facilmente que hé certa periodicidade também no espaco
reciproco, ou seja,

— —

fa=f(G) = f(G+mb) (2.87)
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assim, analogo a rede de Bravais, também podemos construir a célula unitaria da rede
reciproca. Onde o equivalente a célula de Wigner-Seitz é a primeira zona de Brillouin (ZB),
representada na figura 2.8. Essa célula unitaria ja é amplamente usada na literatura e
¢ definida pela area cercada pelos planos que sao bissectores perpendiculares dos vetores

desde a origem até os pontos da rede reciproca.

Figura 2.8: Representagao da primeira zona de Brillouin em uma rede bidimensional. Fonte: propria.

°
°
L4 o
L4 °
° . °
L s
° : °
¢\’ o
[ J \‘./ PY
b °
o °
°
°

Os pontos k localizados na superficie da primeira zona de Brillouin devem satisfazer a con-
digao de Bragg [109]
k= (k+G)% (2.88)

como G é o vetor de translagao arbitrario da rede reciproca, os vetores k e k' sdo equivalentes
quando

K =k+G. (2.89)

Segue-se a igualdade

— exp (ik - R). (2.90)
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para todo R e N; inteiro. O que mostra que kek+G sio equivalentes e produzem os

mesmos caracteres. E, substituido a equagao 2.87 em 2.72, encontramos que
Uo(F+ Nidy) = exp (iN,G - @)U (),  i=1,2,3, (2.91)
consequéncia do fato ja mostrado que
exp (iN;G - @) =1, i=1,23, (2.92)
quando G tem a forma da equacao 2.81 é necessario que
exp (2miNV;a;) = 1, 1=1,2,3, (2.93)

consequentemente, obtemos os vetores de onda de Bloch permitidos:
G=> b, meL (2.94)

Da equagao 2.94 vemos que o volume da primeira zona de Brillouin é justamente o

volume do paralelepipedo de aresta l;z /N;:

= 61 52 53 1- - - (271')3
G -— (N2 X N3) Nbl (bQ X bg) N ( 95)

2.3.2 Expansao em onda planas

Anteriormente, chegamos ao sistema de equagoes de KS, que precisa ser resolvido de forma

autoconsistente. Em notacao abreviada, o sistema KS pode ser escrita como

[T+ Versli(P) = ai(P), (2.96)
onde T} é a energia cinética de cada particula, V.;s ¢ o potencial efetivo que contém as partes
externa, Hartree e troca e correlagao e ¢; e ¢; sao os orbitais e autovalores de KS, respec-
tivamente. Assim como no sistema de equacoes de HF, é muito dificil, se ndo impossivel,
resolver a equagao acima no espaco real. Em vez disso, um método viavel é expandir cada
um dos orbitais de KS em uma base adequada, convertendo a equagao do espaco real vista
na equacao 2.96 em uma equagao matricial no espago dos coeficientes [89]. Visto que uma

matriz é muito mais facil de resolver do que uma equacao do espaco real.
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Uma expansao em ondas planas dos orbitais de KS pode ser alcancada da seguinte

maneira:

), (2.97)

q

@i () = Zq; ci@% exp (iq-7r) = Z Ci g

onde ¢; 7 sao os coeficientes da expansao e a constante de normalizagao \/iﬁ é escolhida de

modo a satisfazer a definicao de delta de Kronecker:
— 1 - ) — - —
(dq) = ol drexp (—iq - 7)exp (i 7) = 0z (2.98)
Para converter a equagao 2.96 em uma equacgao matricial, inserimos a equagao 2.97 na
equacao 2.96, e multiplicamos pela esquerda por (¢'| e integramos no espago real

> (@ Hepsl iz =€ Y (7| ciq = €icig (2.99)

— —

q q

Podemos escrever na seguinte forma:
HC = ¢C (2.100)

onde H é o hamiltoniano na representagao matricial e C' é um vetor dos coeficientes. Na
representacao de ondas planas, o termo da energia cinética assume a forma diagonal extre-

mamente simples:

L1 1
(@] =5V°12) = Sla0zq- (2.101)

Para a parte potencial do hamiltoniano efetivo, a transformada de Fourier é a maneira
natural de proceder, pois a base da onda plana é essencialmente o mesmo objeto que as

exponenciais usadas ao anotar as transformadas de operadores de Fourier.

O potencial efetivo, V. s, tem a periodicidade da rede e, portanto, os inicos componentes
permitidos de Fourier sao aqueles com os vetores de onda do espago reciproco do cristal.

Temos assim,

—

Vers(7) = Z Ve (Gr) exp (iGoy - 1), (2.102)

onde,

. 1 .
Vigs(Gu) = [ Vasstiyexp (<iG- 1, (2.103)
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e o indice m foi anexado ao vetor do espaco reciproco para facilitar a soma. Se agora

inserimos a equacao 2.103 na equacao 2.99, temos:

(@ WVersl@) = Y (@ |Vers (G| @) exp (iGrn - 7) (2.104)

= Vi (Gu)oy s, (2.105)

Assim, os elementos da matriz do potencial efetivo sao diferentes de zero para os vetores
de onda que diferem por um vetor da rede reciproca. Para mudar completamente para a
representacao em termos de ém, nos fazemos as defini¢oes ¢ = k+ G, e q = kE+ G
Escrito dessa forma, ¢ e ¢ diferem manisfestamente por um vetor da rede reciproca. A soma
sobre ¢ na equacao 2.99 é entao convertida em uma soma sobre m. Entao, para um dado E,

a equacao do tipo Schrodinger é dada por:

kE+ Gl Horelk+ G )eim = €Cim. 2.106
ff b b

De acordo com o teorema de Bloch, a dependéncia de k na equacao 2.106 pode ser

incorporada ao hamiltoniano do sistema:

S Hurin(B)cim (k) = €i(k)eim(E), (2.107)
onde,
a1 o . ~
Hopn (k) = 51k + Gl + Ve (G = Gwr), (2.108)

como o hamiltoniano agora é rotulado por E, os coeficientes e energias também sao rotulados
por k. Como visto na equacao 2.108, o potencial efetivo depende da diferenca entre dois
vetores da rede reciproca. Isto segue diretamente da presenca da delta de Kronecker em
sua definicao na equacao 2.105. Em seguida, vejamos a representacao em ondas planas para

cada termo da energia total (que sera util mais tarde) e o potencial, um por um.
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Termo de Hartree em ondas planas

Para encontrar a representacao de Fourier do termo de Hartree, comecamos expandindo as

duas densidades na defini¢do como uma soma de Fourier [95], temos:

RIGUGE _ (P G i
//d ol Z//d R

GG
. . ezGu _ e—iGu
G 0
- . piGutin) _ o—iG(u—in) |
_ WQZn(G)n(—G) lim. = 0 (2.109)
G
=210 n(@n(=G), (2.110)
G

onde um regulador foi empregado para obter a integral complexa*. Uma simplificacao final
vem do fato de que n(7) = n(—v7). Isso reflete nas componentes de Fourier de 1 da seguinte

maneira;:

0@ = n(G)e . (2.111)

40 calculo na integra para o termo de Hartree em ondas planas:

_‘, _; N = LS
3 [f o - Z//dd”'f)"l“ O rgids
T — 7"

—iGu cos (0)

=Y 9(Gn(d") / e~ {G+E)-7 / / w?du(—d cos (6)) <

1
du
+1

u

e—Gucos (0)

> U(G)H(G/)Q5§,§'/U2W

leNel

. . eiGu _ e—iGu
= WQZU(G)U(—G) / Tdu
G

eiGu _ e*iGu o

= 10> n(Gn(-G)

0

G
. . eiG(u—i—in) _ e—iG(u—in) oo
=703 0(@n(-G) tm, - 0
G
el

Resultado obtido das notas de aulas da professora Hande Toffoli [110].
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Por outro lado,

—

n(=r) =Y n(@)eT = n(=G)e T, (2.112)
a a
comparando as equacgoes 2.111 e 2.112, obtemos a seguinte relacao entre as componentes de
Fourier

n(G) =n(-G). (2.113)

Assim, a representacao de Fourier da energia de Hartree é
TG n(G)?

Por um argumento semelhante, o potencial de Hartree no potencial efetivo pode ser
escrito na representacao de Fourier como:

n(G)

Vi(G) = 4rr o

(2.115)

Observe a auséncia do fator de volume neste caso. Isso deriva do fato de que ha uma
transformada de Fourier direta nesse caso, que traz um fator Q=1 que é cancelado pelo Q

proveniente da definicao da delta de Kronecker.

Termo de troca e correlagao em ondas planas

O termo de troca e correlacao é escrito na forma de uma integral do produto de duas fungoes
[95]. A transformada de Fourier assume, entdo,a seguinte forma:

/ A (F)eee() = 3 / din(G)e 07 e, (Ge T

GG’

=) 1(G)en(G). (2.116)

Seguindo novamente um argumento similar para V., temos:

dé.

7 (G') + €e(G). (2.117)

V:’cc(é) = Z nxc(é - é/)

Ggr
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Potencial externo - fatores de estrutura e forma

Vamos considerar o cristal como sendo formado por diferentes espécies de dtomos, cada um
rotulado por k = 1,--- ,ng,. Para cada x existem n”" atomos idénticos nas posi¢oes T ;
na célula unitaria. O potencial idnico (potencial externo) pode entao ser escrito como uma
superposicao de potenciais dos dtomos isolados [95],

Nsp Ny

Vae®) =D SN VAT — 7y = T). (2.118)

k=1 j=1 -}

Se considerarmos agora a transformada de Fourier de uma fungdao como na equacao

2.118, esta derivagao segue:

L1 .
V(G) = 5/dﬂ/(f’) exp (iG - T)
:_ZZ/duV“ exp[zG (U + Thj) Zexp
k=1 j=1
N:zz
QZ/duV” w) exp (i Zexp ZG Trj)

Nsp

= Z —S“ VH(G), (2.119)

onde,

/ dFV*(7) exp (iG - 7), (2.120)
Q

é o fator de forma, e

= exp (iG - 7). (2.121)
=1

é o fator de estrutura.

Quando separada dessa maneira, a transformada de Fourier do potencial externo reduz-
se a transformada de Fourier do potencial de um atomo isolado (a ser aproximado posterior-
mente por um pseudopotencial) e uma soma de ondas planas que impoem a periodicidade.
Entretanto, a equacao 2.119 é particularmente ttil se a funcao tiver simetria esférica, uma

vez que a transformada de Fourier de uma funcao dessa também é esfericamente simétrica.
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Calculo da densidade eletronica para um sélido

Apoés as equagoes de KS serem resolvidas, a densidade precisa ser calculada. Lembre-se do
fato de que temos um sistema diferente de equagoes de KS para cada k. Para a expressao
final da energia e da densidade, temos que realizar uma soma de todos pontos k na primeira

zona de Brillouin [111]. Assim, para a densidade,
1 —\
- N, Z g, onde g, (7) = log,l, (2.122)

onde o indice i passa sobre os estados ocupados. Para a base da onda plana, obtemos

diretamente a seguinte expressao para 7; (),

— —

=g Z & (k) Cimy (K) e Gmr=C)T (2.123)
que produz,
— 1 % - —.
M5 (G) = Q > () o (K), (2.124)
onde m” é definido como o ndice do vetor Gy = Gy + G. Embora seja uma operacao

simples, obter a densidade através do uso dos coeficientes dos orbitais de KS isso requer Né
operacoes. Se, por outro lado, uma vez que conhecemos os coeficientes dos orbitais de KS e
os convertemos diretamente em uma rede no espago real usando algoritimos FFT eficientes,
isso leva apenas Ng logNé operacoes. Se conhecermos a densidade do espago real, também
podemos calcular V. e E,. no espago real com facilidade. Em resumo, é mais vantajoso usar

n(@) para calcular Vg, enquanto para V,. usamos a densidade do espaco real.

Energia de corte

Quando tratamos com sistemas infinitos é necessario um ponto de corte porque nao podemos
ter uma expansao completa em termos de infinitas ondas planas. No entanto, pode-se mostrar
que a contribuicao das ondas planas de maior frequéncia é menor do que a contribuicao das
ondas planas de menor frequéncia [89]. Portanto, é uma op¢ao viavel introduzir uma soma

de corte e pegar apenas os vetores de onda que satisfazem:

1
SIGI < Eeu (2.125)
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esse corte deve ser dependente do sistema, logo, um estudo de convergéncia deve ser feito

antes de decidir qual é o corte apropriado como pode ser visto na figura 2.9.

Figura 2.9: Representagao do raio de corte usado para truncar a expansao das ondas planas. Fonte:

propria.

Devemos ter em mente, ao falar sobre a eficiéncia da abordagem FF'T, que a densidade
requer um componente de Fourier maximo que tenha o dobro de frequéncia da dos orbitais
de KS. Além disso, a grade FFT precisa ser um paralelepipedo regular, enquanto FE.,; define
uma esfera. Assim, a FFT possui alguns pontos redundantes que atrasam um pouco o

calculo, no entanto, ainda ¢é eficiente o suficiente para justificar o seu uso.

Integragao na zona de Brillouin

Vimos que nos cristais é necesséario encontrar os autovalores de KS que sao soluc¢oes auto-

consistentes de um hamiltoniano dependente de k.
H(k) oy (k) = e(k) (7). (2.126)

A energia total é entao fornecida através de uma integracao na primeira zona de Bril-
louin. Na pratica numérica, convertemos essa integral em uma soma de pontos discretos no
espaco k. Temos entao:

E. = Nik Z |:€Z(E) + Z e2e(G)N(G) + 27 Z U(GGQ) ] : (2.127)

k,i G G

A principio, se conseguirmos escolher uma rede k£ densa o suficiente para executar a
soma, faz pouco diferenca quantos pontos k temos em nossa soma ou a maneira pela qual

eles sao escolhidos. No entanto, como cada novo ponto k significa um novo sistema de KS
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autoconsistente, é crucial maximizar a precisao e reduzir o tamanho do conjunto de pontos

k o maximo possivel.

Como todas as fung¢oes com simetria do cristal (como a densidade) se repetem além da
primeira zona de Brillouin, os pontos k também sdo restritos a essa drea. De acordo com um
procedimento amplamente usado proposto por Monkhorst e Pack, um conjunto uniforme de
pontos pode ser determinado usando a férmula:

3

- 2712 — Nz —1-
o = 3 P (2.128)
onde C_jl sao os vetores da rede primitiva no espaco reciproco, n; = 1,--- , N; e N; deter-

mina o nimero de pontos k£ a serem escolhidos em cada dire¢ao. Entretanto existem varias

consideragoes ao escolher os k-points [95].

2.3.3 O pseudopotencial

O conceito de pseudopotencial esté relacionado a substituicao dos efeitos dos elétrons do
nucleo por um potencial efetivo. O procedimento de geracao do pseudopotencial comeca
coma solucao do problema atoémico usando a abordagem de KS. Uma vez que os orbitais de
KS sao obtidos, fazemos uma distingao arbitraria entre os estados de valéncia e os estados
centrais. Presume-se que os estados centrais mudem muito pouco devido a mudangas no
ambiente, portanto seu efeito é substituido por um modelo de potencial derivado da confi-
guragao atomica e é assumido como transferivel. Em contrapartida os estados de valéncia
oscilam rapidamente perto das regides centrais. Com a introducao do novo potencial, os

estados de valéncia se tornam mais suaves [112].

Vamos agora trabalhar a transformagao do pseudopotencial em sua forma mais geral:
suponha que tenhamos um hamiltoniano, H, estados centrais {|y,)} e autovalores centrais
(associados ao caroco) {E,}. Estamos observando um tnico estado de valéncia [¢)). Vamos
substituir o estado de valéncia pelo mais suave |¢) e expandir a parte restante em termos

dos estados centrais:
core

) = 1) + ) aulxn)- (2.129)
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Em seguida, pegamos o produto interno da equagao 2.129 com um dos estados centrais.

Como o estado de valéncia deve ser ortogonal aos estados centrais, temos:

core

Ol ) = (Xl @) + ) an(Xmlxn) = 0. (2.130)

am

Agora escrevemos o lado direito em termos da pseudo fungao, |¢):

[9) = 16) = D> (xXal®) Ixn)- (2.131)

n

Aplicando o hamiltoniano na expressao na equagao 2.131, chegamos:

core

H|) + Y (B = E)lxa) (xnl9) = E9), (2.132)

como resultado, a pseudo funcao de onda suave satisfaz uma equacao efetiva com a mesma
autoenergia da funcao de onda real de valéncia. No caso de atomos isolados, os indices n
correspondem ao indice combinado nlm;, incluindo o ntimero quéntico principal n, o ntimero
quantico do momento angular [ e o nimero quantico magnético m;. No entanto, como o
potencial nao inclui nenhum termo (como o acoplamento L-S ) que elimine a degenerescéncia
em my, incluimos no que se segue apenas n e [. A razao pela qual a degenerescéncia [ é
quebrada ficarda mais clara mais tarde. A equacao 2.132 pode entao ser escrita como uma

equacao de autovalor para a pseudo fun¢ao de onda suave, como:

onde o potencial extra Viu depende de [ devido & simetria esférica e seu efeito é localizado
no nucleo. Como E > FE,, por definicao, ¢ um potencial repulsivo e cancela parcialmente
o efeito de atragao do potencial coulombiano. O potencial resultante é entao muito mais
fraco que o potencial original. Isso mostra que os autoestados desse novo potencial sao mais

suaves.

Pseudopotenciais de norma conservada

Para garantir a maxima suavidade e transferibilidade, Hamann, Schleuter e Chiang, no

artigo intitulado: Norm-Conserving Pseudopotentials [113], propuseram quatro critérios que
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os pseudopotenciais devem obedecer na configuracao de referéncia, ou seja, a configuracao

atomica para o qual o pseudopotencial é gerado:

1. Todos os elétrons (AE) e pseudo autovalores (PS) concordam com a configuragao de
referéncia.

H|y") = i), (2.134)

nl

(H+Va)ler®) = emlton’) (2.135)

2. AE e PS sao fungoes de que concordam além de um determinado ponto de corte (raio
de corte), 7.

W) =0hS(r) para r>v (2.136)
3. As normas quadradas real e pseudo integradas de 0 a R concordam para tod R < r..

/ |¢AE|2 2d7“—/ |¢PS‘2 2 (2137>
0

4. A derivada logaritmica e a energia derivada dessa derivada concordam para todo R <
Te.

d d

a0 e o] = [0 e (2138)

dE dr dE dr R

Os itens 1 e 2 sao 6bvios devido a continuidade. O item 3 é necessario para que, pelo
teorema de Gauss, fora da regiao central onde r < r., o potencial eletrostatico seja idéntico
para as fungoes de ondas real e pseudo. Finalmente, 4 é necessario para melhor a transfe-
ribilidade, reproduzindo as mudancas de fase do potencial real no sentido de espalhamento.
Quando passamos de um atomo para um ambiente diferente, como um sélido ou uma mo-
lécula, os autovalores mudam. Um pseudopotencial que satisfaca esse item reproduz essas
alteracoes na ordem linear. Usando a regra da soma de Friedel, pode-se mostrar que o item
4 esté implicito no item 3 [95].

Para gerar um pseudopotencial de norma conservada, precisamos seguir as etapas

abalxo:

e Resolva o sistema atémico totalmente eletrénico;
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e Decida quais dos estados devem ser tomados como nticleo e quais devem ser tomados

como valéncia;

e Gere os pseudopotenciais V,,(r) para os estados de valéncia. Existem vérios métodos
para fazer isso. Nos descrevemos aqui o método descrito por Lin et al. no artigo
intitulado: Optimized and transferable nonlocal separable ab initio pseudopotentials
[114]. Neste método®, assumimos que uma pseudo fungao de onda dentro de um raio

de corte pode ser descrita como:

4 / /
[5(7) = aidi(gr),  onde: Jilare) _ 9ilre) (2.139)
=1

Jl(‘]ﬂ"c) ¢l(r6> ,

onde J;(q;r.) s@o fungoes de Bessel esféricas com i — 1 zeros no intervalo r =0 e r = r..
Os coeficientes «o; sao determinados a partir da minimizagao da energia cinética além
do ver de corte ¢.:

o0 qc
AE({ai}, ) = - / dFPS (AVAPS () — / GRS @ (2.140)

0

onde ¢. é escolhido para ser igual a g4, assim como na equacao 2.139. Trés restrigoes
adicionais sao satisfeitas usando os multiplicadores de Lagrange sao a normalizacao
da pseudo funcao de onda e a continuidade das duas primeiras derivadas da pseudo

funcao de onda em r..

5Posteriormente em 1996 na sua tese de p6s doutorado M. H. Lee sugeriu aprimoramentos adicionais e
é essencialmente esse esquema que foi usado para gerar a maior parte dos pseudopotenciais que conservam
as normas no banco de dados da CASTEP. Este método de geragdo elimina a condi¢ao de que a segunda
derivada da pseudo fun¢ao de onda deva ser continua em um determinado raio de corte, porque satisfaz
automaticamente a restricao da segunda derivada. Esse esquema permite ajustar g. para um determinado

r. para otimizar a precisao e a eficiéncia de um pseudopotencial.



CAPITULO 3

RESULTADOS MONOCAMADAS

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos para as propriedades estruturais e ele-
tronicas para as monocamadas isoladas MXs. Os célculos foram realizados através do codigo
CASTEP [115] com a aproximacao de gradiente generalizado (GGA) e o funcional de troca
e correlagdo de Perdew-Burke-Ernzerhof (PBE) [107]|, onde para a otimizagdo geométrica
usamos o minimizador BFGS com o um termo de corre¢ao do conjunto de base finito, em
que o nimero de ondas planas muda para manter a energia de corte fixa [116], neste caso
usamos um valor para energia de corte de 700 eV. Ja a configuracao de menor energia foi
obtida usando o minimizador eletronico de mistura da densidade [117], onde os parametros
para convergéncia do ciclo autoconsistente, SCF, foram os seguintes: para o limite de conver-
géncia para a alteracao maxima de energia 5.0 x 107> eV /cell, para o limite de convergéncia
da forga méaxima 0.01 eV/ A e com tensdo méaxima 0.02 GPa, ja como limite de deslocamento
maximo 5.0 x 107*A. Foi estimado um valor para compressibilidade de 200 GPa, adequado
para a maioria dos metais de transicao. Além disso, usamos uma malha Monkhorst-Pack
[118] 12x12x1 para os célculos de estrutura de bandas e densidade de estados. E, por
fim, consideramos os pseudopotenciais de norma conservada produzidos pelo codigo OPTUM
[119], com a seguinte configuracao eletronica: Nb: [Kr|4d®5s?, Mo: [Kr|5s'4d® e S:|Ne|3s23pf,
Se:|Ar]4s23d1%4pS, Te:[Kr]4d'95s%5p* - ver figura 3.1, onde os estados dos elétrons sao trata-
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dos como estados de valéncia.

Figura 3.1: Esquema ilustrativo da distribuicao eletrénica por camadas: para os metais de transigao:
a. Molibdénio (Mo) e b. Niobio (Nb); e para os calcogénios: c. Enxofre (S), d. Selénio (Se) e
e. Telario (Te), onde na parte superior direita temos o nimero de elétrons por camada. Fonte:

Dominio piblico.

42: Molybdenum 2,8,18,13,1 41: Niobium 2,8,18,12,1 16: Sulfur 2,86 34: Selenium 2,8,18,6 52: Tellurium 2,8,18,18,6
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3.1 Propriedades Estruturais - Comprimento de Ligacao

Apoés encontrar a configuracao estrutural de menor energia medimos o comprimento de
ligacao entre o atomo de calcogénio e o atomo de metal de transi¢ao, dy;_x, vistos na figura
3.2 e a espessura da monocamada, h, que seria correspondente a distancia entre os atomos
de calcogénio, ambos medidos em A. Na tabela 3.1, vemos os valores obtidos comparados

com valores encontrados na literatura.

Figura 3.2: Comprimento de ligacdo em A entre o atomo de calcogénio (S, Se, Te) e um de metal de
transigdo (Mo, Nb), visto na célula unitaria hexagonal (O termo 1H a frente da estruturas indicam

que sao hexagonais). Fonte: propria.
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Tabela 3.1: Parametros de rede a, comprimento de ligacao entre calcogénio e metal de transicao

dpr—x, espessura da monocamada h obtidos para todas as monocamadas isoladas. Valores obtidos

com a aproximagdo GGA-PBE em comparagao com os reportados na referéncia [86].

a=b(A) duy_x(A) h(A)

MoS,  Ref. [36] 3.19 242 3.3
GGA-PBE 3.21 2.43 3.16

MoSe,  Ref. [86] 3.33 255  3.35
GGA-PBE 3.32 2.54 3.33

MoTe;  Ref. [86] 3.56 2.74 3.62
GGA-PBE 3.56 2.72 3.59

NbS,  Ref. [86] 3.36 249 3.4
GGA-PBE 3.36 2.50 3.17

NbSe,  Ref. [86] 3.48 262 3.37
GGA-PBE 3.47 2.61 3.35

NbTe,  Ref. [36] 3.70 282 3.6
GGA-PBE 3.69 2.80 3.63

3.2 Propriedades Eletronicas

3.2.1 Estrutura de bandas e densidade de estados - ML

Na fisica do estado solido temos modelos teéricos para descrever o comportamento da matéria

dentre esses temos a teoria de bandas. Essa teoria é usada para descrever os estados de

elétrons em materiais solidos e é responsavel para prevermos propriedades elétrica, 6pticas e

térmicas dos solidos. Entretanto, essa teoria leva em consideracao que o comportamento de

um elétron em um soélido esta relacionado ao comportamento de todas as outras particulas

ao seu redor [109]. Devido a periodicidade da rede surge faixas de energias permitidas dos

elétrons em um soélido sao chamadas de bandas permitidas e faixas de energia proibidas

(bandas proibidas) com energia das quais os elétrons ndo podem assumir [108]. O que difere

do caso simples de um elétron livre, onde pode ter qualquer energia especificada [92]. Essa

particularidade j& foi examinada anteriormente e foi obtida como consequéncia do teorema

de Bloch.
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Um parametro importante na teoria de bandas é a energia de Fermi, Ex . A sua posicao
em relacao a banda de valéncia é um fator crucial na determinacao das propriedades elétricas,
no qual, juntamente com o tamanho do gap, ou seja, do espacamento entre as bandas de
valéncia e condug¢ao, podemos conhecer se o material se comporta como um isolante, um

semicondutor, um semimetal ou um metal [108].

Figura 3.3: Exemplo do preenchimento dos estados eletronicos em varios tipos de materiais em
equilibrio. A sombra segue a distribui¢do Fermi-Dirac (preto = todos os estados preenchidos,
branco = nenhum estado preenchido). Nos metais e semimetais, o nivel Fermi Er esta dentro de

pelo menos uma banda. Fonte: Dominio ptublico.

=Kpbbpl
"SI b

p-type intrin. n-type
Metal Semimetal Semiconductor Insulator

»

Em isoladores e semicondutores, a banda de valéncia preenchida é separada de uma
banda de conducao vazia por um regiao de bandas proibidas. Dizemos que um material é
isolante quando o gap de energia é bastante largo que excede o valor de 4,5 eV. J4 um material
semicondutor tem seu gap de energia inferior a 2,5 eV, além disso, podem ser intrinseco ou ter
dopagem dos tipos p ou n, de gap largo ou estreito. Ja o semimetal, tem uma sobreposi¢ao
muito pequena entre a banda de conducao e a banda de valéncia. Devido & essa ligeira
sobreposicao entre as bandas de conducao e valéncia o semimetal nao possui gap. Por fim, os
metais ou condutores tem uma densidade apreciavel de estados no nivel de Fermi porque a

banda de condugao esta parcialmente cheia. E, como existem sempre bandas de energia nao

LA terminologia pode causar uma confusdo desnecessaria. Vejamos as peculiaridades entre nivel de Fermi
e energia de Fermi. No zero absoluto, nao ha energia térmica, logo os elétrons enchem a banda de valéncia a
partir do fundo, criando um patamar de energia bem definido que chamamos de energia de Fermi. Todavia,
em regimes de temperaturas finitas existe energia térmica estimulando os elétrons, portanto nao estao mais
com energia bem definida. Com isso, o maximo que podemos definir um nivel de energia com metade chances

de ocupacao, isso é o que chamamos de nivel de Fermi.
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preenchidas nao existe quantidade minima de energia necessaria para se excitar os elétrons
a condugao, ou seja, os elétrons de valéncia sao essencialmente livres [108, 109, 120|. Para

ilustrar essas caracteristicas vejamos a figura 3.3.

As bandas de energia associadas as monocamadas baseadas em TMDC, com férmula
genérica MXy (M = Mo, Nb; X = S, Se, Te), foram calculadas ao longo dos pontos de alta
simetria na primeira zona de Brillouin, vista na figura 3.4, utilizando o percusso: I'(0.000

0.000 0.000) - K(-0.333 0.667 0.000) - M(0.000 0.500 0.000) - I'(0.000 0.000 0.000).

Figura 3.4: Representagao da célula unitaria das estruturas 1H-MXy (M = Mo, Nb; X = S, Se,
Te). Nas figuras: a. vista frontal da célula unitaria, em destaque a primeira zona de Brillouin e
na figura b. vista em perspectiva da célula unitaria onde temos uma melhor vista do caminho de

energia percorrido: I'-K-M-T". Fonte: prépria.

Além da estrutura de bandas um resultado bastante 1til para compreendermos as ca-
racteristicas eletronicas dos materiais é a densidade de estados. Sendo que, a densidade de
estados (DOS) de um sistema descreve o namero de estados que devem ser ocupados pelo
sistema em cada nivel de energia. A DOS para uma determinada banda n, N, (E), é definida

CO1mo:

N, (E) = /BZ f—gé(E — B(F)), (3.1)

onde En(/;) descreve a dispersao da banda especificada e a integral é determinada sobre a
zona de Brillouin [120]. Uma representagao alternativa da densidade de estados é baseada no
fato de que N, (F)dE ¢é proporcional ao numero de vetores de ondas permitidos na enésima

banda na faixa de energia E a (F + dFE). A DOS total, N(E), ¢ obtida pela soma de todas
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as bandas. A integral de N(F), desde o infinito negativo até o nivel de Fermi, fornece o

numero total de elétrons na célula unitaria.

A seguir mostramos os resultados dos célculos feitos para as monocamadas isoladas
utilizando o funcional GGA-PBE para a estrutura de bandas e densidade de estados parcial
- pDOS (onde temos a contribuigdo de cada orbital, neste caso: s, p e d e a soma total, o
equivalente a densidade de estados total, ou simplesmente - DOS). Onde vemos nos gréficos
mostrados na figura 3.5 que as monocamadas hexagonais (1H) MoSs, MoSe; e MoTe, se
comportam como semicondutores do tipo p com gaps de energia 1.672 eV, 1,470 eV e 1,161 eV,
respectivamente. Esse comportamento ja é bem reportado na literatura; a titulo de exemplo
vemos na tabela 3.2 alguns valores tedricos e experimentais obtidos para monocamada MoSs.
Jé na figura 3.6 os graficos que mostram as monocamadas hexagonais NbS,, NbSe; e NbTe,,
onde vemos que estas se comportam como metais como ja reportado nos trabalhos [8, 27, 33].
Além disso, é nitido nos graficos da pDOS para todas as estruturas que o orbital que tem
a maior contribuicao préoximo ao nivel de Fermi é o orbital “d”, como ¢ caracteristico desses
materiais [25]. Vemos na tabela 3.3 que ao comparar os resultados obtidos com os valores

encontrados na [86] vemos que nossos resultados estao condizente com a literatura.

Figura 3.5: Representacao grafica da estrutura de bandas de energia calculada sobre o caminho de
alta simetria: I'-K-M-I" e da pDOS, com os orbitais s, p, d e soma total (DOS), das monocamadas

MoXy(X = S, Se, Te). Com énfase para os gaps diretos de energia. Aqui a Ef foi deslocada para

0. Fonte: propria.
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Figura 3.6: Representacgao grafica da estrutura de bandas de energia calculada sobre o caminho de
alta simetria: I'-K-M-T" e da pDOS, com os orbitais s, p, d e soma total (DOS), das monocamadas

NbXy(X = S, Se, Te). Com énfase para a auséncia de gap de energia. Aqui a Er foi deslocada para

0. Fonte: propria.
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Tabela 3.2: Valores extraidos de diversos artigos para os gaps de energia em eV do dissulfeto de
molibdénio (MoS2) nas fases multicamadas (bulk) e monocamada. O valor obtido neste trabalho

para o gap da monocamada de MoSy foi de 1.672 eV.

Gaps de Energia Multicamadas Monocamada

Experimental 1,23 ref.[32]; 1,29 ref.[121] 1,80 ref.[32]

Teorico LDA 0,75 ref.[28]; 0,72 tef.[35] 1,90 ref.[122]; 1,70 ref.[123]
Teorico GGA 1,05 ref.[123]; 0,89 ref.[35] 1,57 ref.[35]; 1,78 ref.[16]

Em suma, os resultados estruturais: parametros de rede a, comprimento de ligagao entre
calcogénio e metal de transicao dy;_x, espessura da monocamada h, e eletronicos: gap de
energia E,, energia do nivel de Fermi Er e Energia final Epy,,; obtidos para as monocamadas
estao condensados na tabela 3.3 onde podemos ver que os valores obtidos neste trabalho estao

condizentes com os valores obtidos na literatura, especificamente os valores encontrados na

referéncia [86].
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Tabela 3.3: Parametros de rede a, comprimento de ligacao entre calcogénio e metal de transicao

dy—x, espessura da monocamada h, gap de energia E4, energia do nivel de Fermi Er e Energia

final Epjpq. Valores obtidos com a aproximagao GGA-PBE em comparagdo com os reportados na

referéncia [86].

a=b(A) dy_x(A) hA)  Ey(eV) Ep(eV) EpinaleV) -
MoS: Ref. [86] 3.19 2.42 3.13 1.670 - * Semicond.
GGA-PBE 3.21 2.43 3.16 1.672  -4.13016 -778.280730 Semicond.
MoSe, Ref. [86] 3.33 2.55 3.35 1.440 - * Semicond.
GGA-PBE 3.32 2.54 3.33 1.473  -3.28178 -736.267288 Semicond.
MoTe;  Ref. [86] 3.56 2.74 3.62 1.070 - * Semicond.
GGA-PBE 3.56 2.72 3.59 1.175  -2.86813 -663.432063 Semicond.
NbS;  Ref. [86] 3.36 249 3.4 - - * Metal
GGA-PBE 3.36 2.50 3.17 - -4.17588  -700.560372 Metal
NbSe,  Ref. [86] 3.48 262  3.37 - - * Metal
GGA-PBE 3.47 2.61 3.35 - -3.31689  -658.563581 Metal
NbTe,  Ref. [86] 3.70 2.82 3.69 - - * Metal
GGA-PBE 3.69 2.80 3.63 - -2.94154  -585.629509 Metal




CAPITULO 4

RESULTADOS HETEROESTRUTURAS
LATERAIS

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos para as propriedades estruturais e ele-
tronicas para as heteroestruturas laterais formadas pela juncao das monocamadas com as
seguintes caracteristicas: metal - semicondutor - metal. Os célculos foram realizados atra-
vés do codigo CASTEP [115] com a aproximac¢ao GGA-PBE [107], onde para a otimizagao
geométrica usamos o minimizador BFGS com um termo de correcao do conjunto de base
finito[116], com energia de corte de 700 eV. Aqui a configuracao de menor energia foi obtida
usando o minimizador eletronico de mistura da densidade [117]|, onde os pardmetros para
convergéncia do ciclo SCF, foram os seguintes: para o limite de convergéncia para a alteracao
maxima de energia 5.0 x 1075 eV /cell, para o limite de convergéncia da forca maxima 0.01
eV/A e com tensdo méaxima 0.02 GPa, ja como limite de deslocamento maximo 5.0 x 10~*A.
Novamente foi estimado um valor para compressibilidade de 200 GPa. Além disso, usamos
uma malha Monkhorst-Pack [118] 2x4x1 para os célculos de estrutura de bandas e densi-
dade de estados. E, por fim, consideramos os mesmos pseudopotenciais de norma conservada

usados para o calculo das monocamadas isoladas.
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4.1 Propriedades Estruturais - Comprimento de Ligacao

Ao unirmos os planos de TMDC acabamos por provocar uma deformagao na estrutura
desses materiais, isso ocorre devido aos diferentes parametros de rede. Contudo, é intuitivo
que nestas jungoes ocorram as maiores deformacgoes. Nas figuras 4.1, 4.2 e 4.3 vemos como
a heterojuncao altera o comprimento de ligacao entre os dtomos de calcogénio (S, Se e Te,
respectivamente) e um metal de transi¢ao (Mo ou Nb) em comparagdo com os resultados
mostrados na figura 3.2 e na tabela 3.3. Na tabela 4.1 temos os valores para os parametros

de rede de todas as HSL.

Figura 4.1: Comprimento de ligagao entre o Enxofre (S) e um metal de transigdo (Mo ou Nb), visto

na supercélula 2 x 1 x 1 da HSL, com interface do tipo ziguezague. Fonte: propria.

Figura 4.2: Comprimento de ligacao entre o Selénio (Se) e um metal de transi¢ao (Mo ou Nb), visto

na supercélula 2 x 1 x 1 da HSL, com interface do tipo ziguezague. Fonte: propria.

Figura 4.3: Comprimento de ligacao entre o Telario (Te) e um metal de transi¢do (Mo ou Nb), visto

na supercélula 2 x 1 x 1 da HSL, com interface do tipo ziguezague. Fonte: propria.
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Tabela 4.1: Parametros de rede a,b e ¢ e os dngulos «, 8 e v da célula unitéria triclinica para todas

as HSL. Valores obtidos apds a otimizagao geométrica. Fonte: prépria.

HSL a(A) b(A) chd) a=8=y

NbS2-MoS2-NbS, 34,522647 3,298739 15,061417 90°
NbSes-MoSes-NbSey  35,431101  3,426888  15,723652 90°
NbTey-MoTeo-NbTey  37,523380 3,646855  16,777660 90°

4.2 Propriedades Eletronicas

4.2.1 Estrutura de Bandas e densidade de estados - HSL

A seguir vemos os resultados dos calculos feitos para as HSL utilizando o funcional GGA-PBE
para a estrutura de bandas e densidade de estados parcial - pDOS (onde temos a contribuicao
de cada orbital, neste caso: s, p e d e a soma total - DOS). As bandas de energia associadas
as HSL baseadas em TMDC (Metal-Semicondutor-Metal) foram calculadas ao longo dos
pontos de alta simetria na primeira zona de Brillouin, utilizando o percusso: I" (0.000 0.000
0.000) - F (0.000 0.500 0.000) - Q (0.000 0.500 0.500) - Z (0.000 0.000 0.500) - I (0.000 0.000
0.000). Na figura 4.4 vemos a célula unitaria de cada uma das HSL, bem como a primeira

zona de Brillouin correspondente ao grupo triclinico.

Figura 4.4: Representagao da a. célula unitaria das HSL NbX3-MoX3-NbXsy (X = S, Se ou Te) e b.
vista em perspectiva da primeira zona de Brillouin com énfase no caminho de energia: I'-F-Q-Z-T".

Fonte: propria.
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Figura 4.5: Representagao grafica da estrutura de bandas de energia das heteroestruturas laterais
NbXo-MoXy-NbXs (X = S, Se, Te). Aqui a E foi deslocada para 0. Enfase na auséncia de um gap

de energia em todos os casos. Fonte: propria.
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Nas figuras 4.5 temos a representacao grafica da estrutura de bandas e da densidade
de estados parcial (pDOS) e total (DOS) para as HSL NbXy-MoXs-NbX, (X = S, Se, Te),
onde podemos notar que todas as HSL apresentam caracteristicas metalicas. Nos graficos
da pDOS vemos que o orbital que mais contribui proximo ao nivel de Fermi é o orbital “d”,

assim como para as monocamadas isoladas.

4.2.2 Diferenca de densidade eletronica - HSL

A diferenga de densidade eletronica (DDE) é a diferenga entre a densidade de elétrons dos
atomos apos a ligacao e a dos dtomos correspondentes antes da ligagao quimica, ou seja, a
DDE é calculada em relacao a uma combinacao linear de densidades atdmicas que, por sua
vez, produz um campo de diferenca de densidade que mostra as alteragoes na distribuicao
de elétrons devido a formagao de todas as ligagoes no sistema. As propriedades como deslo-
camento de carga e direcao de polarizacao da ligagao podem ser obtidas através da anélise

da diferenca de densidade de elétrons [124, 125].
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Figura 4.6: Representagdo em mapa de cores da diferenga da densidade eletronica da HSL NbXs-

MoX9-NbXy (X = S, Se, Te) calculada com o funcional GGA-PBE sobre o plano (1 0 0), onde

podemos ver os
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Vemos na figura 4.6 a DDE calculada ao longo da superficie cristalografica (1 0 0) usando

o funcional GGA-PBE plotada em mapa de cores sobre as supercélulas 3 x 10 x 1 das HSL.

Podemos ver na figura 4.6 que em todas as HSL, surgem canais com concentragao de cargas

negativas sobre os planos NbXjy, mais que isso, existem uma maior concentracao de elétrons

na jungao com os canais semicondutores formados pelos planos MoXs, estes que apresentam

carga liquida positiva.
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4.2.3 Barreira de Schottky

As jungoes metal-semicondutor (MS) s@o cruciais para o funcionamento varios dispositivos.
Em diversos casos essa jun¢ao produz um contato éhmico, onde a carga elétrica pode ser
conduzida facilmente como em um metal [126|. Todavia, ocasionalmente, surge uma barreira
de potencial denominada barreira de Schottky - ver figura 4.7. Uma barreira Schottky,
nomeada em homenagem a Walter H. Schottky, é uma barreira potencial formada em uma
juncao metal-semicondutor. Essas barreiras tém caracteristicas retificadoras!, adequadas
para usos como em diodos Schottky [126]. Uma das principais caracteristicas de uma barreira
de Schottky é a altura da barreira de Schottky, denotada por ¢p (veja a figura). Onde o

valor de ¢ depende da combinagao de metal e semicondutor.

Figura 4.7: Diagrama esquematico interface metal-semicondutor, onde vemos a barreira de Schottky

(onde e esté associado aos elétrons e h aos buracos). Fonte: propria.

METAL SEMICONDUTOR

I'Nem todas as juncdes metal-semicondutor formam uma barreira de Schottky retificadora; uma juncao
metal-semicondutor que conduz corrente em ambas as diregoes sem retificacao, grande parte devido a sua
barreira Schottky ser muito baixa, é chamada de contato 6éhmico. Para uma altura de barreira Schottky
suficientemente grande, onde ¢p é significativamente maior que a energia térmica kgT, o semicondutor é

drenado préximo ao metal e se comporta como uma barreira Schottky [126].
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A altura da barreira Schottky é definida diferentemente para semicondutores do tipo
n e do tipo p. Para semicondutores do tipo n, os elétrons préoximos ao seu minimo da
banda de conduc¢ao (CBM) sdo os principais responséveis pela condugao elétrica e, para os
semicondutores do tipo p, os buracos proximos ao maximo da banda de valéncia (VBM)
carregam a maior parte da corrente [127], desse modo as alturas de barreira Schottky do

tipo n e do tipo p sao idealmente relacionadas entre si como:
h
95 + ¢p = E (4.1)

Para uma primeira aproximacao, a regra de Schottky-Mott (SM) prevé que a barreira
entre um metal e um semicondutor seja proporcional & diferenca da funcao trabalho de vacuo

do metal e da afinidade de elétrons de vacuo do semicondutor [128],

¢WF - Evac - EF; (42)

Figura 4.8: Representagao grafica da energia potencial associada as HSL onde podemos ver fungao
trabalho, ¢y, resultante da diferenca entre a energia potencial no vacuo, Fy.. € a energia de Fermi,

Er, associada ao plano metalico. Fonte: prépria.
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onde a altura da barreira serd dada pela equagao 4.3:
SC
¢eB,5M = ECBM — OwF (4-3)

&% snr = dwr — By (4.4)
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Contudo, na préatica, para a maioria das interfaces metal-semicondutor a barreira SM foi
comprovada como insuficiente em prever as alturas reais da barreira na interface metal/se-
micondutor das heterojung¢oes 2D como podemos ver nos trabalhos: [77, 129]. Para superar
essa discrepancia, varios métodos foram desenvolvidos para calcular a barreira Schottky
real. Dentre esses métodos temos o modelo de interface dupla (ID), que afirma que a bar-
reira Schottky de uma jungao lateral depende da diferenca entre a energia Fermi de toda a
juncdo, Ep s, € o CBM (ou VBM) da monocamada de semicondutores isolada [130]. A

barreira Schottky ID foi calculada de acordo com a equacgao 4.5.

510 = Eogy — Ermse (4.5)

¢}]B,]D = EF,HSL - Eﬁ—%M (4-6)

Tabela 4.2: Valores obtidos para a barreira de Schottky usando o método de interface dupla (ID)
(951D € qS’]B’ D), energia referente o maximo da banda de condugdo (E$S,,) e o minimo da banda
condugio (E2S,,), funcio trabalho (¢ws), Energia de Fermi: HSL e metal (Ep psr, e Ep, respec-
tivamente), Energia vacuo (Fyqc) €, por fim, o gap de energia obtido pela com uso da equagao 4.1,

E;. Todos os valores (eV). Fonte: propria.

h sc sc /
510 9Bap Elem Eveum  9¢ws Erust  Er Evae  Ey

NbSs-MoSo-NbS, | 2,315 -0,643 -2,458  -4,130 5,947 -4,773  -4,130 1,723 1,672
NbSes-MoSes-NbSes | 2,221 -0,748 -1,808 -3,282 5543 -4,030 -3,282 1,513 1,473
NbTes-MoTeo-NbTe, | 2,013 -0,837 -1,693 -2,868 5,104 -3,706 -2,868 1,398 1,175

Os resultados obtidos para barreira de Schottky usando o modelo ID podem ser vistos
na tabela 4.2. Vemos a seguinte situacao, como os materiais semicondutores usados sao do
tipo “p”, para que ocorra transporte eletronico da regiao metalica para regiao semicondutora
¢ necessario que os elétrons vencam uma barreira de potencial na ordem de -0,643 eV,
-0,748 eV e -0,837 eV para as HSL NbS,-MoS,-NbSy, NbSeo-MoSes-NbSe; € NbTeg-MoTe,-
NbTe,, respectivamente, evidenciando a caracteristica retificadora desse sistema. Além disso,
observa-se que os valores obtidos para o gap de energia calculados via barreira de Schottky;,

E;, estao de acordo com os obtidos para os gaps referentes as monocamadas semicondutoras

isoladas, £, valores esses mostrados tanto nas figuras 3.5 quanto na tabela 3.3.



CAPITULO 5

CONCLUSOES

Concluimos, esta dissertacao, analisando os resultados obtidos, através da teoria do funcional
da densidade com o uso do funcional GGA-PBE, para as propriedades estruturais e eletro-
nicas das monocamadas hexagonais isoladas de dichalogenetos de metais de transigao e para
as heteroestruturas laterais (HSL) formandas pela heterojunc¢ao dos planos bidimensionais
de materiais baseados TMDC com caracteristicas semicondutoras (MoXs) a um outro plano
de TMDC com caracteristicas metélicas (NbXj) em que para ambos os casos: X = S, Se ou

Te e com uma interface ziguezague entre os planos.

Ao analisar as propriedades estruturais para as monocamadas vemos que os valores ob-
tidos para a distancia de ligacao entre o metal de transicao e o calcogénio esté de acordo com
os valores encontrados na literatura, isso também acontece para a espessura da monocamada,
ou seja, a distancia entre os atomos de calcogénios. Todavia quando temos a HSL vemos
que surge uma distor¢ao na distancia entre os atomos de metal de transicao e os calcogénios,
isso é devido aos diferentes parametros de rede e da interagao entre os planos de diferentes
materiais.

Nas propriedades eletronicas de estrutura de bandas e densidade de estados (pDOS e
DOS) para as monocamadas vemos que os materiais que contem o atomo molibdénio apre-

sentam caracteristicas de semicondutores onde para as estruturas: MoSs, MoSe; e MoTe,
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encontramos os gaps diretos de 1.672 eV, 1.473 eV e 1.175 eV, respectivamente, esse com-
portamento é visto na figura 3.5 e na tabela 3.3. Ja para os materiais que contem o atomo
de Niobio: NbS,, NbSe, e NbTey, vemos que todos apresentam caracteristicas de metais,
visto na figura 3.6. Ambos os resultados ja eram previsto na literatura. No tocante as HSL

formadas pela jungao desses materiais vemos que estas assumem a caracteristicas metélicas.

Nos mapas de cores plotados para a diferenca de densidade eletronica sobre a HSL vistos
na figura 4.6, vemos que ha um actmulo de elétrons sobre os canais metélicos formados pelos
planos NbX,, mais que isso, existem uma maior concentracao de elétrons na jungao com os
canais semicondutores formados pelos planos MoX,, estes que apresentam carga liquida

positiva. Isso nos revela o confinamento eletréonico na regiao metalica.

Para a barreira de Schottky, ainda nas propriedades eletronicas, vemos a seguinte situ-
acao: para que ocorra transporte eletronico da regiao metélica para regiao semicondutora é
necessario que os elétrons vencam uma barreira de potencial na ordem de -0,643 eV, -0,748 eV
e -0,837 eV para as HSL NbSy-MoSs-NbS,, NbSes-MoSeo-NbSey € NbTey-MoTeg-NbTe,, res-
pectivamente. Evidenciando a caracteristica retificadora desse sistema. Além disso, observa-
se que os valores obtidos para o gap de energia calculados via barreira de Schottky, E; estao
de acordo com os obtidos para os gaps referentes as monocamadas semicondutoras isoladas,

E,, valores esses mostrados tanto nas figuras 3.5 quanto na tabela 3.3.

Uma possivel aplicacao para essas HSL, dada as caracteristicas vistas, seria usa-las HSL
como substrato para modulacao da velocidade de Fermi em outros materiais, tais como o
grafeno, no qual o plano de grafeno ficaria localizado sobre a HSL interagindo através de
forcas de van der Waals. Em trabalhos futuros pretendemos calcular uma HSL anéloga a
essa com a ordenacao semicondutor-metal-semicondutor. Além disso, podemos considerar

nos calculos para essas HSL as contribuigoes de spin separadamente.
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APENDICE A

APROXIMACAO DE
BORN-OPPENHEIMER

Na aproximacao de Born-Oppenheimer usamos o fato que a massa do ntucleo é conside-
ravelmente maior do que a massa do elétron, e assim podemos afirmar que a energia cinética
associada aos niicleos é praticamente nula em relagao a energia cinética dos elétrons, sendo
assim toda energia cinética do atomo sera atribuida aos elétrons [95]. Além disso, como es-
tamos considerando os niicleos praticamente imoéveis, a interacao entre niicleos permaneceré
fixa, e assim o potencial entre nicleos dependera somente das suas coordenadas e tera seu

valor constante (v,,). Logo nosso Hamiltoniano pode ser reescrito da seguinte forma:

0

= T(7) + D)+ VonlF )+ Vial?) + Vo) (A1)

ou ainda, explicitamente,

Ne Ne N Ne—1 Ne
H:—Z%V?—ZZ +ZZ‘T_T‘+UW (A.2)
i=1 i—1 I=1|Ti — i=1 j>11"" J

Esse tratamento possibilita resolver a equagao de Schrédinger em funcao apenas das

coordenadas eletrénicas.



APENDICE B

OPERADOR DENSIDADE

B.1 Operador densidade para estados mistos

Quando estamos trabalhando com sistemas abertos temos o que chamamos de estado
mistos, que nada mais sao do que uma superposicao nao linear dos estados quanticos. Vamos
descrever um estado misto como sendo o estado que contém uma parcela p; de estados
descritos por |¢;), uma parcela po de estados descritos por |¢s), etc. e uma parcela p;

descrita por |¢;) [131, 132].
J
6) = 1l") +pal6™) + -+ psle’) = 3 _pild), (B.1)
i=1

onde o valor esperado de um observavel 0] seja dado em termos da probabilidade p; como:

(0) = " m(¢']0] 0. (B.2)

note que nesta expressao temos uma média devido a natureza probabilistica da funcao de

onda e uma média ponderada devido a mistura dos estados.

De forma geral podemos expandir em um conjunto completo [¢;), onde por meio da
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relagao de completeza definimos a} = (Vi |o") [92],
[6%) = > arlun)- (B3)
k

Segue que,

(0) = m(e'|0] ).
= Zm’(éf)i
= S a1 S el Jo 3 twwdon )10,

=35 5l ) (el Ol ) (wowe | 6°),

101] 6),

kK 1
= 375 il (Ol (B4)
k.k" 1

Vamos adotar que:
Mk = D 150y Gy, (B.5)
assim obtemos o valor esperado:
(0) = Zﬁk,k/ (VrlOlby). (B.6)
%

Entéao 7 sdo o elementos do operador densidade na base [i;), desse modo, podemos

escrever
Mot = (Vi | 10).- (B.7)
Portanto, denotamos o operador densidade em uma base arbitraria por
D=3 1) e (U], (B.8)
e,k

note que somente os elementos da diagonal principal, ou seja, 7y representam a probabili-
dade de o sistema assumir o estado |1}, por sua vez os elementos fora da diagonal principal,
Nk, nos fornece a probabilidade do sistema mudar seu estado de [¢)y) para |¢x) [133]. En-
tretato, quando os estados [¢x) sdo ortonormais 7, = 0, neste caso podemos escrever 7

como uma matriz diagonal [134].

D= ) (x| (B.9)



APENDICE C

O PRINCIPIO VARIACIONAL

C.1 O principio variacional

Em mecéanica quantica, a principal tarefa é resolver a equacgao de Schrodinger, no entanto,

a equagao C.1 s6 tem solugao exata para alguns poucos casos particulares.
Hy = By, (C.1)
Entao como proceder nos casos em que nao € possivel obter uma solugao exata? podemos

usar o principio variacional.

C.1.1 Aproximagao da funcao de onda

Para obter uma solugao para equagao de Schrodinger vamos aproximar a funcao de onda por

uma forma que seja mais conveniente de lidar matematicamente. Facamos:
(RN (C.2)

Na maioria dos casos, nos estamos interessados no estado fundamental do sistema, que

denotaremos por 1Ygg, com energia,Fgg, Os estados excitados do sistema serao denotados
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por {1y, 1s, -} com energias correspondentes { £, Es, - - - }. Vejamos, a seguir, como obter
a aproximacao para ¥gs. A menos que tivéssemos muita sorte, a func¢ao de onda aproximada
¢ nao sera mais um autovalor do operador hamiltoniano, H. A qualidade da aproximacao é

avaliada com base em quao préximo o valor esperado de H para ¢ dado por:

(dlo)

estd do autovalor da energia real, Fgs. Assumindo que os autoestados de H formam uma
base completa, podemos expandir qualquer fungao de onda em termos deles. Essa observacao
também se aplica & nossa aproximacao, ¢. Temos, entao, a seguinte expansao:

|9) = ch|¢n>a (C4)

n
onde ¢, sao os coeficientes da expansao.
Consideraremos que os auto estados {|¢,)} s@o ortonormais, sem perda de generali-
dade, visto que qualquer conjunto completo de autoestados pode ser construido para ser

ortonormal. Entao, a seguinte propriedade é satisfeita:
<¢n|¢m> = 5n,m~ (C5)

Além disso, fagamos uma suposicao adicional de que os autovalores, { F, } sao rotulados

em ordem crescente,

Egs < Ey < Ep <--- (C.6)

ou seja, a menor energia possivel estd associada ao estado fundamental. Brevemente prova-

remos isso.

Substituindo a equagao C.4 na equacao C.3, obtemos o seguinte:

7 _ (olf|e)

Tl

S (Sl 1)

TS Cenlonlom) (€7
S e Bbalom)

T el Onlbm)
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As duas tltimas igualdades sio resultado do fato de que{|¢,;)} sdo autoestados de H e
da ortonormalidade, como declarados na equagao C.5. Se substituirmos agora todos os F,,

na equagao C.8 com Fgg, temos:

E — Zn |C7L|2ETL > Zn ‘C”|2EGS
Yoalal T 2, enl?

aqui utilizamos a equacao C.6. Chegamos assim ao resultado central que torna o principio

= EGS (09)

variacional possivel e pratico: qualquer aproximacao & funcao de onda do estado fundamental
produzira um valor esperado do hamiltoniano que é maior ou igual a energia do estado
fundamental. A igualdade é satisfeita apenas no caso em que a funcao de onda aproximada

das € igual a fungao de onda do estado fundamental ¥gg [95].

Teorema variacional aplicado a equagao de Schrodinger

Teorema 3. Para qualquer estado dindmico |¢) caracterizado por H, o valor médio da sua

energia serd igual ou maior do que a energia do estado fundamental Egs [111].

Prova: Considerando um sistema discreto em que o valor médio do Hamiltoniano seja
dado por,

E[y] = WIH) (C.10)

Wly)
onde H = E[)] e (4|ih) = 1.

Facamos a seguinte variagao [¢)) — [¢ + 0%), e a respectiva mudanga no funcional

E— E +0F. Usando o método variacional linear, temos:

_ @+ 0yl H]y + 59)
SR T T e R
_ (WIH[Y) + (00|H[Y) + (0] H]5Y) (©.11)
(Gl0) + (00l) + (Plov) |
ou seja,
5 — SCLHIE) + (U|HIY) + WH|6Y) — E@[Y) — BE[y) - EW|5y)
) (W) + (00 1w) + (¥loy) ’

(Y1) + (691¥) + (¥]69)°
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onde * é o complexo conjugado.
Na condicao de extremo, 0 = 0, temos:
(0u|H — Ely)) =0, (C.13)
como |01)) é arbitrario, podemos assumir que:
(H - B)|v) =0, (C.14)
que ¢é a equagao de Schrodinger.
Escrevendo essa mesma equagdo para um estado [1),), temos:
Hltba) = Elta), (C.15)
supondo que (Y,|1h) = 1.
Vamos expandir qualquer vetor |¢)) em termos dos vetores da base:
[¥) = Caltba), (C.16)
com isso, podemos reescrever a equacao C.10 da seguinte forma:
Ely) = (Y |Hp),
= CiCs(tal Hlbg),
a?ﬁ
= CrCsEs(talts),
(X?B
= E.|Cu|* (C.17)
Por fim, como Egs < E,, entao:
Eqs = ZEa|CO|2 < ZEa|Ca|2 = EWL
0 «
Egs < E[Y)]. (C.18)

C.1.2 Variagao linear e multiplicadores de Lagrange

Uma classe muito importante de métodos de estrutura eletronica tem origem variacional. Es-

ses métodos fazem o pressuposto inicial de que a forma aproximada é uma soma de fungoes
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que satisfazem propriedades intuitivas e faz uma variagao sobre os coeficientes da expansao
[96]. Vamos supor que a fungao de onda aproximada para um dado sistema possa ser expan-
dida em termos de um conjunto particular de orbitais. Entretanto nao podemos trabalhar
com um numero infinito de orbitais, para isso, nés truncaremos a soma e apenas considere

os primeiros N termos:
N
P(T) = ZCzXz(f) (C.19)
i=1

Para um certo k, gostariamos que a expansao da equacgao C.19 satisfizesse a condigao

de minimizagao, ou seja, X
0 (¢|H|9)
——F— =0. C.20
ac; (@10} (€20

Além disso, exigimos que a fun¢ao de onda aproximada permaneca normalizada

(¢lo) = 1. (C.21)

0 que nos permite reescrever a equacao C.20 como:

0

ez 9116 =0 (€22)

Podemos, de fato, satisfazer tanto a equacao C.20 quanto a equacao C.22 introduzindo

uma nova quantidade

k= (6lH6) = A({gl¢) — 1) (C.23)
e estendendo a propriedade de minimizagao para incluir o parametro extra A,
ok Ok
= =0. C.24
oc;, O\ ( )

Inserindo a equagao C.23 na equagao C.24 imediatamente produz:

(9l¢) —1=0 (C.25)

e prova que minimizar x em relacao a todos os pardmetros envolvidos satisfaz ambas as
condigoes que estavamos com o objetivo de satisfazer. Este método de introdugao de novas
variaveis no problema é frequentemente usado em mecanica quantica [94|. Podemos intro-
duzir tantas variaveis no problema quanto existem restricoes. Essas variaveis sao chamadas

de multiplicadores de Lagrange. Esses que sao introduzidos como pardmetros arbitrarios
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inicialmente, mas adiante vamos ver que eles podem corresponder a quantidades fisicas sig-

nificativas [135].

Agora, inserindo a expansao da equacao C.19 na equacao C.22, obtemos:

(oS on) ((SeusSon) 1)

= aaz Zc c][<X1|H‘XJ> <Xi|Xj>]

0,

=Y eil0lHIxg) = Mxxlx)] =0 (C.26)

J

rearranjando a equagao C.26, temos:
Y el Hxg) = AD eilxelxs), (C.27)
J J

que reconhecemos como uma equacao de autovalor generalizada

H-C=X-5-C, (C.28)

onde H e S sao as representacoes matriciais dos operadores hamiltonianos e de sobreposicao,

respectivamente, e seus elementos sao definidos por

Spm = (Xn|Xm) (C.29)

o A na equacao C.28 corresponde a uma matriz diagonal cujos os elementos na diagonal sao

os autovalores.

Se usarmos as fungoes basicas N para expandir a funcao de teste ¢, a equagao C.28
fornece N autovalores. Mas a que os autovalores correspondem? Para vermos, somamos

ambos os lados da equacgao C.27 e isolamos \:

Zk,j CZCJ'<Xk|ﬁ‘Xj> _ <¢‘H‘¢>
>k Crei (XelXg) (olo)

A equagao C.30 implica que cada um dos autovetores de N corresponde a uma série

A:

(C.30)

de coeficientes da expansao que produzem diferentes ¢’'s e cada A corresponde a um valor
esperado diferente. O autovetor correspondente ao menor autovalor produz o melhor ¢
que, em si, é a aproximacao mais proxima da energia do estado fundamental para o valor

aproximado na equagao C.19 [90].
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