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Resumo

Neste trabalho, investigamos teoricamente as caminhadas quanticas (CQ) unidimensionais,
considerando sistemas com uma particula e sistemas com duas particulas. Para o caso de duas
particulas, conseguimos implementar estados emaranhados no contexto da CQ. Além disso,
utilizando o emaranhamento inicial, foi possivel manipular a simetria da fun¢do de onda para
simular CQs bosonicas, fermidnicas e anyonicas.

Também examinamos as propriedades de transporte das CQs na presenca da desordem di-
namica. Nossos resultados mostraram que, ao variar apenas um parametro, a intensidade da
desordem, todas as regides associadas a superdifusao foram acessadas, desde o espalhamento
balistico, tipico de estados quanticos, até a dispersao linear, caracteristica de sistemas cléssicos.
Em particular, para a CQ fermidnica, identificamos a presenca de um regime de hiper-transporte
em uma regido especifica da intensidade da desordem.

Para compreender melhor o impacto da desordem dinadmica nos regimes de propagacao,
modificamos a distribui¢do de probabilidade associada a desordem dindmica, utilizando dis-
tribui¢des Laplaciana, Cauchy-Lorentz e Uniforme, além da Gaussiana. De forma geral, os
resultados foram similares: todas as regides de superdifusao puderam ser acessadas com uma
escolha adequada do parametro de controle.

Palavras-chave: Caminhadas Quanticas, Hipertransporte, Difusdo Andmala.
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Abstract

In this work, we theoretically investigated one-dimensional quantum walks (QWs), consid-
ering both single-particle and two-particle systems. For the two-particle case, we successfully
implemented entangled states within the QW framework. Furthermore, by utilizing the initial
entanglement, it was possible to manipulate the symmetry of the wave function to simulate
bosonic, fermionic, and anyonic QWs.

We also examined the transport properties of QWs in the presence of dynamic disorder. Our
results showed that by varying only one parameter, the disorder intensity, all regions associated
with superdiffusion were accessed, ranging from ballistic spreading, typical of quantum states,
to linear dispersion, characteristic of classical systems. In particular, for the fermionic QW, we
identified the presence of a hyper-transport regime in a specific region of the disorder intensity.

To better understand the impact of dynamic disorder on propagation regimes, we modified
the probability distribution associated with the dynamic disorder, using Laplacian, Cauchy-
Lorentz, and Uniform distributions, in addition to the Gaussian distribution. Overall, the re-
sults were similar: all superdiffusion regions could be accessed with an appropriate choice of
the control parameter.

Keywords: Quantum Walks, Hyper-transport, Anomalous Diffusion.
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CAPITULO 1

Introducao

As Caminhadas Quanticas (CQs), primeiramente introduzidas por Aharonov, Davidovich,
e Zagury [1], emergiram como uma ferramenta poderosa no campo da computacdo quantica,
oferecendo novas perspectivas surpreendentes tanto para o desenvolvimento revoluciondrio de
algoritmos quanticos [2, 3] quanto para a simulacio de sistemas fisicos complexos [4, 5]. Ao
contrario das caminhadas aleatdrias cldssicas (CACs), que estdo limitadas pela natureza pre-
visivel da mecanica de corpos macroscopicos, nas CQs, o principio da superposi¢ao quantica
permite que o caminhante explore multiplas trajetérias simultaneamente.

As CQs ocorrem em redes, onde os nds representam as possiveis posi¢des do caminhante
e as arestas definem as dire¢des. A evolugdo dessas caminhadas segue dois modelos: tempo
discreto e continuo. No primeiro, o caminhante realiza saltos entre os nds a cada instante, com a
dindmica regida por um operador de evolucao temporal. No caso do modelo de tempo continuo,
a transicao entre os nos ocorre gradualmente, com a evolucido no tempo sendo caracterizada
pela exponenciacdo de um Hamiltoniano, A, que é uma matriz Hermitiana [6-8].

A funcido distribui¢do de probabilidade (FDP) do caminhante quantico durante sua propa-
gacdo € completamente diferente de seu andlogo cldssico. Em uma CQ, a particula pode ocupar
estados de superposi¢do, o que gera efeitos de interferéncia que causam uma diferenca dréstica
em relacdo ao caso cldssico, tal diferenca pode ser observada na Figura 1.1.
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Figura 1.1: Distribuicdo de probabilidade de uma CAC (em azul) e da distribui¢do de probabi-
lidade de uma CQ (em vermelho) apds 100 passos.



2 CAPITULO 1 INTRODUCAO

Como resultado dessa distingdo fundamental, a distribuicao espacial da CQ, quantificada
pela evolucao do desvio padrio, se espalha de forma linear ao longo do tempo, com um com-
portamento balistico, em contraste com a difusdo regular das CACs, onde o desvio padrao
evolui com a raiz quadrada do tempo. Ao explorar as multiplas trajetérias do caminhante quan-
tico, permitidas pela superposi¢do de estados, obtém-se um paralelismo computacional massivo
que serve como base para muitas aplicacdes em diferentes areas, como biologia [9-11] fisica
[12-14], quimica [15, 16], oceanografia [17] e computacdo quantica [18-20].

Embora o estudo das CQs para uma tnica particula ja tenha revelado uma série de fenome-
nos, como a propagacao balistica, a extensao desse conceito para sistemas de vdrias particulas
traz novas dinadmicas e desafios que ampliam o escopo de suas aplicacdes, tanto tedricas [21—
23], quanto experimentais [24-26] .

Nas CQs de varias particulas, a distribui¢@o espacial e a evolu¢do temporal do sistema po-
dem ser drasticamente diferentes em comparagdo com o caso de uma tnica particula, mesmo na
auséncia de interacdes diretas entre elas, isso ocorre devido a presenca de correlagdes quanticas
no estado inicial, que influenciam a evolu¢ao da funcdo de onda. Dependendo da simetria do
estado inicial, € possivel modelar particulas que obedecem a diferentes estatisticas, incluindo
as estatisticas bosoOnicas e fermidnicas, ou até mesmo estatisticas intermedidrias, conhecidas
como anyonicas.

Quando as particulas obedecem a estatistica bosdnica, elas podem ocupar o mesmo estado
quantico, o que pode levar ao fendmeno de coalescéncia, onde as particulas tendem a se agrupar
em certas regides do espago. J4 no caso das particulas que seguem a estatistica fermidnica, ou
seja, obedecem ao principio de exclusdo de Pauli, duas particulas ndo podem ocupar 0 mesmo
estado simultaneamente, resultando em distribui¢cdes espaciais mais dispersas. Esse compor-
tamento € drasticamente diferente das caminhadas cléssicas, onde tais efeitos de repulsdo e
coalescéncia ndo sao observados.

Outro aspecto fundamental nas CQs, € o impacto da desordem no sistema, ela pode ser
introduzida tanto no tempo quanto no espaco, permitindo modificar os regimes de propagacao.
Por exemplo, estudos tedricos [27] e experimentais [4, 28, 29] demonstram que € possivel con-
trolar a propagacdo de particulas desde um regime de difusdo cldssica até o transporte balistico
caracteristico dos sistemas quanticos e ha o regime intermedidrio, chamado de superdifusivo,
que surge quando a desordem leva a uma propagacdo mais rapida do que a difusdo classica,
mas ainda abaixo da propagacao balistica.

Além disso, sob certas condi¢des, foi possivel observar regimes de subdifusao [5], onde a
propagacdo das particulas ocorre de forma mais lenta que a difusdo cldssica. Esse fendmeno,
conhecido como localizacao de Anderson, foi observado experimentalmente em CQs fotdnicas
[12], onde a desordem espacial impede que as particulas se espalhem livremente. Por outro
lado, ao introduzir desordem temporal, é possivel alcangar um novo regime de propagacao
conhecido como hipertransporte. Nesse caso, a largura da distribui¢ao da posi¢ao das particulas
cresce mais rapidamente do que o comportamento balistico tradicional [30].

A sequéncia desta dissertacao esta dividida em mais cinco capitulos, que serdo brevemente
apresentados nos seguintes pardagrafos.

No capitulo 2 sdo apresentados os conceitos fundamentais necessarios para compreender
o problema abordado nesta dissertacdo, especificamente as CACs e as CQs. Esses modelos



CAPITULO 1 INTRODUCAO 3

sdo amplamente utilizados para descrever dindmicas de transporte em sistemas fisicos, qui-
micos e bioldgicos, além de servirem como ferramentas matemadticas para o entendimento de
fendmenos estocdsticos e quanticos.

O capitulo 3, ird exibir o formalismo matemadtico necessario para a compreensao das CQs,
inicialmente serdo introduzidos os conceitos fundamentais que formam a base teérica do mo-
delo, incluindo os espagos de Hilbert, estados quénticos e operadores que governam a dindmica
das particulas. Em seguida, serd apresentada a teoria fisica subjacente as CQs, destacando suas
diferencas em relacdo as caminhadas aleatdrias cldssicas e enfatizando as caracteristicas intrin-
secas da mecanica quantica, como superposicao e interferéncia. Serao discutidas as implicagcdes
desses principios no comportamento das particulas e na evolucao de seus estados.

No capitulo 4 serdao abordados os conceitos experimentais e conexdes com a formulacdo
tedrica para implementar as CQs de uma e de duas particulas, com foco na propagacido do
caminhante quantico ao longo de uma linha unidimensional. Essa implementagdo é baseada
em conFiguracdes experimentais que utilizam fétons nao interagentes e uma rede de divisores
de feixes (também chamados de beam splitters, BS) para simular a evolucao temporal das CQs.

No capitulo 5, apresentamos os resultados obtidos para uma CQ unidimensional com 100
passos, realizados por meio de simulagdes computacionais utilizando a linguagem Python. Fo-
ram consideradas 100 realizacdes do sistema para garantir a robustez estatistica dos resultados.
Analisamos dois casos principais: (i) uma CQ com uma particula, e (ii) uma CQ com duas par-
ticulas. Para o caso de duas particulas, foram implementadas trés estatisticas distintas: boso-
nica, fermidnica e anyonica. Adicionalmente, introduzimos desordem dindmica no sistema e
analisamos o impacto dessa desordem na propagagdo das particulas, estudando o expoente da
variancia, introduzido no capitulo 4. Em particular, para a estatistica fermidnica, encontramos
um regime de hipertransporte.

Por fim, o capitulo 6 conclui a dissertagdo, apresentando um resumo dos principais re-
sultados obtidos e as respectivas conclusdes. Ressaltamos a relevancia do estudo realizado,
destacando as contribui¢des tedricas e os avancos alcangcados. Por fim, discutimos perspectivas
para trabalhos futuros que possam ampliar e aprofundar as descobertas do presente trabalho.






CAPITULO 2

Caminhadas aleatorias

As CACs sdo descritas como um modelo matemético que aborda trajetérias formadas por
passos sucessivos e aleatérios. Exemplos que ilustram este conceito incluem o trajeto erratico
de um animal em busca de alimento [31] ou o caminho irregular de uma pessoa apds um
bloco de carnaval [32]. Em tais casos, o tamanho do passo e a dire¢cdo do deslocamento sdo
determinados por varidveis aleatdrias, caracterizando um processo estocdstico. [33].

Essas caminhadas possuem indmeras aplicacdes cientificas, na Fisica, sdo utilizadas para
descrever processos de difusdo térmica e transporte de particulas [34], na Biologia, mode-
lam dinamicas de migragdo celular e dispersdao de populagdes [35], em Economia, auxiliam
na formulacdo de modelos estocdsticos para flutuagdes dos mercados financeiros [36]. Essa
abrangéncia de aplicagdes ilustra a versatilidade e relevancia das caminhadas aleatérias como
ferramenta analitica em diferentes areas do conhecimento.

Por outro lado, as CQs emergem do contexto da mecanica quantica, incorporando proprie-
dades como superposicdo e interferéncia. Essas caracteristicas conferem as caminhadas quén-
ticas comportamentos significativamente distintos dos modelos cldssicos, especialmente em
relagdo a propagacao e a distribuicdo de probabilidade do caminhante [6]. Como consequén-
cia, as CQs tém ganhado aten¢do como potenciais ferramentas para algoritmos de computagdo
quantica e simulagdes fisicas avangadas [37].

‘aleatérias

Figura 2.1: Dentro das Caminhadas Aleatdrias, temos as Caminhadas Quanticas e as Caminha-
das Aleatorias Classicas.

No presente trabalho, abordaremos o formalismo matemaético por trds das CACs e CQs,
com foco em seus comportamentos dindmicos e na propagacao do(s) caminhante(s). Inicial-
mente, serd introduzido o modelo de CAC unidimensional, com passos discretos e tamanho
fixo. Posteriormente, expandiremos essa discussdo para as CQs, evidenciando as diferencas
fundamentais entre os dois tipos de dinamica.
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As secOes seguintes deste capitulo irdo detalhar os aspectos formais de cada modelo, en-
fatizando como as CQs se diferenciam em relacdo as CACs, especialmente na presenca de
desordem e correlagdes entre particulas. Essa andlise serd essencial para a compreensao dos
resultados apresentados ao longo desta dissertagdo.

2.1 Caminhadas aleatorias classicas

As caminhadas aleatdrias cldssicas s@o processos estocdsticos amplamente utilizados para
modelar sistemas dindmicos em espacgos discretos ou continuos, em que um caminhante rea-
liza movimentos baseados em probabilidades definidas. Em sua forma mais simples, o modelo
considera uma particula que se desloca em uma linha unidimensional, com cada passo deter-
minado por um evento aleatério, como o langcamento de uma moeda. Esse mecanismo gera
uma distribui¢do de probabilidade para a posi¢ao da particula ao longo do tempo, permitindo
descrever sua evolucao estatistica, como pode-se observar na Figura 2.2.

6 5 -4 -3 2 -1 0 +1+2 +3 +4 +5 +6
0000000000090

o

Figura 2.2: Representacdo de uma caminhada aleatéria cldssica unidimensional de 6 passos
com as posi¢oes variando de —6 até +6. A Figura mostra, em azul, uma das possiveis trajetorias
do caminhante.

Desde a concepcao das CACs, esses modelos t€ém desempenhado um papel essencial no
entendimento de processos aleatorios e suas propriedades estatisticas, servindo como base para
teorias mais avangadas, como as CQs. A CAC ¢ definida como um processo estocéstico em
que uma particula (ou caminhante) realiza deslocamentos sucessivos em uma rede discreta ou
continua, escolhendo sua direcio de movimento com base em probabilidades pré-definidas.
[38]

A principal caracteristica das caminhadas aleatdrias € sua natureza estatistica, que pode ser
descrita por métricas como a posicao média e a variancia da posicao [39]. Para caminhadas
simétricas, temos que a posicao média € dada por:

(x(1)) =0. 2.1)

A CAC pode ser descrita matematicamente por meio da distribuicao binomial, que modela
a probabilidade de uma particula se mover para a direita ou para a esquerda ao longo de uma
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sequéncia de n passos discretos. Em cada passo, a particula tem uma probabilidade p de se
deslocar para a direita (+1) e uma probabilidade complementar ¢ = 1 — p de se deslocar para a
esquerda (—1). A probabilidade do caminhante se encontrar na k-ésima posi¢cao apds um certo
nimero de passos n é dada por:

P(l’l,k,p) = <Z)pk(1 _p>l’l—k7 (22)

em que:

n n!
(&) = war =

A Figura 2.2 mostra uma caminhada aleatdria na linha dos ndmeros inteiros, Z, que comega
em zero e a cada passo o caminhante se move +1 ou —1 com a mesma probabilidade de ir para
ambos os lados.

2.2 Caminhadas quanticas

Desde a descoberta da mecanica quantica, as leis da natureza tém desafiado nossa intuicao,
introduzindo efeitos inimagindveis no contexto cldssico newtoniano. Tecnologias modernas,
como os lasers e a bomba atdmica, exploram esses efeitos com beneficios e riscos. Nos tltimos
anos, o interesse pela teoria da informagdo quantica cresceu devido ao potencial de dispositi-
vos com capacidades surpreendentes, como a criptografia quantica e a computagido quantica.
Em 1994, o algoritmo quantico de Shor [40] para fatoracdo de nimeros inteiros teve um im-
pacto notével, pois sua eficiéncia ameaca a seguranga dos sistemas criptogréficos tradicionais,
como o RSA (Rivest—-Shamir—Adleman), cuja robustez se fundamenta na dificuldade de fatorar
numeros grandes.

As CQs representam uma versdo quantica das, ja bem estabelecidas, CACs, sua natureza
leva a diferentes distribui¢des para a posi¢ao do caminhante, visto que agora torna-se possivel
os efeitos de superposi¢do e interferéncia. Enquanto na CAC o caminhante segue apenas uma
trajetoria, como mostra a Figura 2.2, em uma CQ ele pode seguir todos os caminhos possiveis,
como indica a Figura 2.3.

As CQs possuem dois principais modelos de evolucdo temporal: o modelo continuo e o
modelo discreto. A distin¢ao entre esses modelos estd na forma como o tempo € tratado na
dinamica do sistema. No modelo da CQ continua, o tempo € representado como uma varidvel
continua, permitindo que a probabilidade do caminhante estar em uma determinada posi¢dao
seja descrita como uma fung¢ao continua do tempo. Nesse caso, a evolucdo do sistema é regida
por um Hamiltoniano, representado pelo operador A que descreve as propriedades energéticas
e as interagdes do sistema durante a caminhada. A dindmica € entdo expressa pelo operador
unitério de evolugdo temporal:

O(t) = e i1, (2.4)

onde 7 é o tempo continuo e tomamos 7 = 1.
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6 5 -4 -3 2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6
0090009090000 0°0

o

Figura 2.3: Representacdo de uma caminhada quantica unidimensional de 6 passos com as
posi¢des variando de —6 até +6. A Figura mostra, em vermelho, que o caminhante percorre
todas as trajetorias.

Por outro lado, no modelo da CQ discreta, o tempo € tratado em unidades discretas, ou seja,
como uma sequéncia de passos temporais. Cada passo corresponde a uma operagdo unitdria
que combina uma rotagdo no espaco do caminhante (ou grau de liberdade associado, como
spin ou polariza¢do) e uma translaciao no espaco da rede. Essa evoluciao pode ser descrita por
um operador unitdrio definido pelo produto de outros dois operadores:

U=S-(Co1), (2.5)

onde C é o Operador Moeda (do inglés, Coin Operator), responsével por criar superposicoes
quinticas, e $ é o operador de translacdo, que move o caminhante de acordo com o estado
da moeda, chamado de Operador Passo (do inglés, Step Operator) e serdo abordados mais
detalhadamente no Capitulo 3.

A escolha entre os modelos continuo e discreto depende da aplicacdo especifica e da na-
tureza do problema fisico a ser modelado. Ambos os modelos compartilham caracteristicas
essenciais das CQs, como a interferéncia e a superposicao de estados, mas apresentam diferen-
tes regimes de propagacao. Nesta dissertacdo, serdo mostrados os resultados obtidos a partir de
simulagcdes de uma CQ discreta unidimensional de uma e de duas particulas.



CAPITULO 3

Teoria das caminhadas quanticas

3.1 Formalismo matematico

Para descrever o modelo das CQs, € essencial considerar a interacao de dois sistemas quan-
ticos distintos. O primeiro sistema € representado por um vetor que atua no espaco de Hilbert
das posicdes, denotado por .77, nesse espaco, os estados quanticos da particula sdo denotados
por |x), com x € Z, em que Z é o conjunto dos nimeros inteiros e o indice x refere-se a posi¢ao
da particula em uma rede discreta, formando uma base ortonormal para .77,

Enquanto o segundo sistema estd associado a um grau de liberdade adicional e é descrito
pelo espago de Hilbert da moeda, denotado por .77.. Esse espago é bidimensional, refletindo
o fato de que, em cada posi¢do x, hé dois estados possiveis associados a particula: |[+) e |—),
esses estados representam, respectivamente, os spins up e down da particula, que, em sistemas
de spin-1/2, podem ser representados por:

4= (o) G
== (1): 32

No contexto quantico, as operagdes realizadas em .77, como veremos em breve, introduzem
combinagdes lineares dos estados |+) e |—), essas combinagdes representam uma superposi¢ao
quantica, permitindo que a particula se mova simultaneamente em ambas as dire¢des — uma
caracteristica que distingue as CQs das CACs.

Em contraste com o caso cldssico, onde a dire¢do do movimento (esquerda ou direita) é
determinada por um evento discreto e mutuamente exclusivo, no modelo quantico, a direcao
da particula nao € fixa, mas sim uma superposicao dos dois estados. Isso é realizado por uma
rotacao no espaco de Hilbert da moeda, que pode ser interpretada como o andlogo quéntico do
lancamento de uma moeda no modelo classico, essa rotag@o cria um estado que combina as pos-
sibilidades de movimento para a direita e para a esquerda, refletindo a natureza probabilistica e
simultanea do deslocamento quantico.

Portanto, o modelo da CQs integra esses dois espacos de Hilbert, .77}, e 77, em um produto
tensorial, formando o espacgo total:

H = H @ He. (3.3)

Essa descri¢do captura a dindmica combinada da posicao e do spin da particula, destacando
a singularidade das CQs em relacao as suas contrapartes cldssicas. Desse modo, ao considerar-
mos uma rede unidimensional, o estado da particula |¥) serd dado por:

9
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W) =) [w(x,1)) ®|x), (3.4)

onde |y(x,1)) é dado por:

W(x,1)) = o, 1) [4) + B (x,1)| =), (3.5)

onde o (x) e B(x) sdo as amplitudes das probabilidades de encontrar a particula em uma posicao
x, com spin up e down, respectivamente. Apés ¢ passos, o estado inicial |¥) da particula ird
evoluir para:

[¥(1) =Y lw(x.0) @ x) = (0)¥), (3.6)

em que U é o operador unitdrio responsavel pela evolugdo temporal, explicitado na equagdo
(2.5). O operador moeda C, de modo geral, € representado por:

A a b
C= (c d) , 3.7

onde a,b,c,d € C, em que C representa o conjunto dos nimeros complexos. Observe que
também € possivel escrever C como:

Cl+) = a|+) +c|-), (3.8)

Cl-) =b|+) +d|-). (3.9)

O operador passo S, que opera no espaco das posic¢des, é definido como um operador de-
pendente do estado da moeda da particula. Em outras palavras, a acdo de S varia de acordo com
o estado da moeda em uma posicao especifica, de modo que podemos representa-lo matemati-
camente da seguinte maneira:

S=Y e+ D@ [+)(++ Y r— D x| @) (. (3.10)
X X
De modo que S opera da seguinte forma:

S)@|+H) = |x+ 1D |+), (3.11)

Sx)@|=)=|x—1)®|-). (3.12)

A partir da equacgdo (2.5), € possivel notar que em cada instante da evolucao temporal é
necessdrio aplicar o operador moeda e em seguida o operador passo, seguindo essa ordem.
Assim, a evolugdo temporal, para a CQ com uma moeda genérica, que foi mostrada na equagao
(3.7), é dada por:

Ulx)@|+) =alx+ 1)@ |+) +clx— 1) ®|-), (3.13)
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Ulx)@|=) =blx+ 1)@ |+) +d|x— 1) ®|-). (3.14)

E deste modo que a evolugio temporal do sistema segue a equagio (3.6).

Para uma tnica particula inicialmente localizada no centro da rede, na posicao x, com o
estado da moeda sendo |—) ou |+), o resultado da interferéncia quintica entre os multiplos
caminhos que surgem apos ¢ passos da evolug¢do temporal, pode ser determinado ao analisarmos
a distribui¢do de probabilidade da CQ ao longo da posi¢cdo unidimensional da particula. Essa
andlise ¢ feita calculando a probabilidade P(x,7), dada por:

P(x,t) = (x| w(x,0)) [ = a(x,1) > + B (x,1)]%, (3.15)

onde P(x,t) representa a probabilidade de encontrar a particula na posi¢ao x apds ¢ passos.
E importante ressaltar que essa distribui¢io é totalmente independente dos graus de liberdade
internos da particula, ou seja, ndo é influenciada diretamente pelo estado da moeda |—) ou
|+), mas apenas pelos efeitos globais da evolugdo quéntica e da interferéncia resultante. Essa
expressdo captura como os efeitos de superposi¢do e interferéncia, caracteristicos das CQs,
moldam a probabilidade de localizacdo da particula na rede.

3.2 Moeda de Hadamard

Dentre os operadores moedas existentes, um dos mais utilizados em CQs € o operador Mo-
eda de Hadarmard, pois se trata de uma moeda ndo tendenciosa, que define igual probabilidade
da particula se deslocar para direita ou para a esquerda. A moeda de Hadamard é definida da
seguinte forma:

A1 (11
@:EQ_J. (3.16)

Para mostrar como a moeda de Hadamard atua, vamos considerar o seguinte estado inicial:

[¥(0)) =1[0) ®|+). (3.17)

De agora em diante, para simplificar, serd utilizada a seguinte notagao:

10) ®|+) =10,4). (3.18)

Das equagdes (3.13) e (3.14), obtemos o seguinte:

* Parart =1, o estado apds o primeiro passo é dado por:

1

V2

e Parat =2, o estado apds o segundo passo € dado por:

(1)) (L) +1=1,-)). (3.19)
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1
Y(2)=—(2,+)+10,—)+10,4+)—|—2,—-)). 3.20
%)) = 22,4 +10.2) +10,+) = =2,-)) (3.20)
» Parat = 3, o estado apds o terceiro passo serd calculado, primeiro aplicando-se a moeda
de Hadamard:
11,4
() = = [S(124) +[2.2) +10.4) = 0. +10.+)
+10,-) = [=2,4)+]-2,-))], 32D
I 14

E) = S22 o) 204 - =24 -2 G

Agora, aplicando o operador passo, obtemos:

¥(3)) = % [(13,+> +[1, =)y +2[1,+) — | = 1,+) +| —3,—>)] (3.23)

Quando o operador moeda de Hadamard atua no terceiro passo, observamos na equagao
(3.21) que, no caso do estado |0,+) , destacado de azul, ocorre uma interferéncia construtiva,
enquanto que, para o estado |0, —), destacado em vermelho, ocorre uma interferéncia destru-
tiva. Comparando a CQ com a CAC, em termos das probabilidades associadas a cada posicao,
percebemos que as diferencas comegam a surgir a partir de ¢ = 3, resultado dessas interferén-
cias.

0.08

FDP

0.06

0.04r

0.02r

0.00F « 1 " L L L
t] 20 40 60 a0 100
Posicao

Figura 3.1: Distribui¢éo de probabilidade de uma CQ cujo estado inicial é [¥(0)) = [0,+) e

t = 100.
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Na Figura 3.1 notamos uma maior probabilidade de encontrar a particula deslocada para a
direita devido a escolha de um estado inicial assimétrico, nesse caso, a particula comec¢a com
spin up. No caso em que a particula comeca a CQ com spin down, onde temos o seguinte
estado inicial:

[¥(0)) =10,-). (3.24)

A distribui¢do de probabilidade resulta em:

0.08r

FDP

0.06

0.04r

0.02

0.00E

0 20 40 60 80 100
Posicao

Figura 3.2: Distribui¢do de probabilidade de uma CQ cujo estado inicial é |¥(0)) = |0,—) e
t = 100.

A partir das Figuras 3.1 e 3.2, é possivel observar que a CQ € extremamente sensivel as
condig¢des iniciais. Também € possivel obter uma distribui¢do de probabilidade simétrica, ao
escolhermos um estado inicial de superposicao:

1

V2

O que nos da a distribuicdo mostrada, em vermelho, na Figura (1.1).

|¥(0)) (10,+) +1]0,—)). (3.25)

Também € possivel implementar a refletividade [41] no operador moeda, de modo que:

(3.26)

e (fo

onde R representa a porcentagem de fétons refletidos, ou refletividade dos BSs. E impor-
tante destacar que a moeda utilizada nas simulacdes da presente Dissertacao possui R = 0.5.



14 CAPITULO 3 TEORIA DAS CAMINHADAS QUANTICAS

3.3 Caminhada quantica de duas particulas

As CQs envolvendo dois caminhantes, consideram a evolucdo simultanea destes em um
espaco discreto ou continuo, regida por principios de superposicdo e interferéncia e, nesse
sistema, as particulas podem exibir simetrias estatisticas distintas, como a bosOnica, fermidnica
ou anyOnica, que serdo melhores abordadas ao longo da presente Dissertacao.

3.3.1 Um olhar geral

As CQs de duas particulas sdo uma extensdo das CQs de uma unica particula, onde o sis-
tema evolui em um espaco de Hilbert composto por dois subsistemas: um para cada particula.
Nesse contexto, cada particula possui um estado quantico de posi¢do associado a um espaco de
Hilbert .7, e um estado de moeda associado a um espaco de Hilbert J#.. Assim, o espago total
do sistema € dado pelo produto tensorial:

H = ('%%1 ®'%0C1>® (%2 ®‘%2)7 (3.27)

que considera tanto as posi¢des quanto os spins de ambas as particulas.

Uma diferenca em relacdo a caminhada quantica de uma unica particula € que, no caso
de duas particulas, a dindmica do sistema pode incluir interacdes entre elas e essas interagdes
podem ser de diversos tipos, como potenciais dependentes da distancia entre as particulas ou
condic¢des especificas de troca quantica, como nos casos de particulas indistinguiveis. No caso
de particulas bosonicas ou fermidnicas, por exemplo, a simetria do estado total deve ser, res-
pectivamente, simétrica ou antissimétrica sob a troca das particulas.

E possivel exemplificar considerando uma CQ de duas particulas inicialmente localizadas
em posi¢des distintas em uma rede discreta, com estados de moeda diferentes, a medida que
a evolucdo ocorre, cada particula pode se mover independentemente para a direita ou para a
esquerda, com suas trajetorias interferindo entre si [42]. A interferéncia resulta em padrdes de
distribui¢do de probabilidade que dependem da natureza quantica do sistema, das condi¢oes
iniciais, e das interacdes entre as particulas.

3.3.2 Caminhadas quanticas bosonica, fermionica e anyonica

No presente trabalho, estudamos CQs de duas particulas em um sistema de particulas ndo
interagentes. Deste modo, a dindmica do sistema € influenciada exclusivamente pela estatistica
quantica, ou seja, pela simetria da fun¢do de onda, que determina o comportamento estatistico
das particulas. Assim, nosso estudo abrange os casos de estatisticas bosonicas, fermidnicas e
anyonicas [13, 21, 43].

Para particulas idénticas, a mecanica quantica impde restricdes fundamentais sobre a forma
da funcdo de onda total. No caso de particulas bosonicas, a fun¢do de onda deve ser simétrica
em relacdo a troca das particulas, enquanto para particulas fermidnicas, a funcdo de onda deve
ser antissimétrica. J4 no caso anydnico, que ocorre em sistemas de baixa dimensionalidade
— como em 2D [44], a funcdo de onda adquire uma fase ndo trivial ao trocar as particulas,
interpolando entre as simetrias bosdnica e fermionica.
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Devido a simetrizagdo ou antissimetriza¢do da fung¢do de onda, surge o que € conhecido
como interacdo de troca. Essa interag¢do, no entanto, ndo é uma interacdo fisica no sentido
classico, mas sim uma consequéncia geométrica e puramente quantica da natureza do estado
coletivo das particulas. Conforme descrito por David J. Griffiths em seu livro de Mecanica
Quantica [45]:

“O caso interessante ocorre quando ha uma sobreposi¢do das fungdes de onda. O
sistema se comporta como se houvesse uma ’forca de atracdo’ entre bésons idén-
ticos, atraindo uns aos outros, e uma ’for¢a de repulsido’ entre férmions idénticos,
separando uns dos outros [...]. Chamamos isso de for¢a de troca, embora ndo seja
realmente uma forca, pois nenhum agente fisico estd empurrando as particulas;
pelo contrério, o que ocorre € uma consequéncia puramente geométrica da neces-
sidade de simetrizacdo. E também um fendmeno estritamente mecanico quantico,
sem nenhum equivalente cldssico.”

No contexto das CQs, a forca de troca citada no trecho acima, se manifesta nos padrdes
de interferéncia das particulas ao longo de sua evolucdo temporal. Para particulas bosonicas,
a simetriza¢do da fun¢do de onda leva a uma maior probabilidade de encontri-las proximas
uma da outra, o que resulta em padrdes de interferéncia com concentragdo de probabilidade em
regides de sobreposicdo. J4 para particulas fermidnicas, a antissimetrizagao implica a auséncia
de probabilidade em posicdes coincidentes, gerando uma repulsdo entre as particulas.

Matematicamente, o estado quantico inicial das duas particulas pode ser representado por:

v) = |y1) @|y2), (3.28)

onde |y1) e |ys) sdo os estados individuais de cada particula. Para particulas bosonicas, a
funcdo de onda total € simetrizada, de modo que o estado combinado € dado por:

1
W) gos = —=([y1) @ |v2) + [ya) @ | y1)), (3.29)
V2
enquanto que para particulas fermidnicas, a funcdo de onda total € antissimetrizada:
1
erR:ﬁ(wn@w—rwww) (3.30)

No caso dos anyons, a func@o de onda incorpora uma fase adicional dependente do angulo
de troca entre as particulas. Matematicamente, o estado quantico € expresso como:
1 i0
[Wiany = —=(lv1) @[v2) + e |wa) ® [yn)), (3.31)
V2
onde 6 é o angulo de troca caracteristico dos anyons.
Note que, para 0 = 0, recuperamos o comportamento bosonico, e para 0 = 7, o comporta-
mento fermidnico. O estudo dessas estatisticas nas CQs permite explorar propriedades funda-

mentais, como a distribui¢do de probabilidade das particulas ao longo do tempo e padrdes de
interferéncia associados as estatisticas de troca, que serdo exibidos no Capitulo 5.






CAPITULO 4

Metodologia

4.1 Descricao do modelo

A CQ em uma linha unidimensional pode ser implementada experimentalmente por meio
de um udnico féton que, ao atravessar uma rede em cascata de divisores de feixe (Beam Splitter,
do inglés, cuja sigla é BS) simétricos, sofre multiplos espalhamentos, conforme ilustrado na
Figura 4.1. Esses divisores possuem a propriedade de transmitir o féton incidente com igual
probabilidade por ambas as saidas, razdo pela qual sao denominados BS 50:50, para uma dis-
cussdo mais detalhada acerca do assunto, veja o Apéndice A. Na representacdo adotada, cada
linha tracejada composta por BSs corresponde a um passo temporal da caminhada, enquanto as
linhas pretas indicam os trajetos possiveis para o caminhante.

Para explorar o comportamento do caminhante quantico, realizamos simula¢des computa-
cionais em Python que reproduzem a configuracio experimental proposta. O modelo adotado
considera a incidéncia simultinea de duas particulas em um mesmo BS, provenientes das portas
A e B, conforme Figura 4.1, que possuem polarizacdes ortogonais. Apds incidir no BS, o f6ton
sofrerd uma rotacdo e uma translagcdo, descritas pelos operadores moeda e passo, respectiva-
mente, de modo que nas simulag¢des realizamos o produto tensorial ¢ vezes, como foi definido
na Equacio (3.6).

E fundamental destacar que a CQ pode ser descrita tanto no espaco do caminhante quintico
quanto no espago das posi¢cdes fisicas. No espaco do caminhante quantico, as medi¢des sdo
realizadas diretamente nos BSs, de modo que, para uma CQ de ¢ passos, obtém-se um conjunto
de ¢ posi¢des distintas para o caminhante, conforme mostram as distribui¢cdes das Figuras 3.1 e
3.2. Por outro lado, no espago das posicoes fisicas, cada BS apresenta dois modos de saida, im-
plicando que, em uma CQ de ¢ passos, existem 2t posicodes fisicas possiveis para o caminhante
quantico, como pode-se observar na Figura 4.2.

Uma representagao grafica das amplitudes extraidas no espaco das posicoes fisicas € exibida
na Figura 4.3. Enquanto que em cada BS € possivel encontrar, apds uma medi¢do, o caminhante
com spin up ou down, no espaco das posi¢cdes fisicas o caminhante s6 pode ser encontrado
apenas com spin up (down) se for para a direita (esquerda), note que X se refere a posi¢ao dos
BSs e x se refere as posi¢des no espago fisico.

17
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i Divisor de feixes

@ Modulador de fase

Figura 4.1: Esquema conceitual de uma rede em cascata de BS 50:50 utilizada para implemen-
tar uma CQ discreta unidimensional. A desordem temporal € introduzida por moduladores de
fase colocados em cada porta de saida do BS, representados pelas esferas coloridas, antes de
entrar no proximo. O tempo é mapeado no nimero de passos da caminhada, deste modo, temos
uma CQ discreta.

Para manter a consisténcia com as medicdes experimentais apresentadas na Figura 4.1 e
em consondncia com os trabalhos [24, 46], adotaremos, a partir deste ponto, a descri¢do das
fun¢des de onda do caminhante quantico no espago das posicdes fisicas. Assim, introduzire-
mos o estado |y) correspondente a esse espago. E importante atentar-se para ndo confundir
esse estado com o |y(x)) (que contém dependéncia em x no ket), previamente definido na
Equacdo (3.5).

O estado |y) representa a fun¢do de onda associada as posigdes fisicas do caminhante
quantico, tal que:

xy)=w(x)=1q ., (4.1)

o(x/2) sexépar,
B(X) sex éimpar.

onde a(x) e B(x) ja foram definidos na equacdo (3.5). Denotaremos |y¢(f)) como sendo a
evolugdo temporal do estado |y¢), onde as amplitudes « e B da equacdo (4.1) evoluem da
mesma forma descrita pela equagao (3.6).
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Modos de entrada
A B PASSOS

P |

o

2t Modos de saida

Figura 4.2: Esquema de uma CQ discreta unidimensional. Cada sitio € representado por um
BS (quadrados abertos azuis): um féton que incide em um BS simétrico possui a mesma proba-
bilidade de emergir por qualquer um de seus dois canais de saida. Essa propriedade possibilita
que o BS seja empregado tanto como operador moeda quanto como operador passo da CQ. Ao
dispor multiplos divisores de feixe em uma configuragdo em cascata, torna-se viavel simular
um circuito de CQ com ¢ passos, em que cada linha de divisores corresponde a um passo tem-
poral na evoluc¢do do sistema. [Fonte: [46]]

A Figura 4.4 apresenta uma visualizagdo de y(x) para uma caminhada quintica com uma
particula, evidenciando a diferenca entre os graficos obtidos no espaco das posi¢des fisicas e
aqueles representados no espaco do caminhante, conforme ilustrado nas Figuras 3.1 e 3.2.

Quando duas particulas com spins opostos sdo injetadas no mesmo sitio de uma CQ, podem
emergir distribuicdes de probabilidade significativamente mais complexas. Denotaremos essas
particulas utilizando a nota¢do |y¢), onde C = A, B, representando particulas que iniciam a
caminhada quantica pelas portas A ou B do arranjo experimental ilustrado na Figura 4.1.

Particularmente, no caso de particulas emaranhadas, torna-se possivel manipular o estado
inicial das mesmas, de maneira a reproduzir estatisticas bosonicas, fermidnicas [13, 21, 43] ou
até mesmo anyoOnicas [47]. Esse comportamento emerge devido ao papel crucial dos efeitos de
troca na dindmica da CQ, caracteristicos de particulas indistinguiveis.

No caso de particulas bosonicas, observa-se a coalescéncia das particulas, enquanto para
particulas fermidnicas, ocorre a repulsdo mutua [13]. Para simulacdes consistentes, pode-se
codificar estados iniciais simétricos, antissimétricos ou intermedidrios, utilizando o grau de
liberdade associado a polarizagdo, como demonstrado por experimentos que empregam fontes
de Conversdo Paramétrica Descendente Espontanea (do inglés, Spontaneous Parametric Down-
Conversion, SPDC) [13, 24].

A SPDC € um processo 6ptico ndo linear no qual um féton de alta energia, proveniente de
um laser de bombeamento, interage com um cristal ndo linear para se dividir espontaneamente
em dois fétons de menor energia, conhecidos como féton sinal e féton idler. Esse processo
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A0 4 B0 a(x+2)|+)
alX)|+) + A% -) B+ 2)|-}

espaco do caminhante quantico

B s

m— Modos de saida

Figura 4.3: Representagdo esquematica para uma particula dos espacos do caminhante (BSs) e
das posicdes fisicas (modos de saida), aqui temos dois BSs da Figura 4.1 vista de cima.

ocorre de maneira probabilistica e obedece as leis de conservacdo de energia € momento, isto

<,

onde @ e k representam, respectivamente, a frequéncia e o vetor de onda dos fétons. A espon-
taneidade do processo se deve ao fato de que ndo ha necessidade de um estimulo externo para
que a conversao ocorra, tornando-o um fendémeno intrinseco ao meio nao linear.

A SPDC ¢é uma técnica fundamental em experimentos de 6ptica quantica, sendo ampla-
mente utilizado para gerar pares de fétons emaranhados, os quais sdo essenciais para inves-
tigacdes em criptografia quantica, computacdo quantica e testes de nao-localidade, como os
experimentos de desigualdades de Bell. Além disso, o processo pode ser configurado em dife-
rentes regimes de fase, conhecidos como SPDC Tipo I e Tipo II, permitindo o controle sobre
as propriedades de polarizacdo dos fotons gerados. Essa versatilidade faz da SPDC uma fer-
ramenta indispensdvel para a exploracdo e aplicacido dos principios da mecanica quantica em
sistemas experimentais avancados.

O estado inicial geral das duas particulas emaranhadas pode ser descrito como [46]:

1 .
P9 = 5 llvaH) V) +eyp, H) |y, V)], 4.3)

em que
lwa, H) = |ya) ® |H), 4.4)

sdo vetores ortonormais que descrevem um féton com polarizacao horizontal que inicia a CQ
pela porta A e porta B, respectivamente (a defini¢do similar é valida para |¥'4 5,V) associado
com um féton polarizado verticalmente). Observe que o parametro 6 desempenha um papel
fundamental na definicao do tipo de estatistica a ser simulada. Para 6 = 0, a estatistica corres-
ponde ao comportamento bosdnico, enquanto 6 = 7 caracteriza a estatistica fermidnica. Valo-
res intermedidrios no intervalo 0 < 6 < 7 representam estatisticas anyOnicas, que interpolam
entre os dois regimes.



4.1 DESCRICAO DO MODELO 21

0.08
0.07
0.06
0.05

o

D opar
0.03F
0.02

0.01r

ooof — 1 : : : : : ,

0 25 50 15 100 125 150 175 200
Posicao

Figura 4.4: Distribui¢c@o de probabilidade no espago das posi¢cdes fisicas para uma particula que
inicia a CQ em um estado de superposicao (polarizacdo H e V), evidenciando a interferéncia
quantica e a propagacdo simultanea dos diferentes modos de polarizacio ao longo da rede.

Assumindo que a propagacdo pela rede Optica seja independente da polariza¢do e que nao
haja interacdo entre os dois fétons, o estado descrito pela equagdo (4.3) evolui, apds ¢ passos,
de acordo com a seguinte expressao:

WO (1)) = \%HWA(O,HHWB&),W (), HY [y (0).V)]. 4.6)

A probabilidade de detectar uma particula na posi¢do x e outra na posicao y, independente da
sua polarizacao € definida como [13]:

PO(x,3,1) = |(x, HI (0, VI (1)) + [ (0 H| (x, VWO (1) P, 4.7

para x >y, enquanto que para X =y, a probabilidade € dada por:

PO (x,x) = | (x, H|(x, V9 (1)), (4.8)

onde |x,H) = |x) ® |H) e similarmente para |x, V).

O célculo para a primeira parcela do lado direito da equagdo (4.7) é mostrado abaixo, omi-
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tindo a dependéncia no tempo por simplicidade da notagdo:
(5 H|(, VW) = —=[(x, H|ya, H) (3, V |y, V) + ¢ (x, H |y, H) (3, V |yia, V)]

(x| wa) (v W) + € (x| wip) (v ya)]

Sl-8l-8l-5l-

| (4.9)
[V/A( YY) + ey (x)ya(y)]
[l/fA( YWa(y) + e wa(y) ws(x)],

|(x, H| (3, V|®9) 2 ——\w() 5(y) + ey (y) wp(x)|* (4.10)

Como o segundo termo da equacdo (4.7) apenas permuta as varidveis x e y, escrevemos direta-
mente a expressao para a probabilidade:

(Iwa@)ws () + e ya (s + [ya () ys(x) + e ya () wp(y)[), sex >y,

N —

Pe(xay) =

—|‘I/A( () + e ya(ys(x)?, sex=y.
4.11)

As probabilidades acima sdo definidas de tal forma que simule particulas indistinguiveis
que obedecem as estatistica ferménica (6 = ) e bosonica (6 = 0).

Ao trabalhar com um 6 arbitrario, é possivel gerar distribui¢des de probabilidade para a CQ
exdticas e ndo-triviais, sendo um parametro capaz de controlar o grau de repulsdo ou coalescén-
cia entre as duas particulas. E conveniente expressar as probabilidades definidas acima de uma
forma mais compacta. Note que apesar de P? (x, ) s6 ser definido parax >y, P (x,y) = P%(y,x)
€ vdlido para todo x e y. Por isso, podemos definir uma probabilidade valida para todo x e y da
rede. Definiremos entdo

PO (x3) = s 0) + 0w )W) P+ 21 0) W)+ () ws() P, (4.12)

para todo x e y da rede.

A definicdo na equacgdo (4.12) é conveniente pois assim € possivel expor os resultados
numeéricos obtidos no capitulo seguinte como um mapa de calor. Além disso, € possivel calcular
valores esperados de uma fungdo simétrica F'(x,y) sob permutacéo das varidveis x e y [F (x,y) =
F(y,x)] utilizando P% Y™ através da igualdade observada na equacio (4.13) a seguir:

ZF x,y)P ZF x,y)P% Y™ (x, y), (4.13)
.X>y X,y

que serd util no cdlculo dos expoentes da variancia desenvolvido nas se¢des seguintes, uma
abordagem mais detalhada sobre o cdlculo das probabilidades pode ser vista no Apéndice B.
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As esferas da Figura 4.1 representam moduladores de fase utilizados para implementar
desordem em uma possivel configuracdo experimental. A mudanca das cores nos moduladores
de fase representa a desordem dindmica em evolugdo, ou seja, a desordem muda apenas no
tempo, enquanto permanece a mesma em cada posicdo espacial para um passo especifico da
CQ, que serd mostrado na proxima se¢ao.

4.2 Caminhadas quanticas desordenadas

Neste trabalho, investigamos o comportamento das CQs sob a influéncia de desordem di-
namica. A desordem em sistemas fisicos pode ocorrer em diferentes graus, variando desde
poucas impurezas em um cristal praticamente perfeito até estruturas vitreas onde a desordem ¢é
tdo intensa que se torna quase impossivel caracterizar uma estrutura periddica [48].

A implementacdo da desordem dindmica tem como objetivo principal introduzir um con-
trole ajustdvel sobre o transporte nas CQs. Tal controle € realizado ajustando um Unico para-
metro da desordem, possibilitando a observacdo de diferentes regimes de transporte quantico.
Essa abordagem fornece uma visao fundamental sobre a relacdo entre a dindmica da desordem
e os mecanismos de propagacdo em sistemas quanticos.

4.2.1 Desordem dinamica

A desordem dinamica esta frequentemente associada a perda de coeréncia quantica devido
a interagdo do sistema com o ambiente [49], esse fenOmeno, conhecido como decoeréncia,
desempenha um papel crucial na compreensado da transi¢cdo entre sistemas cldssicos e quanticos.
Em sistemas de CQs, a introdu¢do da desordem dindmica pode ter um impacto significativo no
regime do transporte das particulas.

Ao contrario da desordem estética, que é congelada no tempo e leva a auséncia da difusao,
a desordem dindmica introduzida no sistema pode acelerar o espalhamento das particulas. Isso
pode levar ao chamado regime de hipertransporte [50], no qual a propagacdo das particulas
supera o regime de propagacio balistica tipico das CQs.

Neste trabalho, a desordem dindmica foi implementada de forma controlada, possibilitando
a observagdo de diferentes regimes de transporte em CQs através do ajuste de apenas um para-
metro da desordem. Para isso, alteramos o operador moeda de Hadamard, descrito na equagdo
(3.16), de modo a incluir flutuagdes temporais. A nova definicio do operador moeda, que
incorpora a desordem dindmica, é dada por:

. 1 [e9-()  (io-(t)
€)= (eimm _eim(z)) : (+-19)
onde ¢, _(r) representa uma fase aleatoria que varia a cada passo de forma descorrelacio-
nada, ou seja, ¢(¢)¢(#') o< &, », introduzindo assim, uma diferenca de fase relativa das compo-
nentes |+) e |—) do caminhante quintico, que faz o papel da desordem dinidmica no sistema.
A inclusdo da mesma nos permite observar como o regime de propagacao das particulas evo-

lui sob diferentes condi¢des, essa abordagem também abre caminho para investigacdes mais
detalhadas sobre a difusdo andmala nas CQs.
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4.3 Difusao anomala

A difusdo andmala é uma caracteristica marcante em diversos sistemas fisicos e encontra
aplicagdes em diferentes contextos, como em meios desordenados, sistemas bioldgicos e CQs.
Para descrever o regime de propagac¢do em uma CQ, a varidncia da posicao média € frequente-
mente utilizada como uma métrica fundamental [24]. Essa variancia, que é o o valor esperado,
(u = E(x)), do desvio ao quadrado da média:

var(x) = E[(x — u)?], (4.15)

descreve o espalhamento da distribui¢do de probabilidade ao longo do tempo e segue, assinto-
ticamente, uma relacao de poténcia:

var(x) ~ 1", (4.16)

onde 1 é o expoente de difusdo, que caracteriza o regime de propagacao, e a partir de 1, €
possivel classificar os regimes de propagagdo [51] observados nas CQs:

* Subdifusivo (1 < 1): Ocorre em sistemas onde a propagagdo da particula € restringida
por barreiras ou obstidculos. Um exemplo notédvel € o efeito de localizagao de Anderson
[52], no qual a desordem estética leva a supressdo do transporte e 11 pode tender a zero
em casos extremos.

* Difusivo ( = 1): Esse € o comportamento tipico em sistemas cldssicos, como na difu-
sdao browniana, onde o espalhamento das particulas € linear no tempo. Em uma CQ, a
transi¢do para o limite cldssico de difusdo normal pode ocorrer em presenca de desordem
estdtica ou decoeréncia significativa.

* Superdifusivo (1 < n < 2): Caracteriza-se por um espalhamento mais rapido das parti-
culas em comparacdo ao transporte difusivo. Fendmenos como turbuléncia em fluidos e
movimentos de animais em busca de alimento podem exibir esse tipo de difusao.

* Balistico (n = 2): O transporte balistico refere-se ao regime de condugdo em que os
portadores de carga, como, por exemplo, elétrons, se deslocam através de um material
sem sofrer colisdes significativas com impurezas, defeitos ou fonons, mantendo assim
sua energia e momento ao longo do percurso.

* Hiper-balistico (1 > 2): esse regime implica que a propagacdo das particulas é ainda
mais rdpida que o transporte balistico [50].

Diferentes métodos tém sido adotados na literatura para fornecer uma estimativa quantita-
tiva das propriedades de localiza¢cdo, como o comprimento de localiza¢do [53] ou a variancia
da distribui¢do de uma tnica particula [12]. Esta tltima provou ser particularmente util para
comparar os efeitos de diferentes tipos de desordem [54], no entanto, quando se trata de um par
de particulas, diferentes parametros podem ser adotados.
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No presente trabalho, é calculada a var(®) (xy;) = var(®) (x+ ), que é a variancia da posi-
¢do média de duas particulas, xj7, permitindo uma anélise mais detalhada das propriedades de
localizag@o nesse contexto. Seguindo [55], temos que var(e)(xM) ¢ definida como:

N N
varl® (o) = Y (49 PO (y) — | Y (x+0) PO (xy)| (4.17)
x,y=1 x,y=1

De modo que xj; € uma coleciao de pontos que, assintoticamente, se comporta como uma
lei de poténcia, entdo € feita uma regressao linear e extraimos o expoente da variancia, ou seja:

var(® (xy) ~ M. (4.18)

4.4 Geracao de fases aleatorias com distribuicoes truncadas

Quando considera-se um cendrio desordenado, € necessario quantificar o grau da desor-
dem presente no sistema, esse parametro pode ser avaliado por meio da intensidade da mesma
(ver Figura 4.5), representada por 0, que coincide com o desvio padrdo das distribuicdes de
probabilidade apresentadas nesta sec¢ao.

I

TN

Figura 4.5: Representacdo da distribui¢do gaussiana que serd truncada no intervalo [—, 7],
onde O representa a intensidade da desordem, que coincide com o desvio padrao da distribuigao.

Em cada passo da CQ, uma fase aleatdria € atribuida ao sistema de acordo com uma das
seguintes distribuicdes: Uniforme, Gaussiana, Laplaciana ou Lorentziana (também chamada
de Cauchy-Lorentz). Essas distribui¢des sdo truncadas no intervalo [—m, 7|, garantindo que as
fases geradas estejam dentro do dominio apropriado para representar variagdes de fase, com
excecdo da distribuicao uniforme, que serd abordada a seguir.

1. Distribuicao Uniforme: Apenas na distribui¢do uniforme o pardmetro de controle é o
truncamento em si (os extremos da distribuicdo, que vao de [@pin, Omaxl), OU seja, es-
colhemos o valor da truncagem para gerar a distribuicdo com um certo desvio padrao
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(¢, = 0'\/5), onde @, (= Ppmax = —Pmin) € 0 valor da truncagem da distribuicao uniforme,
ja nas demais distribuicdes o truncamento é sempre fixo em [—7, ] € modificamos um
parametro de escala y.

Para entender o parametro de escala () consideramos uma distribui¢do de probabilidade
P(x), em que Y aparece quando definimos:

P(9,y) =A(1)[Q(¢/V)], (4.19)

onde A(7y) é uma nova constante de normalizag¢do que segue:
[ Po.mae =1, (4.20)
| amie/mide =1. (“21)

T 1
/EQ(WV) =10 (4.22)
Nas distribui¢des Gaussiana, Laplaciana e Lorentziana truncadas no intervalo de [—, 7],
Y ndo coincide com o desvio padrido (o), o desafio € ter controle de ¢ modificando y. A
relacdo entre ¥ e o desvio padrdo, em geral, ndo € trivial, € possivel observar na Figura 4.6
que a medida que ¥y aumenta, o desvio padrdo das distribui¢des truncadas, que serao descritas
a seguir, saturam para um mesmo valor. !
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Figura 4.6: Relagdo do parametro de escala (eixo x) com o desvio padrdo (eixo y) de cada
dstribuicdo, note que eles saturam no mesmo valor (1/+/3).

IE possivel mostrar que quando y — oo as trés distribuicdes truncadas convergem para a distribuicdo uniforme
com ¢, = 7.
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2. Distribuicao Gaussiana: As fases sdo geradas de acordo com uma fun¢do densidade de

probabilidade dada por:
1/¢\?
Po(9) =06 {exp | -3 (2] 1 @23)
YG

onde A(Ys) é uma constante de renormalizagdo para a distribui¢do Gaussiana truncada.
3. Distribuicao Laplaciana: Neste caso, a probabilidade segue:

PL(9) = A(n) [exp (—%)} , (424)

onde A(7) é uma constante de renormalizacdo para a distribui¢ao Laplaciana truncada.

4. Distribuicao de Cauchy-Lorentz: Para esta distribuicio, a densidade de probabilidade

é expressa comao.
-1
¢ )2
1+<— , (4.25)
Ye

onde A(Yc) é uma constante de renormaliza¢do para a distribui¢do de Cauchy-Lorentz
truncada.

Pc(9) =A(¢c)

A implementac¢do dessas distribui¢des permite controlar a intensidade e o tipo de desordem
imposta sobre o sistema, ou seja, para cada passo da CQ, sera sorteada uma fase aleatoria, 9§,
de uma das distribui¢des acima para as fases relativas, ¢ e ¢_, ja definidas anteriormente na
Secdo 4.2.1, essas fases ndo diferem de um BS para outro, diferem apenas temporalmente, o
que nos d4d uma desordem temporal. Essa abordagem possibilita o estudo de como diferentes
caracteristicas estatisticas da desordem afetam o comportamento dindmico das particulas na

CQ.






CAPITULO 5

Resultados

5.1 Distribuicao de probabilidade

Para a implementagdo da desordem dindmica, utilizamos a intensidade da desordem 9,
como foi mostrado no Capitulo 4, que define a intensidade da desordem temporal no sistema.
Inicialmente, consideramos a evolugdo do sistema na auséncia de desordem (6 = 0) e, posteri-
ormente, investigamos o impacto de uma desordem significativa, fixadaem 6 = 7/2. Na Figura
5.1, apresentamos os resultados obtidos para os dois cendrios, incluindo mapas de densidade
de probabilidade para cada tipo de estatistica considerada, em uma CQ de 100 passos e a média
foi realizada sobre 100 realizagdes, € possivel observar um dos codigos utilizados na simulagdo
da CQ no Apéndice C.

A evolucgido da densidade de probabilidade para uma tnica particula, considerando diferen-
tes intensidades de desordem dindmica, € ilustrada na Figura 5.1. No caso de 6 = 0, o sistema
apresenta comportamento tipico de uma CQ sem desordem, exibindo propagacao balistica e
padrdes claros de interferéncia. Por outro lado, para § = /2, a desordem dindmica modifica
significativamente a distribuicdo de probabilidade, evidenciando um comportamento difusivo
e reducdo dos padrdes de interferéncia. No caso de duas particulas, investigamos os efeitos da
desordem dinamica para as estatisticas bosonica, fermidnica e anyonica. A evolucao dos mapas
de densidade de probabilidade foi analisada para as intensidades da desordem 6 =0e 6 = /2,
conforme ilustrado na Figura 5.1.

Para particulas bosonicas, exibidas na Figura 5.1, nos mapas (a) e (e), observamos uma
maior concentracdo de probabilidade em regides onde as particulas tendem a sofrer coalescén-
cia, mesmo na presenca de desordem dindmica. Para particulas fermionicas, observadas nos
mapas (c) e (g) da Figura 5.1, a repulsdo estatistica é evidenciada tanto para 6 = 0 quanto
para § = /2, isso implica que férmions tém probabilidade nula de estarem no mesmo sitio,
devido ao principio de exclusdo de Pauli. Notavelmente, o padrdo de anti-agrupamento per-
siste mesmo diante dos efeitos de interferéncia inerentes a uma caminhada quéntica, mesmo
ao longo de tempos de evolugdo prolongados (até cem passos temporais nos resultados apre-
sentados). Por fim, para particulas anydnicas - em que consideramos 6 = 7 /2 (ver equagio
(4.3)) - exibidas em (b) e (f) na Figura 5.1, os mapas exibem uma interpolag¢ao entre os regimes
bosonico e fermidnico, dependendo do parametro de estatistica considerado. Para uma dnica
particula, ver mapas (d) e (h) da Figura 5.1, é notdvel que em um sistema ordenado, a densidade
de probabilidade nos mostra o impacto do estado inicial, a particula comeca a CQ em um estado
de superposi¢do (ver equagdo (3.25)), de modo que resulta em uma densidade de probabilidade
espalhada, com dois picos em posi¢des opostas. Enquanto que para um sistema desordenado
(86 = m/2), observamos um tnico pico central devido a decoeréncia da fungéo de onda.
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Figura 5.1: Mapas da densidade de probabilidade para diferentes caminhadas quanticas, em
que (a) e (e) sdo particulas bosonicas; (b) e (f) anyonicas; (c) e (g) fermidnicas; e (d) e (h)
apenas uma particula. Os mapas foram calculados apds t = 100 passos e sao uma média de 100
configuracdes diferentes de uma distribui¢do de probabilidade desordenada, na primeira coluna
temos uma CQ ordenada, enquanto na segunda, usamos a distribuicao Gaussiana truncada para
gerar os numeros aleatdrios da fase, considerando uma desordem dindmica com intensidade
0 = m/2 rad. Para as CQs de duas particulas, em 7 = 0, as particulas estdo posicionadas em
dois sitios vizinhos no centro da rede. No caso da CQ de uma tnica particula, ela inicia em
um estado de superposi¢do. Os mapas representam a probabilidade de encontrar uma particula
na posicdo x e outra na posi¢ao y no ultimo passo de cada caminhada quantica. Ajustando a
intensidade da desordem, &, é possivel controlar a dispersdo do(s) caminhante(s).
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Esses resultados destacam como a desordem dindmica afeta a propagacdo das particulas
em diferentes regimes estatisticos, oferecendo insights sobre a transicdo entre comportamentos
quanticos e cldssicos em sistemas desordenados.

5.2 Regimes de propagacao

Nesta secdo, realizamos uma andlise de como diferentes regimes de propagacdo nas CQs
podem ser obtidos variando o grau de desordem. Para caracterizar os regimes de propagacao
citados no Capitulo 4, analisamos o expoente da variancia da posicao média das duas particulas,
o que possibilitou a identificagdo quantitativa. Em particular, observou-se a emergéncia de um
regime hiper-balistico para uma determinada intensidade da desordem, quando as particulas
assumem estatisticas fermidnicas.
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Figura 5.2: Dependéncia do expoente da variancia da posi¢ao média (1) com a intensidade da
desordem (0) para uma distribuicdo de probabilidade de desordem Gaussiana, em uma cami-
nhada quantica de 100 passos, com média calculada a partir de 100 diferentes configuragdes
de desordem. No inset € possivel observar os pontos utilizados para realizar a regressao linear,
descartamos os pontos anteriores visando obter um resultado do sistema tendendo ao seu estado
estaciondrio.

A Figura 5.2 apresenta os resultados para o expoente da variancia, 71, definido na equagao
(4.18), em funcéo da intensidade da desordem, 0, onde utilizamos a distribui¢do gaussiana trun-
cada, em uma CQ de 100 passos, com média calculada a partir de 100 realiza¢gdes. Os circulos
vermelhos, quadrados verdes e tridngulos azuis representam as CQs fermidnicas, anyOnicas e
bosonicas, respectivamente. No grafico menor, é mostrada a regressao linear usada para obter
o expoente da CQ bosdnica com intensidade da desordem igual a 0,137 rad. As barras de erro
foram calculadas a partir da regressao linear, é importante ressaltar que consideramos 0s pontos
alaranjados para extrair o expoente, € um procedimento similar foi aplicado para cada ponto.
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Toda a regido de superdifusdo, onde 1 < 1 < 2, pode ser acessada por meio de uma es-
colha adequada de 8. Devido a repulsio fermi6nica, para um valor especifico de intensidade
da desordem, o expoente associado a essa CQ € maior do que para qualquer outra CQ inves-
tigada neste trabalho, observamos que existe uma regido de intensidade da desordem onde o
expoente da CQ fermidnica € maior que 2, indicando o regime de propagacdo hiperbalistica.
A violagdo do regime balistico excede 23 desvios-padrao, o que representa um resultado muito
interessante.

A variagdo da intensidade da desordem foi realizada de 0 até 37t/50 em passos de 0,0067,
e de 37/50 até /2, com passos de 0,447. Dessa forma, obtivemos um gréfico com 20 pontos.
A largura dos passos foi ajustada para melhorar a resolucio na regido de hipertransporte.

Para compreender melhor como a evolucao das CQs ¢é afetada pela desordem dinamica,
alteramos a distribuicdo de probabilidade e utilizamos, também, as distribui¢des Uniforme,
Laplaciana e Gaussiana para implementar a desordem dindmica em todos os tipos de CQs ana-
lisadas: bosoOnica, fermiOnica e anydnica, como mostram a Figuras 5.3 5.4 e 5.5. Assim como
no caso da desordem dindmica Gaussiana, as distribui¢des foram centradas em zero, de forma
que sua largura pudesse ser utilizada como parametro de controle da intensidade da desordem.
Todas as distribui¢cdes de desordem dindmica foram truncadas no intervalo —z < ¢(¢) < 7, si-
milar ao procedimento adotado para a distribui¢do Gaussiana. Na Figura 5.3, podemos observar
0 que ocorre para os bdsons.
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Figura 5.3: Expoente da variancia da posi¢ao média (1) em funcdo da intensidade da desordem
(0) para uma CQ bosonica com 100 passos e 100 realiza¢oes. Tridngulos azuis, quadrados ver-
des e circulos vermelhos representam as distribui¢des de probabilidade de desordem Uniforme,
Laplaciana e Gaussiana, respectivamente.

Ao modificarmos a estatistica das duas particulas, fazendo 6 = 7/2 na equacado 4.3, ob-
temos os expoentes da varidncia em fun¢do da intensidade da desordem para os dnyons (ver
Figura 5.4. Observe na Figura 4.18 que apenas os férmions apresentaram um regime de hiper-
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transporte, com base nisso, focamos nossa aten¢do a CQ fermidnica.

Anyons
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Figura 5.4: Expoente da variancia da posicao média (1) em fun¢do da intensidade da desordem
(0) para uma CQ any6nica com 100 passos e 100 realizagdes. Tridngulos azuis, quadrados ver-
des e circulos vermelhos representam as distribui¢des de probabilidade de desordem Uniforme,
Laplaciana e Gaussiana, respectivamente.

5.3 Hipertransporte em caminhadas quanticas fermionicas

Nesta secdo, investigamos o regime de hipertransporte observado em caminhadas quanticas
fermidnicas submetidas a desordem dinamica. Em simulagdes realizadas, verificou-se que,
para uma faixa especifica de intensidades da desordem, a distribuicdo de probabilidade das
particulas fermiOnicas exibe um crescimento da variancia da posi¢ao média que ultrapassa o
regime balistico tipico, caracterizando um comportamento hiperbalistico.

A Figura 5.5 mostra o expoente da variancia em fun¢do da intensidade da desordem para
os trés tipos de desordem analisados: Uniforme (triangulos azuis), Laplaciana (quadrados ver-
des) e Gaussiana (circulos vermelhos). Para uma analise mais detalhada desse fen6meno, foi
realizado um zoom na regido de hipertransporte, conforme mostrado no inset da Figura 5.5. A
largura dos passos utilizados na variacdo da desordem foi menor nessa regido, em comparagao
com a regido de superdifusao, de forma semelhante a abordagem da Figura 5.2. O comporta-
mento hiperbalistico estd presente nas trés distribui¢des de desordem dinamica, com violagdes
no limite balistico () = 2) superiores a 25, 19 e 23 desvios-padrio para as distribui¢cdes Uni-
forme, Laplaciana e Gaussiana, respectivamente. Observa-se que as distribui¢des Gaussiana,
Laplaciana e Uniforme apresentam comportamentos similares para todos os valores de intensi-
dade de desordem analisados.
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Figura 5.5: Expoente da varidncia (1) em fungdo da intensidade da desordem (§) para uma
CQ fermidnica com 100 passos, com a média realizada sobre 100 diferentes configuracdes de
desordem. Tridngulos azuis, circulos vermelhos e quadrados verdes representam as distribui-
coes de probabilidade de desordem uniformes, laplacianas e gaussianas, respectivamente. No
detalhe, é exibido um zoom na regido de hipertransporte. Um comportamento semelhante €
observado para as trés diferentes distribui¢des de desordem, com a presenga de regides de hi-
pertransporte e superdifusao.

5.4 Distribuicdo de cauda pesada

Nesta secdo, exploramos o impacto da utilizacdo da distribuicdo de Cauchy-Lorentz, uma
distribui¢do de cauda pesada, na geracdo dos nimeros aleatdrios para a fase relativa entre os
caminhantes quanticos. Diferentemente de distribui¢cdes de caudas leves, como a Uniforme,
Gaussiana e Laplaciana, a Lorentziana possui maior probabilidade de valores extremos, o que
afeta significativamente as propriedades estatisticas do sistema.

Realizamos simulagdes de uma CQ de 100 passos, com 100 amostras, utilizando essa dis-
tribuicdo para descrever a desordem dindmica. Contudo, os resultados obtidos indicam que ndo
foi possivel caracterizar claramente o regime hiperbalistico para os sistemas fermionicos. A
Figura 5.6 apresenta o comportamento do expoente da variancia (1) em funcio da intensidade
da desordem (&) para duas simulagdes realizadas com as mesmas configuragdes. Observa-se
que os resultados das duas simulac¢des sdo divergentes, com uma grande dispersdo nos valores
de n, evidenciada pelas barras de erro. Isso sugere que a amostragem limitada (100 amostras)
ndo € suficiente para fornecer uma descri¢do estatistica robusta do sistema. Tal comportamento
estd relacionado a prépria natureza da distribui¢do de Cauchy-Lorentz, onde eventos extremos
contribuem desproporcionalmente para as médias, aumentando as incertezas no célculo do ex-
poente.
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Figura 5.6: Expoente da varidncia (1) em fungo da intensidade da desordem (8) para duas
simula¢des, de uma CQ fermidnica, realizadas com uma distribuicao de Cauchy-Lorentz. As
barras de erro refletem a alta dispersdo dos dados devido a natureza da distribui¢dao de cauda
pesada.

Para quantificar a diferenca entre as distribuicdes de desordem ja citadas, utilizamos a cur-
tose. Essa é uma medida estatistica que avalia o formato das caudas ou a concentracdo dos
dados em uma distribui¢do de probabilidade. Matematicamente, a curtose é definida como o
quarto momento central normalizado pelo quadrado da variancia:

E[(¢ —p)*]
ol
onde ¢ representa a varidvel aleatdria, no nosso caso, a fase introduzida no BS em cada passo
da CQ, u é amédia da distribuicdo, 62 é a variancia da distribuicio e E denota o valor esperado.
O termo —3 ¢ subtraido para definirmos a curtose da distribuicdo Gaussiana igual como sendo

zero, pois ela servird como referéncia.

Para uma distribuicdo Gaussiana, temos que kK = 0, indicando um comportamento de cau-
das considerado "normal", sem excesso de curtose. Por outro lado, a distribui¢do de Cauchy-
Lorentz, conhecida por suas caudas longas e pela lenta decadéncia dos valores extremos, possui
uma curtose indefinida. Isso ocorre porque seus momentos superiores, incluindo o quarto mo-
mento, ndo existem devido a lenta diminui¢ao de sua funcao de densidade de probabilidade. Na
Figura 5.7, € apresentado um grafico do logaritmo da curtose em funcdo da largura da desordem
para as distribui¢cdes de probabilidade de Cauchy-Lorentz, Gaussiana e Laplaciana. Para valo-
res pequenos de 9, a curtose associada a distribuicdo de Cauchy-Lorentz diverge, em contraste
com os valores finitos observados nas distribuicdes de Laplace e Gauss.

K

-3, S.D
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Figura 5.7: Dependéncia do logaritmo da curtose (In(x)) em relagdo a intensidade da desordem
(0). As curvas azul, verde e vermelha correspondem, respectivamente, as distribui¢oes de
Cauchy-Lorentz, Laplaciana e Gaussiana. Para pequenas larguras de desordem, onde ocorre o
hipertransporte, a curtose diverge para a distribuicao de Cauchy-Lorentz, indicando a auséncia
do hipertransporte nesse caso.

Isso indica que, no caso da desordem de Cauchy-Lorentz, as caudas pesadas da distribui¢ao
impede uma restricdo nas fases, necessaria para alcancar o regime de hipertransporte. E preci-
samente nessa regido de & que o hipertransporte é observado, mas as caudas da distribui¢do de
Cauchy-Lorentz ndo permitem que o regime hiperbalistico se estabeleca.



CAPITULO 6

Conclusoes e perspectivas

Nas caminhadas quénticas ideais, sem a presenca da desordem, o transporte ocorre de forma
balistica, o que implica que a variancia da posicao média obedece a relagdao

(1)) o< 2.

No entanto, ao introduzirmos desordem dinadmica no sistema, observa-se que, em uma deter-
minada faixa de valores da intensidade da desordem, o expoente da variancia 1) (definido pela
relacio (x?(t)) o ¢) ultrapassa o valor 2, indicando que o sistema adota um regime hiper-
balistico. Tal comportamento sugere que a propagacdo das particulas se acelera de maneira
significativa, superando a propagacdo balistica usual.

Este fendmeno pode ser interpretado considerando-se os efeitos de interferéncia quantica
e a repulsdo estatistica caracteristica dos férmions. Em condic¢des de desordem dindmica mo-
derada, a interferéncia entre os multiplos caminhos possiveis e os termos de troca favorecem
a propagacao eficiente das particulas, resultando em uma expansdo mais rapida do que a espe-
rada para um sistema balistico. Além disso, a andlise comparativa com diferentes distribuicoes
de desordem (uniforme, laplaciana e gaussiana) demonstrou que esse comportamento hiper-
balistico € robusto e consistente entre os diversos cenarios, evidenciando a influéncia decisiva
da intensidade da desordem no regime de transporte.

No caso especifico da CQ fermionica, o regime de hipertransporte foi observado para todas
as distribuicdes de desordem dindmica investigadas, exceto para a distribuicdo de Cauchy-
Lorentz. Analisamos essa diferenca e associamos a auséncia do regime hiper-balistico a ca-
racteristica singular dessa distribui¢do: possui uma cauda pesada, ou seja, eventos extremos
contribuem desproporcionalmente para as médias.

O regime de hipertransporte, observado apenas quando o estado inicial € antissimétrico,
pode estar relacionado a interacdo entre a repulsdo fermionica e a desordem dinamica. Sugeri-
mos que esse resultado possa contribuir para o desenvolvimento de algoritmos de busca basea-
dos em CQ (do inglés, Quantum Walk Search Algorithms, QWSA) [37, 56], métodos quanticos
que utilizam a dinadmica das CQs para explorar de forma paralela multiplos caminhos em um
espaco de estados, possibilitando a localizagdo eficiente de um elemento especifico em uma
estrutura complexa, como grafos ou listas. Essa abordagem utiliza dos fendmenos da super-
posicdo e interferéncia quantica, permitindo que a busca seja realizada com uma aceleracdo
significativa em comparacio com algoritmos cldssicos. Em esséncia, esses algoritmos ofere-
cem uma nova perspectiva para resolver problemas de busca e otimiza¢dao, demonstrando o
potencial dos sistemas quanticos em superar limitacdes computacionais tradicionais.

Nos QWSAs usuais, o estado inicial € uma superposi¢ao uniforme de todos os estados
possiveis, envolvendo graus de liberdade internos e externos, resultando em uma funcao de
onda simétrica. Introduzindo uma desordem dindmica projetada, poderia ser possivel expandir
a eficiéncia desses algoritmos além do limite permitido pelo espalhamento balistico que ocorre
nas CQs.

37
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Além disso, os resultados apresentados reforcam com mais robustez previsdes posteriores
[57] de um regime de hipertransporte em uma CQ utilizando um arranjo experimental relativa-
mente simples, baseado em uma rede de divisores de feixe e moduladores de fase. Esse tipo
de arranjo ja foi amplamente utilizado em diversas investigacdes € ndo apresenta correlacdes
espaciais de longo alcance. Essa simplicidade experimental abre a possibilidade de uma veri-
ficacdo experimental dos resultados obtidos, bem como oferece uma nova perspectiva para o
estudo de processos de transferéncia que ocorrem em taxas mais rapidas do que as balisticas,
tipicas de sistemas quanticos.

Para trabalhos futuros, sugerimos ampliar as simula¢des variando o nimero de passos da
CQ, o que permitird investigar a evolu¢do do sistema em regimes de curto e longo prazo. Além
disso, a implementacdo da refletividade [41] na CQ podera revelar novos comportamentos di-
namicos e oferecer uma compreensdo mais aprofundada dos mecanismos de transporte. Por
fim, aumentar o nimero de amostras para distribui¢des de caudas pesadas serd fundamental
para reduzir as incertezas estatisticas e obter uma caracteriza¢do mais robusta dos regimes de
superdifusdo e hipertransporte.



APENDICE A

Divisores de feixe e a moeda de Hadamard

Neste Apéndice, discutiremos a relacdo entre a matriz de transformacgdo de um divisor de
feixe 50:50 e a matriz de Hadamard, frequentemente utilizada em caminhadas quanticas.

A.1 Divisor de Feixe 50:50

Um divisor de feixe 50:50 é um dispositivo éptico que divide um feixe de luz em duas com-
ponentes de igual intensidade. A transformacao das amplitudes de entrada para as amplitudes
de saida é dada pela matriz:

T= L b (A.1)
o V21 —1 '
Essa matriz relaciona as amplitudes de entrada (a;, € b;,) com as amplitudes de saida (a,;
e b,yr) conforme:

Aout Ain
=7 (A.2)
|:b0m‘] |:b1n1
O fator % garante a normalizacdo da funcdo de onda, enquanto o sinal negativo na matriz
indica uma mudancga de fase no caminho refletido.

Figura A.1: Ilustracdo esquematica de um cubo divisor de feixe, muito utilizado em experimen-
tos de Optica. O raio 1 corresponde a luz incidente, o 2 esta relacionada com a luz transmitida
(que em um BS 50:50 € de 50%) e o 3 estd relacionado com a luz refletida (que corresponde a
50% da luz incidente).

39



40 APENDICE A DIVISORES DE FEIXE E A MOEDA DE HADAMARD

A.2 Moeda de Hadamard nas Caminhadas Quéanticas

A matriz de Hadamard também € utilizada para gerar superposi¢do quantica em caminhadas
quanticas. Sua defini¢do € dada por:

I |1 1
H= E [1 _1] (A.3)

Assim como no divisor de feixe, a matriz Hadamard cria uma superposicao entre duas pos-
sibilidades, garantindo que ambas as probabilidades sejam iguais e que a soma das amplitudes
ao quadrado resulte em 1.

A.3 Analogias e Interferéncia

Tanto o divisor de feixe quanto a moeda de Hadamard realizam a distribui¢do equitativa
de amplitudes de probabilidade entre dois caminhos. No contexto 6ptico, isso se traduz na
interferéncia entre os feixes transmitido e refletido. No contexto de caminhadas quanticas,
ocorre a interferéncia entre movimentos para a direita e para a esquerda.



APENDICE B

Calculo das probabilidades

Dado o estado da Equagdo (4.3), a probabilidade de detectar um f6ton na posi¢cdo x e outro
na posi¢do y, independentemente de sua polarizacdo, € escrita como:

(B.1)

PO (x,y,1) = {KX’HK)’,VH’(Q)([)}\Z—{— |0, V| (e, HIEO )2, i>
[ H] eV PO 1)) x=y

onde |x,H) e |x,V) descrevem um féton emergindo da porta de saida x do arranjo com polari-
zacdo horizontal e vertical, respectivamente. Explicitando, temos:

| (x, 1) W (. 1) +€i9‘I/A(xaf)llfB(y,f)\2, quando x >,

PO (x,y,0) = S [2]yae, ) w1, para (+), quando x =y "
0 para (), |

E importante ressaltar que po) (x,y,1) s6 estd definida para x > y afim de evitar a contagem
dupla das probabilidades.

Para simplificar, analisaremos os casos bosonicos e fermidnicos, em que a probabilidade
é definida como [¥(H)(¢)) e [W()(r)), respectivamente. As probabilidades definidas acima,
na Equacdo (B.2), correspondem as probabilidades que se obteria caso as particulas fossem
indistinguiveis e obedecessem as estatisticas bosonicas ou fermidnicas. Isso é consequéncia de
dois fatores:

1. Enquanto na Equacdo (4.3) as duas particulas sao distinguiveis em termos de seus graus
de liberdade de polarizagdo, a medi¢ao que consideramos € transparente com relagcdo a
esse grau de liberdade (isto €, ndo distinguimos se o féton emergente possui polariza¢ao
horizontal H ou vertical V);

2. O vetor ]‘I’(i)> € simétrico (antissimétrico) sob a troca de particulas (ou seja, sob a troca
de polarizacdo).

Para visualizar isso explicitamente, observe que, na primeira quantizacdo, ao identificar a
polarizacdo com os indices das particulas, temos que |¥(*)(¢)) define um estado préprio de
dois bésons.

A probabilidade de detectar uma das duas particulas na posicdo x e a outra na posi¢ao y
(com x > y) pode entdo ser obtida projetando [¥(*) (1)) no estado bosénico, que representa esta
configuracao final, ou seja, o vetor simétrico dado por:

1
5 (R H) Y V) + [ H) e, V). (B.3)

De modo que a probabilidade é:

S
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2

P(BOS)(x,y) — ‘ |:<X,H|<y,V|\‘/i‘§<y,H|<X,V|:| |1P(+)>

— a0 v BY

= PP (x,y),

De agora em diante, irei omitir o tempo para simplificar a notacdo. Da mesma forma, a
probabilidade de detectar ambas as particulas em x € dada por:

PBOS) (1 ) — ‘(x,H|(x,V| |\P(+)>‘2 — 2 [y () W) 2 = PO (x,x). (B.5)

As mesmas conclusdes aplicam-se aos férmions. De modo que, nesse caso, tem-se:

2
<X,H|<y,V’ — <y7H‘<X7V‘ “'P(_)>

V2
= lya () WE(y) — va () ws(x)* = P (x,y)

P (1) =

(B.6)

A probabilidade acima estd definida para x > y, enquanto que para x =y, no caso fermionico
obtemos:

PFER) (x x) =0 = P(7)(x,x) (B.7)

Agora que foi esclarecido como os estados emaranhados de polarizagdo \‘P(i)> permi-

tem explicar diferentes estatisticas quanticas, introduzimos a versao simétrica das distribui¢des
P(i75ym) (x, y)

PEESY™) (x,y) = P (3, )

_ wa@)we() £ va0)we)
2

(B.8)

, [V,

As funcgdes plEsym) (x,y) sdo normalizadas quando integradas em todo o dominio de x e y,
ou seja,

(sym) (4 1) — WA () W () + wa (v) ws(x) |*
gp ) Zy 2 (B.9)

— (ylv) (s v = | (va i) = 1.

Note que

2 2
P(sym) (x) _ ZP(:I:,sym) (X,y) _ |WA(X)| —; |WB(X)‘

y
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PY™) (x)

= Zp(tsym) (x,y)
y

o N (B.10)
_ lyax)] 42r|‘I/B( )l +Re [ya (x) W (0)* (s wia)]

)P+ ys)P
2

Observe que, ao escrever as ultimas identidades nas Equagdes (B.9) e (B.10), usamos ex-
plicitamente o fato de que

|Wa) e |wa) (B.11)

sdo estados ortonormais, esses vetores estdo, na verdade, associados a duas trajetorias de
uma Uunica particula que entram no sistema a partir de duas portas distintas do experimento.
Assim, podemos escrever:

PBOS) (x,y) = 2P+ (xy),  parax >y,

PBOS) (x x) = P (x x), parax=y,

PFER) (x y) = 2P(=™) (x v} parax >y, B.12)
PBOS) (x x) = PO (x x) =0, parax=y.

Além disso, o valor esperado de qualquer observavel de duas particulas Q, que € simétrica
sob a troca de particulas, pode ser expresso em termos de plEsym) (x,y). Indicando pela notagdo
Q(x,y) = Q(y,x) a representacao espacial de Q, a seguinte identidade é vilida:

(QBOS)) = Y PEOS) (x y)Q(x, y)
x>y

=Y P (1, 9)Q(x,y),

Y
(QUEER) = Y PFER) (x y)Q(x, y)

x>y

(B.13)

=Y PO (x,3)Q(x, )
x7y

Das Equacdes (B.13), pode-se calcular facilmente a probabilidade de encontrar uma parti-
cula na posicao x. Em particular, para bosons, pode-se introduzir a probabilidade P>B?S (x) de
encontrar pelo menos uma particula na posi¢dao x e a probabilidade P]BOS (x) de haver exata-
mente uma particula na posi¢cao x. Essas quantidades em geral diferem e podem ser expressas
como:
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BOS
A ()
= ¥ PEOS)(xy)+ ¥ PEOS)(yx) 1 PO (x,x)
y(<x) y(>x) (B.14)
=2 P (x,y) — PO (1)
y
2P(YM) () — pLESYM) (1 x),
BOS
PP )
=Y PES(xy)+ Y PESI(y,x) (B.15)
y(<¥) y(>¥)
— 2p(sym) (x) —2PESYM) (x x).

E importante ressaltar que nem PSBIOS) (x) nem P](BOS) (x) coincidem com a distribui¢do mar-
ginal P(sym) (x) da Equacdo (B.10). Em particular, diferentemente desta tltima, nem PS?OS) (x)
nem PI(BOS)(x) estdo necessariamente normalizadas para 1 quando somadas sobre todos os x
(isso se deve ao fato de que, ao somar sobre x, estamos inevitavelmente incluindo contagem

dupla de eventos). No caso fermidnico, PgER) (x) e PI(FER) (x) coincidem devido ao principio

de exclusdo de Pauli. Neste caso temos
FER
PR (x)

= Y PRy + Y PP (xy)
"< (>

= 2) P (xy) = 2P0 (),
y

(B.16)

onde P(FER) (x, y) denota a distribui¢io conjunta para férmions e P(—%")(x) é a distribuicio
marginal anti-simétrica. Esta igualdade reflete a impossibilidade de dois férmions ocuparem a
mesma posi¢ao quantica, conforme exigido pelo principio de exclusao de Pauli.



APENDICE C

Codigos em Python

As simulacdes computacionais foram implementadas em Python, onde analisamos as CQs
desordenadas de uma e duas particulas, com 100 passos e 100 realiza¢Oes. Nessas simulagdes,
foi implementada a desordem dinamica utilizando quatro distribui¢des diferentes para gerar os
numeros aleatérios que variam a desordem temporalmente: Uniforme, Gaussiana, Laplaciana
e Lorentziana, todas elas estdo truncadas no intervalo de [— 7, 7] e para duas particulas, temos
os bosons, anyons e férmions.

Estou disponibilizando, através do Google Colab o c6digo para quem quiser conferir ou re-
produzir os resultados, esse em especifico € para uma desordem que possui distribui¢do Gaus-
siana, € possivel modificar alguns parametros (conforme comentdrios no c6digo) para obter
as distribui¢des bosodnicas, anyonicas e fermidnicas, para acessar, basta escanear o QR code
abaixo.

Figura C.1: QR code para acesso a simulacdao de uma CQ desordenada.

Caro leitor, é importante ressaltar que o presente codigo gera os dados, o tratamento deve
ser feito por um c6digo a parte, conforme seus objetivos e exigéncias.
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