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Resumo

Neste trabalho iremos discutir os defeitos topologicos lineares minimamente acoplados
com o campo gravitacional e interagindo com campos escalares. Buscamos compreender
a influéncia da topologia das cordas cosmicas através do estudo da holonomia na inte-
racao com estes campos. Os defeitos topoldgicos surgem através da quebra espontanea
de simetria, descritas a partir da teoria classica de campos, cujas configuragoes do vacuo
proporcionam solugoes topologicamente estaveis e elegantes. Tais solugoes sao conhecidas
como barreiras de dominios, monopolos, cordas césmicas, entre outras. Nesta disserta-
¢ao, estudaremos as cordas cosmicas. O principal interesse em buscar entender as cordas
coésmicas da-se pela sua influéncia na geometria do espago-tempo, assim como também
estarem associadas a emissao de ondas gravitacionais e aos raios cosmicos de alta energia.
Neste estudo, vamos analisar a interacao destes defeitos topologicos lineares com campos
escalares, que podem ser substituidos por objetos astrofisicos, como matéria e energia
escuras. Essas interacoes serao descritas através das equacoes de campos, caracterizadas

a partir de um sistema de equacoes diferenciais.

Palavras-Chave: cordas cosmicas, defeitos topoloégicos lineares, teoria classica

de campos, teoria da relatividade geral



Abstract

In this work we will discuss linear topological defects minimally coupled with the
gravitational field and interacting with scalar fields. We are looking for to understand the
influence of the topology of cosmic strings through the study of holonomy in the interaction
with these fields. Topological defects arise through spontaneous symmetry breaking,
described from classical field theory, whose vacuum configurations provide topologically
stable and elegant solutions. Such solutions are known as domain walls, monopoles,
cosmic strings, among others. In this dissertation, we will study cosmic strings. The
main interest in seeking to understand cosmic strings is due to their influence on the
geometry of space-time, as well as their association with the emission of gravitational
waves and high-energy cosmic rays. In this study, we will analyze the interaction of these
linear topological defects with scalar fields, which can be replaced by astrophysical objects
such as dark matter and dark energy. These interactions will be described through field

equations, characterized from a system of differential equations.

Keywords: cosmic strings, linear topological defects, classical field theory,

general relativity theory
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Capitulo 1

Introducao

A cosmologia é o estudo do Universo como um todo, abrangendo sua origem,
natureza, evolucao e destino final. Atualmente, a astronomia, a astrofisica e a cosmologia
sao temas populares, impulsionados pelos avangos tecnologicos e pela coleta diaria de uma
vasta quantidade de dados. A partir desses avangos podemos seguir rumo ao desconhecido
em busca de respostas para questoes fundamentais sobre a origem, identidade e destino
do Universo.

A maior parte dos estudos em cosmologia concentram-se nas areas de fisica de
particulas e astronomia observacional. A cosmologia relativistica comeca ao considerar
a aplicagao da Teoria da Relatividade Geral (TRG) ao Universo como um todo. Isso
pressupoe que a matéria e a radiagao estao contidas em um espaco-tempo quadridimensi-
onal, que pode ser descrito por um tensor métrico apropriado ou por um elemento linear
da métrica do espaco-tempo. Essa métrica cosmica é definida através das solugoes das
equagoes de campo da relatividade geral.

A Teoria de Campos é um campo da fisica no qual descreve as interagoes entre
objetos em termos de campos, onde suas quantidades fisicas podem variar no espago e no
tempo. Neste trabalho, sera utilizada para estudar a influéncia de cordas césmicas nao
abelianas na geometria do espaco-tempo, levando em consideragao o modelo nao abeliano
de Higgs acoplado a gravidade e utilizando equacgoes diferenciais nao lineares. Dessa
forma, auxilia na compreensao do comportamento da matéria escura, suas interacoes e
implicagoes de sua presenga na estrutura e evolugao do Universo [1]. Sendo fundamental
para a modelagem das interagoes da matéria escura e as particulas do modelo cosmologico
padrao [2], conhecido também como A — CDM.

As teorias de campo sustentam a possibilidade de compreender a matéria escura,
pois fornecem estruturas para a descri¢ao das interagoes e comportamentos das particulas
deste objeto [3|. A matéria escura é estudada a partir das teorias de campo nao relativisti-
cas em uma temperatura finita. Apesar de nao ter sua composicao identificada, as teorias

de campos dao suporte para a observacao de que a matéria escura influencia os campos
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Capitulo 1. Introdugao

gravitacionais, afetando o movimentos de galaxias e estrelas [4], podendo comparar com
dados observacionais para a validacao de sua existéncia.

As cordas cosmicas sao objetos hipotéticos, cuja formacao esta associada dire-
tamente ao Universo primitivo. Sendo defeitos topologicos, sua estrutura possivelmente
surge durante as transi¢oes de fase, podendo ser definidas como remanescentes das primei-
ras eras do Universo. Sao descritas como cordas finitas de energia que podem estender-se
ao longo do Universo com densidade e efeitos gravitacionais naturalmente tangiveis. Por
sua vez, esses efeitos podem provocar distor¢oes no espago-tempo, levando a observacao
desses fendmenos, como as lentes gravitacionais. Além disso, permitem-se interagir com
outros objetos celestes e produzir padroes na radiagao cdésmica de fundo em micro-ondas,
tornando-se um potencial para comprovar a sua existéncia [?]. Assim as cordas cosmi-
cas localizadas poderao ter seus efeitos incorporados por uma constante cosmolbgica e
com o acoplamento gravitacional. Desse modo, sera possivel estudar as consequéncias da
presenca das cordas na geometria do espaco-tempo, podendo ser util para a analise de
meétricas e comportamentos dos campos em diferentes parametros fisicos [5].

Neste trabalho, exploraremos um dos objetos hipotéticos de grande relevancia
para o campo da cosmologia: as cordas coésmicas. Além disso, buscamos contribuir com
esta pesquisa para a compreensao da interacao desses defeitos topoldgicos com campos de
natureza escalar. No capitulo 2, discutiremos as aplicacoes da teoria da relatividade geral
no contexto da teoria de campos, com foco nas ferramentas matematicas necessarias para
o desenvolvimento lagrangeano, detalhando-as na secao 2.2. Em seguida, no capitulo 3,
exploraremos as condi¢oes nas quais o Universo primordial se encontrava, com énfase na
discussao acerca das transigoes de fase e quebras espontaneas de simetria necessarias para
justificar a presenca das cordas cosmicas. O cerne do trabalho sera exposto no capitulo 4,
com a analise da interacao dos defeitos lineares com a matéria escura. Comegaremos com
um caso generalizado, discutido posteriormente em [6], e em seguida, apresentaremos um

caso especifico que permita a utilizagao desse método para com quaisquer métrica.

12



Capitulo 2

Teoria da Relatividade Geral

Eu posso ver uma grande xicara de

café como um bom campo escalar...

Neste capitulo, discutiremos tépicos extremamente importantes para a construgao
da nossa compreensao acerca da aplicacao das cordas cosmicas em contexto de campos
escalares. De inicio, seré apresentado alguns aspectos da geometria diferencial na segao
2.1, dentre eles, alguns tensores e como as geodésicas e o Principio de Hamilton estao
diretamente ligados a TRG. Em seguida, serd posto uma breve introdugao acerca da
TRG e posteriormente, desenvolvida uma formulagao de natureza lagrangeana da TRG

na secao 2.2. Por fim, também sera introduzido o conceito de campo escalar.

2.1 Geometria diferencial

A geometria diferencial é um ramo da matemética de bastante importancia na
construcao de conceitos geométricos e topologicos, sendo fundamental para o desenvol-
vimento das teorias fisicas contemporaneas, cujas aplicacoes sao amplamente utilizadas
na mecanica cléssica, fisica de particulas elementares, dentre outros [7]. Neste trabalho,
daremos énfase a geometria riemanniana, que preocupa-se em estudar os espagos cur-
vos, tornando-a extremamente relevante para a teoria da relatividade geral de Einstein.
Dessa forma, pode-se observar que a interacao entre a matéria e energia, integrada as
mudancas na geometria do espago-tempo podem ser representadas através da Equacao de
Campo de Einstein, conhecida também como “equagoes de campo”, onde elas descrevem

o comportamento e as propriedades do campo gravitacional.
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Capitulo 2. 'Teoria da Relatividade Geral

2.1.1 Geodésicas

As geodésicas devem ser entendidas como parte da natureza, visto que na relativi-
dade geral elas serao fundamentais para que os corpos sigam suas trajetorias na auséncia
de forgas [8]. Em um espago plano, linhas retas sdo muito importantes. Uma linha pode
representar a rota direta entre dois pontos e também a distancia mais curta entre eles.
Para o espago riemanniano, as geodésicas sao as anédlogas as linhas retas. Sendo assim,
a geodésica ¢ o caminho de comprimento minimo. Partindo desse ponto, quando um ve-
tor é transportado paralelamente de um ponto a outro quando sua dire¢ao e magnitude

permanecem os mesmos. Logo, o transporte paralelo é realizado.

Figura 2.1: Exemplo de transporte paralelo

O vetor tangente em uma determinada curva z*(\) pode ser expresso por

dx®

- 2.1
Y (2.1)
Ao realizar o transporte paralelo desse vetor, teremos

dz¥ _ dx® dx7 [ O dz® da?

D VAN T (axv T ”’5d>\) (22)
Dessa forma, obtemos a equagao da geodésica |9|

2 . 6
dx ro dx® dz” ' (2.3)

e TR Ty T
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Capitulo 2. 'Teoria da Relatividade Geral

2.1.2 Tensor de Curvatura de Riemann

O Tensor de Curvatura de Riemann também é conhecido como tensor de curva-
tura ou tensor de Riemann-Christoffel. Ele é responsavel por descrever as propriedades de
curvatura presentes no espago, que determinam a geometria do espago-tempo [10]. Logo,
ele descreve como a curvatura muda de ponto a ponto numa superficie em que cada com-
ponente representa essa curvatura em uma direcao especifica. Assim, é possivel visualizar
que o espaco esteja curvado em todas as diregoes. Portanto, o tensor de curvatura de
Riemann permite compreender como a geometria do espaco influencia o movimento de
objetos ao afetar as geodésicas em seus respectivos desvios.

Consequentemente, ao realizar o transporte de vetores paralelos & um circuito
fechado, podem sofrer alteragoes, sendo estas relacionadas com a curva do espago presente.
A partir disso, os tensores atuam para definir o calculo da curvatura [11] em questao. A

expressao para a curvatura é dada por
RS =05 -0, + Lol — Toplus- (2.4)

Além disso, ao contrair o tensor de Riemman, obtemos o tensor de Ricci, responsével por

definir a curvatura [12]
R, =R,,5. (2.5)

E, ao contrair o tensor de Ricci pelo tensor métrico contravariante [10], obtemos o escalar
de Ricci

R=g"R,. (2.6)

2.1.3 Tensor energia-momento

O tensor energia-momento descreve a distribui¢ao e fluxo de energia e momento
em uma regido do espaco-tempo. E um tensor do tipo rank 2, possui 16 componentes e
usualmente é denotado por T"”, onde u,v = 0,1,2,3. Além disso, é um tensor simétrico,
logo, T* = T"*. Cada componente pode ser medido a partir de unidades de densidade
de energia (Jm™3), e ¢ uma fungao das coordenadas do espaco-tempo com as seguintes

definicoes:

T ¢ a densidade local de energia, que inclui qualquer distribuicio de massa-energia;
TY% = T% ¢ a taxa de fluxo de energia por unidade de area perpendicular aos angulos
em i-direcao, dividido por ¢, ou, que sao equivalentes a densidade da componente ¢ do

momento multiplicada por c;
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Capitulo 2. 'Teoria da Relatividade Geral

T = T7" ¢ a taxa de fluxo do componente ¢ do momento por unidade de area em angulo
reto na direcao j. Para um sistema fisico descrito por uma densidade lagrangeana, temos

que

OL
™ = ——0,¢ — g"" L. :

2.2 Teoria da Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade Geral foi publicada por Albert Einstein (1879-1955) em
1915 apos dez anos da publicacao da Teoria da Relatividade Restrita. Esta que trazia a
discussao, em resumo, sobre toda matéria presente no Universo causar uma curvatura ao
espaco-tempo, que por consequéncia, gera um campo gravitacional. A partir do proprio
principio da Relatividade, é presumido que existem condigoes necessarias para deduzir as
propriedades do campo gravitacional de forma puramente teorica.

A geometria do espago-tempo sera a chave para uma nova interpretacao da gravi-
tagao. O universo dos eventos fisicos foi denominado por Hermann Minkowski (1864-1909)
como simplesmente “mundo”, que por natureza, é quadrimensional em termos de espagco-
tempo, ou seja, trés coordenadas espaciais (x,y,z) e uma temporal (t), o proprio tempo. E
comum uma certa estranheza para perceber que o “mundo” funciona com as 4 dimensoes
em harmonia, afinal, vimos na fisica pré-relativistica que o tempo tende a se comportar
de forma mais “independente”. Ao admitirmos que a relatividade seja necessaria para
visualizar de forma realista como o Universo funciona, a visao de Minkowski torna-se
fundamental para que percebamos que este mundo quadridimensional se comporta, apa-

rentemente, como um objeto euclidiano tridimensional.

2.2.1 Formulagao lagrangeana da Teoria da Relatividade Geral

As teorias fundamentais da fisica podem ser descritas a partir de principios de

acao. Posto a acao de Einstein-Hilbert
1 4
SEH = E R\/ —gd xZ, (28)

onde \/—gd*z ¢ o elemento invariante de hipervolume e a constante k pode ser deduzida

pela aproximacao de campos fracos, tal que
k=—, (2.9)
em que G é a constante gravitacional de Newton e ¢ a velocidade da luz. Lembrando que

R=g"R,, (2.10)

16



Capitulo 2. 'Teoria da Relatividade Geral

Logo

1
SEH - E/(QMVR;W) V —gd4I (211)

Realizando a variacao ¢,, — guv + 09g,., teremos que

1
§Spn = 7 / (9" V/=96 Ry + Ru/— 909" + g™ R, 0(\/—g))d . (2.12)

Organizando em trés grupos

1 1 1
§Spn = z / 5(g" )R/ —gd'z + z / 9" (OR,w)V/—gd'z + Z / 9" Ry (0y/—g)d .

(2.13)

Observe que 61 jé estd em termos de dg*”. Posto isso, definiremos 015 e d15.

Para 015: Sendo o tensor de curvatura definido na eq. 2.4, a variacao entre o tensor
de curvatura e o coeficiente da conexao é equivalente, dessa forma, I'j, — I'), + oL'7,.
Considerando um sistema de coordenadas locais, de forma que um dado ponto P, teremos
que I'7,(P) = 0. Assim, 6I'7 , = dv (6T'7,) — 9p (61'7,) e a derivada fica com o seguinte

formato

6R;,, =D, (6I%,) — D, (0I7,). (2.14)

nvp

Ao contrair ¢ com p e fazendo o — v, teremos o tensor de Ricci
R, =D, (5FZJ) — Dy ((5Ffw). (2.15)

Ao substituir em 615, e considerando que a derivada covariante do tensor métrico seja

nula, vamos obter

5= / [Du (90T, — g"70T},,] /=gd"z. (2.16)

Dessa forma, considerando 0I5 como uma integral de superficie do contorno 0€2 e que a
variagdo da métrica é anulada nesse contorno, podemos obter I, = 0. Agora, para /3,

vamos considerar que g = det (g,,), tal que

9= 9ud" (2.17)
m

17



Capitulo 2. 'Teoria da Relatividade Geral

onde g"” é cofator de g,,. Derivando g em relacao ao tensor métrico

dg
0w

=", (2.18)

e utilizando a notacao de Einstein e multiplicando por ¢g"” — ¢g'¥ = gg"” e substituindo
em 2.18

dg »
= . 2.19
99 (2.19)
Agora, fazendo a variagdo d(,/—g) e substituindo em 8(Zg
I(v/— 1 100(—
509 = D5y = 579 = S -0) P g, (220
Guv Guv
1 1
— - pv
0(V=9) =3 7= O G, (2.21)
1

6(v—9g) = oW J (99“”)59W, (2.22)

1 | 9
- “”5gw,, (2.23)

T2
5X |— “”égm,, (2.24)
1
6(vV—g) = 5—_ Qquu » Jors (2.25)
A,_/
1

5( \% _g) = 5 \% _gguyéguu' (226)

Mas § (g,,.9"") = 0 em que a variacdo de um invariante é nula, g,, 69" + ¢"’dg,, = 0 =

909, = —9ud0g"” logo

1
0(V=9) = =5V =9909"" (2.27)

Substituindo em 013 = 1 [ g" Ry, (6y/—g)d'x

5l =+ [ ¢ Ry, |~/ =g0,50" | d*
3=7 | 9 B | =5V 9909 T (2.28)
R
1 1 y 4

0l3 = z —§gWR dg"'\/—gd . (2.29)

18



Capitulo 2. 'Teoria da Relatividade Geral

Substituindo 611,615 e 013

1

1
0SgpH = E/ (R,W - 59’“’]%) 59" \/—gd'z. (2.30)

Sabendo que o Principio de Hamilton considera 0 Sgy = 0, podemos definir a Equagao de

Einstein no vacuo

1
Ruu - §guuR = 0. (231)

O tensor de Einstein pode ser definido como

1
Gyzx = Ruu - Egm/R' (232)

Através da acao de matéria, podemos considerar um campo escalar real ¢ (z*) definido

em todo espago-tempo, tal que o lagrangeano ¢ dado por

Las = 50" (0,0(000)) ~ V(0. (2.33)

Dessa forma, a acho correspondente &
su= [ |30 @.0)0.0) - Vo) v=ade (2:34)
Usando o Principio de Hamilton 6.5y, = 0
i = [ [560)00,600.0)| i+ [ 30 0u0) - Vo) s-gors. 239)
mas vimos que §(y/=¢) = —3v/— 99, 09", entao

65y = / {% (0,0) (vp) — %g,w [%g*‘”(auab)(auqb) - v(qb)] } Sg"/—gdiz.  (2.36)

Definindo o tensor momento-energia

2 0Sy

T = \/—_—95977 (2.37)
logo, da equagao 05), acima, temos que
2 1 1 1
L = —==35(0u8)(00) = 59075 [9" (0:0)(00IV =, (2.38)
1
Ty = (0,0) (0,6) — g | 5(0,0)(@6) — V(0)|. (239
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Capitulo 2. 'Teoria da Relatividade Geral

Tal que

T.ull - (8H¢) (au¢) - g,uwCM' (240)

Por fim, para o campo gravitacional, temos a agao formada pela acao de Einstein-Hilbert

somado a acao do campo de matéria

S = %SEH—FSM, (2‘41)

entao, utilizando o Principio de Hamilton

0S 16Segn  0Su

6gp,y k 5g,uzz + 5g,uz/ ) ( )
definindo, G, = —\/i_—gd?;f’ eT,, = \/L_—gg*;% temos

G —

Como G, = Ry, — % 9w, entao obtemos a equacao de campo de Einstein

R,uz/ - %guuR = kT,uk (244)
Apobs as publicagoes de Einstein, Minkowski apresentou uma solucao, de modo que ge-
neralizasse o espago-tempo euclidiano plano. As equagoes de campo sao dindmicas, isso
contrariava o que a comunidade cientifica pensava: que o Universo era estatico. Dessa
forma, Einstein precisou modificar as equagoes originais da TRG para introduzir um
termo remissivo com a func¢ao de opor o efeito da gravidade, sendo chamada de constante

cosmologica

1
R, — §gWR + g, N =FkT,,, (2.45)

onde R,, ¢é o tensor de curvatura de Ricci, g,, é o tensor métrico, R ¢ o escalar de

curvatura e A a constante cosmologica.

2.2.2 Campos escalares

Na teoria de campos, o campo escalar real pode ser definido como uma funcao

real do quadrivetor x* = (¢,Z) [13] no espago de Minkowski. Para somente um campo,
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¢ = ¢(a*). Para dimensdes superiores, denotamos esta a¢do como

S = / dP e L(¢,0,0), (2.46)

onde a densidade do lagrangeano £ é uma fun¢ao do campo e de suas derivadas [13],

além disso, D = 3. A dinamica dos campos dessa natureza sao analisadas a partir dessa

densidade
L= 10,606 - V(o) (2.47)

onde V(¢) é o potencial que depende do sistema fisico estudado.
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Transicoes de fase no contexto do

Universo

Nossa compreensao acerca do Universo baseia-se essencialmente no modelo cos-
mologico padrao, conhecido como A-CDM, cuja descri¢gao concorda com a Teoria do Big
Bang. Segundo esse modelo, inicialmente o Universo possuia elevadas temperaturas e
ao longo do tempo foi se expandindo e esfriando rapidamente, sofrendo uma série de
transicoes de fase caracterizadas pelas quebras espontaneas de simetria.

A partir disso, um mecanismo foi proposto por Tom Kibble em 1976 (Mecanismo
de Kibble), e ocorre quando um campo passa por uma transigao de fase, diferentes estados
de vacuo surgem em diversas regioes do espacgo. Os limites entre essas regioes sao res-
ponséveis pela formagao dos defeitos topologicos [14]. Estes defeitos sao apresentados nas
teorias classicas de campos, onde suas solugoes possuem diversas consequéncias fisicas.
Dentre tais solugoes, temos as cordas cosmicas, paredes de dominio, monopolos, dentre
outras.

Quando ocorrem as transi¢oes de fase, muitos eventos em diversos pontos e em
momentos diferentes surgem. A medida em que estes acontecimentos se encontram, os
defeitos topologicos sdo detectados [15]. E neste momento que conhecemos os primeiros
segundos apo6s o Big Bang em detalhes, e se nao existissem, a fisica moderna precisaria

passar por muitas reconsideracoes.

3.1 Quebra espontanea de simetria

As transicoes de fase sdo acontecimentos importantes do Universo, visto que
surgem nos primeiros instantes apos o Big Bang [16]. Elas podem ser caracterizadas
como uma insoélita mudanca das propriedades fisicas, visto que podem ser deduzidas a
partir da teoria de grupos e simetrias, de modo que influenciam diretamente na evolucao

e expansao (inclusive no periodo inflacionério) do Universo [17].
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Na fisica, a simetria é aplicada através do teorema de Noether, que estabelece
em cada simetria continua em um sistema fisico uma lei de conservagao correspondente
[13]. Além disso, na teoria de campos, um dos mecanismos da quebra de simetria mais
relevantes é a partir da formacao de massa no campo.

A simetria define a invariancia de um sistema fisico em relagao as transformacoes
de coordenadas ou de um espaco interno, sendo representado através de um grupo de
simetria [5]. Em geral, na Teoria de Campos, os sistemas fisicos s@o definidos a partir da
densidade do lagrangeano. Dessa forma, as propriedades simétricas sao compreendidas
através da invariancia da densidade do lagrangeano do sistema estudado. Assim, entender
a simetria traz significado sobre as causas da quebra de invaridncia da densidade do
lagrangeano no que se refere as transformacoes no qual o sistema é posto.

A quebra espontanea de simetria estd diretamente envolvida com as transigoes
de fases. Logo, quando um sistema apresenta multiplos estados de vacuo, ele consegue
ter uma evolucao aleatoria para qualquer um destes estados no que caracteriza a quebra
espontanea da simetria do sistema. Para facilitar a compreensao, vamos considerar a

densidade do lagrangeano £ para um campo escalar complexo

L= (0,0)(0"9)" = V(¢), (3.1)

no qual o potencial V(¢) é definido como

V(g) = 36— ), (32

onde A e 7 sao constantes e a densidade de lagrangiano (3.1) é invariante por uma trans-

formagao de gauge global, descrita pelo grupo de simetria U(1)

¢'(x) = e o(2), (3.3)

na qual a é uma constante.

3.1.1 Transformacoes de gauge

As transformagoes de gauge (calibre) originam-se no eletromagnetismo, onde os
potenciais escalar e vetorial sao modificados sem que as equagoes de campo sejam altera-
das. Na teoria de campos, podemos considerar estas transformagoes nos campos em que
a densidade do lagrangeano seja invariante.

Assim, o sistema descrito através da equagao de Klein-Gordon possui duas pers-
pectivas, onde uma convém na formacao das cordas cosmicas, na quebra espontinea de
simetria, e a outra, com uma métrica generalizada para a corda, em que outro campo de

Klein-Gordon deve ser considerado para descrever a matéria escura (hipotese).
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Dessa forma, através do teorema de Goldstone, o campo de gauge adquire massa,
e permite o surgimento do processo da quebra de simetria. Sendo a densidade do lagran-

geano de Klein-Gordon para um campo complexo dado por

£ = (0,6") (9"9) — m*6"0, (3.4)

em que uma transformacao unitaria U, que nao dependa das coordenadas do espaco-

tempo, aplicada aos campos, leva a

<w12$? (35)
Por U ser uma transformacao unitéaria, temos que
v =U0"U =1, (3.6)
substituindo na eq. 3.4
L= (0,U"¢") (0"Uy) —m* (U"¢") (Uy)- (3.7)

Sendo que U e U* nao dependem das coordenadas do espago-tempo, assim, as derivadas

atuam apenas em ¢ e ¢*. Desse modo,

L= (0pe") UL (0"9) = m*¢" UL, (3:8)
1 1

Assim, temos a densidade do lagrangeano apresentado na equacao 3.4. Definindo U como

uma constante, podemos escrever
U=e"“, (3.10)

em que « ¢ uma constante. Por U nao depender das coordenadas do espago-tempo, pode-
se afirmar que esta é uma transformacao de gauge global. No entanto, para satisfazer
as condigoes da Teoria da Relatividade Especial, estas transformagoes precisam ser de-
pendentes das coordenadas do espago-tempo. Portanto, vamos considera-la como uma

transformacao de gauge local, de modo que queremos

U =U(z) tal que ¢ — U(z)g, (3.11)

24



Capitulo 3. Transi¢oes de fase no contexto do Universo

¢ — U*(x)o", (3.12)

ao substituir no lagrangeano da eq (3.9), temos
L =0, (U (2)¢")] [0"(U(2)¢)] — m*U* (2)¢"U (x)¢(329)- (3.13)
Agora, vamos analisar de forma isolada o seu segundo termo

m*U*(2)¢*U(z)p = m*¢* U (x) U(x) = m*¢*¢ = Invariante
——= . (3.14)

Para o termo cinético, podemos explorar a derivada da seguinte forma
06 = 0u(U(2)6) = (.U (2)) 6 + U ()96 (3.15)

Como U é uma transformacao unitaria, iremos multiplicar o primeiro termo por UU* = 1

(correspondente a identidade), assim

au<U¢) = ((%U) o+U (@@) )
au(U¢) =UU" (auU) ¢+U ((%(ﬁ) ) (3-16)
0,(U¢) =U[(U"0,U) ¢ + 0,9)]

podendo ser escrito também
u(US) = Udué + (U*0,U) 6. (3.17)

Para manter o lagrangeano invariante, o termo U*0,U deve ser retirado. Para isso, vamos
considerar um campo dependente da posigao do espago-tempo A,,(z) chamado de potencial

de gauge, dessa forma, definindo a derivada covariante como
D,¢ = 0,0 —iA,¢. (3.18)

Para uma transformacao de gauge local, iremos utilizar a derivada covariante

(0,U7¢%) = (Dug™) U,

(3.19)
(0"U¢) — U (D"¢),

tal que

S

(0,U"¢") (0"U¢) — (Do) U U (D" ) (3.20)

A
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Utilizando a eq 3.12, temos a invariancia do lagrangeano

£ = [0p(U* ()¢"] [0"(U ()6)] — m® U (2)6"U () & 5.21)
£ = (D,6") (D) — m’"0, (3.22)

diante disso, podemos concluir que £ ¢é invariante.

3.1.2 Analise de potencial

Para o caso particular deste trabalho, lidaremos com o seguinte potencial onde o
campo complexo é representado em termos de suas componentes reais e imaginarias.

Como vimos na teoria de campos, o campo escalar real pode ser definido como
uma fungao real do quadrivetor z* = (¢, %) [13| no espago de Minkowski. Para somente

um campo, ¢ = ¢(z*), em mais de uma dimensao, denotamos esta agao como

5= / APV 2L (6, D,0), (3.23)

onde a densidade lagrangeana £ é uma fun¢ao do campo e de suas derivadas [13], além
disso, D = 3. A dindmica dos campos dessa natureza sao analisadas a partir dessa
densidade
1 14
£ = 50,00°6 — V(0). (3.24)
onde V(¢) é o potencial que depende do sistema fisico estudado. Seguindo esse princi-
pio, vamos analisar o potencial a partir das consideragoes feitas no subtopico anterior.

Considere o lagrangeano de Klein-Gordon como

L= (0,0)"(8"0) = V(¢", 0), (3.25)

onde V(¢*, ¢) = m?¢*¢ + M¢*¢)?. Usando a equacao de Euler-Lagrange

oL oL
75~ (39) =" (3:20)
0,00 + m6 = —2A0(6".0) (327
e =~ — 20(¢"9)*
{a¢ A . (3.28)
(Oug*)

Dessa forma, nos deparamos com os seguintes potenciais [18], os quais originaram-se nas

flutuacoes quanticas. A partir de determinados valores das constantes, o potencial pode

26



Capitulo 3. 'Transi¢oes de fase no contexto do Universo

se caracterizar como uma paradbola com um minimo global, correspondente a um vacuo,
ou ter dois minimos (dois vacuos) e um ponto de equilibrio instavel, que podemos deno-
minar como falso vacuo. No ultimo caso, quando encontra-se no ponto de instabilidade,
o sistema pode evoluir para qualquer um destes minimos (sabendo-se que os vacuos que
correspondem & mais baixa energia do sistema). Logo, em 3 dimensoes, o potencial sera

um chapéu mexicano (Figura 3.4).
)A<0en?>0

V(oD

||

Figura 3.1: A < 0; n°2 >0

Analisando o primeiro potencial, vemos que ele nao é fisicamente aceitavel.
ii)A=0en*<0

V(e

||

Figura 3.2: A=0; n> <0

Neste segundo caso, o estado de vacuo < ¢ >¢= 0.

i) A>0en*<0

27



Capitulo 3. 'Transi¢oes de fase no contexto do Universo

V(l®l)

ol

Figura 3.3: A >0; n° <0

Finalmente, este caso apresenta quebra espontanea de simetria de gauge. Onde
n pode ser negativo. Assim, a situagao iii) é a que nos interessa. Representando o campo
complexo em termos de suas componentes real e imaginaria, temos o potencial abaixo,

conhecimento como "potencial chapéu mexicano".

e T

Figura 3.4: Exemplo do potencial "chapéu mexicano"

No caso global, a quebra espontanea de simetria é realizada a partir da intro-
dugao de um campo de gauge A,. Dessa forma, todas as derivadas 0, dos campos sao

substituidas pelas derivadas covariantes D,,. Portanto
oo — D¢ = 0,0 + iqA,0, (3.29)

no qual g é a carga do campo de gauge A,. Assim, A, age como um campo compensador,
fazendo com que a densidade do lagrangeano permaneca invariante.

Logo, vamos denotar o campo de gauge a partir do eletromagnetismo, de modo
que sua intensidade seja posta como o tensor de campo F),, que ¢ o resultado da formula-
¢ao covariante do eletromagnetismo. E um tensor de natureza antissimétrica, e descreve
o campo eletromagnético como uma matriz cujos componentes fora da diagonal sao per-

tencentes aos campos elétrico e magnético. Nesse sentido, as equacgoes de Maxwell podem
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ser reescritas de forma concisa, precisamente para duas equagoes covariantes. Ou seja,
isso possibilita que as equagoes sejam reescritas para qualquer observador inercial, e que

também possam ser obtidas a partir das derivadas do tensor de campo F),, [19]
F. =0,A, —0,A,. (3.30)

Para isto, consideremos aplicar uma transformacio de gauge local U(z) = €@ ¢(z),
sendo ¢ = ¢(x). Por consequéncia, 9,¢' = @ (9,0 + i9,A(r)¢). Usando a derivada
covariante D, no lugar da derivada ordinaria Ou ao fazer a transformacao de gauge U(1),

onde ¢ — @), temos que

D#qb _ (aﬂ + z'eA#) eiA($)¢(x)’ (3.31)

D;d =0y <€iA’(J:)¢> + ieAlueiA(m)gb, (3.32)

D¢ = i(0A(2)e™ g + M0, 0 + ie A ue g, (3.33)
Dulgbl — ei/\(l') (Z@MA(I)qﬁ + 8M¢ —+ ZGAL¢)7 (334)
Dyd = e (0,6 + iedy,6 -+ i0,M(x)6). (8:35)

Para que DL(b’ seja igual a D, ¢ teremos que impor a seguinte condicao

AL+ 0uM(z) = el

1 (3.36)
logo, A}, = A, — gau + A(z).
Substituindo a eq. 3.33 na eq 3.32, temos
D¢ = et [@L(b +ie (Au - é@uA(az)> ¢+ iaﬂA(xM}, (3.37)
D¢ = &™) (9,0 + ieA,), (3.38)
D¢ =" D, (3.39)

Vimos que utilizando o campo de gauge como um campo compensador é possivel realizar
uma transformacdo de gauge do tipo abeliana com simetria U(1) dada por e*®) em que
A ! depende das coordenadas do espaco-tempo. Ou seja, uma transformacao de gauge

local. Por conseguinte, para o tensor intensidade de campo F},,,, teremos

F = 0,4, — 0,A,, (3.40)

1Aqui A é uma constante de acoplamento, ndo confundir com a constante cosmologica.
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da mesma forma que Fy, — F},

Fl, = 8,A, —9,A,, (3.41)

, , 1 1
Floy =0, (AL = Z0.A@) | =0, (A~ Z0,A() ), (3.42)
Fl, = 8,4, — 0,A, = F,. (3.43)

A partir disso, podemos concluir que as grandezas invariantes de Lorentz sao do tipo
F,, F*. Portanto, através delas ¢ possivel confirmar que o campo compensador ¢ o mesmo
que o campo eletromagnético. No caso local, é preciso considerar a existéncia do campo
de gauge, de modo que a densidade do lagrangeano seja formado pela sua densidade no

campo escalar e eletromagnético. Ou seja

L=CLs+ Loy, (3.44)
onde
£ = (Du6) % (Dud) — m?6 6 (3.45)
.
Lo = —%FWF*“’. (3.46)
Portanto,
L= (D) % (D*6) — 6% 6 — L Fyu ™. (3.47)
onde
(Dud) = D, + . (3.48)

Conclui-se que as equagoes de campo para a densidade do lagrangeano denotados na

equagao 3.44 sao determinadas através da equacao de Euler-Lagrange.

3.2 Cordas cosmicas

As teorias de gauge, também conhecidas como teorias de calibre, descrevem as
interagoes entre particulas nos termos de simetrias mateméaticas. De forma que estao

presentes na invariancia das leis fisicas em certas circunstancias de transformacoes de

30



Capitulo 3. Transi¢oes de fase no contexto do Universo

campo do tipo global. Sendo assim, nas cordas cosmicas sao usadas para explicar como
estas interagem, tornando-se uma importante peca na compreensao entre essas interacoes
em conjunto a outros campos. O modelo de corda césmica apresentado neste trabalho é
gerado através de vortices abelianos de Nielsen-Olesen acoplado as equagoes de Einstein

e descrito pelo sistema [5]

1
5= / Aoy =gl Rt L), (3.49)

onde R é o escalar de Ricci, G a constante gravitacional de Newton e L representa a
densidade do lagrangeano de matéria pelo modelo de Higgs nao-abeliano.

As cordas cosmicas sao os tipos de defeitos topoldgicos mais estudados, em ambos
campos da cosmologia e da fisica da matéria condensada [15]. Sao objetos inteiramente
hipotéticos e apesar de serem extremamente finos, suas dimensoes percorrem vastas dis-
tancias no Universo, sendo suficientemente massivos para causar efeitos gravitacionais [20].

Estes objetos sao descritos a partir do lagrangeano

1 , 1 A
£ = = FuP™ + 3 IDuof? = L6 = )2 (3.50)
em que Fy,, = d,A,, nos quais A, ¢ o campo de gauge, D, = 9, + ieA, a derivada
covariante, e e, a constante de acoplamento. Este lagrangeano é invariante sob a acao do

grupo Abeliano G = U(1).

3.2.1 Formagao de cordas césmicas no Universo primordial

A maior parte dos testes observacionais para a anélise das cordas césmicas origina-
se a partir de suas interagoes gravitacionais [15]. Curiosamente, as cordas sofrem atragoes
newtonianas de primeira ordem, embora o campo gravitacional ao seu redor seja bastante
atipico, no qual o espago-tempo torna-se assintoticamente plano. Isso acontece porque a
tensao e a energia por unidade de comprimento sao iguais, mas a tensao pode agir como
uma fonte negativa no campo gravitacional [20]. Diante disso, teremos uma métrica tipo
minkowskiana que poderé ser encontrada através da solucao das equagoes de campo de

Einstein [21]| e com simetria cilindrica
ds®> = A%(p)dt* — dp* — C*(p)do* — A*(p)d2?, (3.51)
com um tensor energia-momento

T = o(p) diag(1,0,0,1). (3.52)

v
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Os tensores de Ricci podem ser obtidos através de geometria diferencial, conforme visto

no capitulo 2, tal que

1 &2A 1 dA(p)dC 1 [dA(p)\*
R - R — (2/)) N (p)dC(p) | : ( (p)) 7 (3.53)
Alp) dp A(p)C(p) dp dp — A%*p) \ dp
2 d*Ap) 1 dC?(p)
R = + : 3.54
7 Alp) dp>  Clp) dp? (3:54)
1 & 2 dA(p)dC
C(p) dp A(p)C(p) dp  dp
Em que escrevemos a equacao de Einstein na forma
R —snG (10— 1y
= 87G (TY = SgiT ). (3.56)
noqual T=T/+T/+T]+T;=0+0+0+0 =20, (3.57)
1
Rl = 871G <T§ — §ng), (3.58)
9= 9" 9ot = 9" g1t + 9" 9ot + 9" 9o + 9792 = 1, (3.59)
90 =9""9ap = 9" 9tp + 9" Gpp + 9" G0p + 9" 2:p = 1, (3.60)
96 = 9900 = 9" g0 + 97900 + 9" 900 + 9" 920 = 1, (3.61)
9= Gaz = 97" 9= + 9 9o + 97902 + 97722 = 1. (3.62)
De tal maneira
t t 1 t
R, = 87G <Tt - §gtT) =0, (3.63)
1
RY = 87G (Tp” — §ng) = —8nGo, (3.64)
1
RS = 887G <T99 — 5gg’T) = 87Go, (3.65)
1
R: = 8rnG (O‘ — 5 1- 20> = 0. (3.66)

Ao utilizar o software de computagao simbolica Maple e considerando R}, = g"*R,,,, temos

que

2 2
1d°A 1 dAdC 1 <dA) _o, (3.67)

Adp " acdpdp T2 \ap
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284 10

Adp?  C dp?
148C 2 dAdC
C dp?> AC de dp

onde o é a densidade de energia. A partir da conservagao do tensor energia-momento

= —8nGo, (3.68)

— —87Go, (3.69)

VTt = 0= L pe e _pe (3.70)
2 =U= a po v ur— o :
ory
i+ Toolh — 6,75 = 0, (3.71)
mas I, — T}, = 3% ¢ Ty = o, logo,
1dA 1dA
Adp ° Adp (3:72)

Como A # 0= % = 0 e sendo uma constante

1 d*C 2 dAdC

il e el 3.73
C dp? * AC dp dp SnGa, (373)
2
%_C(ljpg = —87TGO’, (374)
1 d*C

A densidade linear da corda sobre uma superficie onde t e z sao constantes pode ser

expressa da seguinte forma

00 2
:/ dp/ do/—gTy) e /—g= AC, (3.76)
0 0
: 1 e
/ dp/ A Cade_/ dp/ (87TG¢ ) (3.77)
21 A2 d*C dC
= — 8’/TG/ 0 dp = D (3.78)
_ dC(p) dC(p)
h= 4G( dp L de |,y (3:79)
d
dClp) =1, (3.80)
dp|,—o
A2
- 1= ) 3.81
w= gl =) (3.81)
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Como A = constante, podemos escolher A =1

p=1g [l - C'o0)) (3.82)

= % (1 - %), (3.83)
4Gu:1—%:>%:1—46m, (3.84)

/dC = /(1 — AGp)dp = /dC = (1—4Gp) /dp, (3.85)
Clp) = (1 —4Gpu)p, (3.86)

onde p é a densidade linear. Além disso, podemos considerar a = 1 — 4Gu. Logo,
encontramos a métrica no exterior da corda césmica
ds® = dt* — dp® — (1 — 4Gp)*p*do* — d2?,

(3.87
ou ds*=dt* —dp* — o*p*df? — dz*. )

Esta equacao descreve o espaco-tempo do ponto vista geométrico que resulta das transi¢oes

de fase que geram defeitos topologicos lineares.

3.2.2 Cordas locais

A quebra esponténea de simetria local pode ser descrita quando estabelecemos

que o campo ¢ deve ser transformado a partir do grupo local U(1)

ia(x)
xr)—e ,
LORT 559
(b*(l‘) N efza(a:)qb*'
Mas, a derivada de ¢(z) ndo se transforma da mesma forma que os campos, logo
Out/ € D[0,6 + i(Du(2)) ). (3.89)

Neste caso, faz-se necessario inserir um campo compensador A, na derivada, para que a

derivada do campo tenha a seguinte configuracao
0y — D, — 0, +ieA,, (3.90)
posto que A, ¢é transformado como uma transformagao de gauge

1
Ay — A=A+ gaua(x), (3.91)
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rm que e é uma constante de acoplamento. A equacao 3.90 é chamada de derivada
covariante e representa o acoplamento minimo entre o campo de gauge A, [5]. De modo

que
D¢ — D¢/ = e D,¢, (3.92)
onde
D; =0, + ieAL. (3.93)
Consequentemente, a densidade do lagrangeano sera descrita como
1 7% o e A M e AR b* A * 2\2 (3 94
L:ZFMVF +[(M+Z€ u)¢( —1e )¢]_Z(¢¢_V)7 . )

onde o primeiro termo representa a densidade do lagrangeano do campo compensador,
em que F,, = 0,A,, no qual é o invariante de gauge. A partir disso, o estado de vacuo ¢
obtido

< |gol* >=1?, (3.95)

assim, é possivel descrever o estado de vacuo como
do = ne'’. (3.96)
Sabendo que o estado de vacuo é arbitrario, é possivel defini-lo como = 0, tal que ¢q seja

real. Por conseguinte, durante a quebra espontanea de simetria local, surge um campo de

gauge com massa descrito através do Mecanismo de Higgs [5].
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Capitulo 4

Interacao de defeitos lineares com a

matéria escura

As cordas cosmicas sao objetos hipotéticos com provavel formacao durante a fase
do Universo primordial, que aconteceu instantes ap6s o Big Bang. Nesse momento, ocor-
reram as transicoes de fase em decorréncia da quebra espontanea de simetria. Possuem
dimensoes finitas, entretanto, tém a capacidade de se expandir por todo o desdobramento
do Universo.

Existem algumas teorias que propoem que sua composicao seja de matéria escura,
ou que ainda, possam estar estreitamente relacionadas. Devido a sua densidade, elas
podem afetar de forma direta a distribui¢do da matéria, incluindo a matéria escura |?].

Apesar de ainda nao terem sido comprovadas experimentalmente, sao discutidas
possiveis interagoes com outros fendémenos, como no caso das ondas gravitacionais. Além
deste, a interacao entre a corda e objetos estelares, por exemplo, podem levar & formagcao
de vazios, ou seja, regioes com menor densidade de matéria. O que resulta em uma maior
dificuldade para observacao.

Estes sao alguns dos diversos casos presentes na literatura. Dessa forma, se
faz necessario um maior suporte para observagao visto que sua assinatura pode estar
intrinsecamente ligada a radiagao coésmica de fundo em micro-ondas. Para realizar esta e
outras observacoes, ja se pode contar com o suporte do Laser Interferometer Gravitational-
Wave Observatory (LIGO), localizado nos estados de Louisiana e Washington, nos Estados
Unidos, além de outros possiveis detectores de ondas gravitacionais. Sem mencionar que a
presenca das cordas podem deixar indicios na temperatura cosmica de fundo, que por sua
vez podem ser medidas pelo satélite Planck [22]. A partir dos estudos observacionais e da
analise de dados, podera ser comprovado de forma plena sua existéncia com implicacoes
na cosmologia e em outras areas da fisica.

Neste capitulo, discutiremos o caso geral, onde a métrica utilizada expressa a

transformacao da holonomia em concordancia com a solu¢ao de Vilenkin. Em seguida,
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o caso especifico discutira a generalizacao da métrica para que seja possivel aplici-la em

outros contextos topoldgicos.

4.1 Holonomia para Corda Césmica Generalizada

Na fisica, a holonomia analisa como os vetores e/ou tensores mudam quando sao
transportados paralelamente ao longo de um espacgo curvo , caracterizando dessa maneira
as propriedades geométricas relacionadas a curvatura. Portanto, torna-se crucial utiliza-
la nos estudos da fisica para compreender o comportamento de particulas, os efeitos
gravitacionais e as teorias de calibre no espago-tempo curvo [3]. Desse modo, vamos
considerar a métrica para corda cosmica generalizada, em sua simetria cilindrica mais

geral, é dada por
ds* = N?dt? — dp® — L*d6? — N*dz?, onde N = N(p),L = L(p). (4.1)

Temos que

" =Ndt = de® =0pNdpAdt = de® = N'dpAdt,
el=—dp = de'=0,

e?=—Ldl = de*=—-0pLdpNdf = de*=—L'dpAdb,
3 =—-Ndz = de=—-0pNdpNndz = de*=—N'dpAdz.

Usando a 1% equagao de Maurer-Cartan : T = de® + wi A e’ = 0 em que T = 0, ou seja,

nao ha torcao. Portanto, para de®

de® + wWI AN +uwd Anel Fw)Ae?+wdAed =0, (4.2)

de® + w) A Ndt + W) A (=Ap) +w) A (=Ldf) +wi A (—Ndz) =0, (4.3)
de® + Wi A e’ +wd Ael +w) Ae?+wi Ae? =0, (4.4)

N'dp Adt + Nw) Adt — ) Adp — Lwddd) — Nw§ A dz = 0. (4.5)

Por wj = 0, ndo existe diagonal. Além de que nao existem termos com dfl e dz presentes

em de’. Assim, para de'

let +wile’ +wile! +wy Ae? +ws Ae® =0, (4.6)
de' +wi Adt +wl A (—dp) +ws A (=LdO) + wi A (=Ndz) =0, (4.7)
0+ Nwy Adt—wi Adp — Lwy Adf — Nws Adz = 0. (4.8)
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Por de' = 0, néo é possivel realizar conclusoes. Por conseguinte, para de?

de* +wi Ne® +wine +wi e +wiAe® =0, (4.9)
de® + wi A (Ndt) + w? A (—dp) + w3 A (—LdO) + w3 A (—Ndz) = 0. (4.10)

Neste caso, nao hé termos presentes com dt em de?. O mesmo ocorre com dz. Também,
nao h4 diagonais em w2. Desse modo

—L'dp Adf — w? Adp = 0.

(4.11)
Assim, para de?
de® +wi A e + wihe! + wihe® + w3 A Ae® =0, (4.12)
de® +wi A (Ndt) +wi A (—dp) + wi A (—Ldf) +w?s A (=Ndz) = 0, (4.13)
~N'dpANdz+ N wp Adt —w? Adp— L w; AdO — w3 Adz = 0.
~~ - - (4.14)
0 0 0
Logo,
~N'dp Adz — wi Adp = 0. (4.15)
Assim, obtemos
N'dp Adt —Wddp =0, (a)
~L'dpANdf —w? ANdp =10, (b) (4.16)
—N'dpNdf —w? ANdO =0. (c)
Cujas propriedades serao dadas por
W = —wp, (d)
wh= =, (e) (4.17)
wy = —w;. (f)

Através da eq. 4.16.b

—L'dp AN df — w? A dp = 0. Para manter a uniformidade w? deve
ser da forma w? = Adf. Assim

L'dp Ndf — AdO N dp =0, mas df A dp = —dp A db, (4.18)
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portanto,
L'dp N\ df + Adp N df = 0, (4.19)
(L'+A)dpNdd=0=L"4+A=0=>A=-L" (4.20)
Para que
w?=A ouapenas w? =L
Utilizando a propriedade w? = —w) = —L' temos que

2 _ 71, 1 _ /
wl—L’ w2—_L,

As equagoes (a) e (b) sdo equivalentes, visto que sdo compostas unicamente por duas

parcelas, ou seja, em que uma delas é igual

N'dp Adt —w) Adp =0, (1)
N'dp A dz — w® A Ndp = 0. (2)

Dessarte, fisicamente, nem o eixo temporal e nem o eixo de z sofrerao influéncia da

topologia da corda quando p — oo. Dessa maneira

W=—wy=0 e w =-w;=0. (4.21)

Posto isto, podemos escrever a matriz das conexoes como

2
Wy Wy Wy Wy

2

Wy wp Wp wy

Iy = e (4.22)
Wy Wy Wy Wy

o ,1 ,2 .3
Wy Wz Wz Ws

00 0 0
00 —L 0

T, = , 4.93

o 0L 0 0 (423)
00 0 0
0000

r—r,—r, =| %00 (4.24)

T2 o0 00 '
0000
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De forma intuitiva, nao ocorrem efeitos no transporte paralelo nas coordenadas ¢, p, z.

Logo, a matriz de holonomia associada ao transporte paralelo é representada por

U(vy) = pexp [ f dw“Fu] ,
Y

, (4.25)
U(y) = pexp {j{ ng&} = /exp |:F9/ d@] :
0
Assim U(7y) = exp (27I'p) em queL = L(p). Sendo
. e — z"
Portanto, podemos escrever U(7y) como U(y) = >, (%HL,GYL
2nly  (27T9)° | (2nTy)° | (27T%)"
U(y) =1+ = P CULY) N L) g i )
B (2m)?T2  (2m)*T3  (2m)'T,
U(y) =1+ 20Ty + - =0+ 2=t 2t
Mas
0 0 0 O 00 0 O
0 0 —L"0 0 0 —-L'0
[2 =TTy = : (4.28)
oL 0 0 oL 0 0
0 0 0 0 0 0 0 O
0 O 0 O 00 0 O
0 —-L?” 0 0 0oL 0 0
I; = =15 =1 (4.29)
0 0 —-L?%0 00 L 0
0 O 0 O 00 0 O
E também
00 0 0 0 O 0 O
0 0 —=L"0 0 —L? 0 0
3 — T2 — : 4.30
o o oflo o -12o0 (4:30)
00 0 0 0 O 0 O
0 0 0 0 0o 0 0 0
0 0 L? 0 0 0 =L 0
I = =-L" : (4.31)
0 —L¥ 0 0 0oL 0 0
0 0 0 0 0o 0 0 0
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E para T}
[y =Tyl = —L"Tyly = 'y = —L"°T}. (4.32)

Voltando para U(+) na forma de série, teremos como termos de poténcias impares

(2m)°

21l + 3l Fg +.
2 3
( ;) (—L’2F9) T
2 3Ll2
Wrg—%rg—i—...,
(277')3[/2
(2” ——r t T (4.33)
!/
Ao multiplicar por 7
1t 3L12 I/
o LIy,
. (2nL)? Ty
Lembrando que sinz = x — g—? + gg—? — .-+ e comparando acima, teremos
onL')? Ty
2L — ( + -
3! ]] L. (4.34)

~
sin(2wL’)

Logo, os termos com poténcias impares serdo sin (2rL') £¢. Para os termos de U(7) com

poténcias pares

(2m)? 2 (2m)*
L 2! Ls 4!
(2) (27) 2\ 12
o 0 (-L*)T5+ ...,
(27T) ,  (2m)
2! o e 4!
(2m)? (27T)
2! 4!

F4

1+ AL e =

L2 4. | T2

Multiplicando o termo entre colchetes para L,2, temos
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(277)2 (27)4 12 L? 2

¥
ﬁ.

Mascosle—“é—!+%+...,talque

Quando comparamos com a expressao acima, temos que os termos de poténcias pares de

U(~) podem ser descritos como

¥

5 (4.35)

14 [1—cos(2rL))]

Portanto, a matriz da holonomia é escrita substituindo os respectivos termos de poténcias

pares e impares. Ou seja

(2rT)*  (2aTy)® (21"

B 4.36
Uy (L) = 1 20Ty + 25 + g+ 5 o (4.36)

torna-se,
Ty Y / 4.37
U,(T) =1+ fsm(QWL )+ 7 [1 — cos(2mL")]- (4.37)

A matriz de holonomia, U, (I"), permite a identificacdo da singularidade do espago-tempo
quando esta afeta a fase (L’). Anélogo ao efeito Aharonov-Bohm, podemos identificar
o efeito Aharonov-Bohm gravitacional [23|, que possui conclusdes semelhantes discutidas

anteriormente na literatura, como por exemplo, no trabalho de Valdir Bezerra [6].

4.2 Holonomia para Corda Cdésmica em casos especifi-

COS

As holonomias sao objetos matematicos responséaveis pela informagao sobre o
campo gravitacional de uma determinada regido, no contexto da gravitagao [24]. A seguir,

utilizaremos a métrica, de modo que [25]

ds* = dt* — dz* — dr”® — o*p*d¢?, (4.38)
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em que @ = 1 — 8G . De acordo com as conexoes tetradicas, € pode ser definido como

(

0° = dt,
0' = adp,
P (4.39)
0% = dto,
0® = dz.
\
Tomando como defini¢ao que 4 = eZdz, iremos considerar que
e? = dt,
el = adp,
P (4.40)
e? = dto,
\63 = dz,
cuja métrica sera descrita como
ds* = (e")? — (") — (e?)* — (%), (4.41)
logo,
ds® = nape’eb. (4.42)
Assim, as inversas podem ser descritas como
o0
dt = — assim, e’ = eJdt, (4.43)
N
dp=rc'=e' =e, dp=1, (4.44)
o2
do = 7 =’ =¢k dp=L=ap (4.45)
€ e 4.46
dz:N:>e =e;, dz=N=1 (4.46)
Para €® = de® = 0. O mesmo se aplica para e'. Para €2, faremos
de* = dp(ap)dp A d¢, sendo que dp(ap) = a, (4.47)
de* = adp A do, (4.48)
2119
de” = ;e N, (4.49)
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entretanto,
de* =wi Ne® +wine' +wi Ae® +wiAe?. (4.50)
Por ser em fungao de e', teremos de? = —wj A e® —wi Ae! —wj Ae? —wi Ae?,
de* = —wine, (4.51)
1
—e'A? = —wi e, (4.52)
p
21,
wy = —e (4.53)
)
Conclui-se que wi = —¢, ou seja, uma propriedade antissimétrica. Agora, vamos definir
as seguintes conexoes: I'2yda# = I';1d¢ = —T'j2d¢. Dessa forma
o IO, T, 19,
1 1 1 1
T, = Foo Tor Tz T (4.54)
% IZ Ty T3s
I3 T3 9y Tos
00 0 O
0 0 —a O
r, = 4.55
Ol 0 (4.55)
0 0 0
Para a holonomia, U(v) = exp([ T'yd¢), como I'y nao depende de ¢,
2
U(r) = exp(Ty | do), (4.56)
0
U(v) = exp(2nly). (4.57)

Considerando a expansao de Taylor em seu formato exponencial, podemos reescrever da

(2nL)?

(27l y)3

(2nLg)*

seguinte forma: U(y) =1+ +

2! 3!

I3 =Tyl =

o o o o
o O o o

+ + ... entretanto

41
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o o o o
o o o o
o o o o
o o o o
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00 0 0
0 0 —a? 0
=
710 a2 0 0
0 0 0
Como consequéncia,
0 0 0
0 0 —a® 0
ng :—OCZF,
"o a® 0 o0 ¢
00 0 0
I} = —a’Ty.

Levando em consideracao a expansao de Taylor para o seno

1"3
2l + (27T)33—(!;5 + ...
FS

27 (Ty + 3_T<2”)2>’
@)

F¢(27T + 3'

(—a)?),

2ra®
3! +

e tomando sin(2ra) = 2w —

Podemos obter o termo para cos(2m«). Pela holonomia

U(y) = exp(2nly).

Como ja é conhecido, '} = —aT' logo
27, )2 270, )
U(’}/)Zl—(ﬂ— %) +( mly)t

2! 4!
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2 4 .
mas cosr = 1 — 5 + 47 — ... assim,
2(Fg)? | (Ty)*
(2m)* = + - — L (4.67)
Lembrando que I'} = o’Ty,
27)2 271402 12
1- [Fz(( ™) )+ (2r) e | = —2cos(2ra),
logo,  “2sin(2ra) + 4[1 - cos(2ra) |
0ogo, —sin(2mra) + —[1 — cos(2ma)].
£0, o o2
Dessa forma, podemos concluir que a expressao (6]
r r?
U(T) = 1+ —Zsin(2ra) + —(;[1 — cos(2ma)], (4.69)

(% (0%

é a expressao para a transformacao da holonomia correspondente a solugao de Vilenkin
[21].

4.2.1 Equacao de Klein-Gordon com Simetria Cilindrica Genera-

lizada

¢ + (0* + ER) =0, (4.70)
onde R = ¢é o escalar de curvatura, £ a constante de acoplamento e p = % em que

O¢ V=99"0,0). (4.71)

1
=i

Counsideraremos o ansatz: ¢ = o(t 2) = Ce Bteimegikz e como métrica cilindrica
y Py P P

generalizada
ds* = N?dt? — dp® — L*dy* — N?d2?, (4.72)

em que N = N(p) e L= L(p).

N0 0 0 N? 0 0 0
o o1 0 0 I RS T 0
G = oo |79 0 0 sy oo |0 WP
0 —N? 0 0 0 —1/N?
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g =det(g,) = —N'L*= /—g = N?L, (4.74)

O¢= 7 [0 (N2Lg" 01 ) +8, (N> LgPPdps) +0ip( N> Lg## 006 + 0. (N> Lg** 0.4 )| » (4.75)
O¢=—b= 00 (N2L L3 0.0 ) +0p(N?L(=1)8p ) +00 (N> L(~ 25 )0+ 8 (N?L(— L5 ) 0:0] (4.76)
06 = by |LO26 — 0p (N*LOpo) — 0p% — L%, (4.77)

NZ2L

Op = 4 [L&fqﬁ — (2NN'L + N2L') dpp — N2L*pp — 20%¢ —LdPz¢] (2). (A.78)
Ao substituir a eq. (4.78) na eq.(4.70), temos que

1
N2L

2
[Laf¢ — (2NN'L + N*L") Op¢ — N*Lop*¢p — Nfa?m — L@%Z] + (W +ER) ¢ = 0.
(4.79)

Considerando o ansatz ¢ = Ce™Fle™?ei* f(p) onde C é constante e resolvendo as deri-

vadas para cada coordenada.

Para t,
015(;5 — % [CefiEteimcpeik:Zf(pﬂ — _Z»CEefiEteimgoeiszc(p% (4 80)
81}2¢ — —CE2€_iEt€im<P6isz(p>.
Para p,
0 L . L )
0 ¢ = CeflEtelmSOelka — C«esztezmgoezsz/ 7
=71 (0)] () s
82¢ — Ce—iEteimcpeiszl/ (p)
Para ¢,
0 L . L .
Opp = —— [Ce Hleimeciks = imCe Eleimeeitz ,
P D [ f(p)] f(P) (4.82)
ai(ﬁ — _mQCefiEteimapeisz(p)'
Para z,
_ 8 —iEt imep ikz . —iEt _imep ikz
0z = 5 [Ce™ B2 e™ f(p)] = ikCe ™2™ f(p), (483)

8Z¢ — —k206_iEt€im<p€ika(p>.

47



Capitulo 4. Interacao de defeitos lineares com a matéria escura

Substituindo as equagoes (4.80), (4.81), (4.82), (4.83) em (4.79), teremos

T [ LE*f(p) — 2NN'L+ N2L') f'(p) — N*Lf"(p) + S-m?f (p) + LK2f(p)] + (1 +ER) f(p) = (
(4.84)

w0 - (B D) 10 - 10+ 100+ B EE ) 1)
(4.85)

’ / 2 2 2
10 = (B + 5 )P0+ (<5 T i ER) S0 =0 (@450

Multiplicando por (-1)

/ / 2 2 2
(o) + (ij PV IO - (gt A ER) SO =0 (48D
2N/ L/ E2 2 k2
< ) P)Jr(m—%—m—lf—él?)f(ﬂ):o- (4.88)

Onde f'(p) = a](;;) e f"p) = 8%(2’)). Em que FEi,k, &, p sao constantes e R = R(p).

Sendo \? = E? — u% — k?, temos que

)\2 E2—[L2—k‘2

-k (4.89)

Ainda, podemos reescrever a segunda parte como

E2 2 kQ E2 M2 k’2 2 2
(BB )< (B ),

E2 m2 k2 ) E2_M2_k2 1 m2
(m—ﬁ—m—“ *@Z{T‘M(“ﬁ)‘ﬁ—w}’

B om R, % 1\ m? (4.9
(m—ﬁ—m—“ —fR) - {mﬂ”(“m) —ﬁ—ﬁR]-
Substituindo a eq. (4.91) na eq. (4.88), obtemos
) ON' L'\ B2 omd K
o+ (B4 T) 10+ (52— - -0t - €R) £0) =0 .

f"(p) + (2]]\\;, + %) (o) + [%z —p (1 - %) - 72—22 - 53] flp)=0.
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Observamos que a solucao desta equagao é dada pela funcao de Bessel, de modo que

descreve o campo gravitacional ao redor da corda cosmica

flp—=0) o< Jm(Ar).

Fungao de Bessel

Considerando que N =1 e L = ap, temos que

m2

f(p)2f (p) + (1 — (ap)?

—ER)f(p) = 0. (4.93)

4.3 A matéria escura no contexto da gravitacao

A radiagao cosmica de fundo na regiao de microondas foi detectada acidental-
mente em 1964 por Arno Allan Penzias (1933-2024) e Robert Woodrow Wilson (1936),
sendo profundamente rica em informacoes que permitem definir muitas das propriedades
do Universo. Através dos estudos sobre a radiagao cosmica de fundo, vestigios de um
Universo primitivo de 375 mil anos apdés o Big Bang, obteve-se observacoes acerca da
abundéancia de diversos elementos leves nas estrelas, dentre eles, hidrogénio, hélio e deuté-
rio. Onde indicava que havia apenas 5% do contetido do Universo, em termos de energia,
que poderia ser identificado como a matéria ja conhecida na literatura, ou seja, cons-
tituinte de protons, néutrons, elétrons e as demais particulas elementares. Em estudos
sobre a rotacao de galaxias do tipo espiral, revelou-se que apenas 10% da matéria presente
no espectro eletromagnético era correspondente a massa total sofrida pela dindmica de
rotacao. Ou seja, em questao da matéria escura, as observagoes foram corroboradas em
varias escalas de distancia. Uma das principais formas de estudé-la é através da observa-
¢ao de lentes gravitacionais. Na TRG, a luz sofre um desvio em sua rota devido a presenga
concentrada de matéria no espago-tempo, causando uma curvatura.

Apesar de ainda nao ter sido detectada, seus efeitos e interagoes sao observados
desde a década de 1930 [26] nos aglomerados de estruturas (p.ex, aglomerados de galaxias)
e na curva de rotacao das galaxias a partir dos anos 1970 [27].

A matéria escura é um dos diversos assuntos abordados pela cosmologia con-
temporanea. Uma das perspectivas é considera-la como um campo escalar [22], pois,
compreendendo o comportamento das cordas cosmicas em um campo escalar permite
analisar sua interagao com outros possiveis objetos. Isso permitira que esses objetos pos-
sam, futuramente, ser acoplados junto com a gravidade dentro das métricas discutidas

anteriormente [28].
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Capitulo 5
Conclusoes

Neste trabalho, buscamos contribuir com o estudo acerca das cordas césmicas
em interagao com um campo escalar. Inicialmente, aplicamos a Teoria da Relatividade
Geral e Teoria de Campos, analisando a invariancia do lagrangeano no estudo dos de-
feitos topologicos lineares (cordas cosmicas). Em seguida, discutimos as condigdes do
Universo primordial estava para justificar o surgimento dos defeitos topologicos (analise
dos potenciais) e definimos como ocorre a quebra espontianea de simetria em casos lo-
cais. Finalmente, apresentamos uma generalizacao da métrica da corda cosmica com o
intuito de que possa ser discutida e aplicada em outros contextos da teoria de campos
e da cosmologia. Essa generalizacao permite, pela primeira vez, que possamos atribuir
ao campo escalar diversos objetos presentes no Universo, como matéria e energia escura.
Além disso, nos da a perspectiva de analisar a interacao da corda cosmica considerando
o acoplamento com a gravidade em futuros projetos, incluindo a utilizacao de softwares

para analises numéricas mais aprofundadas .
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