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Resumo

As interagdes robd-ambiente oferecem diversas oportunidades para revisitar problemas
fisicos sob uma nova perspectiva. Assim, desenvolvemos um experimento simples para
observar o caos em bilhares cldssicos utilizando uma configuragdo macroscépica de 3,38 m
de comprimento. Por meio de uma cdmera de video digital, registramos a evolug¢do temporal
dindmica da interacdo entre um robo e bilhares no estddio de Bunimovich com reflexao
especular. A partir das séries temporais experimentais, mostramos que o bilhar experimental
possui todas as caracteristicas do bilhar teérico. Calculamos o expoente de Lyapunov A em
fun¢do de um parametro geométrico, e determinamos a sec¢do da superficie de Poincaré a
partir dos dados experimentais e avaliamos sua sensibilidade as condicdes iniciais em fungdo
do tempo.






Abstract

The robot—environment—task triad provides many opportunities to revisit physical problems
with fresh eyes. Hence, we develop a simple experiment to observe chaos in classical billiards
with a macroscopic 3.38-meter long setup. Using a digital video camera, one records the
dynamic time evolution of the interaction between a robot and Bunimovich stadium billiards
with specular reflection. From the experimental time series, we calculate the Lyapunov
exponent A as a function of a geometric parameter. The results are in concordance with
theoretical predictions. In addition, we determine the Poincaré surface of section from the

experimental data and check its sensitivity to the initial conditions as a function of time.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria do caos € historicamente recente, mas possui um volume de contribui¢des significa-
tivo [1]. Em 1889, durante a celebragao do 60° aniversario do rei Oscar II, Henri Poincaré
demonstrou a impossibilidade de resolver, com a tecnologia da época, o sistema de equagdes
que regia o problema de trés corpos [2]. O problema de trés corpos, essencial na mecanica
celeste, trata do estudo da interacdo gravitacional entre trés corpos em movimento. Em seus
trabalhos, Poincaré propds novos métodos para estudar equacdes diferenciais ndo lineares,
que foram fundamentais para o desenvolvimento dos sistemas dindmicos. Entretanto, a
sistematizacdo desse problema feita por Poincaré permaneceu sem explicacoes claras até
o inicio dos anos 1960. Em 1961, na Universidade de Kyoto, o estudante Yoshisuke Ueda
identificou “transi¢des aleatéria” no comportamento de érbitas ndo lineares em osciladores
periddicos for¢ados, marcando o inicio dos maiores avangos na teoria do caos [3].

Em 1963, Edward Lorenz publicou um trabalho pioneiro que elucidou aspectos funda-
mentais dos sistemas cadticos [4]. Lorenz descobriu que pequenas mudangas nas condi¢des
iniciais, em seu modelo de convec¢do atmosférica, resultavam em comportamentos com-
pletamente diferentes em curtos intervalos de tempo. Essa descoberta, chamada de “efeito
borboleta” (Fig. 1.1), revelou a sensibilidade extrema dos sistemas cadticos as condi¢des
iniciais.

A teoria do caos ultrapassou os limites dos sistemas dindmicos cldssicos, abrangendo
areas como biologia, quimica, engenharia e robética [5—14]. Essas disciplinas desenvolveram
abordagens distintas para lidar com sistemas complexos ao longo dos ultimos 40 anos.
Uma das aplicacdes importantes € nos bilhares dindmicos cldssicos, que consistem em uma
particula livre confinada por uma fronteira, realizando reflexdes especulares ao interagir com
ela[10, 15, 16]. E amplamente conhecido que o caos nesses sistemas depende exclusivamente
da forma geométrica da fronteira [17]. O bilhar do estddio de Bunimovich, Bunimovich

stadium billiard (BSB), é composto por duas formas geométricas: dois semicirculos laterais
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Fig. 1.1 Atrator de Lorenz.

e um retangulo central (Fig. 1.2) [18]. Os semicirculos possuem raio r, € o lado do retangulo
mede 2a. Um parametro de controle geométrico ¥ € definido para medir a deformacao do
estddio. Quando y = 0.0, o bilhar assume a forma de um circulo, circular stadium billiard
(CSB), onde a dinamica € regular (Fig. 2.8a) [19]. A medida que Y > 0, a dinamica torna-se
caodtica (Fig. 2.8c). Assim, o caos desse sistema estd intrinsecamente ligado ao parametro
geométrico Y .

A evolucao da dinamica desses sistemas deve ser observada no espago de fases [20].
Nos bilhares, o espaco de fases € representado em coordenadas de Birkhoff [21]. Como os
bilhares possuem dois graus de liberdade (x,y), o espaco de fases, candnico, correspondente
¢ de quatro dimensoes, envolvendo as posi¢des (x,y) e os momentos associados (py, py). As
coordenadas de Birkhoff simplificam essa anélise, projetando o espago de fases em mapas
de recorréncia [22-24], chamados de Sec¢des da Superficie (SOS) de Poincaré. Esses mapas
oferecem uma visdo simplificada das caracteristicas dindmicas, permitindo o estudo de
propriedades que seriam mais complexas no espago de fases completo. Contudo, as Poincaré
SOS oferecem apenas uma visao estdtica da dindmica, restringindo-se a andlise estatistica.

Um observédvel fundamental para capturar as caracteristicas dindmicas de um sistema no
espago de fases é o Expoente de Lyapunov (EL), que chamaremos de A. Este expoente mede
a sensibilidade as condi¢des iniciais, indicando a taxa de divergéncia entre trajetorias inicial-
mente préximas (Fig. 1.3) [25]. Valores de A < 0 indicam sistemas ndo cadticos, enquanto
A > 0 caracteriza sistemas cadticos. O nimero de expoentes de Lyapunov corresponde as
autodire¢des do espaco de fases. No caso dos bilhares, existem quatro expoentes, mas medir

o maior expoente de Lyapunov € suficiente para caracterizar o caos no sistema.



Fig. 1.2 Parametros geométricos do BSB.

x(t,)

Fig. 1.3 Separagdo entre duas trajetdrias inicialmente préximas, com separacao inicial €
infinitesimal. Processos de renormaliza¢do ocorrem em (1,1,13, ...).
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Todo sistema dindmico € caracterizado por um agente que interage diretamente com o
ambiente do sistema. Esse agente pode, por exemplo, ser uma particula interagindo com um
potencial ou cruzando uma regido de espalhamento [26, 27]. O objetivo central de estudos
nessa area é compreender as caracteristicas dessas interagdes e como elas influenciam o
comportamento global do sistema. As regras que governam essas interagdes definem o tipo
de sistema, e quando tais regras resultam em respostas ndo lineares, o sistema € classificado
como complexo [28].

Quando o agente do sistema € capaz de converter energia interna ou do ambiente em
movimento, ele € denominado "matéria ativa" [29, 30]. Exemplos naturais de sistemas
com matéria ativa incluem bandos de passaros, cardumes de peixes, manadas de animais,
o movimento de bactérias em dispersdo e o trinsito urbano, etc [31-35]. Além de ser
observada na natureza, a matéria ativa tem sido amplamente utilizada em experimentos que
modelam sistemas fisicos. Estudos sobre comportamento coletivo em grupos de peixes,
particulas brownianas ativas e turbuléncia em sistemas hidrodindmicos t€ém demonstrado
resultados promissores, evidenciando a versatilidade e a eficdcia dessa abordagem em diversas
aplicacoes [36-38].

As tecnologias em matéria ativa possuem diversas ramifica¢des, sendo a robdtica uma
das mais promissoras. Muitos dos sistemas observados na natureza sao mimetizados por
robos [39, 40, 14]. Entre esses sistemas, destaca-se o bilhar dindmico classico. Inicialmente,
os bilhares dindmicos clédssicos foram concebidos teoricamente, ja que, assim como no
problema de trés corpos, as equagdes que descrevem o sistema sé podem ser resolvidas
numericamente. Os primeiros experimentos fisicos surgiram no final dos anos 1980, com o
uso de cavidades Opticas e de micro-ondas como as principais tecnologias [41, 42]. Esses
experimentos apresentam excelente confiabilidade devido as baixas flutuagdes e a alta
quantidade de interagcdes entre a particula e a superficie em curtos intervalos de tempo [43].

Devido a simplicidade do sistema, ele pode ser reproduzido por um robd que se move
em linha reta com velocidade constante e realiza reflexdes especulares ao encontrar uma
fronteira. Nesse contexto, construimos um robd capaz de reproduzir, com alta fidelidade, o
comportamento do BSB.

A construgdo do robo deve atender a triade robo-ambiente-tarefa (Fig. 1.4). Essa triade
compreende trés elementos principais: o "robd", a "tarefa" e o "ambiente". Alteracdes
em qualquer um desses elementos podem resultar em comportamentos inesperados na
interacao[39]. O "robd" refere-se a sua constru¢do mecanica, incluindo motores, chassis e
sensores. Modificar essa estrutura durante o experimento implica mudancas nos resultados

em relacdo a configuracdo original. A "tarefa" abrange os algoritmos que controlam o



comportamento do robd; alteracdes nesses algoritmos também afetam a interacdo com o
ambiente.

Neste trabalho, mantivemos a montagem do robd e sua tarefa em todos os experimentos,
concentrando as modificacdes apenas no ambiente para explorar as caracteristicas da interacao
robd-ambiente. O ambiente escolhido foi o estddio de Bunimovich, cujas alteragdes foram
realizadas através do parametro de controle geométrico y. Essa abordagem permite capturar,

de maneira controlada, as propriedades dinamicas desse sistema.

Robo

Tarefa € > Ambiente

Fig. 1.4 Triade de experimentos com interacdo robd-ambiente






Capitulo 2

Metodologia

2.1 Montagem experimental

Todos os experimentos foram realizados mantendo a mesma programacao € montagem do

rob0, modificando apenas o ambiente de interagao.

2.1.1 Montagem do robo

O objetivo do robo € reproduzir o comportamento de uma particula pontual confinada em
uma caixa. Portanto, o robd deve caminhar em linha reta com movimento retilineo uniforme
e realizar reflexdes especulares ao encontrar uma parede. Para isso, diferentes motores e
sensores foram testados até atingir uma versao confidvel.

O robd foi desenvolvido em trés versdes principais. A primeira versao contava com um
chassi retangular e trés sensores ultrassonicos dispostos na parte frontal do robo (Fig. 2.1).
Dois sensores laterais e um central foram posicionados em angulos iguais. Essa versao era
alimentada por baterias.

A segunda versdo sofreu modificagdes nos sensores (Fig. 2.2). Os sensores laterais foram
reposicionados no centro do robd, com dois sensores rotacionados para as laterais em angulos
iguais. Essa mudanca buscava reduzir erros causados por angulos rasos, mas o problema
persistiu, inviabilizando os experimentos.

Na terceira versdo, os sensores ultrassonicos foram substituidos por sensores infravermel-
hos (IR), menos sensiveis a angulos rasos (Fig. 2.3). O chassi foi encurtado, reduzindo o
raio de rotacdo durante as reflexdes e permitindo uma melhor exploracao do ambiente de
interacdo. Para solucionar problemas com as baterias que causavam muitas oscilacdes no

circuito, o robd foi conectado a uma porta USB. As dimensdes finais ficaram: 14 cm de
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Fig. 2.1 Primeira versdo do robd, com chassi retangular e sensores ultrassonicos dispostos na
frente. Alimentado por baterias.

Fig. 2.2 Segunda versdo do robd, com sensores ultrassonicos centralizados.
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comprimento, 12.5 cm de largura e 16 cm de altura. Mais detalhes da ultima versdao do robd

sao fornecidos na Sec.A.

Fig. 2.3 Terceira versdo do robd, com chassi reduzido e sensores IR. Alimentado por porta
USB.

2.1.2 Montagem do experimento

A construc¢do do ambiente de interagao foi realizada no piso do laboratério. Todas as formas
geométricas que seriam utilizadas foram desenhadas, e, apds a verificacao das medidas, a
barreira foi montada. Inicialmente, a barreira foi construida com férmica de PVC (Fig. 2.4),
utilizando apoios para auxiliar na sustenta¢do do contorno. No entanto, os resultados nao
foram satisfatérios. Apds pouco tempo, a barreira, devido a sua flexibilidade, deformava-se
na parte superior, prejudicando a leitura dos sensores do robd, que necessitavam de uma
superficie suave.

Optou-se pela utilizacdo de compensado flexivel (Fig. 2.5), que possui apenas uma
direcdo de flexibilidade. Assim, o contorno foi montado de acordo com a geometria definida,
garantindo que a regido de interag@o apresentasse superficies suaves. Algumas jun¢des foram
necessdrias para a montagem da regido de interagdo, mas todas foram realizadas externamente
a fronteira, de modo que o robd ndo interagisse com as juncoes.

O processo de filmagem foi realizado utilizando uma camera full HD (1920 x 1080
pixels). A camera foi posicionada a 2.8 m do experimento, visando evitar distor¢cdes opticas

(Fig. 2.5). Nestas configuracoes, o erro espacial foi estimado em +5 mm.
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Fig. 2.4 Experimento com a barreira circular montada com férmica de PVC. O robd, com o
LED amarelo ligado, interage com a barreira (primeira versao do robo Fig. 2.1).

Fig. 2.5 Bilhar circular montado com compensado flexivel. O robo, com o LED amarelo
ligado, interage com a barreira (versao final do robd Fig. 2.1).
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2.1.3 Digitalizacao

A digitalizacdo dos videos experimentais foi realizada em duas etapas. Na primeira, utilizou-
se a ferramenta multiplataforma de imagem e video ffinpeg para separar o video em seus
respectivos quadros (frames). Na segunda etapa, o software Matlab foi empregado para
identificar e rastrear a posi¢dao do roboé em cada quadro. Para isso, desenvolveu-se um c6digo
personalizado que seguia os seguintes passos: abrir as imagens na ordem correta, converter
cada imagem para preto e branco, identificar o ponto de mdxima luminosidade préximo a
posig¢do inicial ou anterior do rob0, e finalmente armazenar os dados em um arquivo. Este
processo serd detalhado na subse¢do seguinte. O algoritmo de rastreamento possui eficiéncia
de aproximadamente 1s para cada segundo de video.

Tratamento de imagens

As imagens digitais sdo formadas no sensor de uma camera, que capta a intensidade luminosa
e a converte em correntes elétricas de diferentes intensidades, criando assim a imagem. Estas
sd0 compostas por matrizes, onde o nimero de linhas e colunas dependem das definicdes e
do tamanho do sensor da camera. Por exemplo, uma filmagem Full HD gera trés matrizes
com 1080 linhas e 1920 colunas. Um dos padrdes adotados na geracdao de imagem colorida
corresponde a associar a cada uma das cores primadrias (vermelho, verde e azul) uma matriz
correspondendo a sua intensidade. Esse € o chamado padrdao RGB para imagens, ver
Fig. 2.6. Cada elemento das trés matrizes possui 8 bits, com valores que variam de 0 a 255,
representando a intensidade das cores em diferentes regides da imagem. Em imagens preto e
branco (P&B), apenas uma matriz € utilizada ao invés das trés do padrao RGB. A conversdo
de RGB para preto e branco ndo € tnica, podendo ser personalizada conforme a necessidade.
Nas imagens P&B, cada ponto da matriz expressa a intensidade luminosa. Utilizando os
mesmos 8 bits das imagens coloridas RGB, definimos o 0 como sendo preto e 255 como
sendo branco. Em nosso caso , adotamos a formula (ver RGB2Gray)

P&B =0.299%R+0.587+G+0.114xB 2.1)

Como as imagens analisadas sdo em preto e branco, as trés matrizes com tamanho
1920 x 1080 que compdem cada quadro dos videos dos experimentos foram transformadas
em apenas uma, em que os valores representam uma escala de cinza, poupando muita

memoria e tempo de processamento.


https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/rgb2gray.html
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3¢ 78 191 193 152 67 238 30 118 84
23 112 239 153 30 133 57 92 251 7
S 9 o 19 195 38 9 208 119 &
39 197 215 203 5 231 174 6 85 39
249 230 179 213 252 217 0 66 9 202
21 14 222 140 168 205 9 263 191 101
74 151 155 238 102 11 72 201 227 10
15 70 199 142 184 117 220 37 68 178
81 16 8 0 112 51 M9 113 15 12

Fig. 2.6 Matrizes RGB que compdem uma imagem de 8 bits por pixel. (Valores meramente

ilustrativos)
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2.1.4 Conjunto experimental

Para construir o ensemble experimental, foram configuradas 6 diferentes geometrias de
bilhares (BSB), conforme ilustrado na Tab. 3.1. Cada configuragdo incluiu 5 realizacdes
experimentais distintas, com duracdo de 15 minutos cada, sendo as condi¢des iniciais
aleatérias em cada realizacdo. O tempo de duracdo foi escolhido de forma a garantir a
convergéncia dos expoentes de Lyapunov para cada experimento. Este intervalo permitiu,
em média, a ocorréncia de 200 reflexdes em cada configuragdo do BSB.

2.2 Abordagem tedrica

2.2.1 Bilhar dinamico classico

Os bilhares dinamicos cléassicos sdo sistemas extremamente simples em sua construgao,
porém ricos em sua dindmica [16]. Esses sistemas consistem em uma particula pontual

confinada por uma fronteira bem definida, onde a particula realiza reflexdes especulares,
conforme ilustrado na Fig. 2.7.

N\
=\
g \

Fig. 2.7 Reflexdo tipica de um bilhar com sua fronteira B. As reflexdes sdo sempre especulares,
ou seja, o angulo de incidéncia ¢ € igual ao angulo de reflexdo.

A dinamica do sistema estd intrinsecamente ligada a geometria da fronteira. Os bilhares
podem apresentar dinamicas regulares, cadticas ou do tipo "mixing", conforme mostrado na

7z

Fig. 2.8. O caso "mixing" é caracterizado pela coexisténcia de regides regulares e cadticas
no espaco de fases [11].
A riqueza da dinamica dos bilhares resulta das interacdes com suas fronteiras. Assim, as

informacdes mais relevantes concentram-se nos pontos de reflexao, e as equagdes que regem
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(a) Caso regular (b) Caso mixing (c) Caso cadtico

Fig. 2.8 Exemplos de bilhares dindmicos com diferentes propriedades dinamicas.

a dinamica na regido livre sdo:

dq=dq' + 1dp, (2.2)
dp =dy’, (2.3)

onde  sdo as coordenadas generalizadas, p sdo os momentos generalizados e T € o tempo
entre reflexdes.
Como mencionado, toda a informacao dos bilhares esta contida nas interacdes com a

fronteira. Assim, a dindmica obedece as seguintes equagdes:

dq=—dq, (2.4)
2K

dp = —dp’ — lvldq/, (2.5)

cos @
onde |v| =1 e x € o raio de curvatura no ponto de incidéncia do angulo ¢ (Fig. 2.7).

A geometria do bilhar estudado neste trabalho € o estddio de Bunimovich. Esse estddio é
formado pela juncao de dois semicirculos de raio r, conectados por dois segmentos de reta
de comprimento 2a (Fig. 1.2). O parametro de controle geométrico ¥ € definido como y = <.

Quando y = 0 temos o CSB Fig. 2.8a, a evolu¢ao da dindmica gera uma série temporal
regular, em que todos os angulos de reflexdo permanecem constantes e a curvatura da fronteira
ndo varia em nenhuma regio. A medida que 7 > 0, a evolugio das posicdes torna-se mais
complexa (Fig. 2.8c). As séries temporais dos angulos de incidéncia ¢ e da curvatura K nos
pontos de reflexdo deixam de ser regulares. Essa complexidade € a origem do caos no estddio
de Bunimovich. Por outro lado, quando y — oo, a geometria aproxima-se de um retangulo,
e a particula interage apenas com as regioes retas entre os semicirculos, retomando uma

dindmica regular.
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-(11|+'|) i(rr|+1) (n-!-1)

Fig. 2.9 O Estddio de Bunimovich em coordenadas de Birkhoff (p,s). Aqui, p € [—2a —
mtr,+2a+ 7r] representa a fronteira do bilhar, e s = sin 6; € [—1,+1] corresponde a projecdo
da velocidade, onde 0 € o angulo de incidéncia.

O espaco de fases reflete as caracteristicas dindmicas do sistema. A geometria do sistema
pode gerar expansao (caso cadtico), contracdo (caso com a soma dos expoentes de Lyapunov
negativa) ou estabilidade (caso com expoentes nulos) no espago de fases.

O espago de fases pode ser descrito utilizando as coordenadas de Birkhoff (Fig. 2.9)
Ref.[21]. Essas coordenadas consideram apenas os pontos de interagdo com a fronteira, os
quais contém todas as informagdes da dindmica do sistema. As coordenadas de Birkhoff
geram as SOS de Poincaré. As simetrias geométricas do estddio de Bunimovich estao
diretamente relacionadas as simetrias emergentes no espaco de fases. Por exemplo, as
simetrias de reflexdo em torno dos eixos horizontal e vertical do estddio geram padrdes
simétricos nas SOS de Poincaré. Portanto, é possivel estudar a riqueza dos bilhares num

espaco com dimensao reduzida sem que haja perda de caracteristicas do sistema [22-24, 44].

2.2.2 Expoentes de Lyapunov

Sistemas cadticos apresentam sensibilidade as condi¢des iniciais. Pequenas modificagdes
nessas condicdes geram solugdes no espago de fases que rapidamente divergem das solugdes
originais [45]. Assim, torna-se extremamente dificil realizar previsdes em sistemas cadticos,
pois, dependendo do sistema e das ferramentas usadas para solucioné-lo, os erros proced-
imentais podem perturbar a dindmica. A divergéncia entre trajetorias no espaco de fases
é do tipo exponencial e pode ser representada por |§(¢)| ~ |§o|exp(At), onde § é o vetor

diferenca entre as trajetdrias divergentes. Define-se, entdo, os expoentes de Lyapunov como:

A= lim 11n(|€<t)’). 2.6)

[—oo f
&% €0l
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Note que o vetor § pertence ao espago de fases n-dimensional. Portanto, teremos 7
expoentes de Lyapunov de acordo com os graus de liberdade do sistema. Cada expoente de
Lyapunov estd associado a uma autodirecdo do espacgo de fases, sendo assim o conjunto de
todos os expoentes chamado de espectro de Lyapunov [25]:

MZ2A 2> > Ay 2.7

Quantificamos o caos ao observarmos que, no espectro de Lyapunov, ao menos um dos
expoentes apresenta valor positivo. O valor positivo indica uma divergéncia em uma das
autodirecOes do sistema no espago de fases. Se mais de um expoente for positivo, chamamos
esses sistemas de hipercadticos. J4 nos casos em que todos os expoentes s30 ndo positivos, o
sistema ¢ dito regular.

Considere um sistema dindmico genérico regido pelas seguintes equacoes diferenciais
ordinarias (EDOs):

X1 = fi(xn,x2,. ., xn),
(2.8)
XN = fn (XX, xN),
ou, de forma mais compacta:

x(1) =F(x(t)), (2.9)

onde x(1) = (x1,x2,...,XN).
Dada uma condig¢do inicial x(0) e qualquer outra préxima a ela, diferindo apenas por um

valor infinitesimal 6x(0), a evolugdo das diferengas pode ser escrita como:

_OF

8 X [x=x*

S5x(t) = F(x(r) + 8x(1)) — F(x(1)) Sx(1). (2.10)

A equacdo (2.10) é equivalente a:
ox = J(x,1) Ox, (2.11)

onde J (x,7) é a matriz jacobiana que contém as primeiras derivadas parciais da fungdo
vetorial F(x(¢)). Essa matriz fornece os coeficientes do sistema de equagdes. A solugdo da
equacao (2.11) sera:

ox(t) = H (x¢,1) 6x(0), (2.12)

onde:

H (x,t) = exp ( / tJ (x,1) dt’) . (2.13)
0
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Com as equagdes (2.6) e (2.13), conseguimos estimar os expoentes de Lyapunov de
qualquer sistema dindmico que possua equagdes do tipo (2.8).

Existem diversos métodos na literatura para a obten¢do dos LE. Neste trabalho, dado que
possuimos as equagdes do sistema como em (2.8), utilizamos o método do mapa tangente [46].
Esse método € considerado extremamente confidvel, pois mede os expoentes de Lyapunov
diretamente das equagdes que descrevem as variacdes em cada autodire¢@o do sistema. Assim,
evitamos problemas como ortogonalizacdo e definicao de pardmetros arbitrdrios, necessarios
em outros métodos.

No método do mapa tangente, a cada passo de tempo, as matrizes jacobianas da equacdo
(2.11) s@o reescritas de acordo com as configuracdes do bilhar. Algumas simplificacdes neste
sistema, descritas em [17], reduzem essas matrizes de 4x4 para matrizes 2x2. Quando ndo ha
colisdes, a matriz jacobiana é:

I 7

Jo = , 2.14
=1 1 (2.14)

onde 7 € o tempo de voo livre entre duas reflexdes. Quando existem colisdes, 0 comporta-

mento das diferencas é dado por:

I 0

2K
cos @

Jy=— (2.15)

O sistema possui dois possiveis valores para k. Quando a reflexdo ocorre na regido reta,
temos K = 0, e, caso contrario, K = 1%, onde R € o raio de curvatura da superficie.

Assim, utilizamos as equagdes acima para modelar as interacdes robo-ambiente. Nosso
interesse estd no maior expoente de Lyapunov do sistema, pois este ja € suficiente para
revelar informacdes sobre a caoticidade do sistema. As informagdes necessarias para o
célculo incluem o tempo entre colisdes, os angulos de incidéncia, os raios de curvatura e as
velocidades entre as colisdes. Todas essas informagdes serdo retiradas das séries temporais
de posi¢do temporal da interacdo robd-ambiente. Para garantir consisténcia, o sistema deve
ser normalizado para que a média do médulo da velocidade seja unitaria, conforme usado no

modelo.






Capitulo 3

Resultados e Discussoes

A Fig. 3.1 apresenta o resultado da digitalizacdo de um experimento com 15 minutos de
duracdo, totalizando, em média, 27.000 pontos no plano (x,y) da trajetéria (pontos vermelhos
na imagem). O BSB da Fig. 3.1 possui o parametro ¥ = 1.56, e observa-se uma regiao
proxima a fronteira que € inacessivel ao robd. Isso ocorre devido ao tamanho fisico do
robd. Note que, na Fig. 2.3, o LED de rastreamento esta posicionado préximo ao eixo dos
motores, enquanto os sensores de distancia estdo localizados na frente do robo. Isso gera um
comprimento caracteristico de reflexdo (aproximadamente 6.5 cm), que impede o robo de se
aproximar da fronteira a uma distancia menor que este comprimento sem contato fisico.
Esse comprimento caracteristico cria um BSB efetivo para a trajetdria realizada pelo robd
durante o experimento. Como ilustrado na Fig. 3.1, a trajetéria em vermelho apresenta um
pardmetro geométrico r menor que o BSB montado, gerando um novo pardmetro de controle
geométrico efetivo. Este serd referido como 7,77, obtido diretamente das trajetorias realizadas

pelo robd. Observa-se que %.rr > ¥, com uma diferenca média de aproximadamente 5%.

Table 3.1 Pardmetros geométricos utilizados nos experimentos, conforme a Fig. 1.2. Em todos
os conjuntos de parametros, a drea € mantida constante e igual a Ag = r(z) (T+4)=2.57 m’.
As colunas apresentam, da esquerda para a direita: o raio r, o comprimento lateral a, o
comprimento total L = 2a + 2r, o pardmetro de controle experimental Y, o parametro efetivo
Yoy, bem como os expoentes de Lyapunov numéricos A, € experimentais Ay,

r (Cm) a (Cm) L (I’Il) Y yeff Anum )Lexp
90.0 0.0 1.80 0.00 0.00 0.00 + 0.01 0.03 + 0.03
70.0 37.0 2.14 0.53 0.55 0.40 £ 0.01 0.36 = 0.01
60.0 60.0 2.40 1.00 1.08 0.43 £0.01 0.47 £ 0.02
50.0 89.0 2.78 1.79 1.84 0.43 £0.01 0.42 £ 0.03
45.0 107.0 3.04 2.39 2.50 0.42 £ 0.01 0.39 £ 0.03
40.0 129.0 3.38 3.23 3.65 0.40 + 0.02 0.43 £ 0.03
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Fig. 3.1 Imagem em preto e branco do BSB para o pardmetro de controle ¥,7r = 0.56. Em
vermelho, é mostrada a trajetdria do robd ao longo de 15 minutos, registrada a 30 quadros
por segundo. Em azul, destacam-se as fronteiras semicirculares efetivas, e, em amarelo, o
retangulo central com comprimento lateral igual a 2a.
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Fig. 3.2 EL A em funcgéo do pardmetro de controle y. Os circulos pretos abertos representam
os resultados numéricos para a BSB tedrico. Os quadrados vermelhos abertos correspondem
aos resultados experimentais do BSB.

Embora o tamanho fisico do robd imponha algumas limitacdes, ele pode ser aproximado
a uma particula pontual, dado que suas dimensdes sdo muito menores que as da regido de
interacdo. O robd possui uma area de 1.75 x 107> m?, o que equivale a apenas 1% da drea
total A da regido de interacao, como indicado na Tabela 3.1. Portanto, ele ¢ uma ferramenta
adequada para modelar o BSB.

Na Fig. 3.2, observa-se que o BSB experimental reproduz, com fidelidade, o compor-
tamento do BSB resolvido numericamente, reportado por Benettin e Strelcyn Ref.[9]. Os
circulos pretos representam os resultados numéricos do expoente de Lyapunov para o BSB
tedrico, enquanto os quadrados vermelhos representam o BSB experimental. O resultado
experimental foi calculado usando um método numérico, mapa tangente, sendo as matrizes
jacobianas 2.14 e 2.15 alimentadas com dados experimentais. Esta € a inica maneira de
quantificar caos de sistemas experimentais usando o método do mapa tangente. O erro exper-
imental foi calculado com base na média das realiza¢des experimentais, conforme descrito
na Sec. 2.1. O comportamento ndo cadtico € evidente quando ¥, s ~ 0, com o expoente de
Lyapunov crescendo rapidamente até atingir um maximo em %, ¢s ~ 1.0, seguido por uma
redugdo quando ¥,y — eo, consistente com as previsoes tedricas mostradas Sec.2.2.1. Este
experimento representa uma das primeiras demonstracdes macroscopicas que reproduzem,
de maneira fiel, os bilhares dinAmicos classicos.

As flutuacOes experimentais sdo observadas de diversas formas, sendo uma delas através
das SOS de Poincaré. As SOS capturam variagdes nos angulos e nos pontos de reflexdo ao

longo da fronteira do bilhar. Na Fig. 3.3, apresentamos um conjunto de SOS de Poincaré. A
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Fig. 3.3a mostra o resultado tedrico para duas condi¢des iniciais diferentes no CSB tedrico,
como esperado [23]. Nos pontos positivos do eixo y, as reflexdes ocorrem apenas no sentido
anti-hordrio, com s = sin ¢ permanecendo constante, mesmo com interacdes ao longo de
toda a fronteira (p). Ja os pontos negativos do eixo y indicam reflexdes exclusivamente no
sentido hordrio. No CSB experimental, representado na Fig. 3.3b, ha flutua¢des significativas
nos angulos de reflexdo; no entanto, a maior densidade dos pontos se mantém em regides
especificas ao longo do eixo y. Essas flutuacdes geram orbitas quase periddicas no espago de
fases, mas estas permanecem limitadas sem divergirem umas das outras, confirmando assim
as caracteristicas previstas pelo teorema de Kolmogorov—Arnol’d-Moser (KAM) [5, 47]. Um
resultado semelhante ja foi reportado em uma experimento com cavidade Optica [5].

Para aumentar a densidade dos pontos nas SOS experimentais, utilizamos as simetrias
do bilhar de Bunimovich: reversdao temporal e simetria de quadrantes. A reversao temporal
permite inverter o sinal de s, enquanto as simetrias geométricas garantem que reflexdes
em um quadrante sejam equivalentes em todos os demais. Dessa forma, as simetrias sao
aplicadas como: (p,s) — (p,—s) = (—p,s) = (—p,—s). Com isso, os dados das SOS, que
inicialmente possuiam 200 pontos de reflexdo, sdo ampliados para 800 pontos.

As Fig. 3.3c e Fig. 3.3d mostram as SOS do BSB tedrico e experimental, respectivamente.
No BSB teérico (Fig. 3.3c), o SOS de Poincaré ¢ completamente preenchido em uma tnica
realizacdo, validando a hipotese ergddica para o sistema. No BSB experimental (Fig. 3.3d),
observa-se um comportamento semelhante, exceto por algumas regides especificas. A regido
em (p ~ 0,5 ~ 0) corresponde a reflexdes perpendiculares nas semi-retas do BSB, criando
ilhas de estabilidade no espaco de fases. Outras regides, como (p ~ +(1+7m/2),s =~ +1),
representam os polos semicirculares, onde reflexdes em angulos rasos sao impedidas pelas
dimensdes fisicas do robd. Apesar dessas limitagdes, as SOS do CSB e BSB experimental
mantém caracteristicas dindmicas equivalentes as do CSB e BSB tedrico.

Para revelar algumas propriedades efetivas dos sistemas [5], discutidas na Sec.2.2.2,
construimos as SOS de Poincaré temporais. Na Fig. 3.4, analisamos como duas trajetdrias
inicialmente proximas evoluem no espaco de fases, representado pelas SOS de Poincaré. Para
0 CSB tedrico (Fig. 3.4a), as trajetorias mantém-se proximas ao longo do tempo, confirmando
a auséncia de comportamento cadtico. J4 no CSB experimental (Fig. 3.4b), as flutuacdes
nos angulos e nas posi¢des de reflexdo geradas experimentalmente nao sdo suficientes para
causar divergéncia entre as trajetorias vizinhas, em concordancia com o teorema de KAM
[S, 47].

Nas Figs. 3.4c e 3.4d, analisamos o comportamento no BSB tedérico e experimental,
respectivamente. Para o BSB tedrico com y = 1.0 (Fig. 3.4¢), observa-se que, apds poucas

interacdes, as trajetorias inicialmente proximas divergem rapidamente, caracterizando a
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Fig. 3.3 Poincaré SOS para: (a) CSB teérico, (b) CSB experimental, (c) BSB tedrico e (d) BSB
experimental. Utilizamos as coordenadas de Birkhoff (p,s), onde p é o comprimento de arco na

fronteira, e s é a projecdo do vetor velocidade. O dominio dessas varidveis é p € [—2a — 7, +2a+ 7r].

Para detalhes geométricos, consulte a Fig. 1.2.
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(a) CSB tedrico

1.0 @
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(n+2)
-1.0 0
20 40 P
ts) 80 ~(n+2)

(c) BSB tedrico

(b) CSB experimental

1.0 )
So.0
(m+2)
-1.0 0
20 P
40
t(s) 60 ~(n+2)

(d) BSB experimental

Fig. 3.4 Dinamica das SOS para as primeiras oito colisdes na parede, considerando duas condi¢des
iniciais préximas (vermelho e preto). Os gréficos (a) e (b) correspondem a um CSB, enquanto (c) e

(d) referem-se a um BSB.
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Fig. 3.5 Representacdo das SOS de Poincaré para as trajetérias do CSB e BSB experimentais.
As trajetérias no CSB experimental (a) mostram flutuagdes limitadas em s, enquanto as do BSB
experimental (b) divergem rapidamente, evidenciando comportamento caético.

dindmica cadtica do sistema. Um comportamento andlogo € visto no BSB experimental com
Yerr = 1.08 (Fig. 3.4d), onde a divergéncia entre trajetorias € evidente jd nas primeiras trés
reflexdes.

As Figs. 3.5a e 3.5b mostram a evolucao da distribuicao dos pontos nas SOS de Poincaré
para o CSB e BSB experimentais, respectivamente. No caso do CSB experimental, as
trajetorias apresentam pequenas flutuagdes nos valores de s, mas permanecem proximas nos
valores de p, indicando um comportamento regular. Por outro lado, as trajetérias no BSB
experimental divergem rapidamente tanto em p quanto em s, exibindo um comportamento
caracteristicamente cadtico [5].

Com base nas andlises apresentadas, o comportamento dindmico observado nos experi-
mentos € consistente com as propriedades ergddicas e cadticas esperadas para bilhares de
Bunimovich [11, 5]. As SOS obtidas experimentalmente reproduzem as caracteristicas tedri-
cas dos sistemas tedricos, mesmo considerando as limitacdes fisicas do robo e as flutuagdes
inerentes ao processo experimental. Essas observacdes reforcam a aplicabilidade do método
de interacdo robo-ambiente como modelo experimental para o estudo de bilhares dindmicos
classicos em escalas macroscépicas.






Capitulo 4
Conclusao

Neste trabalho conseguimos mimicar a dinamica da particula no estddio de Bunimovich
experimentalmente [48]. Seis experimentos, com configuracdes diferentes, mostram que
as caracteristicas dinamicas do sistema sdo presentes nos experimentos. Quantificamos os
expoentes de Lyapunov dos dados experimentais, via método do mapa tangente, e estes
mostram completo acordo com o estabelecido na literatura.

Completamos a caracterizacdo do sistema com a construcdo dos seus espaco de fases
via Poincaré SOS. Os espagos de fases mostram um desvio entre o bilhar experimental e
o tedrico. Mostramos que os desvios no espago de fases sao derivados de flutuagdes, nas
reflexdes e nos voos livres entre colisdes, e devido a limitacao fisica do robo, que limita o
acesso a algumas regides do espago de fases. O espago de fases em fung¢do do tempo mostra
a divergéncia entre trajetdrias inicialmente vizinhas no BSB e, no CSB, as trajetdrias, apesar
de flutuarem, ndo divergem.

Este trabalho mostra que a tecnologia de interacdo robdo-ambiente € uma boa plataforma
para reproduzir sistemas dinamicos complexos. O sucesso experimental nos bilhares dinami-
cos cldssicos mostram um novo caminho experimental a ser desbravado. Novas formas
geométricas, bilhares com paredes eldsticas, problemas de escapamento, novas regras de
reflexdo, etc. Nossos resultados mostram que os problemas tedricos agora podem ser bem

validados experimentalmente com as interagdes robd-ambiente.
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Apéndice A

Desenvolvimento do robo

A.1 Descricao do robo

Precisamos desenvolver um robé mével que seja fiel ao comportamento de uma particula
em uma caixa bidimensional, ou seja, o rob6 deve se mover livremente em linha reta, com

velocidade constante, e realizar reflexdes especulares ao atingir os limites.

A.2 Plataforma de prototipagem eletronica

Utilizamos a plataforma Arduino, tanto software quanto hardware, para o desenvolvimento
do rob6 Fig.2.3. As partes usadas no robd sao detalhadas na Tab.A.1.

Table A.1 Partes eletronicas usadas na constru¢iao do robo

Arduino UNO Placa microcontroladora.
Shield V5.0 Extensor de conexoes.
43R Servo (360°) Servo-motor de passo.

Infrared sensor VL53L0X | Time-of-Flight (ToF) médulo laser.

Mini breadboard Extensor de conexoes.

A.2.1 Arduino UNO

O Arduino UNO foi a placa de prototipagem escolhida para o nosso robd. Esta, é facil-
mente programavel através do software de cédigo aberto Arduino IDE. A programacgao

baseia-se em uma versdo simplificada do C++, mas a programagao € feita inteiramente
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na linguagem proépria do Arduino. O IDE possui suas préprias bibliotecas e fun¢des para

integrar dispositivos microcontroladores.

A.2.2 Shield V5.0 e Mini breadboard

O Shield funciona como uma extensao das conexdes do Arduino UNO, permitindo o uso dos
motores sem a necessidade de muitos cabos. A breadboard também desempenha esse papel,

além de estender as conexdes, permite ligacdes em série e em paralelo.

A.2.3 Servo 43R (360°)

O uso de um motor de passo aumenta significativamente a precisao do deslocamento e das
reflexdes do robd. Ele nos permite controlar seu comportamento por meio de uma biblioteca

no IDE. Os passos de velocidade estao em uma faixa linear de 0 a 180 unidades.

A.2.4 Sensor infravermelho VL53L0X

O sensor de distancia escolhido foi do tipo infravermelho (IR). Este evita um problema
comum nos sensores ultrassonicos (US), que € o alcance lateral de detec¢@o. Outro problema
que o sensor IR evita € a precisdo na medicao de distancia; sensores US medem distancias
na ordem de centimetros, enquanto sensores IR medem na ordem de milimetros. Sensores
IR e US sao sensores de ToF, ou seja, emitem uma onda e calculam o tempo de voo para,
entdo, obter a distancia percorrida. Assim, o sensor IR é mais preciso, pois utiliza ondas
eletromagnéticas, que sdo menos suscetiveis a variacdes causadas pelo ambiente.

O sensor IR VL53L0X emite um laser VCSEL com comprimento de onda A = 940nm,
mede distancias de até 2m com um campo de visdo de 25 graus, ndo depende da refletdncia do
alvo, pode fornecer valores a cada 20us e pode ser configurado para medi¢des com intervalo
de tempo mais longo e mais preciso. Nesse modo, o sensor realiza medicdes a cada 200Ls e

apresenta uma incerteza de +=3% para medicoes a 1.2m.

A.3 Tarefa do Robo

Utilizamos bibliotecas no Arduino IDE para controlar os sensores IR e os motores. Assim,
colocamos trés sensores IR com 25 graus de rotagdo entre eles, calculamos a reflexao com
base nos valores de distincia fornecidos pelos sensores e alteramos a trajetéria de acordo

com o angulo da reflexao.
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O robd ndo toca nas paredes; ele € programado para refletir quando qualquer um dos trés
sensores detecta a parede a 112mm, o que, associado ao campo de visdo de 25 graus, garante
que o robo realize todas as reflexdes em nossos experimentos. O angulo de incidéncia 6;
e o angulo de reflexao 6, sao obtidos por meio de consideracdes geométricas, descritas na
Fig. A.1.

Os vetores S, e S3 permitem determinar a curvatura da borda na regido de colisdo,
enquanto o vetor S| fornece a direcdo do robd. O vetor tangente a borda da superficie na
regido de colisdo é dado por:

N S3 -5
e :—7 Al
T 5,25, (A.1)

e a dire¢cdo normal é dada por uma rota¢do de 7 /2 do vetor tangente, temos
én =Ry »(er). (A.2)

Podemos agora expressar a posicao do robd S, em suas componentes tangencial e normal

S1 = Sinéev+Siréer, (A.3)
Sivn = S8i1-én, (A.4)
Sir = 8p-er. (A.5)

Uma vez que conhecemos S nesse novo sistema de coordenadas, podemos calcular os

angulos de interesse:

Sinv
6, = T—0 (A.7)

= cos™! <@) : (A.6)

Por fim, conhecendo o angulo 6; conseguimos, por meio de uma funcio linear, rotacionar

o robd relacionando angulo de rotagdo com a rotagdo dos motores.
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&nfo

Fig. A.1 Esquema dos sensores do robd e ilustragdo do procedimento matemdtico para
calcular 6;.



Apéndice B

Curriculum Vitae

B.1 Trabalhos apresentados em eventos

XXXVI Encontro de Fisica do Norte e Nordeste - Fortaleza, novembro de 2022;
— Interaction between a robot and Bunimovich stadium billiards.
* Brazilian Physics Society Autumn Meeting - Ouro Preto, Maio de 2023;

— Interaction between a robot and Bunimovich stadium billiards.

XXXVII Encontro de Fisica do Norte e Nordeste - Salvador, Novembro de 2023;

— Multifractal-to-monofractal behavior in fish dynamics,

— Topological arrangement of self-propelled particles in confined potentials.

XXXVIII Encontro de Fisica do Norte e Nordeste - Aracaju, Novembro de 2024

Multifractal Fluctuations in Zebrafish (Danio Rerio) Polarization Time Series;

Speckle statistics as a tool to distinguish collective behaviors of Zebrafish shoals;

Confining hexbugs in 3D printed potentials;

Exploring Dynamics of BEAM Robots in Complex Potentials Using 3D Printed
Models,

From Lévy flights to the brownian movement in schools of Zebrafish (Danio

Rerio).
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B.2 Mencoes honrosas

¢ Interaction between a robot and Bunimovich stadium billiards,

Nota: Mencao honrosa ao poster da drea temadtica temética "Nonlinear Dynamics and
Chaos" no evento Encontro de Outono da Sociedade brasileira de Fisica realizado
em Ouro Preto, MG, em maio de 2023.

* Topological arrangement of self-propelled particles in confined potentials.

Nota: Mencao honrosa ao pdster da drea temdtica "Soft Matter" no XXXV I11 Encontro
de Fisica do Norte e Nordeste realizado em Aracaju, SE, Novembro de 2024.
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