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Resumo

O comportamento coletivo de organismos vivos ¢ um fendmeno amplamente estudado em
diversas dreas da ciéncia, incluindo biologia, fisica e computacao. Neste trabalho, investigamos
um modelo baseado em for¢as para descrever a dinamica de um grupo de Zebrafish (Danio
Rerio.) em um ambiente controlado. O modelo considera diferentes for¢as que atuam no peixe
e influenciam o movimento dos individuos, incluindo propulsio, interacdo entre peixes, coesao
e interacdes com as bordas do aquério.

Os parametros do modelo foram ajustados utilizando o método dos minimos quadrados
recursivos (MQR), permitindo uma calibracao eficiente a partir de dados experimentais obtidos
via rastreamento computacional (IdTracker). Para validar o modelo, comparamos os resultados
das simula¢des com os dados experimentais, analisando parametros como polarizagdo média,
que quantifica o alinhamento dos individuos no grupo.

Os resultados mostram que a polarizacdo diminui conforme aumenta a densidade popu-
lacional, evidenciando mudancas no comportamento coletivo. Além disso, foram analisadas
trajetdrias e distribui¢des de velocidade dos individuos, demonstrando uma boa concordancia
entre simulacdo e experimento. A pesquisa contribui para o entendimento do comportamento
coletivo de peixes e pode ter aplicagdes em dreas como biologia, robdtica e simulagdo de siste-
mas organizados.

Palavras-chave: comportamento coletivo, zebrafish, simula¢do computacional.
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Abstract

The collective behavior of living organisms is a phenomenon widely studied in various
fields of science, including biology, physics, and computing. In this work, we investigate a
force-based model to describe the dynamics of a group of Zebrafish (Danio rerio) in a con-
trolled environment. The model considers different forces acting on the fish and influencing
individual movement, including propulsion, fish-to-fish interaction, cohesion, and interactions
with the aquarium boundaries.

The model parameters were adjusted using the recursive least squares (RLS) method, al-
lowing for efficient calibration based on experimental data obtained through computational
tracking (IdTracker). To validate the model, we compared the simulation results with experi-
mental data, analyzing parameters such as average polarization, which quantifies the alignment
of individuals within the group.

The results show that polarization decreases as population density increases, highlighting
changes in collective behavior. Additionally, individual trajectories and velocity distributions
were analyzed, demonstrating good agreement between simulation and experiment. This rese-
arch contributes to understanding the collective behavior of fish and may have applications in
fields such as biology, robotics, and the simulation of organized systems.

Keywords: collective behavior, zebrafish, computational simulation
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CAPITULO 1

Introducao

O estudo do comportamento em grupos de seres vivos € um tema de grande interesse, €
¢ bastante explorado em diferentes dreas do conhecimento, como na biologia, fisica e com-
putacdo. Esse tipo de comportamento emergente pode ser observado em diferentes sistemas
naturais, como bandos de aves, enxames de insetos e cardumes de peixes [28, 6]. Modelos
matemadticos tém sido desenvolvidos para descrever esses sistemas, permitindo a andlise das
interacdes individuais e coletivas que levam a auto-organizacdo [10, 27].

Dentre as espécies frequentemente utilizadas em experimentos sobre comportamento cole-
tivo, podemos destacar o Danio rerio (Zebrafish). Esse peixe tem sido importante para inves-
tigacOes experimentais € computacionais, sendo amplamente utilizado devido a facilidade de
manipulacdo em laboratdrio, seu comportamento social bem definido e sua resposta a estimulos
externos [9, 19]. Estudos experimentais com o Zebrafish permitem a aquisi¢ao de dados de-
talhados sobre suas trajetdrias e interacdes, viabilizando a valida¢do de modelos mateméticos
que descrevem sua dindmica.

O presente trabalho tem como objetivo investigar um modelo matemaético baseado em for-
cas para descrever o comportamento coletivo de grupos de Zebrafish em um ambiente contro-
lado. O modelo considera diferentes componentes dinamicos que influenciam o movimento
dos individuos, incluindo forcas de propulsdo, interagdo, coesdo e interacdes com as bordas do
aquéario. Para ajustar os parametros do modelo, utilizamos o método dos minimos quadrados
recursivos, permitindo uma calibracdo eficiente a partir de dados experimentais. Além da ca-
libracao, a validacdo do modelo foi realizada através da comparacao direta entre os resultados
simulados e os dados experimentais, garantindo que o modelo reproduza bem o comportamento
observado nos experimentos.

Além disso, foi analisada a polarizacdo média do grupo como uma métrica para quanti-
ficar o grau de alinhamento dos individuos ao longo do tempo. A polariza¢do ainda permite
avaliar como mudancas na densidade populacional afetam a organizacdo do grupo [28]. Foram
também investigadas as trajetdrias dos individuos e a distribuicdo das velocidades dos peixes
ao longo da simulagcdo, comparando os resultados obtidos por simulacdo com os dados experi-
mentais.

Dessa forma, este trabalho busca contribuir para o avango do entendimento sobre a dindmica
de grupos de peixes e aprimorar modelos matematicos que possam ser aplicados ndo apenas em
sistemas bioldgicos, mas também em dreas como robética e simulacao de sistemas organizados.

Embora os experimentos incluam até 30 peixes, a complexidade das interacdes aumenta
significativamente com a densidade populacional, tornando dificil isolar os efeitos individuais.
Dada a complexidade de definir os parametros dindmicos, a andlise se concentrou em grupos
de até 13 peixes, permitindo um controle mais rigoroso na escolha dos parametros e buscando
reduzir a interferéncia de varidveis que poderiam comprometer a precisdo dos resultados. No
futuro, seria interessante testar modelos para grupos maiores, considerando novos fatores que
podem surgir e influenciar as intera¢des quando ha mais individuos.



CAPITULO 1 INTRODUCAO

A estrutura desta dissertacdo estd organizada da seguinte forma:

e Capitulo 2: Apresenta a formulagdo matemdtica do modelo proposto, destacando as
for¢as envolvidas na dindmica dos peixes e os parametros considerados na modelagem.

 Capitulo 3: Introduz o método dos minimos quadrados e sua aplicacio para a estimativa
dos parametros do modelo.

* Capitulo 4: Descreve a configuragdo experimental e os métodos utilizados para a aqui-
si¢do e processamento dos dados.

 Capitulo 5: Apresenta e analisa os resultados obtidos, incluindo a comparagio entre os
dados experimentais e as simulagdes.

* Capitulo 6: Conclui a dissertagdo com uma sintese dos principais resultados obtidos e
perspectivas para trabalhos futuros.



CAPITULO 2

O modelo matematico do comportamento coletivo

Ao longo das ultimas décadas, diversos modelos mateméticos t€ém sido desenvolvidos para
descrever o comportamento coletivo de sistemas biolégicos, como cardumes de peixes, enxa-
mes de insetos e bandos de passaros. Esses modelos sdo fundamentais para compreender como
as interacdes entre individuos resultam em padrdes complexos a nivel global.

2.1 Modelos Matematicos

Os principais modelos utilizados na literatura para descrever comportamentos coletivos in-
cluem:

* Modelo de Boids: Proposto por Reynolds (1987) [23], este modelo simula o compor-
tamento coletivo de individuos seguindo trés regras principais: alinhamento, coesdo e
separacao .

— 1. Alinhamento: Cada individuo ajusta sua direcao com base na dire¢ao dos vizi-
nhos préximos. E como se um peixe observasse o que os outros ao seu redor estio
fazendo e tentasse imitar a dire¢do deles para manter a organizacdo do cardume,
resultando na formacgdo de padrdes tipicos de cardume.

— 2. Coesao: Faz com que os individuos se mantenham préximos dos vizinhos, pro-
movendo um movimento coordenado do grupo. Esse comportamento evita que o
coletivo se separe e garante que todos se movam juntos.

— 3. Separacao: Garante que os individuos mantenham uma certa distancia uns dos
outros para evitar colisoes.

Quando essas trés regras atuam juntas apresentam comportamentos espontaneos de com-
portamento coletivo. Apesar de descrever bem o padrdo de comportamento coletivo, o
modelo ndo considera forgas externas.

* Modelo Vicsek: Introduzido por Vicsek et al. (1995) [28], este modelo descreve o movi-
mento coletivo de particulas autbnomas em um meio ruidoso, onde cada particula ajusta
sua direcio com base na média dos vizinhos . E uma das abordagens mais simples para
descrever o comportamento coletivo . Ele se baseia na ideia de que os individuos ajustam
sua direcao de movimento com base na média das dire¢cdes dos vizinhos ao seu redor.
Esse processo ocorre de maneira iterativa, resultando em padrdes emergentes de alinha-
mento. Diferente do modelo de Boids, que inclui regras explicitas de separacao, coesao
e alinhamento, o modelo de Vicsek ndo apresenta essas regras de forma explicita, tra-
tando a interacdo entre as particulas de maneira mais simplificada, com foco principal no
alinhamento. Cada particula se move com uma velocidade constante e, a cada passo do
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tempo, ajusta seu angulo de direcdo de acordo com a média do grupo préximo, somando
um certo nivel de ruido aleatdrio. Esse ruido € adicionado a cada individuo que faz tornar
0 comportamento mais realista.

Sendo assim esse modelo descreve bem se o cardume esta alinhado ou desordenado,
porem o modelo nio considerada forcas de atracdo e repulsdo que sdo importantes no
nosso modelo.

2.2 Escolha do Modelo Proposto

Entre os modelos apresentados, escolhemos um modelo baseado em forgas, seguindo a
abordagem de Sannomiya e Matuda [25]. Esse modelo leva em conta diretamente as interagdes
entre os peixes, como atracdo, repulsdo e a influéncia das bordas do aquério. Além disso,
permite incluir efeitos de forcas como arrasto e propulsdo, tornando a andlise mais precisa e
quantitativa.

A escolha desse modelo justifica-se por:

* A capacidade de capturar a dinamica fisica real do sistema, considerando as for¢cas que
atuam sobre cada individuo.

* A possibilidade de estimar parametros a partir de dados experimentais, permitindo vali-
dar e ajustar o modelo com base em observagdes reais.

* E dtil em sistemas com alta densidade populacional, ou seja, quando hd muitos individuos
interagindo em um espaco pequeno, e tanto as interacdes entre os individuos proximos
quanto as do grupo todo afetam o comportamento coletivo.

Nas préximas secdes detalharemos a formulagdo matemdtica do modelo e o método utili-
zado para ajustar os parametros com base nos dados experimentais.

2.3 A descri¢ao do modelo

O modelo matemético foi proposto por Sannomiya e Matuda [25] e tem por objetivo descre-
ver o comportamento de peixes em um aqudrio, que no nosso caso € circular. Tal modelo trata
0 peixe como uma particula individual que estd restrita a se mover no espacgo bidimensional. A
equagdo que governa o movimento do peixe é dada pela seguinte equagao:

Fi(t,xi,%;,X;j,X;) = m%;(t) (2.1

Na equacdo acima, os indices i e j representam os individuos do sistema, com i = 1,2,...,N
e i # j. O indice i corresponde ao individuo para o qual a for¢a F; estd sendo calculada,
enquanto j representa o outro individuo com o qual a particula i interage. X; € Xj sd0 a posi¢ao
e a velocidade, respectivamente do peixe i, N é o numero total de peixes e m é a massa do
individuo. Na equacgdo (2.1) F; é a forca externa e ela € a principal causa dos movimentos dos
peixes. Ela € decomposta em sete diferentes forcas, que descreveremos a seguir:
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1. Forca de arrasto: Representa a resisténcia do meio ao movimento do peixe, atuando no
sentido contrério a sua velocidade. Esta forca é dada por:

Farrasto = _lei| Xi, (2-2)
onde:

¢ v ¢é o coeficiente de resisténcia do meio;
* |x;| € o médulo da velocidade do peixe i;
* X; € a velocidade do peixe i.

2. Forca propulsiva: E a forca gerada pelo movimento do peixe, permitindo que ele man-
tenha sua velocidade. A forga propulsiva € expressa por:

Xi
Fpropulsiva = a; ) (2.3)

1

onde:

* a ¢ o coeficiente de forga propulsiva (a ser determinado posteriormente);

* v; = |%;| € o mdédulo da velocidade do peixe i.

3. Forca interativa: Modela as interagcdes entre os peixes no grupo, podendo ser de atragao
ou repulsdo, dependendo da distancia entre eles. E dada por:

N
I’ij—OC X;—X;
Flnterativa = Kp ( ) ; (2.4)
nterativa ]—Zl (rij_a)2+B2 rij

onde:

* K}, € o coeficiente de interagdo (a ser determinado posteriormente);

 r;j=+/(xj—xi)2+ (y; — yi)? € a distancia entre os peixes i € j;
* o é o parametro que define o limite entre atracdo e repulsdo;
* B controla a intensidade da transigdo entre atrac@o e repulsio.

Peixes se repelem quando r;; < & € se atraem quando r;; > o.

4. Forca de cardume: Representa o comportamento coletivo, mantendo o grupo unido e
coordenado. Essa forca é expressa como:

% —%;
M;

M
Fcardume = Ko Z C(rij) s (2.5)
=1



CAPITULO 2 O MODELO MATEMATICO DO COMPORTAMENTO COLETIVO

com:

onde:

* K. € o coeficiente de forca de cardume (a ser determinado posteriormente);
* M; é o ndmero de peixes no raio de intera¢ao 0;
* ¢(r;j) ¢ uma funcdo que modula a intensidade da forga com base na distancia r;;.

Se rij > 0, c(rij) é igual a 0.

5. Forca repulsiva da parede: Evita que os peixes colidam com as bordas do tanque,
direcionando-os para o espaco interno. E dada por:
dt —d;

1
Frepulsiva = Kytvild—+7 sevy>0edy < d+7 (2.6)

onde:

K| é o coeficiente de repulsdo da parede (a ser determinado posteriormente);

* d; € a distancia do peixe i a parede;

e d* ¢ a zona de limite de atuacdo da forca repulsiva;

* v; € a componente da velocidade do peixe i na dire¢do da parede, usada para deter-

minar se o peixe estd se aproximando ou se afastando da parede.

6. Forca atrativa da parede: Mantém os peixes proximos as bordas do tanque, modelando
interacdes com o limite. E expressa como:
d- —dj

Fatrativa = K;Vild—,i, sevi<Oedy; <d, (2.7)

onde:

* K, € o coeficiente de atra¢do da parede (a ser determinado posteriormente);

* d;; é adistancia do peixe i a parede;

* d~ é a zona de limite de atuagdo da forga atrativa;

* v; € a componente da velocidade do peixe i na dire¢do da parede, usada para deter-

minar se o peixe estd se aproximando ou se afastando da parede.

7. Forca aleatéria: Representa fatores ambientais ndo modelados que influenciam a dina-
mica do peixe. E dada por:
Fatearoria = &i, (2.8)

onde & € um termo aleatério associado ao individuo i, introduzindo variabilidade no
modelo.
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2.4 Estimativa dos parametros

A partir das equagdes, observamos que os seguintes parametros devem ser determinados:

* m: Massa do peixe (g).
» v: Coeficiente de arrasto (g/cm).
* o: Distancia mdxima em que a forca de repulsdo entre dois peixes atua (cm).

 [: ParAmetro de suavizagio da forca de atra¢do entre dois peixes (cm).

0: Disténcia critica da forca de cardume (cm).

d*: Distancia limite em que a forca de repulsio da parede atua (cm).

d~: Distancia limite em que a for¢a de atracdo da parede atua (cm).
« a: Coeficiente da forca propulsiva (g - cm/s?).
* K,: Coeficiente da forca de interacdo (atracdo ou repulsdo) entre dois peixes (g -
272
cm</s%).
* K.: Coeficiente da forca de cardume, responsavel por modelar a coesao social (g/s).
¢ K: Coeficiente de repulsdo da borda do aquario (g/s).
o K—

., . Coeficiente de atra¢do da borda do aquario (g/s).

A partir da equagdo 2.1, consideramos que estamos trabalhando com instantes de tempo
bem definidos, ou seja, t =nAt (n=0,1,2,3,...), onde Af representa o intervalo de tempo
entre dois instantes consecutivos. Dessa forma, a posi¢do do peixe no instante n pode ser
definida como x;(n), que representa a posi¢do do peixe i no tempo discreto. A partir da
posic@o do peixe, podemos determinar sua velocidade e aceleragdo no tempo discreto,
conforme as expressoes a seguir:

) Xl-(n—l—l)—xl-(n)

Xj ~ Al ,

. Xi(n+2)=2xi(n+1) +x;(n)
IN (Ar)? '

(2.9)

Substituindo as expressoes da equagdo 2.9 na equagdo 2.1, obtemos:

x;(n+1) —x;(n) x;(n) xj(n+1)—xj(n)} :mxi(n+2)—2x,~(n+l)+xi(n)
At AR At (At)? '

F, {nm,x,(n),

A partir disso, podemos reescrever a equacdo na forma explicita para a posi¢ao no ins-
tante n + 2:

(A1) xi(nt 1) —x(n) o xi(nt 1) —x;(n)

X,'(I’l—{—Z) = 2Xl'(n—|— 1) —X,'(n) +

+8,'(l’l)}.

,Xj(n),

m At At

{Fi [nAt,xi(n),

(2.10)
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A equacdo (2.10) representa a posicao individual do peixe i no cardume no instante n+ 2,
considerando tanto as interacdes com os demais peixes quanto a contribuicao de forcas
externas e um termo estocdstico € (n), que modela variagdes imprevisiveis do ambiente.

Alguns dos parametros a serem estimados, mostrados anteriormente, sdo definidos com
base na observacido do comportamento do cardume de peixes dentro do aqudrio circular.
Entre esses pardmetros estdo os de distancias: @, 3, 8, d™ e d—, que podem ser determi-
nados diretamente a partir de observacdes experimentais realizadas durante o estudo do
movimento coletivo dos peixes. A defini¢do dos parametros dinamicos no modelo pro-
posto € realizada com base na andlise dos vides dos experimentos de cardumes de peixe,
conforme descrito em [1] . Os experimentos sdo conduzidos em um aquaério circular de
raio =25 cm , onde os peixes sao observados em condicdes controladas. A dindmica dos
individuos no cardume é capturada por meio de gravacdes de video em alta resolucao,
permitindo o rastreamento das posicdes e velocidades de cada peixe ao longo do tempo.

As gravacoes sdo processadas utilizando técnicas de anélise de imagem, a partir do soft-
ware IDTracker, que identificam a posi¢do de cada peixe em cada instante de tempo. A
partir desses dados, € possivel calcular as distancias relativas entre os peixes e as bordas
do aquério, além das velocidades e aceleracdes individuais. Essas informag¢des sdo entdo
utilizadas para determinar os parametros de distancia (¢, B, 8, d™ e d™), os quais sdo
extraidos diretamente das observacdes experimentais.

Os dados experimentais ndo apenas fornecem os parametros de entrada necessarios para
calibrar o modelo, mas também servem como base para validar sua precisdo. Com-
parando as trajetérias simuladas com as observadas, podemos avaliar a adequagdo do
modelo em descrever o comportamento coletivo dos peixes, refinando os coeficientes
conforme necessdrio para representar fielmente as interacdes e dinamicas do cardume.

Por outro lado, os demais parametros, como a (intensidade da forca propulsiva), K}, (co-
eficiente de interagdo), K, (coeficiente da forga de cardume), K,/ (coeficiente de repulsdo
da borda do aqudrio) e K, (coeficiente de atracdo da borda do aqudrio), ndo podem ser
obtidos diretamente por observacdes experimentais. Esses parametros precisam ser obti-
dos usando os dados experimentais e utilizando métodos de ajustes.

A abordagem envolve comparar os resultados simulados pelo modelo com os dados reais
obtidos dos experimentos, ajustando iterativamente os valores dos parametros até mi-
nimizar o erro entre os dois. Esse processo de ajuste utiliza métodos como minimos
quadrados.

Os parametros de interagdo (Kj) e de coesdo social (K.) sdo especialmente criticos para
descrever o comportamento coletivo, como a formag¢ao de cardumes ou a manutenc¢do da
coordenagdo do grupo. J4 os coeficientes K, e K, t¢ém impacto direto nas intera¢des dos
peixes com as bordas do aquério, controlando a proximidade ou o afastamento dos indi-
viduos em relagdo as paredes. Essa distingdo entre parametros diretamente observdveis
e aqueles que requerem estimativas indiretas ressalta a importancia de um modelo bem
calibrado para capturar com precis@o as dindmicas de movimento do cardume.

Apo6s observar os comportamentos dos cardumes de peixe a partir de videos, os parame-
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tros de distancia (&, 8, 8, d*, e d ) foram definidos com base nas medi¢des experimen-
tais realizadas durante a andlise do movimento dos peixes. Esses parametros descrevem
as zonas de interagdo, atracdo e repulsao entre os individuos, bem como sua relagdo com
as bordas do aquario.

Uma vez definidos os parametros de distancia, a equacdo (2.10) pode ser expressa como:

(Ar)?

Xi(n+2) =2x;(n+1)—x;(n) + (V- faita- fat Ky fo+Ke- fo+ K- fr + K, - fio- +&(0)),
(2.11)
onde fyi, fus fos for [+ © [~ s80 fungdes conhecidas que dependem das posicdes x;(n),

velocidades x;(n) e interagdes com outros peixes ou com as bordas do aquario.

Inicialmente, o coeficiente de arrasto v foi incluido no método dos minimos quadrados
para ser estimado junto com os outros parametros do modelo. Durante o ajuste, encon-
tramos um valor aproximado de v = 0.05, que garantiu estabilidade nas simulagdes e
esteve de acordo com os dados experimentais. Apds essa andlise, decidimos fixar esse
valor, ja que ele estava bem ajustado aos dados, e optamos por ndo tratd-lo mais como
um parametro livre.

Cada parametro a, Kj, K, KJ e K, multiplica diretamente uma fun¢do conhecida (fy,
f», etc.), tornando a equacgdo linear nesses parametros. Essa linearidade permite reorga-
nizar a equagdo como uma soma de termos lineares, facilitando a aplicacdo de métodos
de ajuste, como os minimos quadrados [2, 22], amplamente utilizados em sistemas dina-
micos. Além disso, essa abordagem € consistente com outros estudos de modelagem de
comportamento coletivo [5, 29].

A equacdo 2.11 pode ser reescrita como:
xi(n+2) = H;+aH,; + K,Hy; + KHe; + K H! + K, H .+ €(n) (2.12)

w S twi w S twi

Onde os termos auxiliares H,~7Hal~,Hb,-,Hc,-,H;’i e H; sdo definidos como:

2
H;=2x;(n+1) —x;(n) + <An? v fai, (2.13)
2
iy (2.14)
m
A 2
Hyi = %fb, (2.15)
2
H. = ﬂfc, (2.16)
m
H' = ﬂ - (2.17)
wi m w .
2
H,, = (&) S (2.18)
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Percebe-se que a forca de arrasto fy;, que aparecia na equagdo (2.11), foi incorporada no
termo auxiliar H;. Isso foi feito reorganizando a equacao, de forma que H; reuna todos os
termos que nao dependem diretamente dos parametros ajustaveis (a, Kp, K., etc.). Dessa
maneira, a equagao fica mais estruturada e facilita a aplicacdo do métodos dos minimos
quadrados.

Como a equagdo € linear em relagdo aos pardmetros a, K, K., K, e K, é possivel
aplicar métodos como os minimos quadrados para ajustar os valores desses coeficientes
com base nos dados experimentais x;(n + 2) medidos.

Além disso, as funcdes f,, fp, fc, [+ € f,,— sd0 conhecidas a partir das condi¢des iniciais
ou da dinamica observada nos experimentos. Assim, o problema de estimar os coeficien-
tes se reduz a resolver um sistema de equagdes lineares.

Portanto, a linearidade da equagdo 2.12 em relacdo aos parametros facilita significativa-
mente o processo de ajuste e calibracdo do modelo, conectando diretamente as observa-
¢Oes experimentais as for¢as modeladas.

Entdo, a equacgdo 2.12 pode ser reescrita de forma compacta como:
y(n) =z" (n)0 +€(n), (2.19)
onde definimos novas varidveis para facilitar a manipulacao e interpretacao do modelo:

1. A varidvel y(n) representa o vetor de diferencas entre as posi¢des estimadas e as
observadas, dada por:

y(n) = (xf (n) = H{ (n), -~ xy(n) — Hy (n))" (2.20)

2. A matrizz” (n) contém os coeficientes associados as forgas que influenciam a dinimica
do sistema, expressa como:

z' (n) = (Hu(n) Hp(n) He(n) Hi(n) H,(n)). (2.21)
3. O vetor de parametros 0, que serd estimado, é dado por:

0 = (a,kp, ke, K5, K,))T. (2.22)

4. O vetor de erros €(n) contém as discrepancias para cada individuo e é definido como:
8(”) = (811 (I’l - 2)7 812<l’l - 2)7 e '7811]<n - 2)7 8]%/(” - 2)) (2.23)

Para estimar os pardmetros 6, utilizamos os dados experimentais previamente adquiridos.
Esses dados representam uma grande quantidade de informagdes coletadas ao longo do
tempo e incluem as posicdes observadas dos peixes e os termos associados as for¢as que
influenciam sua dindmica.

Devido ao volume significativo de dados, € invidvel realizar os cdlculos manualmente.
Assim, utilizamos programas computacionais especializados para resolver a equagdo
2.19 de forma eficiente. Esses programas implementam métodos de otimiza¢do, como os
minimos quadrados, para ajustar os pardmetros 6 e minimizar o erro £(n). Método esse
que serd discutido nos proximos capitulos.
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2.5 Polarizacao Média como Métrica de Comportamento Coletivo

Além dos parametros dinamicos, a polarizagao média foi selecionada como uma métrica
fundamental para descrever o comportamento coletivo do grupo.

A polarizacdo é amplamente utilizada em estudos de comportamento coletivo para des-
crever como individuos interagem e se alinham em resposta a estimulos locais [6, 28]

Fisicamente, a polarizacdo reflete a tendéncia do grupo de seguir uma direcao dominante,
associada a comportamentos como fuga de predadores ou busca por alimentos[15, 11].
Biologicamente, essa métrica estd relacionada a eficiéncia energética do deslocamento
coletivo, uma vez que movimentos coordenados tendem a reduzir o gasto de energia.

A polarizacdo média P € uma métrica fundamental para descrever o alinhamento das
direcdes de movimento dos individuos em um dado instante. Ela é definida como:

poLly (2.24)
-1 .

i=1 "71'| 7

onde N é o nimero total de individuos no grupo e v; é o vetor velocidade do i-ésimo
individuo.

A polarizagdo P varia entre O e 1, sendo:

* P = 1: todos os individuos estdo perfeitamente alinhados na mesma dire¢do;

e P =0: as dire¢cOes de movimento sdo completamente desordenadas.

A polarizacdo € uma métrica utilizada para avaliar o grau de alinhamento de um grupo
de particulas em relacdo a uma dire¢do comum. Quando o valor de polarizac¢do P € igual
a 1, isso indica que todas as particulas estdo completamente alinhadas, com seus vetores
velocidade apontando na mesma direcdo. Nesse caso, o grupo apresenta um alto grau de
coesdo em relacdo ao movimento coletivo.

A medida que as particulas comecam a se movimentar em dire¢des diferentes, o ali-
nhamento do grupo diminui, resultando em uma redu¢do no valor da polarizacdo. Em
situagdes onde o movimento das particulas ocorre de maneira completamente desorde-
nada e aleatoria, o valor de P serd proximo de zero, indicando a auséncia de uma dire¢ao
comum ou coesdo no grupo.

A polarizagdo estd intrinsecamente ligada aos parametros dinamicos do modelo, como
o coeficiente de cardume (K,) e os limites de interacdo (¢, B, 0). Ajustes nesses para-
metros podem impactar diretamente os valores de polariza¢do observados, fornecendo
informacdes sobre como as intera¢des locais afetam o comportamento coletivo global.

Na Figura 2.1, apresentamos uma representacdo visual da polarizacdo para um grupo de
8 peixes. As setas pretas indicam a direcdo dos vetores velocidade V; de cada individuo
em um determinado instante de tempo. A polarizagdo € calculado a partir da média
normalizada desses vetores. Quando mais esses vetores estdo alinhados entre si, mais a
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polarizacdo se aproxima de 1, indicando que o cardume se move de maneira ordenada,
ja se esses vetores apontam para dire¢des diferentes, a polarizacdo se aproxima de zero,
sugerindo que os individuos estdo se movendo de forma desordenada.

30 4

20 ~

10 ~

_10 -

_20 -

—30 1

T T
-30 -20 -10 0 10 20 30

Figura 2.1: Representacdo gréfica da polarizacdo de acordo com a equacao 2.24 da simulagdo
para 8 peixes.

Assim, a polarizagao média ndo apenas oferece uma visao quantitativa do alinhamento
do grupo, mas também fornece uma métrica essencial para validar a eficidcia do modelo
e para compreender como interagdes locais levam a formacao de padrdes globais



CAPITULO 3

Regressao Linear

A andlise de regressdo é uma técnica estatistica amplamente utilizada para estudar a
relacdo entre uma varidvel dependente (Y) e uma ou mais varidveis independentes (X).
Neste capitulo, baseamos nossa descricao nos trabalhos cldssicos de Montgomery et al.
[20] e Draper e Smith [8], com aplicacdo especifica em dados experimentais, abordando
tanto a regressao linear simples quanto multipla.

3.1 Regressao Linear Simples

Inicialmente, apresentamos a regressao linear simples, que descreve a relacao entre uma
varidvel dependente Y e uma unica varidvel independente X. Essa relacdo € representada
pelo modelo:

Y =PBo+PiX +e, (3.1

onde:

* X é a varidvel independente (ou preditora);
* Y é a varidvel dependente (ou resposta);
* B é o intercepto no eixo Y, representando o valor esperado de Y quando X = 0;

* B é ainclinagdo da reta, indicando a variagdo esperada em Y para cada unidade de
variagdo em X;

* £ é o termo de erro, representando as discrepancias entre os valores observados e
ajustados.

3.2 Regressao Linear Miiltipla

Para casos com mais de uma varidvel independente, utiliza-se a regressao linear multi-
pla. Nesse contexto, a relagdo entre Y e as varidveis independentes € representada pelo
modelo:

Y =Bo+BiXi+BoXo+ -+ BiXe + €, 3.2)
onde:
* X1,X>,...,X; sdo as varidveis independentes;
* B1,B2,. .., B sdo os coeficientes que quantificam a influéncia de cada varidvel in-

dependente sobre Y.

13
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Os dados utilizados para a andlise de regressdo multipla podem ser representados como:

()’I,XH,XZla ce ,Xkl), (}’27)512,)522, e 7xk2)7 L) (}’n»xlnaXZna s ,an). (33)

3.3 Comparacao entre Regressao Linear Simples e Miiltipla

1. Nimero de varidveis independentes: - A regressdo linear simples considera apenas
uma varidvel independente. - A regressdo linear multipla pode incluir duas ou mais
varidveis.

2. Forma do modelo:

- Simples: Y = o+ B1X + €.

- Mudltipla: Y = By + B X1 + BoXo + - - - + B Xy + €.

3. Interpretacdo dos coeficientes: - Na regressdo miiltipla, cada coeficiente f3; representa
o impacto de X; sobre Y, mantendo todas as outras varidveis constantes.

4. Complexidade computacional: - A regressdo multipla requer operacdes matriciais,
enquanto a simples pode ser resolvida com expressoes fechadas.

5. Aplicacoes: - A regressao linear simples € frequentemente usada em estudos iniciais
para entender o impacto de uma unica varidvel preditora, como a relagdo entre tempera-
tura e consumo de energia. - A regressao linear multipla é mais adequada para modelos
complexos que envolvem vdrias varidveis independentes, como prever a performance
académica de alunos com base em horas de estudo, nivel socioecondmico e frequéncia
escolar.

Entender as diferencas entre as regressdes linear simples e mdltipla € essencial, pois o
método dos minimos quadrados pode ser aplicado de forma eficiente em ambos os casos,
como serd discutido a seguir.

3.4 O método dos minimos quadrados

Para encontrar as solugdes para a regressdo linear, existem algumas técnicas. Entre elas,
destaca-se o0 Método dos Minimos Quadrados (MMQ), amplamente conhecido por sua
simplicidade e eficiéncia para resolver problemas envolvendo dados experimentais. A
seguir, detalhamos sua aplicagdo em regressoes linear simples e multipla.

O Método dos Minimos Quadrados (MMQ) foi introduzido por Karl Friedrich Gauss
no final do século XVIII, com o objetivo de prever a trajetria de planetas e cometas
utilizando dados observacionais imprecisos [4].Esse método é amplamente utilizado em
diversas dreas, como fisica, engenharia e economia, por sua simplicidade e eficiéncia em
ajustar modelos matematicos aos dados experimentais.

Esse método consiste em escolher os pardmetros (B, B1,-..) da equagio da regresséo li-
near de modo que o0 nosso "erro"(€) seja o menor possivel. Os erros (&;) sao as diferencas
entre os valores observado (Y;) e os valores preditos pelo modelo.
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g=Y,— (Po+BiXii+BoXoi+...). (34)

A funcdo de soma dos quadrados dos residuos S € entdo dada por:

n

S(Bo, B, - - Z — (Bo+ BiXyi+ BoXoi +.. ). (3.5)

3.4.1 Resolucao para a Regressao Linear Simples

O MMQ consiste em encontrar os parimetros 3y e f; que minimizam a soma dos qua-
drados dos erros:

2
2

S(Bo.B) =Y (&)=Y, (Yi—Bo—BiX)’. (3.6)

=1 i=1

A minimizagdo do erro é feita derivando e igualando a zero as derivadas parciais da
fungao S(Bo, B1):

as as

— =0, — = 3.7

B &7

As solugdes sdo dadas por:

Po=Y - BiX, (3.8)
N

_ Lici ( X)(¥;-Y)

B = ,:1(Xi “xep (3.9)

3.4.2 Resolucio para a Regressao Linear Miiltipla

Quando a nossa varidvel dependente € relacionada com duas ou mais varidveis indepen-
dentes. Os dados para a analise da regressao sao da forma:

()’1,x11,x217--~;xk1)7()’2735127x22;-~--axk2)7 """ ,()’n;xln;Xan-«,xkn) (310)

Y =Bo+BiXi +BoXo+- -+ BiXe + & (3.11)

O problema pode ser escrito em forma matricial:

Y=XB+e, (3.12)
Y1 I xi1 xi2 ... x| [Bo €
2 I xo1 x22 ... X 1 &
S L T T B L S
Yn I X1 X2 ... Xnk ﬁk &

onde:
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* Y é o vetor de respostas (n x 1);

* X ¢ a matriz de preditores (n x (k+ 1)), incluindo uma coluna de 1’s para o in-
tercepto, que representa o valor da varidvel dependente quando todas as varidveis
independentes sao iguais a zero.

* B é o vetor de coeficientes ((k+ 1) x 1);

e £ é o vetor de erros (n x 1).

A solucao dos coeficientes pelo MMQ € dada por:

N

Y (€)= (Y —XB)' (Y —XB) (3.13)

i=1
Y'Y - B'X'Y —Y'XB +B'X'XP
Y'Yy —2B'X'Y + B'X'X
—2X'Y +2X'XB =0
X'XB =X"Y

B=X"x)"'x"y. (3.14)

Essa abordagem permite ajustar o modelo mesmo em situagdes com multiplas varidveis
independentes, utilizando dlgebra linear para simplificar os calculos.

Embora o Método dos Minimos Quadrados seja eficaz para ajustar modelos quando todos
os dados estdo disponiveis, em cendrios onde os dados chegam sequencialmente ou o sis-
tema varia com o tempo, utilizamos uma abordagem adaptativa conhecida como Método
dos Minimos Quadrados Recursivos (MQR), que serd discutido na préxima se¢ao.

3.5 Minimos Quadrados Recursivos

O Método dos Minimos Quadrados Recursivos (MQR) é uma extensdo do Método dos
Minimos Quadrados (MMQ) que permite atualizar os parametros de um modelo de re-
gressdo de forma continua. Isso significa que, ao invés de recalcular toda a solugdo a cada
nova observacdo, o MQR ajusta os pardmetros de maneira e continua, com base apenas
nos dados mais recentes .[12, 18]. Esse método se tornou essencial para aplicagdes onde
os dados chegam dinamicamente, como em sistemas adaptativos e aprendizado online
[13].

No MMQ tradicional, a solu¢do dos coeficientes € obtida por meio da inversa da matriz de
covaridncia X7 X, o que pode ser computacionalmente invidvel para grandes conjuntos de
dados ou sistemas em tempo real. O MQR resolve esse problema utilizando um processo
recursivo de atualizacdo dos parametros, permitindo ajustes continuos sem necessidade
de armazenar todos os dados passados.
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3.5.1 Versao Classica do MQR

Na formulacao cléssica, a atualizacao dos coeficientes segue a equagao:

0y = 6,1+ Ky (v —2" ()6,—1)., (3.15)
onde:

* 0, representa o vetor de coeficientes no instante n
* y, é a observacdo mais recente
* z(n) é o vetor de entrada (preditores)

* K, € o ganho recursivo, calculado como:

K, =P,_1z(n) (A +ZT(H)P,Z_1Z(FZ))71 ) (3.16)

A matriz de covariancia P, € atualizada conforme:

P,=P,_ — Kz (n)P,_;. (3.17)

O parametro A, conhecido como fator de esquecimento, pode ser introduzido para per-
mitir que o modelo reaja melhor a mudangas no sistema:

% (Pio1 — Knz" (n)Py1) - (3.18)
Essa abordagem permite que o modelo se ajuste continuamente conforme novos dados
chegam, sendo amplamente utilizada em sistemas de controle adaptativo, processamento
de sinais e previsoes financeiras. No entanto, pode ser computacionalmente custosa, pois
envolve a atualizacdo continua da matriz P,, que pode crescer rapidamente dependendo
do numero de variaveis.

3.5.2 Caracteristicas principais do MQR
* Atualizacdo incremental: Os parametros sio recalculados dinamicamente a cada
nova observagao.

* Eficiéncia computacional: Evita o processamento repetitivo de todo o conjunto de
dados.

* Flexibilidade: Permite lidar com sistemas dindmicos e varidveis no tempo.

* Armazenamento eficiente: Apenas os dados mais recentes e as estatisticas inter-
medidrias precisam ser armazenados.
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3.5.3 Versao Utilizada do MQR

Para aplicar o método, foi utilizada a versdo apresentada no nosso artigo de referéncia
[25], na qual nédo foi empregado o fator de esquecimento A, que basicamente determina
o peso das observacdes anteriores. Quanto mais préximo de 1, mais importantes sdo os
dados recentes, enquanto valores menores de A conferem mais importincia aos dados
passados. Além disso, assume-se que a matriz de covariancia P, pode ser aproximada di-
retamente como a inversa de uma matriz de acumulagdo de informagdes R,,. Inicialmente,
define-se Ry = €I (com 0 < € < 1) e By = 0, sendo / a matriz identidade, o que garante
uma implementac¢do mais eficiente sem comprometer significativamente a precisao das
estimativas. A partir disso, a matriz R,, € atualizada da seguinte forma:

R, =R, 1 +z(n)z" (n), (3.19)

R, € a matriz que ird armazenar as informagdes do sistema, ou seja, ird armazenar as
forcas que sdo aplicadas no peixe a cada instante de tempo.

P,=R;'. (3.20)

P, é a matriz que ira armazenas 0s meus parametros.

Com essa simplificagdo, a equacdo dos coeficientes permanece a mesma:

On = Ou_1 + Ky (ya— 2" (n)6,1),, (3.21)

onde agora o ganho K}, é definido como:

K, = P,z(n). (3.22)

Essa versdo elimina a necessidade de atualizacdes complexas da matriz de covariancia,
tornando o método mais rapido e adequado para aplicacdes onde pequenas imprecisdes
sdo aceitdveis. No entanto, pode sofrer instabilidade numérica se a matriz R, se tornar
mal condicionada, especialmente se os dados forem altamente correlacionados.

Neste capitulo, exploramos os conceitos fundamentais da Regressao Linear, abordando
tanto a regressdo linear simples quanto multipla. Apresentamos o Método dos Minimos
Quadrados (MMQ) como a principal técnica para estimar coeficientes, demonstrando sua
aplicagdo em diversos contextos.

A seguir, introduzimos o Método dos Minimos Quadrados Recursivos (MQR) como uma
extensao do MMQ, destacando sua importancia para sistemas dindmicos onde os para-
metros podem variar no tempo.



CAPITULO 4

Estudo de Caso

Neste capitulo, detalharemos como foi feita a obtencdo dos parametros experimentais,

utilizando o Método dos Minimos Quadrados Recursivos (MQR) e dados coletados em

experimentos realizados em 2022 na Universidade Federal Rural de Pernambuco (UFRPE)
por [1] . A seguir vamos detalhar os passos da realizagdo dos experimentos até o mo-

mento de utilizar os dados experimentais para obter os paramétros pretendidos.

4.1 Configuracao Experimental

Os experimentos foram realizados em um recipiente circular de pldstico com raio R =
25cm e uma lamina de 4gua de Scm. Essa configuragdo restringe os movimentos dos
peixes a duas dimensdes, aproximando o cendrio experimental ao modelo proposto, que
considera movimentos apenas em x e y. O recipiente foi produzido com material que mi-
nimiza reflexos nas bordas, criando um ambiente mais natural e reduzindo interferéncias
no comportamento dos peixes.

O peixe utilizado nos experimentos foi o Danio rerio (veja Fig. 4.1), amplamente re-
conhecido como modelo biolégico devido ao seu comportamento social em cardume,
facilidade de manipulacdo em laboratorio e elevada similaridade genética com os seres
humanos [26, 17]. Além disso, sua transparéncia durante as fases iniciais de desenvolvi-
mento permite estudos detalhados de processos bioldgicos e fisiolégicos. O zebrafish
possui uma alta taxa de reproducdo, permitindo estudos em larga escala, e tem sido
amplamente utilizado em pesquisas cientificas desde a década de 1970 [16]. Sua ver-
satilidade torna-o ideal para estudos nas dreas de neurociéncia, genética, toxicologia e
biologia do desenvolvimento [26].

19
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Figura 4.1: O peixe Danio rerio, modelo bioldégico amplamente utilizado. Retirado de [1].

4.2 Planejamento Experimental

O ambiente experimental foi preparado com antecedéncia para garantir a padronizacao
entre os experimentos. Foram realizados cinco experimentos para cada grupo de pei-
xes, variando o nimero de individuos em N = {2,3,5,8,10,13,15,18,20,25,30}. A
quantidade de individuos N foi selecionada para abranger uma quantidade diferente de
densidade, desde grupos menores (como N=2), até grupos maiores onde o comporta-
mento coletivo se torna mais aparente. Cada experimento teve duragdo aproximada de
6 minutos, totalizando 55 experimentos.

Tabela 4.1: Resumo dos experimentos realizados.

Grupo (N) | Namero de Experimentos | Duracao (min) | Total de Pontos
2 5 6 58.500
3 5 6 58.500
30 5 6 58.500

4.3 Rastreamento dos Peixes com IdTracker

Ap6s o tratamento inicial, os videos foram processados pelo software IdTracker [21],
que identifica e rastreia cada peixe no grupo experimental. O programa utiliza algoritmos
de visdo computacional para:

¢ Identificar individuos de forma tnica, mesmo em densidades elevadas.

* Rastrear as posicoes x e y de cada peixe ao longo do tempo.
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A escolha deste software se deve a sua facilidade de uso e a precisao no rastreamento dos
individuos, uma tarefa que seria de grande dificuldade se realizada manualmente.

Import tracking parameters  Advanced  About idTracker  New version available!

He | 0OE
Start ‘ S&E
Number of individuals 5
Intensity threshold 05
Minimum size 50

Resolution reduction 1
[J Remove background

[JInvert contrast

Interval 1 11688
# of frames for refs. 11688
Include region |[Exclude region Clear

[J Segmentation only

# of processors Inf
Load previous data |
Background 0%
Segmentation 0%
Fragments 0%
Individualization 0%
Resegmentation 0% | 200 400 A00 A00 1000 1200 1400 1600 1800
References 0%
Identification 0% | Gurrent frame Sanimals  + i i i L S e
Trajectories 0% 1 detected 50 100 180 200 250 300 350 400 450
Est. during crossings 0w Sizes of detected animals (pixels)

Figura 4.2: Interface do IdTracker.

Com base nos dados processados pelo IdTracker, foram computados parametros impor-
tantes como:

* Posicdes x e y de cada peixe.
* Velocidade de cada individuo.

* Distancias entre os peixes do cardume.

4.4 Processamento dos Dados

Os dados de posicao extraidos pelo IdTracker foram convertidos de pixels para centime-
tros, utilizando o raio efetivo do recipiente como referéncia. Foi adotado um intervalo de
tempo de Ar = 1/30s, correspondente a taxa de quadros dos videos. Para centralizar o
sistema, as posicoes foram redefinidas com o ponto R = 0 coincidente com o centro do
recipiente.

Cada experimento gerou uma série temporal de 11.688 pontos, correspondendo as tra-
jetdrias individuais dos peixes. Ao final, os cinco registros por grupo totalizaram apro-
ximadamente 58.500 pontos por parametro analisado. Com esses dados foi possivel
inicialmente plotar a trajetdria dos peixes dentro do aquério.

Os dados obtidos forneceram informacdes detalhadas sobre o comportamento coletivo
do cardume. A centraliza¢do dos dados e a conversio de unidades foram essenciais para



22

CAPITULO 4 ESTUDO DE CASO

padronizar as andlises, garantindo consisténcia nos resultados. Esses pardmetros serdo
utilizados como entrada no Método dos Minimos Quadrados Recursivos, possibilitando
a estimativa de coeficientes dindmicos que descrevem o comportamento coletivo dos
peixes.

4.5 Determinacao dos Parametros de Distancia

Os parametros de distancia apresentados na Tabela 4.2 foram definidos com base na ob-
servagdo dos videos experimentais, analisando como os peixes interagiam entre si € com
as bordas do aqudrio, ou seja, ndo foi feita uma medi¢do exata, esses valores foram defi-
nidos fazendo observacdes a partir dos videos dos experimentos. Embora ndo tenhamos
feito medicdes diretas, conseguimos estimar esses valores ao observar a movimentagao
dos peixes. A seguir, explicamos como cada um desses parametros foi definido:

* o (distancia minima para interacao de repulsao): Notamos que os peixes evita-
vam chegar muito perto uns dos outros. Sendo assim estimamos um valor conside-
ravel para ser a distancia minima para ocorra essa reacao.

* [ (fator de suavizacdo para a transicio entre atracio e repulsio): A faixa de
distancias em que nao ha uma clara interacio de atracdo ou repulsdo foi analisada.
O parametro f3 foi ajustado para garantir uma transi¢ao suave entre os regimes.

* § (raio de interacio para o comportamento de cardume): Esse pardmetro foi
estimado observando o quanto os peixes se mantinham préximos uns dos outros
enquanto nadavam juntos. Basicamente, ele define até que distancia o peixe ainda
tenta se alinhar com o seu vizinho para manter um movimento coordenado.

e d" (limite de atuacio da forca de repulsido na borda): Nos videos, percebemos
que os peixes ndo esperavam tocar na parede para mudar de direcdo. Eles comeca-
vam a virar antes, e esse parametro reflete a distancia em que isso acontece.

* d~ (limite de atuacido da forca de atracao na borda): Alguns peixes pareciam
gostar de ficar perto da borda, sem necessariamente fugir dela. Esse parametro foi
definido com base na distancia em que eles se mantinham préximos a parede sem
se afastar de imediato.

N3ao tinhamos a massa exata dos peixes utilizados nos experimentos. Por isso, adotamos
um valor aproximado de m = 0.35g [3], que se mostrou uma boa estimativa. Esse valor
¢ fundamental para a modelagem das for¢as que atuam no sistema.

Para os demais parametros dinamicos, como a (coeficiente de for¢ca propulsiva), k; (coe-
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Tabela 4.2: Parametros de distancia para grupos menores(2,3 e 5 peixes.)

Parametro | Valor | Descricao
a 1.0cm | Distancia minima para interacdo de repulsio entre individuos.
B 6.0cm | Fator de suavizacdo para a transi¢do entre atragao e repulsao.
0 10.0cm | Raio de intera¢do para o comportamento de cardume.
d+ 5.0cm | Limite de atuacdo da forca de repulsdo na borda.
d- 10.0cm | Limite de atuacdo da forca de atracdo na borda.

ficiente de interagdo), k. (coeficiente de cardume), K| (coeficiente de repulsio da parede)
e K, (coeficiente de atra¢do da parede), serd utilizado um programa computacional que
implementa o Método dos Minimos Quadrados Recursivos. Este método permite ajus-
tar os valores desses parametros de forma eficiente, utilizando as trajetdrias observadas
como entrada e minimizando os erros entre as posicdes medidas e as calculadas pelo

modelo.

A seguir, os graficos apresentam as médias e os desvios padrao dos parametros dindmicos
para grupos de 2, 3 e 5 peixes. A andlise dessas métricas permite compreender como a
variabilidade nas interagdes individuais impacta a dindmica do grupo.

Diregao X
—#— Direcao Y

—

Propulséo

Interativa Cardume Repulsiva Atrativa
Coeficientes

Figura 4.3: Média e desvio padrao dos pardmetros obtidos para 2 peixes usando o método dos
minimos quadrados recursivos
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Diregao X
—#— Direcao Y

—+\J.

Of 1

Propulsao Interativa Cardume Repulsiva Atrativa
Coeficientes

Figura 4.4: Média e desvio padrdo dos parametros obtidos para 3 peixes usando o método dos
minimos quadrados recursivos

Diregao X
—#— Direcéo Y
15.01

12.5¢
10.0f

o
751

5.0F

2.5F

0.0F

Propulsdo Interativa Cardume Repulsiva Atrativa
Coeficientes

Figura 4.5: Média e desvio padrao dos pardmetros obtidos para 5 peixes usando o método dos
minimos quadrados recursivos

E possivel perceber que, para N = 5 peixes, o coeficiente da forca de propulsio ja varia
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significativamente, o que indica possivelmente que o peixe comega a ajustar sua veloci-
dade para se alinhar mais estreitamente com o grupo e evitar se distanciar.

Os resultados indicam que, a medida que o nimero de peixes no grupo aumenta, a vari-
abilidade nos pardmetros de interacdo tende a mudar, refletindo possiveis alteracdes nas
dindmicas do cardume.

Conforme o nimero de peixes no grupo aumenta, as interacdes entre eles ficam mais
complexas, e novos padrdes de comportamento come¢am a surgir. Em grupos maiores,
0s peixes parecem ajustar naturalmente as distancias de atrag@o e repulsdo para manter o
cardume coeso e evitar colisdes desnecessdrias. Para representar melhor essa adaptacao
no modelo, foi preciso reajustar os parametros de distancia, garantindo que eles fizessem
sentido para diferentes tamanhos de grupo. A Tabela 4.3 mostra esses ajustes feitos para
grupos maiores. Essas mudangas ajudaram a capturar de forma mais fiel como os peixes
se organizam no espaco e reduziram as diferencas entre os dados experimentais e as
simulagdes.

Tabela 4.3: Pardmetros de distancia ajustados para grupos maiores (8, 10 e 13 peixes).

Parametro | Valor | Descricio
o 3.0cm | Distancia minima para interacao de repulsdo entre individuos.
B 12cm | Fator de suavizagdo para a transi¢do entre atracao e repulsao.
o 5.0cm | Raio de interag@o para o comportamento de cardume.
dr 4.0cm | Limite de atuagao da for¢a de repulsao na borda.
d- 2.0cm | Limite de atuacao da forca de atragcdo na borda.

Observa-se que, para grupos maiores, foi necessario ajustar os coeficientes de distancia
de forma a refletir melhor as interagdes coletivas observadas experimentalmente. O au-
mento da distancia minima de repulsdo (@) de 1.0cm para 3.0 cm sugere que, em grupos
maiores, 0s peixes mantém um maior espagamento individual para evitar colisdes.

Além disso, o fator de suavizagdo da transi¢do entre atracio e repulsdo () aumentou,
indicando que a passagem entre esses dois regimes ocorre de maneira mais gradual, pos-
sivelmente devido ao aumento da complexidade das interagdes no cardume.

Por outro lado, o raio de intera¢do do cardume (0) foi reduzido de 10.0cm para 5.0cm,
sugerindo que, em grupos maiores, 0s peixes ajustam suas trajetorias com base em inte-
ragdes mais locais, sem a necessidade de monitorar individuos mais distantes.

Finalmente, os coeficientes d* e d~, que controlam as forgas de intera¢do com a borda,
foram reduzidos, o que pode indicar que, com mais peixes no grupo, a influéncia das bor-
das sobre o comportamento do cardume diminui, visto que a interagdo entre os proprios
individuos se torna predominante.
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Diregao X
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Figura 4.6: Média e desvio padrdo dos parametros obtidos para 8 peixes usando o método dos
minimos quadrados recursivos
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Figura 4.7: Média e desvio padrao dos parametros obtidos para 10 peixes usando o método dos
minimos quadrados recursivos

Os resultados obtidos para grupos maiores de 8, 10 e 13 peixes indicam mudangas sig-
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Figura 4.8: Média e desvio padrdo dos parametros obtidos para 13 peixes usando o método dos
minimos quadrados recursivos

nificativas nas interagdes entre os individuos. Em compara¢do com grupos menores,
observa-se uma maior variabilidade em alguns coeficientes, especialmente nos relacio-
nados a atracdo e repulsdo. Isso sugere que, a medida que o tamanho do grupo aumenta,
0s peixes ajustam suas estratégias de movimentacao para otimizar a coesdao do cardume
e evitar colisdes.

4.6 Convergéncia dos Parametros e Analise dos Residuos

Para garantir que o ajuste dos pardmetros do modelo aos dados experimentais foi reali-
zado de maneira eficaz, analisamos a convergéncia dos parametros estimados ao longo do
processo de otimizagdo. A convergéncia indica que o método de ajuste conseguiu encon-
trar valores estdveis para os coeficientes, minimizando os erros entre os dados observados
e simulados.

Além disso, avaliamos os residuos do ajuste, definidos como a diferencga entre as posi-
coes medidas e as posicdes previstas pelo modelo. Matematicamente, os residuos e; sao
calculados como:

ei=yi— i 4.1)

onde y; representa os valores observados e y; representa os valores previstos pelo modelo.
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Um comportamento adequado dos residuos, distribuidos de forma aleatdria e sem pa-
drdes sistematicos, sugere que o modelo captura corretamente a dindmica do sistema
sem Vviés significativo.

Os gréficos apresentados a seguir ilustram a evolucao dos parametros ao longo das itera-
¢oes do algoritmo de otimizagdo, bem como os residuos do ajuste para diferentes tama-
nhos de grupo.

trajectories_nogaps-t-12-09-2022-n02-01(1).csv - Peixe 1 - Y - Erro Residuedjectories_nogaps-t-12-09-2022-n02-01(1).csv - Peixe 1 - Y - Evolugéo dos Param

—— Erro Residual —— FPropulsao
— nterativa
— Cardume
— FRepulsiva
— Awativa

0.5

Erro Residual
Valor do Parametro

0.0 1

o] 2000 4000 6000 8000 10000 12000 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
Iteragao lteragao

Figura 4.9: Evolucao dos parametros estimados e residuos ao longo das iteracdes para o grupo
de 2 peixes.

trajectories_nogaps-t-25-07-2022-n05-01.csv - Peixe 4 - X - Erro Residual trajectories_nogaps-t-25-07-2022-n05-01.csv - Peixe 4 - X - Evolugéo dos Parame
10 o

—— Erro Residual

0.5

Erro Residual

0.0

Valor do Pardmetro

— Fropulsao
oy — Interativa
— Cardume
-1.0 — Repuisiva
— Arativa

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
Iteragao teragao

Figura 4.10: Evolucao dos parametros estimados e residuos ao longo das iteragdes para o grupo
de 5 peixes.

A Figura 4.9 apresenta os resultados para o grupo de 2 peixes, enquanto as Figuras 4.10
e 4.11 mostram a evolucao dos parametros e os residuos para os grupos de 5 e 13 peixes,
respectivamente.

Observa-se que os residuos apresentam um comportamento oscilatério em torno de zero,
sem tendéncias sistematicas, o que indica que o modelo € capaz de capturar corretamente
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trajectories_nogaps-t-09-09-2022-n13-02.csv - Peixe 1 - X - Erro Residual trajectories_nogaps-t-09-09-2022-n13-02.csv - Peixe 1 - X - Evolug&o dos Parame
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Figura 4.11: Evolucao dos parametros estimados e residuos ao longo das iteragdes para o grupo
de 13 peixes.

as dindmicas individuais e coletivas dos peixes. Além disso, os pardmetros estimados
convergem para valores estdveis ao longo das iteragdes do ajuste, sugerindo que o algo-
ritmo de otimizacao encontrou solucdes consistentes para cada cendrio analisado.

Outro ponto relevante € a diferenca na estabilizagdo dos parametros conforme o tama-
nho do grupo aumenta. Para grupos menores (Figura 4.9), a convergéncia ocorre de
maneira mais rapida, enquanto para grupos maiores (Figura 4.11), hd flutuacdes mais
pronunciadas antes da estabilizacdo, o que pode indicar um aumento na complexidade
das interag¢des entre os individuos.

Esses resultados demonstram que o modelo proposto € robusto € consegue representar
com precisdo os padrdes de comportamento coletivo dos peixes, independentemente do
tamanho do grupo.

4.6.1 Influéncia da Zona de Repulsao da Parede nos Parametros Dinamicos

A escolha dos parametros de distancia é um aspecto fundamental na modelagem do
comportamento dos peixes, sendo um processo desafiador devido a complexidade das
interacdes individuais e coletivas. Pequenas variagdes nesses parametros podem afetar
significativamente a dindmica do grupo, tornando essencial sua defini¢do cuidadosa.

Para ilustrar essa complexidade, realizamos um estudo especifico para trés peixes, no
qual a zona de repulsdo da parede (ziwp) foi sistematicamente variada de 1.0 a 8.0. O
objetivo dessa andlise foi investigar como essa variagdo impacta os diferentes parametros
dindmicos, proporcionando uma melhor compreensao dos mecanismos de interacao dos
peixes com o ambiente.

Os gréficos a seguir mostram como a zona de repulsao da parede influencia os paradmetros
de atracdo, cardume, interacdo, propulsao e repulsdo da parede.

Os gréficos indicam que:
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Figura 4.12: Influéncia da zona de repulsdo (ziwp) nos pardmetros de atragdo e cardume para
trés peixes.
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Figura 4.13: Influéncia da zona de repulsdo (ziwp) nos pardmetros de interacao (k) e propulsdao
(a) para trés peixes.
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Figura 4.14: Influéncia da zona de repulsdo (ziwp) no pardmetro de repulsdo da parede (K;)
para trés peixes.

* A medida que a zona de repulsdao aumenta, o parametro de atragdo também cresce.
Ou seja, o modelo ajusta os parametros Para manter a coesdo do cardume, isso
implica em um aumento de atracio entre eles.

* O parametro de cardume tende a diminuir com o aumento de ziwp, indicando que a
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coesdo do grupo € menor quando a repulsdo da parede atua sobre uma area maior.

* O parametro de interacdo (k) tende a diminuir a medida que ziwp aumenta, suge-
rindo que com a zona de repulsdo da parede sendo sentido a distancia maiores os
peixes procuram interagir mais com as bordas do aqudrio do que entre si.

* O parametro de propulsdo (a) aumenta conforme ziwp cresce, indicando que os
peixes nadam mais rapidamente a medida que o ambiente se torna mais restritivo.

¢ O parmetro de repulsdo da parede (K;) apresenta um comportamento diferente
dos outros: quando ziwp é pequeno, o valor de K; € alto, sugerindo que a for¢a
de repulsdo precisa ser mais intensa, pois os peixes s6 percebem a borda quando
estdo muito proximos dela. Conforme ziwp aumenta, KJ diminui, indicando que os
peixes comecam a sentir a influéncia da parede a uma distancia maior e, portanto, a
forga necessdria para evitar a borda se reduz. No entanto, apds ziwp = 5, o parame-
tro de repulsdo volta a crescer, possivelmente porque uma zona de repulsdo maior
comeca a impactar a organizacao do grupo, onde os peixes se sentem mais atraidos
para a borda do aqudrio.

Esses resultados sugerem que a zona de repulsao da parede desempenha um papel crucial
na organizagdo do grupo, modulando a forca das interacdes e afetando a dinamica geral
do cardume.

Além de regular as interagdes dos peixes com as bordas do aqudrio, a zona de repulsdo da
parede afeta diretamente a organizacdo do grupo, alterando a intensidade das interagcdes
entre os individuos. Essa andlise destaca a complexidade na escolha dos paradmetros de
distancia, evidenciando que pequenas variacdes podem levar a ajustes significativos nos
coeficientes dinamicos.

Os resultados obtidos reforcam a importancia de considerar cuidadosamente os efeitos
ambientais e espaciais na modelagem do comportamento coletivo dos peixes.






CAPITULO 5

Resultados e Analises

Neste capitulo apresentaremos as andlises e resultados obtidos a partir de simulagdes
computacionais de diversos grupos de peixes. Para realizar as simulagdes, foram utili-
zados os parametros obtidos a partir do método dos minimos quadrados. A Tabela 5.1
apresenta os valores usados na simulag@o para cada grupo de peixes analisado (N =2 até
N =13).

Tabela 5.1: Parametros utilizados na simulag@o para diferentes valores de N.

N° de Peixes (N) | Propulsio (a) [g-em/s?] | Interativa (K;) [grem?¥/s?] | Cardume (K,) [g/s] | Repulsio Parede (K,}) [g/lem] | Atragio Parede (K,,) [g/cm]
2 5.60 4.92 0.72 1.08 0.17
3 5.90 6.46 0.58 0.98 0.23
5 5.25 7.74 0.85 1.48 0.78
8 6.03 13.23 1.10 0.68 1.10
10 5.13 14.75 1.65 0.43 2.26
13 4.72 15.03 2.02 2.27 4.11

Para verificar a validacdo das nossas simula¢des, realizamos uma comparacdo da polari-
zacdo média com os resultados apresentados por [24] . Por fim, verificamos como se da
a influéncia do comportamento dos peixes conforme aumentamos a densidade do grupo.

5.1 Analise da Polarizacao

A partir dos dados obtidos na simulagao computacional, foi calculada a polarizagao mé-
dia para os diferentes grupos de peixes. A Figura 5.1 apresenta a compara¢do da PDF da
polarizacdo entre simulagdo e experimento para diferentes valores de N.

A polarizacdo € um dos principais indicadores do comportamento coletivo dos peixes
e reflete o nivel de alinhamento do grupo em uma direcdo comum. Valores proximos
de P = 1 indicam um movimento altamente coordenado, enquanto valores menores re-
presentam maior desorganizacdo dos individuos no grupo. Dessa forma, a andlise da
polarizacdo permite avaliar como a densidade influencia o alinhamento e a coesdo do
cardume.

Nos graficos apresentados a seguir, espera-se observar que a polarizacdo média diminui
a medida que o nimero de peixes aumenta. Isso pode estar relacionado ao aumento das
interagdes sociais e a maior variedade nas dire¢Oes individuais de nado. Essa tendéncia
jéa foi observada em estudos experimentais, como os realizados por [24].
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Figura 5.1: Comparagao da PDF da polarizac¢ao entre simulacio e experimento para diferentes

valores de N.
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A Figura 5.2 apresenta os valores médios da polariza¢do (P) em fun¢do da densidade
p= %’ de peixes. Os dados experimentais foram extraidos do artigo [24], enquanto os
dados simulados foram obtidos a partir do desenvolvimento deste trabalho.

Ambas as curvas foram ajustadas por leis de poténcia da forma:

(Pyo<pF (5.1)

onde o expoente B foi estimado para cada conjunto de dados. As barras de erro repre-
sentam as incertezas associadas as médias experimentais e simuladas.

9x 107t

—-027+0.01

—— Ajuste Exp: P(p) « p
—— Ajuste Sim: P(p) «x p~0-25£0.04
8x 1071 ¢ Experimento

¢ Simulagdo

7x107t

- -1
9:’6><10

5x 107t

4x107t *

10-3 2%x1073 3x1073 4x1073 6x1073
0 (N/cm?)

Figura 5.2: Polariza¢do média (P) em funcdo da densidade de peixes p. As curvas representam
os ajustes por leis de poténcia, enquanto os pontos indicam os valores médios obtidos nos
experimentos e simulagdes.

Os resultados apresentados na figura 5.2 indicam que ambas as curvas do experimento e
da simulacdo seguem padrdes semelhantes de diminui¢@o da polarizagcdo com o aumento
da densidade dos peixes. Isso significa que em grupos menores os peixes tendem a nadar
mais alinhados, mantendo um movimento mais organizado. Ja em grupos maiores essa
organizac¢do diminui possivelmente porque cada peixe precisa reagir a mais vizinhos ao
mesmo tempo, tornando o alinhamento mais dificil. Esse comportamento faz sentido ja
que quanto mais individuos no grupo, mais complexas se tornam as interagdes entre eles.
Onde podemos destacar que o intervalo de incerteza da simulacdo abrange o valor expe-
rimental, indicando que o modelo consegue representar bem a relagdo entre organizacao
do cardume e densidade de peixes.

Na figura 5.1 observamos que para os casos com N =2 e N = 3, a distribui¢ao de po-
larizag@o apresenta picos mais elevados em valores proximos de P = 1, indicando um
comportamento altamente alinhado entre os peixes. No entanto, a medida que N cresce,
observa-se uma maior dispersdo na distribui¢cdo da polarizacdo, sugerindo que os indivi-
duos possuem maior liberdade para variar suas dire¢des de nado.
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Essa transi¢do no comportamento coletivo € consistente com observacdes experimentais,
como discutido por [24]. Nesses experimentos, foi constatado que, para grupos peque-
nos, os peixes tendem a nadar de forma mais coordenada, enquanto para grupos grandes
o comportamento se torna mais desorganizado devido a diversidade de interagdes entre
os individuos.

Além disso, observa-se que, para grupos com maior densidade (N =10e N = 13), a
distribuicdo da polarizacao se torna mais uniforme e apresenta menos picos. Isso sugere
que, em grupos grandes, pode haver maior diversidade de padrdes de movimentacao,
o que reduz a probabilidade de alinhamento total do cardume. Esse resultado reforga
a ideia de que o comportamento coletivo dos peixes depende da densidade do grupo,
influenciando a forma como os individuos interagem e tomam decisdes sobre a dire¢ao
de deslocamento.
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Figura 5.3: Série temporal da polarizacao para 2 peixes nos primeiros 30 segundos da simula-

¢do.
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Figura 5.4: Série temporal da polarizacdo para 5 peixes nos primeiros 30 segundos da simula-
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Figura 5.5: Série temporal da polarizacao para 13 peixes nos primeiros 30 segundos da simu-
lagao.
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As Figuras 5.3, 5.4 e 5.5 mostram a evoluc¢d@o da polarizagdo ao longo dos primeiros 30
segundos da simulagdo para grupos de 2, 5 e 13 peixes, respectivamente. Cada gréfico
representa um exemplo de simulagdo, ilustrando como a organizacdo do grupo se desen-
volve com o tempo. Observa-se que, para N=2, a polariza¢cdo tende a oscilar em valores
mais altos, o que indica um maior alinhamento entre os individuos ao longo do tempo.
Esse comportamento pode ser atribuido a auséncia de interacdes complexas, permitindo
que os peixes mantenham trajetdrias mais coordenadas.

Com o aumento do nimero de peixes para N=5, as oscilacdes na polarizacdo tornam-se
mais evidentes, sugerindo momentos de organizagcdo seguidos por periodos de reorien-
tacdo dentro do grupo. A interagdo entre os individuos comeca a influenciar de maneira
mais significativa a dindmica do sistema, o que resulta em uma maior variabilidade nos
valores de polarizacao.

No caso de N=13, a polarizacdo exibe uma tendéncia a valores menores e mais irregu-
lares, indicando uma redugdo na coeréncia do movimento coletivo. Isso sugere que, a
medida que o nimero de peixes aumenta, a presenca de interagdes multiplas e variacdes
individuais no comportamento levam a uma maior dispersao na direcio do movimento
do grupo.

Esses resultados reforcam a influéncia do tamanho do grupo na organizagdo coletiva,
sugerindo que, em sistemas com baixa densidade, os individuos tendem a se alinhar
mais facilmente, enquanto em grupos maiores as interagdes complexas podem reduzir a
polarizacdo global.
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Nesta secao, apresentamos as trajetorias observadas para diferentes grupos de peixes. As
trajetorias ilustram como os individuos interagem entre si € com o ambiente, destacando
padrdes caracteristicos de movimentacdo, como alinhamento, coesdo e dispersdo. As
figuras a seguir mostram as trajetdrias coletadas durante os primeiros 30 segundos da

simulacao.
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Figura 5.6: Trajetdria de 2 peixes em um aqudrio circular de raio 25 cm durante os primeiros
30 segundos da simulacao.
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Figura 5.7: Trajetdria de 5 peixes em um aqudrio circular de raio 25 cm durante os primeiros
30 segundos da simulacdo.
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Figura 5.8: Trajetoria de 13 peixes em um aqudrio circular de raio 25 cm durante os primeiros
30 segundos da simulagdo.

As figuras 5.6, 5.7 e 5.8 mostram as trajetorias dos peixes em diferentes configuracdes
de densidade populacional. Observa-se que, para N=2, os peixes tém maior liberdade
de movimento, com trajetSrias bem definidas. A medida que o nimero de peixes au-
menta (N=5 e N=13), as trajetorias tornam-se mais complexas devido a intensificacao
das interagdes coletivas e a influéncia das forcas interativas.

Para N=5, os peixes ainda apresentam trajetorias que refletem alguma individualidade,
mas j4 € possivel notar o inicio de padrdes coletivos emergentes. No caso de N=13, a
alta densidade leva a uma dinamica mais complexa, com trajetdrias que frequentemente
se cruzam, evidenciando um comportamento de grupo mais forte.

Esses resultados s@o consistentes com a expectativa de que o comportamento coletivo
dos peixes se intensifica a medida que a densidade populacional aumenta. Isso reflete o
papel das interacdes locais e das forcas de cardume na organizagdo dos individuos dentro
do espago confinado do aquério.

5.3 Distribuicao de Velocidades (PDF)

A andlise da distribuicd@o de velocidades dos peixes fornece insights sobre a variabilidade
e a dindmica do movimento coletivo. A funcdo densidade de probabilidade (PDF) foi
utilizada para descrever como as velocidades individuais estdo distribuidas em diferentes
situacdes. Resultados que indicam distribui¢cdes estreitas estdo associados a movimen-
tos mais uniformes, enquanto distribuicdes mais amplas refletem maior variabilidade no
comportamento dos individuos.

As figuras apresentadas mostram a PDF (Densidade de Probabilidade) da velocidade
resultante para grupos de 3, 5 e 13 peixes. A linha azul representa os resultados da
simulacdo, enquanto a linha vermelha mostra os dados experimentais.
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Figura 5.9: PDF da velocidade para 3 peixes da simulagao.
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Figura 5.10: PDF da velocidade para 5 peixes da simulacao.
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Figura 5.11: PDF da velocidade para 13 peixes da simulagdo.

Na figura 5.9 , observa-se que a simulagdo apresenta um pico bem definido préximo ao
valor médio, indicando uma boa coeréncia na velocidade resultante entre os individuos.
A concordancia com os dados experimentais € visivel, embora haja pequenas discrepan-
cias nas caudas da distribuigao.

Para 5.10 , a PDF da simulagao ainda mantém uma forma semelhante aos experimentos,
com uma leve discrepancia na largura do pico principal. Esse comportamento pode estar
associado a flutuagdes no movimento coletivo devido a interagdes mais frequentes entre
0s peixes no grupo maior.

Ja para 5.11 , a PDF apresenta uma distribui¢do mais larga, com uma cauda estendida,
refletindo a maior diversidade de velocidades resultantes observada no sistema.

Esses resultados mostram que o modelo utilizado é capaz de reproduzir com boa precisao
as distribui¢des de velocidades observadas experimentalmente.



CAPITULO 6

Conclusao

Neste trabalho, investigamos a dindmica do comportamento coletivo de cardumes de
Zebrafish (Danio rerio) por meio de um modelo baseado em forcas, que inclui interagdes
entre individuos e com as bordas do ambiente experimental. O modelo foi calibrado
utilizando dados experimentais obtidos de rastreamento das trajetorias dos peixes, € 0s
parametros foram ajustados por meio do método dos minimos quadrados recursivos.

Os resultados obtidos mostraram que a polarizacao média € uma métrica eficiente para
quantificar o nivel de alinhamento coletivo dos individuos, sendo influenciada pela den-
sidade do grupo. Observou-se que, para grupos menores, a polarizagcdo tende a ser maior,
indicando um movimento mais coeso e ordenado. A medida que o nimero de peixes
aumenta, a polarizacio diminui, refletindo interagdes mais complexas e variagdes indivi-
duais nos padrdes de movimentacao.

Além disso, a andlise das trajetorias dos individuos revelou que, para pequenos grupos,
0s peixes apresentam maior liberdade de movimento, enquanto para grupos maiores, as
interagdes coletivas tornam o movimento mais restrito e coordenado. Esse comporta-
mento emergente foi reproduzido com sucesso pelo modelo matemdtico, indicando sua
capacidade de capturar aspectos relevantes do comportamento coletivo dos peixes.

A distribuicao das velocidades também foi analisada e comparada com dados expe-
rimentais, apresentando boa concordancia com os resultados obtidos em laboratério.
Observou-se que, conforme a densidade do grupo aumenta, a variagdo nas velocidades
individuais se torna mais acentuada, refletindo a complexidade das interagdes coletivas.

Dentre as principais contribui¢cdes deste trabalho, destacamos:
* O desenvolvimento e ajuste de um modelo baseado em forgas capaz de descrever a
dindmica de cardumes de Zebrafish com boa precisao.

* A valida¢do do modelo por meio de comparacdes com dados experimentais obtidos
em um ambiente controlado.

* A andlise detalhada da polarizacdo média e sua relacdo com a densidade do grupo.
* A avaliagdo das trajetdrias e distribui¢io de velocidades dos individuos como mé-

tricas adicionais para caracterizar o comportamento coletivo.

Nas simulagdes realizadas, a andlise foi focada em grupos de até 13 peixes. Para quanti-
dades maiores, os resultados nao foram satisfatorios, principalmente por dificuldades na
calibracao dos parametros de distancia do modelo.

Um dos maiores desafios foi ajustar esses parametros com precis@do. Notamos que pe-
quenas variagdes nos parametros de distincia ja causavam diferengas considerdveis na
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determina¢@o dos pardmetros dinamicos. Além disso conforme o nimero de peixes au-
mentava, era necessario reajusti-los para capturar corretamente as interagdes entre 0s
individuos e a influéncia da parede do aquario. No entanto, ndo conseguimos encontrar
valores que mantivessem o modelo estavel e, a0 mesmo tempo, alinhados com os dados
experimentais.

Além disso, em grupos mais densos, alguns parametros dindmicos, como o de repulsio da
parede, comegaram a assumir valores negativos, o que ndo faz sentido fisicamente dentro
da formulac¢do utilizada. Isso indica que a forma como os pardmetros foram ajustados
pode precisar de melhorias para descrever corretamente o comportamento dos peixes em
grupos maiores.

Como perspectivas para trabalhos futuros, sugerimos:

* A incorporacdo de variagdes individuais no modelo, permitindo uma descri¢do mais
realista do comportamento dos peixes.

* A realizacdo de experimentos com diferentes espécies de peixes para verificar a
aplicabilidade do modelo em sistemas biol6gicos distintos.

Os resultados deste estudo ndo apenas contribuem para a compreensao dos mecanismos
subjacentes ao comportamento coletivo de cardumes, mas também podem ter aplicacdes
em dreas como a robdtica , simulacdo de sistemas, ecologia comportamental. Dessa
forma, este trabalho fornece uma base sélida para investigag¢des futuras sobre a dindmica
de grupos auto-organizados em diferentes contextos.
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