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Resumo

Neste trabalho, realizamos um estudo aprofundado das propriedades termodina-
micas de um buraco negro de Schwarzschild em um espago-tempo nao-comutativo, con-
siderando tanto distribui¢oes Gaussianas quanto distribui¢oes nao Gaussianas. A anélise
dessas diferentes distribuicoes aplicadas ao buraco negro nos fornece uma base sélida para
compreender como suas caracteristicas se modificam quando nao se utiliza a distribuicao

Gaussiana convencional, permitindo explorar novos cenarios.

Palavras-chaves: Relatividade Geral, distribuigao de Levy, distribuicao de Cauchy, pro-

priedades termodindmicas, espago-tempo nao-comutativo.



Abstract

In this work, we conducted an in-depth study of the thermodynamic properties
of a Schwarzschild black hole in a noncommutative spacetime, considering both Gaussian
and non-Gaussian distributions. The analysis of these different distributions applied to
the black hole provides a solid foundation for understanding how its characteristics are
modified when the conventional Gaussian distribution is not used, allowing for the explo-

ration of new scenarios.

Keywords: General Relativity, Lévy distribution, Cauchy Distribution, thermodynamic

properties, noncommutative spacetime.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria da relatividade geral de Einstein revolucionou nossa compreensao da
gravidade e do espago-tempo, proporcionando uma descrigao precisa de fenémenos gra-
vitacionais em escalas macroscopicas. Um dos aspectos mais intrigantes dessa teoria é a
predicao da existéncia de buracos negros, regioes do espago-tempo onde a curvatura é tao
intensa que nem mesmo a luz pode escapar. No entanto, a Relatividade Geral enfrenta
desafios ao tentar descrever a gravidade em escalas extremamente pequenas, onde os efei-
tos quanticos tornam-se significativos. Nesse regime, espera-se que uma teoria quantica
seja necessaria para fornecer uma descrigao completa e consistente do espago-tempo, como
veremos ao longo deste trabalho. Uma abordagem promissora nesse contexto é a teoria do
espago-tempo nao-comutativo, que propoe uma modificacao das estruturas geométricas
do espago-tempo. [11].

Um dos grandes desafios atualmente é a dificuldade de conciliar a Teoria Quén-
tica com a Relatividade Geral no que diz respeito a natureza da gravidade. Enquanto a
primeira descreve a forga gravitacional como mediada por uma particula chamada gréavi-
ton [23], a segunda concebe a gravidade como uma consequéncia geométrica do espago-
tempo deformado na presenca de matéria. Os buracos negros sao previstos pela Relativi-
dade Geral, mas sua evaporagao ¢ um fenémeno quantico, destacando a importancia de
seu estudo. Assim, é essencial propor novas hipdteses que possibilitem a descoberta de
fenomenos fisicos que sejam matematicamente e fisicamente mais acessiveis.

Nesta dissertagao, analisaremos as principais propriedades termodinamicas de um
buraco negro de Schwarzschild, com foco na distribuicdo de massa e no tensor energia-
momento em distribuicoes nao Gaussianas, mais especificamente nas distribui¢oes de Lévy
e Cauchy. A motivacao para este estudo decorre da necessidade de ampliar nossa com-
preensao dos efeitos quanticos em distribuigoes além da Gaussiana, que, embora ampla-
mente abordada devido a sua simplicidade e simetria, pode revelar novas ideias acerca da
nao-comutatividade em buracos negros. Ao explorar distribui¢bes nao Gaussianas, como

as de Cauchy e Lévy, é possivel investigar cenarios alternativos e compreender como a

11



Capitulo 1. Introdugao

nao-comutatividade influencia a estrutura e as propriedades termodinamicas dos buracos
negros.

Este trabalho esta dividido nos seguintes capitulos: no capitulo 2, apresentaremos
uma breve revisao sobre topicos introdutérios da Relatividade Geral, alguns aspectos
da Teoria Quantica de Campos necessarios para o desenvolvimento e entendimento de
como se obtém a temperatura de Hawking, além de uma revisao das distribuicoes que
utilizaremos neste trabalho. Esses topicos constituem a base teérica fundamental para
o desenvolvimento desta dissertacao. No capitulo 3, discutiremos a nao-comutatividade
e sua importancia ao longo do trabalho. Nos capitulos 4 e seguintes, abordaremos os
principais topicos desta dissertagao, que envolvem o estudo do buraco negro esférico e
estatico, bem como os efeitos da nao comutatividade em distribui¢oes Gaussianas e nao

Gaussianas aplicadas a tais objetos.
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Capitulo 2

Topicos em Relatividade Geral, Teoria
Quantica de Campos e uma breve
analise das distribuicoes (Gaussianas e

nao (Gaussianas

Neste capitulo, discutiremos os principais topicos introdutérios necessarios para
a compreensao dos métodos matematicos utilizados, que sao fundamentais para o en-
tendimento das propriedades termodindmicas. Além disso, analisaremos os tensores, que
constituem a base para o desenvolvimento do tensor momento-energia. Inicialmente, apre-
sentaremos um breve desenvolvimento sobre tensores de forma geral; em seguida, faremos
uma revisao do buraco negro de Schwarzschild, abordando também alguns toépicos de
Teoria Quéantica de Campos. Por fim, realizaremos uma analise das distribuigoes que

utilizaremos ao longo deste trabalho.

2.1 Tensor métrico

Dada a importancia e a necessidade das equagoes da Relatividade Geral, é es-
sencial fazermos uma breve revisao dos topicos dessa area. Vamos comecar destacando
que, de acordo com a maior parte da literatura especializada, consideraremos a velocidade
da luz ¢ = 1, salvo indicagao em contrario. Além disso, esclarecemos que a assinatura
da métrica utilizada em nosso trabalho é da forma (-,+,+,+), onde a coordenada tem-
poral possui sinal negativo (-) e as coordenadas espaciais possuem sinal positivo (+). O

elemento de linha ¢é escrito como [16]

ds® = g, dxtdx”. (2.1)

13



Capitulo 2. Tépicos em Relatividade Geral, Teoria Quantica de Campos e uma breve
analise das distribui¢oes Gaussianas e nao Gaussianas

Em que estamos utilizando a notacao de Einstein e g,, ¢ o tensor métrico que
dependera da coordenada utilizada para saber seu formato. Descreveremos aqui alguma
propriedades importantes a partir do elemento de linha (2.1) e é importante citar que
seguiremos os passos desenvolvidos no livro de Lambourne [16] e no trabalho de conclusao
de curso de Rodrigo Fraga [35|

A primeira propriedade importante é mostrar que ds? é invariante diante de
mudanca de coordenada, para isso devemos saber como os componentes covariante e
contravariante se transformam mediante uma mudanca de coordenada.

Considere dois objetos quaisquer A% e P, em que queremos realizar uma deter-

minada mudanga de coordenada, essas mudancas ocorrerao através das equagoes.

/

o 0T _ Ox®
AY =224 Pu= P, (2.2)

. !, .
Qualquer objeto que se transforme de acordo com A® é denominado um vetor e

o objeto que se transforme de acordo com P, é denominado um co-vetor ou 1-forma. E o
fato desses vetores e co-vetores se transformarem inversamente sob a mesma transformagao
de coordenada garante que A®P, seja invariante.

E a generalizagao dessas defini¢oes sao tensores, que se transformam da seguinte

maneira

T o oz’ ox oxP?
ol . . -
Lyes = oz~ 0xf Oz O Lyea (23)

Também podemos transformar uma componente covariante em contravariante

e vice-versa, através das seguintes relagoes conhecidas na literatura como operagoes de

levantamento e abaixamento de indices dada por

AY =g A, P, =g.P". (2.4)

Com todas essas informacoes podemos reescrever o elemento de linha ds® da

seguinte maneira

ds* = dz'dz,,. (2.5)

O que mostra que o intervalo sera invariante independente da base. Uma con-
sequéncia direta e importante dessa invariancia é podermos dizer que g, também ¢é inva-

riante, basta observar que

ds* = gata” = g,,x"x". (2.6)

Uma vez que z#z¥ = z¥x* conclui-se que ¢, = ¢,,. E uma ultima propriedade
I 1

do tensor métrico g,,, que ¢ a sua transformacao.

14



Capitulo 2. Tépicos em Relatividade Geral, Teoria Quantica de Campos e uma breve
analise das distribui¢oes Gaussianas e nao Gaussianas

Vamos reescrever o elemento de linha ds? utilizando as relacdes de mudanca de

coordenadas 2.2

/ /

ox® ox”

ds® = g ——A*——A°
R R R
oz Oz¥'
d82 = %WguyAaAﬁ. (27)

E devido a invariancia de ds? podemos dizer que a mudanca de base nos compo-

nentes a® e A? ¢ uma mudanca no préprio tensor, entao

/ /
, ox™ Ox"

gaﬁ = O 81"8 Guv- (28)

Que é justamente a forma com que um tensor covariante de ordem 2 se transforma
[35].

E por fim, devemos mostrar uma relagao que vai ser importante para o calculo
da pressao radial e tangencial do buraco negro esférico de Schwarzchild. Para isso vamos

relembrar a relagao de elevacao de indice de uma componente covariante A"

Al = g A, (2.9)

E a componente A, pode ser escrita na forma de rebaixamento de indice, ficando

assim

A = g" g0 A%, (2.10)
Reescrevendo A* como uma soma em alpha
OFAY = g" g,a A”. (2.11)
Eliminando A® do dois lados obtemos uma importante relacao

9" Gva = 04 (2.12)

E em sua representacao matricial a delta de Kronecker ¢ uma matriz identidade,

e dessa forma também mostramos que

G = (97" (2.13)

O que mostra que a matriz que representa os valores de g,, ¢ a matriz inversa

daquela que representa os valores de g"”.

15



Capitulo 2. Tépicos em Relatividade Geral, Teoria Quantica de Campos e uma breve
analise das distribui¢oes Gaussianas e nao Gaussianas

2.2 Simbolos de Christtofel, derivada covariante e ten-

sor de Riemman

2.2.1 Derivada Covariente

Para entender o conceito de derivada covariante, devemos compreender com um
pouco mais de profundidade o conceito de tensores. Considere uma variedade M, com o

vetor u® no espago tangente T,,(M), ilustrada abaixo [12]

———— Tp(M)

//‘ u‘-‘[',D:] . .__.,“\

a n

Figura 2.1: O vetor u® "vive"no plano tangente Tp(M).

Tensores sao objetos matematicos que nao estao definidos na variedade (no caso
da figura 2.1, variedade M). Por exemplo, considere o vetor u®, a figura deixa claro que esse
vetor pertence ao plano tangente da variedade no ponto P e nao na variedade propriamente
dita. Esse plano tangente, que denotaremos por Tp(M), constitui um espago vetorial a
que pertence o vetor u®. Todo espaco vetorial possui uma base e essa base muda de ponto
para ponto, salvo condicao se a base for cartesiana.

Isso implica dizer que todo e qualquer tensor em um P pode ser adicionado ou
subtraido e o resultado ainda sera outro tensor. Entretanto, se um tensor estd em ponto P
e um outro tensor estd em um ponto Q, nao podemos realizar a mesmas operacoes, uma vez
que pertencem a bases diferentes. Dito isto, caso seja necessério realizar operacoes entre
tensores de bases diferentes é necessario estabelecer um novo conceito que é o transporte
paralelo de tensores.

A Derivada covariante é uma generalizagao do conceito de derivada parcial que
permite estender o calculo diferencial para o caso de coordenadas curvilineas. De uma
forma resumida, a derivada covariante é usada para transportar tensores de um ponto a
outro.

Considere um ponto P da curva v com coordenada z° e um outro ponto @ com
coordenada z” + dx?, conforme mostra a imagem abaixo.

Considere as operagoes

16



Capitulo 2. Tépicos em Relatividade Geral, Teoria Quantica de Campos e uma breve
analise das distribui¢oes Gaussianas e nao Gaussianas

Q: 8 + df

Figura 2.2: Campo vetorial A“ ao longo de uma curva v em dois pontos distintos P e Q.

1A® = A*(Q) — A*(P),

dA” = A%(2" + daP) — A*(2P), (2.14)
O0r A%
A = 8.
d 5 dx

Certamente nao é tensorial, pois

/

DAY 9 (02
oz Oxf (8950‘ A ) ’ (2.15)
DAY 9xP dx® DA 92z Oz

0%~ 0xP 9z 0xP + 0x®0xP 8x5’A ' (2.16)

Observe que o primeiro termo da equagao se comporta de acordo com a lei de
transformacao tensorial, mostrada na equagao 2.3. Entretanto o segundo termo nao se
comporta como uma lei de transformacao tensorial, ¢ um termo adicional. Para obter um

objeto tensorial devemos escrever o operador derivada da seguinte forma
DAY = A%(P) — A%(P). (2.17)

Onde A% (P) ¢ o vetor obtido por transporte de A* de QQ para P. Também podemos
substituir o operador derivada em termos de variagao, como se segue:
DAY = dA™ 4+ §A~. (2.18)

Observe que houve o "surgimento"do termo JA%, é este objeto que contém a
regra do transporte paralelo e que, para conseguirmos prosseguir nos calculos, precisamos
definir que dA* seja linear tanto no campo A* como no deslocamento dz®, expresso da
seguinte forma:

§A* =T0 A" dx”. (2.19)

Com
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o _ L ok (09  Ogrs _ Ogpu

ws = 99 <8:175 T Do T ) ' (220)

Onde o termo I' 5 ¢ denominado de conexao, ou simbolo de Christoffel de segunda

espécie, e pode ser calculado de acordo com a equagao 2.20. De forma bem resumida,

os simbolos de Christoffel fornecem uma maneira de expressar como vetores e tensores

mudam ao longo de uma determinada curvatura no espago e uma de suas propriedades
fundamentais € a simetria nos indices covariantes I'j 5 = I'g .

Substituindo todos esses valores na equagao 2.18 e realizando algumas operagoes

vetoriais podemos chegar na seguinte expressao:

DA*  dA°
dx  d\

Que é a definicao da derivada covariante.

i
d\ -’

+ 0 A (2.21)

2.2.2 Tensor de Riemann

O tensor de curvatura de Riemann é um tensor de quarta ordem, com 1 indice
contravariante e 3 indices covariantes. Esse tensor nos fornece uma medida de como a
curvatura do espago-tempo varia em diferentes direcoes, ele é definido em termos dos

simbolos de Christoffel (I';) e de suas derivadas. Da seguinte forma [27]

R ort,  ork,
Wk ™ gt Oxk

Uma de suas propriedades fundamentais é a anticomutatividade dos indices jk do

+ Fﬂrﬁm - ry;rﬁm. (2.22)

tensor, expressa da seguinte forma

I !
Rijk = _Rikj'

(2.23)

E devido a propriedade de simetria dos simbolos de Christoffel, podemos obter a

seguinte relagao, que é conhecida como identidade de Bianche

Réjk + Ré‘ik + Ré’lm‘ =0. (2.24)

Também é possivel representar o tensor de Riemann em uma forma totalmente

covariante usando um tensor métrico, da seguinte maneira

g)\ZRijk = R)\ijk' (225)

Em sua forma totalmente covariante, o tensor se comporta da seguinte maneira.

Sao simétricos na troca de posicao dos pares lambda, i com j e k e antissimétricos na
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troca de posicao entre os pares de indices individuais lambda com i e j com k. Expresso

matematicamente da seguinte forma

Ryijk = Rjini, (2.26)
Ryiji = —Rixji, (2.27)
Ryiji = —Ryikj- (2.28)

e essa simetria satisfaz a relagao

Ryiji + Ragij + Ryjri = 0. (2.29)

E por fim temos o tensor de Ricci. O tensor de Ricci é uma contragao do tensor

de curvatura de Riemann, definida por

Rk = g” Ryiji.. (2.30)

O tensor de Ricci também possui a mesma propriedade de simetria do tensor

meétrico, ou seja, R;; = Rj;;. E também temos o escalar de Ricci, dado por

R = g™ Ry, (2.31)

Que é apenas uma contragao adicional do tensor de Riemann

2.3 Equacao de campo de Einstein

A ideia central da relatividade geral é que a gravidade nao é uma for¢a como
as outras forgas da natureza, mas sim uma manifestacao da curvatura do espago-tempo
causada pela presenca de massa e energia. As equacoes de campo de Einstein estabelecem
a relacao entre essa curvatura e a matéria no universo. Ou em palavras bem reduzidas,
a equacao de campo de Einstein descreve como a matéria e a energiam influenciam a
curvatura do espago-tempo.

Iremos desenvolver aqui, de forma breve, a equacdao de campo de Einstein a
partir da formulagao lagrangeana da relatividade geral baseado no livro de introdugao a
relatividade geral de CARROLL SG (3| e no TCC de Mateus Reinke [30]

Seja L a lagrangiana escalar do sistema e {2 um volume no espago-tempo, a acao

de Einstein-Hilbert pode ser definida como

S = / Ld'z. (2.32)
Q
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Em que L é a densidade lagrangiana que é equivalente & £1/—g, g é o determinante
da métrica e o sinal de negativo ¢é devido a assinatura da métrica adotada logo no inicio do
capitulo. Podemos separar a lagrangiana em dois termos, um para o campo gravitacional
e outra para campos externos: L = L5 — 2kLy;. Com k sendo a constante gravitacional
relativistica e a constante 2 adotada por conveniéncia.

O principio da minima agao nos diz que [39] §S = 0, substituindo 2.32 nesse

principio podemos reescrevé-la assim

5/ V—9(Ls — 2kLy)d*z = 0. (2.33)
0

Para o campo gravitacional a lagrangiana é dada pelo escalar de Ricci (L5 = R)

[30], de modo que a agdo toma a forma

5/ V—9(R — 2kLy)d*z = 0. (2.34)
Q

Usando a relacao 2.31 e desenvolvendo o produto ficaremos com a seguinte ex-

pressao

5/ R, g"/—gd'z — 5/2/{5M\/—gd4m =0. (2.35)
Q w

Vamos desenvolver o primeiro termo referente ao campo gravitacional, aplicando

a regra da multiplicagao da derivada

5 / R /=g = / 5(Ryn) g™/ =gd'z + / Rud(g™y=g)d'e.  (2.36)
Q Q Q

E possivel simplificar essa expressao usando a definicdo do tensor de Riemann

2.22 para o escala de Ricci 2.31, dado pela equagao logo abaixo

or'
SR, =0 ( o Zr Z I mk) : (2.37)

E usando o lema da geometria Riemanniana: "E sempre possivel escolher um

sistema de coordenadas no qual todos os simbolos de Christoffel sao nulos em um deter-
minado ponto”, em que tal sistema é denominado sistema de coordenadas geodésicas. De

modo que o nosso tensor de Ricci pode ser reescrito da seguinte forma

ort,  art
— gk Ul
Ry =6 ( o axk> . (2.38)

Em outras palavras um pouco mais precisas e diretas, localmente a curvatura

é plana e como os simbolos de Christoffel nos dizem a corre¢ao devido a curvatura, se
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nao ha curvatura nao hé correcao a ser feita. A derivada nao se anula porque derivada é
taxa de variacao de um ponto a outro ponto e essa variagao pode nao ser necessariamente
plana, por isso obtemos tal resultado.

E uma vez que sabemos que as correcoes sao nulas, as derivadas covariantes
condizem com as derivadas parciais. Para conseguir ver essa relagao basta usar a relagao
da derivada covariante obtida anteriormente (2.21) e fazer o simbolo de christoffel igual a
0

6R,, =V, (I7,) — V,(oI%). (2.39)

Multiplicando ambos os lados por y/—gg"”

V—=99" R, = V=gV, (¢"0L7],) = V.,(¢"017,)]. (2.40)

Que pode ser reescrita fazendo uma troca de indices

V—=99"" Ry, = /—gVa(g"oT%, — g" L%, ). (2.41)

Ajustando os termos e integrando de ambos os lados

/ V=99" R, = / Foa (V99" 0T, — g oT,). (2.42)

E usando o teorema de Gauss, mantendo os limites fixos, a integral deve ser nula

/ V=99""6R,,, = 0. (2.43)
Q

Agora vamos analisar a outra integral da equagao 2.36, ja desenvolvendo a regra

do produto

/Rﬂyé(\/—gg“”)d%:/RW\/—gég‘”’d‘lx—i—/Rﬂyg“”&/—gd‘lx. (2.44)
Q Q Q

Usando a identidade

1
_T

Podemos substituir de volta na integral

5/ = N T (2.45)

/RW(S(\/—gg“l’)d‘lx:/R#V\/—gég“”d4x—/ w3 \/ g#,,ég“”d‘lx. (2.46)
Q Q

Q
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/Ruyé(\/—gg“”)d% = / V=g {RW — %ng} SgMdiz. (2.47)
Q Q

Entao a agao para o campo gravitacional é da seguinte forma

1
) / Lod's = / V=g [RW— QRgW} SgMd . (2.48)
Q Q

Se considerarmos os campos externos nulos, essa acao nos traz a equagao de

campo de Einstein no vacuo na forma covariante

1
RMV — §Rguy =0. (249)

Caso haja campos externos é necessario desenvolver a acao com o termo L.
Para economizar espago e tempo deixarei essa parte para o leitor, caso se interesse, ler
com mais detalhes no TCC de Mateus Reinke [30], o principal ja foi mostrado.

A agao com o termo de campos externos tem a seguinte forma

1
5/\/—g£Md4x:/5\/—gTW5g“”d4x. (2.50)
Q Q

Substituindo todas as a¢oes encontradas na agao total 2.33 ficaremos com a se-

guinte equagao

1
5/ \% _g(Rm/ - §Rg,uu - KTMV)(;Q“UC#J} = 0. (251)
Q

Da qual podemos retirar a equacao de Einstein na forma covariante

1
R, — §RgW = KT },. (2.52)

Sendo que agora tempos a presencga do tensor Energia-momentum, o que repre-

senta a presenca de matéria no espaco.

2.4 Tensor Energia-momentum

Na teoria de Newton, a gravidade é explicada como uma forca de atracao que
atua entre duas massas. Essa forca é descrita pela Lei da Gravitacao Universal dada pela
equacgao 2.53 abaixo.

mimes

F=G

. (2.53)

r2
Em que G ¢é a constante de gravitagao. Nessa teoria, a massa, ou mais geralmente

densidade de massa, é uma quantidade conservada. Na teoria da relatividade especial a
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massa m de uma particula nao é mais conservada, mas esti relacionada a energia e a

magnitude do momento através da seguinte rela¢ao [16]

E? = p*c® + A (2.54)

E existem leis de conservagao que se relacionam a energia (incluindo massa-
energia) e ao momento. Portanto, devemos esperar que, em uma teoria relativistica,
a fonte de gravitagao nao pode ser apenas massa, mas deve também envolver energia e
momento. Como essas "fontes"de gravitacao devem, de alguma forma, aparecer em um
tensor, é normal pensarmos que a quantidade que estamos procurando seja um tensor.
Nesse caso em especifico é o tensor de momento-energia.

O tensor energia-momento descreve a distribuic¢ao e o fluxo de energia e momento
em uma regiao do espago-tempo, é um tensor que tem como uma de suas propriedades
fundamentais a simetria, ou seja, T"" = T"*. E de forma resumida podemos dizer que as

componentes do tensor energia-momento sao:

e 79 _ E a densidade de energia.
e 7% _ E o fluxo de densidade de energia na direcao 1i.
e T% - E o fluxo de densidade de momento i na direcdo j.

e " - E o fluxo do momento, que chamaremos de pressao p.

Como iremos estudar o caso de um fluido ideal, ou seja sem viscosidade, os termos
T% com i # j serao nulos, porque nao havera forcas perpendiculares as interfaces. E como
também nao estamos considerando que ha troca de calor entre as particulas, fazemos
t% = ¢ — 0. Os componentes do tensor momento-energia para um fluido ideal é dado

covariantemente por

T = (p+ p/A)UMT” — pg™. (2.55)

Em que p é a densidade de massa U* ¢ a 4-velocidade e p é a pressao que atua no
corpo. Com todas essa informacoes, podemos finalmente caracterizar o tensor momento-

energia T* que é dado por

T = (2.56)

o O O
o O
=k O O
o O O

00 p

O fato de T'' = T% = T33 = p nos diz que a quantidade de colisoes sao iguais
em todas as diregoes, e também nos mostra que estamos trabalhando com um fluido

homogéneo e isotropico.
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2.5 Revisando o buraco negro de Schwarzchild

O precursor do que conhecemos hoje como buracos negros é conhecido como as
"estrelas negras"de John Michell. Que embora nao fossem exatamente o que entendemos
hoje como buracos negros, elas representam uma importante etapa no desenvolvimento
das ideias sobre a gravidade. Michell, baseado nas leis da gravidade de Newton e na ideia
corpuscular da luz (em que a luz era composta de pequenas particulas), fez uma previsao
surpreendente em que argumentou que uma estrela suficientemente massiva e compacta
poderia ter um campo gravitacional tao forte que a velocidade de escape em sua superficie
seria igual ou superior a velocidade da luz.

Para que um objeto, como uma particula, um planeta, etc..., consiga escapar do
campo gravitacional de corpo massivo, ele precisa alcancar uma determinada velocidade,
que é conhecida como velocidade de escape. Nessa velocidade, a energia cinética do objeto
em movimento supera a energia potencial gravitacional que tenta puxa-lo de volta. Michell
se perguntou o que aconteceria se uma estrela tivesse a velocidade de escape maior do
que a velocidade da luz e conclusao que ele chegou foi que a luz nao conseguiria escapar,
ficando presa a superficie e,portanto, essa estrela seria invisivel para nés, uma vez que
nao hé luz saindo dela. De forma independente, o francés Pierre-Simon Laplace, em seu
livro Sistema do Mundo, chegou a mesma conclusao que John Michell, sendo que de uma
maneira bem mais analitica do que as argumentacoes de Michell [1].

Para calcular a velocidade de escape v, de um objeto de massa m ¢é necessario

que a energia cinética seja igual a energia potencial [39], da seguinte forma

2 2GM
m2ve =mgR = v.=1/ GT (2.57)

Em que M é a massa do corpo massivo que estd atraindo e G é a constante

universal de gravitagao. Como estamos supondo que a massa M é constante a velocidade
de escape se torna uma funcao do raio R do corpo. Dessa forma, deve existir um raio,

que chamarei de a, tal que a velovidade de escape seja a da luz, ou seja

2GM 2GM
= a=
a c?

. (2.58)

CcC =

Ou seja, se um corpo de massa M com um raio igual ou menor que a, a velocidade
de escape seria igual ou maior a velocidade da luz.

Em 1915 Einstein publica a sua teoria da relatividade geral no qual descreve como
a massa e a energia deforma a curvatura do espago-tempo, representada pela equagao
2.52. A solugao de Schwarzschild é a primeira solu¢ao exata das equagoes de campo de
Einstein. Ela descreve o campo gravitacional fora de uma massa esférica, nao carregada e
nao rotativa, no vacuo. Schwarzchild apresentou seu trabalho em 1916, ja em coordenadas

esféricas, que possui a seguinte estrutura [18]
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ds? = — (1 . %) dt? + (1 - %) T 420z (2.59)

Em que dQ? = d©? + sin? §d¢? ¢ o angulo sélido e r, = 2GM/c? é o termo co-
nhecido como raio de Schawrzchild. Repare que se r = 0 o termo gg nao tem validade
matemaética e se r = ry 0 termo gy; se iguala a zero e novamente temos uma métrica
singular. As singularidades encontradas na equacgao 2.59 sao denominadas de singulari-
dade intriseca e pseudo singularidade, respectivamente, pois, uma dessas singularidades
(r = 0) é uma singularidade associada a solu¢ao e nao ha como contornar, a outra singu-
laridade (r = r5) é uma singularidade que é possivel contornar com uma transformagao
de variaveis. E foram justamente essas singularidades que deram origem aos estudos dos
buracos negros que conhecemos hoje e que incentivou o estudo de buracos negros com
outras propriedades e caracteristicas diversas da de Schwarzchild como como o buraco ne-
gro de Kerr, que possui rotagao, buraco negro de Reissner - Nordstrom, que é carregado

eletricamente, e o buraco negro de Kerr-Newman, que possui rotagao e carga elétrica.

2.6 Termodinamica de buracos negros

Antes do desenvolvimento da termodindmica dos buracos negros, os mesmos eram
vistos principalmente como objetos puramente gravitacionais, sem relagao direta com a
termodindmica. Isso comecou a mudar na década de 1970, quando fisicos comecaram
a perceber paralelos entre as propriedades dos buracos negros e as grandezas e leis da
termodinamica classica. Bekenstein foi um dos pioneiros no estudo da termodinamica dos
buracos negros. Em 1972, ele propos que os buracos negros poderiam ter uma entropia
proporcional & adrea. A ideia de Bekenstein surgiu de uma tentativa de preservar a segunda
lei da termodinamica, o qual afirma que a entropia total do universo nunca diminui, ao
"perder"entropia do universo quando um corpo adentrasse em um buraco negro [2]| e
com essa entropia poderia encontrar alguma informacao sobre o interior do buraco negro,
inacessivel pelo lado exterior.

Nesse mesmo trabalho, Bekenstein postulou a segunda Lei da Termodinamica
Generalizada, impondo que a variagao da entropia de um buraco negro somado & variacao
da entropia do exterior nunca diminuem. Mais tarde, com o avanco formal da teoria, a
analogia entre a termodindmica cléssica e a mecéanica dos buracos negros foi solidificada,

levando a formulac¢do que apresentamos [5].

e Lei zero: Analogamente a termodinamica classica, a lei zero trata do equilibrio
térmico. Sabemos que, se dois sistemas estao individualmente em equilibrio térmico
com um terceiro sistema, entao eles também estao em equilibrio térmico entre si.
No caso de um tnico sistema, isso implica que a temperatura deve ser uniforme em

todo ele. No contexto dos buracos negros, isso significa que:
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A gravidade superficial de um buraco negro estaciondrio € constante sobre o seu

horizonte de eventos

e Primeira Lei: A primeira lei mostra a relacao entre a variagado de massa do buraco
negro de acordo com a variacao da sua area (A), do momento angular (L?) e da sua

carga (Q), postulada da seguinte forma

AM = 8idA + QpdL + O dQ (2.60)
N

Em que k é da gravidade superficial, Qp é a velocidade angular e @5 é o potencial
elétrico na superficie do buraco negro. E é possivel fazer um paralelo com a primeira
lei classica da termodinamica, M seria o equivalente a U, k seria o equivalente a
temperatura, a drea A seria o equivalente a entropia e 0y e ®x juntamente com a

variacao do momento angular e da carga equivale ao trabalho realizado W.

e Segunda lei: E possivel enunciar a segunda lei da termodindmica como

A soma das mudancas de entropia do buraco negro e do exterior nunca decrescem.

dS + dS.s > 0 (2.61)

e Terceira Lei: De modo resumido e direto é dito que a terceira lei da termodina-
mica para os buracos é a inacessibilidade do zero absoluto em um ntmero finito de

processos termodinamicos, entao podemos dizer que

E impossivel reduzir a gravidade superficial de um buraco negro a zero em um

numero finito de operagoes

2.7 Radiacao Hawking

A teoria da relatividade geral de Albert Einstein forneceu a base para a descri¢cao
dos buracos negros como solugoes das equagoes de campo de Einstein. Essas solucoes,
como a métrica de Schwarzschild, descreveram buracos negros como regioes do espago-
tempo das quais nada, nem mesmo a luz, poderia escapar. No inicio da década de 1970,
Bekenstein propos a ideia de que os buracos negros possuem entropia, com a area do
horizonte de eventos sendo proporcional & entropia. Essa proposta sugeria uma conexao
entre a gravidade e a termodindmica, mas ainda faltava uma compreensao completa sobre
como essa entropia poderia se manifestar fisicamente. A contribuicao mais significativa

veio em 1974, quando Stephen Hawking, um fisico teérico britanico, fez uma descoberta

26



Capitulo 2. Tépicos em Relatividade Geral, Teoria Quantica de Campos e uma breve
analise das distribui¢oes Gaussianas e nao Gaussianas

surpreendente ao aplicar a mecéanica quantica ao horizonte de eventos de um buraco negro.
Ele mostrou que os buracos negros nao sao completamente negros, mas emitem radiacao
devido aos efeitos quanticos perto do horizonte de eventos.

Neste trabalho, Hawking investiga como o buraco negro, estabilizado, leva a cri-
agao de particulas bem como seu espectro de radiagao (radiagdo Hawking) [6]. Para
entender o que seria essa radiacao Hawking imagine que um par de particulas virtu-
ais seja criado nas proximidades do horizonte de eventos, como mostrado na figura logo
abaixo [40]. Se, antes de se aniquilarem, uma das particulas do par cruzar o horizonte
de eventos enquanto a outra nao, e essa ultima escapar para o infinito, ela pode ser
interpretada como radiacao emitida pelo horizonte de eventos do buraco negro e detec-
tada por um observador distante. Essa radiagao define o buraco negro como um sistema

termodinamico, cuja temperatura é conhecida como temperatura de Hawking.

< Q) ) Q

Figura 2.3: Imagem esquematica de como funciona a radiagao hawking.

Os calculos a serem desenvolvidos daqui em diante, teve como base a tese de
dissertacao de Joao Chakrian Raphael Viana Duarte [6], com uma pequena diferenga
de que seu trabalho foi realizado sobre as cordas césmicas, em que consequentemente
foi necessario utilizar coordenadas cilindricas. Aqui irei desenvolver as mesmas ideias s6
que de forma anéloga para coordenadas esféricas, uma vez que estamos trabalhando com
buraco negro de Schwarzchild.

Partindo do método de Hamilton-Jacob [17] iremos resumir nossos passos para

obtencao da temperatura de Hawking da seguinte maneira:

1. Formulamos a equagao de Klein-Gordon para analisar a interacdo de um campo

escalar no espago-tempo curvo gerado pela singularidade (buraco negro).

2. Propomos uma solucao para a equacao derivada, expressa em termos da acao de

trajetoria, de modo que a equacao resultante ¢ uma equacao de Hamilton-Jacobi.

27



Capitulo 2. Tépicos em Relatividade Geral, Teoria Quantica de Campos e uma breve
analise das distribui¢oes Gaussianas e nao Gaussianas

3. Sugere-se uma separacao de variaveis adequada, que simplifica o problema a uma
quadratura. Em seguida, aplica-se a teoria de residuos e polos para resolver a

integral de forma analitica.

4. O fator de emissao, derivado dos passos anteriores, ¢ comparado ao fator de Boltz-
mann da distribuicao térmica de particulas, permitindo assim a determinagao da

temperatura de Hawking.

Comecando com a equagao de Klein-Gordon em espacos curvos

L o, (g on)d - o
—_gv( —99""0,) TR =0. (2.62)

Vamos desenvolvé-la utilizando a regra do produto para as derivadas

§

1 2

. UA _ﬂ —
__gﬁv(\/ 99”0\ P h261> 0,

, 0P 1 0o m?
Oy (gA %> + —_—gan\/—_g (9/\”@> - ﬁq) = 0. (2.63)

Podemos usar a seguinte identidade [3]

1
——0sv—g =1"4. 2.64
Lowi-1, 204
Lembando que I'g, sdo os simbolos de Christoffel dado pela equagao 2.20. Que

resultard em

O ) 0P m?
Oy <9A @) + Fvn (gAn@) - ﬁq) =0. (265)

O termo entre parénteses é o componente do gradiente do campo escalar 6@, de

modo que podemos reescrever como

2
v v m
(V@) + 17, (V)" — ﬁq) =0. (2.66)
A equacao acima pode ser vista como aplicagao da divergéncia sobre o gradiente

do campo escalar, de modo que a equagao pode ser reescrita da seguinte forma

m2
g’“’VHVv@ — ﬁq) =0. (267)
Utilizando o fato de que, para o campo escalar, a derivada covariante se simplifica

para a derivada parcial, V,® = 0,®, podemos escrever ainda da seguinte maneira
2

gWVA&@)—%%ézo. (2.68)
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E usando outra identidade 3|

Vo(VO)s = 0.(VE)s — [7,(VP),. (2.69)

Substituindo 2.69 em 2.68

m2

g“” [@(8@)1} — Ffw(ékd)),\} h2 (I) = 0,
A m’
g"0u0,® — gL}, 00—~ = 0. (2.70)

Precisamos adequar a equagao 2.70 para o nosso caso de buracos negros esféricos,
para isso precisamos definir o nosso elemento de linha correspondente a uma simetria

esférica, dado por:

ds? = —gu(r)dt* + g, (r)dr® 4 goo (1)d0° + goy(r)de?. (2.71)

Tal elemento de linha decorre do fato de a métrica de Schwarzchild ser diagonal
e por isso tem apenas os termos diagonais mencionados, em que r é a coordenada polar

das coordenadas cilindricas. Substituindo 2.71 em 2.70 ficamos com

9"0,(8,®) + " 0,(0,®) + g™ 0p(Dp®) + g°?04(0,®) — ¢"'T%,0,
2
m

72 =0. (2.72)

—g" 7,0, — g"'Thp0p® — g5,0,® —

Agora precisamos solucionar essa equagao 2.72. Para isso ¢ usado uma solugao

na forma da aproximacao WKB. Essa proposta é justificavel, pois no horizonte de eventos
o nimero de onda radial se aproxima do infinito, o que implica um grande desvio para o

azul (blueshift) [28]. Por isso é usado o seguinte ansatz

(4

S(t,r,9¢)} . (2.73)

Em que S representa a agao da trajetéria associada ao tunelamento de uma par-
ticula. Substituindo 2.73 em 2.72, ja desenvolvendo as respectivas derivadas, ficaremos

com a seguinte expressao
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g%, (ieésats) + 470, (ieéSaTS) + g%, (%eésa(,s)

h h
670, (+e159,8 ) — "%, [ +et50,8 ) — g7, (LekS0,8
. . o
9" T (%625695> — 9Ty, (%625%5) - %6%3 = 0. (2.74)

Podemos desenvolver um pouco mais aplicando a regra do produto das derivadas

1 T 1 1 i
g" (—ﬁehsatsats + ﬁensafs) g (—ﬁeﬁs&sars - ﬁeﬁ%fS)

1 i L ) i
g™ (—ﬁehsﬁtS&gS + %eﬁsatQS) +g" (—ﬁeﬁs@S@tS’ + %ehsatzs)

- "}, (%6;?5&:5) - g1y, (%6;?5@5) — TG (%6%5895)

oo (1 is m? g
2
Multiplicando ambos os lados por -3 colocando termos em evidéncia

en

gtt(atS)Z+grr(ar5«)2+990(665)2+g¢¢(a¢5)2+m2
. 7; [gttatZS+grrags+9690028+g¢¢azs+gttrit8t5+gr7’r:rars

+ g"T9609S + 715,055 ] = 0. (2.76)
Usando a teoria da pertubacao

S(t,7,0,6) = Sy(t,r,0,8) + hSi(t,r,0,) + K2Sa(t,r,0,6) + ... (2.77)

Substituindo 2.77 na equacao anterior 2.76 e desprezando os termos h e superi-

ores, ficamos com a seguinte expressao de Hamilton-Jacob. Tal aproximagao ¢é valida |,

pois, o ansatz 2.73 considera a aproximagao para comprimentos de onda pequenos. Essa

aproximacao esta ligada a interpretacao semiclassica, onde S é vista como a fungao prin-

cipal de Hamilton, assumindo que h é suficientemente pequeno, permitindo assim o uso

dos termos de ordem zero na expansao. Também é valido lembrar que como estamos con-

siderando apenas o termo de ordem 0 as segundas derivadas vao se anular e os simbolos

de Christoffel, os quais sao uma derivada de 1° ordem que ao serem multiplicados por

0, (com p = 0,1,2,3) se torna uma derivada de segunda ordem, o que acaba também

eliminando a aproximacao.
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91(0,55)% + 9" (0,55)% + 9%(06S,)? + g%%(D4S,)? +m?* = 0. (2.78)

Seguindo os procedimentos de resolucao de uma equagao de Hamilton-Jacob, pre-

cisamos agora propor uma separacao de variaveis razoavel. Que sera da seguinte maneira

S,(t,r,0,¢) = —Et +w(r) + Job + Jyp + C. (2.79)

Em que Jy e J, sao constantes ligadas as componentes do momento angular nas
diregoes e ¢, respectivamente. C é uma constante, E é uma constante associada & energia
e w(r) é a nossa fungdo da coordenada radial a ser determinada. Substituindo 2.79 em

2.78 ficamos assim

E?g" + g7 0w (r)? + g" J§ + g**J¢ + m* = 0. (2.80)

Isolando 0,w(r)

1
v

Uma vez que temos a derivada da funcao que queremos encontrar, basta integrar

drw(r) ==+ \/—E2gtt — g% J; — 9?05 —m?. (2.81)

para encontré-la

1
w(r) = j:/dr{ \/—EQQ“ — g% J2 — g% J? — m2} ) (2.82)
/grr 0 ¢
Para facilitar nossas contas podemos utilizar a seguinte relagao gy = —g,.!, pre-

sente na métrica de Schwarzchild 2.59. Ficando com a seguinte expressao

1
wa(r) = j:/dr {F\/E2 — g [9%JF + g% % + m?] } : (2.83)

Agora temos que desenvolver a integral e o método mais pratico e facil para
solucionar é utilizando a teoria de residuos e polos. A nossa fungao logo acima tem um

polo simples, de modo que podemos calcular o residuo da seguinte maneira [10]

Z res{ f(zo} = ;}(/((xxi)) (2.84)

Em que x(z,) # 0 e ¥'(x,) = 0. Vamos identificar quem ¢é cada termo na nossa

integral

W) =g"@) = W)= eg(@),
x(@) = /B2 — gr7(a) [ ()3 + g%¢().2 + m?]. (2.85)
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Substituindo podemos encontrar nosso residuo

1

S res{f(a,)} =
()

VE? = g7 (@) [¢(@).F + g#(2).J3 +m2]. (280)

59

T=xo

Uma vez que determinamos o residuo da fungao f(x) podemos comegar o célculo
de integragao no plano complexo como mostrado na figura logo abaixo. Para isso é
necessario calcular a integral ao longo de um contorno que contorne o polo x, e avaliar
como esse desvio do polo influencia o resultado final da integral. Assim, foi selecionado
um contorno de integracao fechado que consiste em um semicirculo infinito no semiplano

superior, com um pequeno desvio semicircular de raio infinitesimal 0 em torno de z,

Im

e ——

]
\\_&V Re

Figura 2.4: Imagem esquemaética da integragao no plano complexo.

Dessa forma a nossa integral se tornou uma integral de caminho e pode ser sub-

dividida em 4 outras integrais

To—0 0o
j{f(x)dx:/ f(x)dx—i—/cf(x)dx—i— f(x)dx—l—/semicirculo infinito,

To+0

=270 » res{f(z.)}. (2.87)

Em que ¢ é o contorno no polo z,. Agora precisamos encontrar o valor da integral
i) ¢ f(z)dz, uma vez que a integral sob o semicirculo infinito é nula pelo Lema de Jordan [10]
e as demais sao nulas por nao possuirem polos simples em seu caminho. Pela série de

Laurrent sabemos que

oo

flx) = Z an(x — )" = a1 (2.88)

n=—oo

Em que a_; é o residuo, entao
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/ f(z)dz = Zresf (o) . (2.89)

T — T,

Fazendo a seguinte mudanca de variavel

T —x, = 0e'?,
. (2.90)
dz = i6edg.

Substituindo na integral 2.89 ficamos assim

/ fo / X res (z )ide**dg.

deid

= [ west (e
¢
2m
— i3 res{fla)} [ do
= iWZres{f(:co)}. (2.91)
Agora finalmente podemos calcular o valor da integral 2.87

7{ flz)dz =im Z res{ f(z,)}. (2.92)

E utilizando o resultado ja obtido 2.86, e relembrando a equacao 2.87 para a

obtencao de W4 (r), encontraremos

Walr) = + ( ig:; VE = g7 (n) [0+ g () 2 4w, (2:99)
dr

Uma vez que o polo x, no plano complexo esta representando a localizacao do

T=r4

horizonte de eventos 7, e devido ao fato de ¢""(r}) = 0, a equagao anterior fica assim
s
Wy=+——F. (2.94)

i rr
drg

r=r4
Agora que conhecemos a fungao W (r) podemos dar continuidade aos calculos
para encontrar a probabilidade de emissao. podemos determinar as probabilidades de

emissao e absor¢ao pelo horizonte de eventos que sdo dadas por [38], [8], [9]
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Paeso xexp { =2 1m(5) | = exp {Zltmwy) 4 mie)}, 299
P cexp {2 m(5) | —exp { Z () + @) f. (290)

Ou seja, para sabermos qual que é a probabilidade de emissao precisamos de
alguma relacao entre Im(w,) e Im(C). Para isso, iremos o utilizar o fato de que ao atra-
vessar o horizonte de eventos, a probabilidade de a particula penetrar no buraco negro é
de 100%. Esse fato pode ser utilizado como uma condi¢ao de contorno para determinar a

constante C em 2.96, procedendo da seguinte forma

1 =-exp {—%[Im(w} + Im(C’)]} ;
0 =TIm(w_) + Im(C),

Im(w_) = —Im(C). (2.97)

Mas nos precisamos saber de w,, usando a relagao 2.94 podemos obter 2 expres-

soes, uma para w, e uma para w_ e a partir disso obter uma relagao entre as duas

s s

drg _ drg _
r=r4 r=r4
Logo podemos concluir que w, = —w_ e com isso podemos dizer que
Im(W,) = Im(C). (2.99)

Usando 2.99 em 2.95 teremos

4
1—‘emissélo = €Xp {_ﬁlm(W+)} : (210())

E usando 2.94 em 2.100

4mFE
1—‘emisseio = exp _Tr— . (2101)

d
—arr
hdrg T=T+
De forma que a temperatura de Hawking é obtida ao comparar o fator de emissao

obtido em com o fator de Boltzmann da distribuicao térmica e Kbt (fazendo Kp = h=1)
1 dgT‘T'
Ty =—
T ( dr )

34
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A equagao 2.102 fornece a formula geral para calcular a temperatura de Hawking
a partir da métrica do buraco negro esférico. Este resultado, que deriva da aplicacao
do método de Hamilton-Jacobi, é uma consequéncia direta dos célculos realizados por
meio de integrais de caminho e do tunelamento no horizonte de eventos. Vale destacar
que utilizaremos esse método ao longo do nosso estudo para determinar as propriedades

termodinamicas dos buracos negros esféricos e estaticos.

2.8 A distribuicao Normal, Levy e Cauchy

2.8.1 Distribuicao normal

A presente se¢ao ird mostrar o comportamento das distribui¢oes Gaussianas e nao
Gaussianas, mais especificamente as distribui¢oes de Lévy e Cauchy. Entretanto, para
tal, é necessario entender um pouco sobre cada uma delas, mostrar seu comportamento e
caracteristicas para um maior entendimento sobre o assunto abordado.

Também conhecida como distribuicao de Gauss, essa distribuicao, de forma bem
simplificada, descreve como os valores de uma variavel aleatoria sao distribuidos em torno
de uma média. A distribuigao Gaussiana ¢ caracterizada por dois pardmetros: a média p
e o desvio-padrao o, ambos muito bem definidos. E a funcao de densidade probabilidade
¢ dada por [33]

1 _ew?

P(x) = e 2T . (2.103)
oV 2w

Em que x é a nossa variavel aleatéria. De imediato, ao se comparar com 3.4,
percebemos que foi feito 4 = 0 e ¢ = 1 na densidade que foi utilizada para realizar as
contas. Para entendermos melhor sobre os efeitos de ;v e o na distribuigao, observemos
os dois graficos logo abaixo. No grafico da esquerda foi mantido o desvio-padrao fixo e
variado a média, enquanto que no grafico da direita foi mantido a média fixa e variado
o desvio-padrao. Podemos concluir, a partir desses graficos, que a média nos traz a
informagao do valor central, do quanto que o pico seré deslocado para a esquerda ou para
direita com relagao ao centro e o desvio-padrao nos traz a informacao de o quao largo é
em relacao & média, além de nos informar qual sera a altura do pico da distribuicao.

E uma das principais aplicabilidades dessa distribuicao é pelo Teorema central
do Limite (TCL) [32] que nos afirma o seguinte: "Sob certas condigoes, a soma de um
grande nimero de variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas (IID),
independentemente de sua distribuigao original, tende a uma distribui¢ao normal conforme
o numero de varidveis cresce", é valido salientar que o TCL se aplica apenas a variaveis
com uma média finita e uma varidncia finita. Alguns processos que apresentam um
comportamento descrito pelo TCL sao: erro em medigoes, alturas de pessoas e médias

amostrais.
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Figura 2.5: Gréafico da distribuicao Gaussiana variando a média e o desvio-padrao.

2.8.2 Distribuicao de Lévy

A distribuicao de Lévy é uma distribuicao de probabilidade que pertence a classe
das distribuicoes a-estaveis, uma classe de distribui¢coes que mantém sua forma ao se-
rem somadas. Ela é caracterizada por uma cauda pesada, o que significa que eventos
extremos (valores muito grandes ou pequenos) tém uma probabilidade maior de ocor-
rer do que em distribuicoes com caudas leves, como a distribuicao Gaussiana. Ge-
ralmente é escrita em termos da transformada de Fourier da sua funcao caracteristica
ft,a, B,0,p) = e?G0Bom em que ¢(t, a, 8,0, 1) é dado por [33]

itp — |ot|*(1 — iBsignlt] tan[ga]) para « # 1

o(t, o, B,0,p) = (2.104)

2
itp — |ot|(1 — iBsign[t]—In]|t]]) para a=1
7r

Em que o (0 < o < 2) é conhecido como indice de Lévy (ou como indice da cauda
ou também como indice de estabilidade), 5 (-1 < 5 < 1) é o indice de assimetria, o p
(—o0 < pu < +00) é o pardametro de locagao, o (0 > 0) é o parametro de escala e por

tltimo sing(t) é a fungao sinal, definida da seguinte forma

1, se t>0
sign(t) = 0, se t=0 (2.105)
-1, se t<0

Por sua vez, a distribuicao a-estavel de Lévy, por definicao, é dada pela transfor-

mada inversa de Fourier da fungao f (¢, a, 8,0, 1) [29], que toma a seguinte forma

P(z,a,B,0,1) = 1 /OO explo(t)]exp[—ixt]. (2.106)

21 J_ o
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E possivel obter alguns resultados de nosso interesse dessas equacoes, por exem-
plo, se « = 2 e = 0 nbés obtemos a distribuicao Gaussiana, dado pela equagao 2.103,
discutida anteriormente, quando o = % e f = 1 temos a distribuicao de Lévy, dado pela
equacgao 2.107 logo abaixo, que é o objeto de estudo do capitulo 5 e quando temos o = 1

e [ = 0 obteremos a distribui¢ao de Cauchy, o qual seré alvo de estudo no capitulo 6.

- l @2(;715)
P(z) = \/; T (2.107)

Para compreender um pouco mais sobre essa distribuicao vamos fazer a mesma
analise feita para o caso Gaussiano, entender qual os efeitos dos parametros v e 6. No
grafico (2.6) da esquerda foi mantido o parametro de escala fixo e variado o delta, enquanto
que no grafico da direita foi mantido o delta constante e variado o parametro de escala.
Com isso, podemos inferir diretamente pelo grafico que o parametro de escala v controla
a altura do pico de distribui¢ao, enquanto que o § é o parametro de localiza¢ao da curva.
Uma outra importante propriedade dessa distribuicao de Levy é que ela possui média e
variancia infinitas, bem diferente da distribuicao gaussiana em que ambas sao muito bem
definidas. Uma maneira de checar se a média e a variancia sao infinitas é calculando o

primeiro e o segundo momento, da seguinte maneira

0.30 0.30
4=0.5, 4=05

5, d=11

¥=05, =2

v=0.5, =3 0.25 A

T moe e
I & & e

&

0.25 1

0.20 q 0.20 q

0.15 4 0.15 4

A)
)

0.10 4 0.10 4

0.05 1 0.05 1

/s

0.00 ; x ; ‘ 0.00

T T

Figura 2.6: Grafico da distribuigdo de Lévy variando o pardmetro de escala v e o 4.

e Primeiro momento:

<z >= /OO rP(z)dx. (2.108)

que ao ser substituido pela relagao 2.107 fica assim

[7 [Fex
=4/ dx. 2.1
<x> 27T/0 I x (2.109)
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Ressaltando que foi feito, sem nenhum prejuizo, 6 = 0. Tal integral pode ser facil-

mente vista que diverge & medida que x tende a niimeros muito pequenos.

e Segundo momento:

<’ >:/ 2 P(z)dx. (2.110)
0

Substituindo, novamente, pela relacao 2.107 fica assim
2 Y o 1 =9
<xT>=4]— r2e2 dx. (2.111)
2m Jo

E por fim, para mencionar um pouco de sua aplicabilidade, a distribuicao de Lévy

Também ira divergir.

é largamente utilizada na econofisica, que inclusive a dissertacao base para essa parte do
trabalho é da 4rea de economia [33], mais especificamente na area de mercado financeiro,

também ¢ largamente utilizado em bolsa de valores [19] e até em batimento cardiaco [31].

2.8.3 Distribuicao Cauchy

Como falado ha pouco, noés conseguimos obter a distribuicao de Cauchy fazendo

a =1e¢ =0 naequagao 2.104 ¢ ela tem a seguinte forma [20]
1 gl
Plz)=———7-——. 2.112
(z) m(r—9)2+~2 ( )
Em que x é a nossa variavel aletoria. Vamos analisar o comportamento dos

parametros no grafico 2.7 abaixo
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Figura 2.7: Gréfico da distribuicao de Cauchy variando os parametros de escala v e o 6.

Um primeiro aspecto importante a ser observado no comportamento da distribui-

¢ao é que, em todas as curvas, independentemente do valor atribuido ao parametro, elas
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apresentam a caracteristica de cauda pesada. Esse comportamento é semelhante ao da
distribuicao de Lévy, ou seja, as caudas nao exibem uma queda exponencial, mas sim uma
queda que segue uma lei de poténcia. Essa caracteristica é fundamental para a descrigao
dos fenomenos estudados, uma vez que indica a presenga de eventos de alta magnitude
com maior probabilidade do que seria esperado em uma distribui¢cao com cauda exponen-
cial. No grafico a esquerda, foi mantido o parametro J constante e variado o valor do
parametro -y, enquanto no grafico a direita, o valor de ~ foi mantido fixo e ¢§ foi alterado.
A partir de uma anélise direta dos graficos, podemos perceber que o parametro J tem a
funcao de controlar a altura do pico da distribuicao, afetando a amplitude dos eventos
mais frequentes. Por outro lado, o parametro v atua no controle da posicao da média,
além de determinar a largura da distribuicao em torno da média, influenciando assim a
dispersao dos dados. Essas varia¢oes fornecem uma visao clara sobre a sensibilidade dos
resultados em relacao a cada parametro, sendo fundamentais para entender a dinamica

do sistema em estudo.
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Nao-comutatividade do Espaco-tempo

Neste capitulo iremos apresentar a teoria da nao-comutatividade do espago-tempo,
sobre seus fundamentos e aspectos historicos. Posteriormente iremos analisar como especi-
ficamente a matéria se comporta nessa nao-comutatividade, o que consequentemente leva

a escrita da métrica no espago-tempo nao-comutativo apresentado nos capitulos seguintes.

3.1 Fundamentos

A teoria do espaco-tempo nao comutativo é uma area de pesquisa que surgiu
na intersecao entre a fisica tedrica e a matematica. Ela aborda a ideia de que as co-
ordenadas do espago-tempo podem nao seguir as regras de comutatividade tradicionais,
como fazemos na geometria classica. Snyder foi o pioneiro a formalizar a ideia de nao-
comutatividade [36], que se originou dos estudos de Heisenberg sobre o efeito ultravioleta
na tentativa de encontrar explicagoes para as divergéncias na eletrodinamica quantica.
Em seu modelo, existe uma escala de comprimento minimo universal v/0, geralmente
limitada ao comprimento de Planck, e, como tal, nao ¢ acessivel para observagoes ex-
perimentais [37]. Em palavras mais simples, o termo V0 refere-se a escala associada a
nao-comutatividade, ou seja, uma medida do comprimento ou distancia abaixo da qual
os efeitos da nao-comutatividade do espago-tempo tornam-se relevantes. Assim, torna-se
evidente que o conceito de nao-comutatividade surge entao como uma consequéncia desses
estudos iniciais.

Nessa teoria, as variaveis canodnicas z* e p” no espacgo de fases sao substituidas
por operadores hermitianos z* e p”, obedecendo a relagao de comutacao de Heisenberg
[z#,p¥]. Como consequéncia, o espago de fases torna-se espalhado, resultando na perda
da nocao de ponto. Entretanto, no limite classico onde h — 0, o espago ¢é reestabelecido.

De modo que a nao-comutatividade é introduzida por meio de

[, 2] = i6". (3.1)

40



Capitulo 3. Nao-comutatividade do Espacgo-tempo

Em que 6 representa uma matriz anti-simétrica D x D, com D sendo a dimensao
do espago-tempo, e u,v = 0,1,..., D - 1. Essa relacao, para Snyder, representa a quanti-
zagao do espago-tempo, uma vez que se escrevemos o principio da incerteza generalizado

como

(Az2(Az")?2 > (l,[asﬂ,:m)Q. (3.2)

encontraremos

1
ArtAa® > 10", (3.3)

O resultado mostrado em 3.3 revela que a nogao de ponto no espago-tempo perde
o sentido, uma vez que, para definir um ponto, seria necessario conhecer com precisao, no
minimo, duas coordenadas que formam um par ordenado para indicar a localizacao exata.
No entanto, se considerarmos que uma coordenada, por exemplo, x#, é bem determinada
(com uma incerteza associada a medigdo muito baixa), entao, de acordo com a relagao
3.3, a incerteza na coordenada x" serd muito alta para satisfazer essa relacao. Isso se
deve & existéncia de um comprimento minimo caracteristico do espago-tempo, dado por
V0, e a suposicio de que o parametro de ndo-comutatividade é uniforme em todas as
dire¢oes, com magnitude |6*”| = 6 , o que limita as medi¢oes a distancias acima desse

valor, tornando medigoes abaixo desse comprimento impraticaveis.

3.2 A matéria no espaco-tempo nao-comutativo na dis-

tribuicao Gaussiana

Como mostrado anteriormente, a no¢ao de ponto nao faz sentido em nossos es-
tudos. Seja se tratando de um ponto espacial, velocidade, ou, no nosso caso de pesquisa,
massa. Enquanto que no "espago tradicional" (grandes escalas,comutativo) a densidade de
massa de uma particula pode ser facilmente determinada pela multiplicagao da sua massa
e uma funcéo delta de dirac, mas em escalas proximas a /6 isso ndo é mais verdade.
Devemos agora tratar a densidade de massa como distribuicao de densidade de massa,
em que tal distribuigao, inicialmente, é dada pela distribuicao gaussiana. Posteriormente,
nos capitulos seguintes, iremos trabalhar com distribui¢cao de densidade dada pela distri-
buigao de Levy e pela distribuicao de Cauchy. Por agora, devemos entender que a massa
esta distribuida com uma certa distribuicdo com largura minima v/6.

A densidade de massa, na distribuicdo Gaussiana, ¢ dada por [6], [25]

poc(r) = e, (3.4)
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Em que o G é para identificar que estamos trabalhando na distribui¢ao Gaussiana.
E uma vez que ja conhecemos a densidade de massa, basta utilizar o conceito de densidade

de uma casca esférica para encontrar a distribuicao de massa. Da seguinte maneira

T T M 2
_,
meg(T) :/ 47T7“/2p90(7“/)d7“/:/ 4 ———e w0 dy’. (3.5)
0 0 (470)2
De modo que, para conseguirmos uma expressao analitica para a nossa massa

precisaremos realizar uma mudanca de variavel.

12

U= Z—Q — 7 =+V40u
W (3.6)
g
du = Qedr )

De forma que ao fazer essa substituicao e realizar algumas passos algébricos che-

garemos no seguinte resultado

oM (% 5,
meg(r) = — u2" e “du. (3.7)
v Jo
Em que essa integral mostrada em 3.7 é a representacao da fungao gamma in-
completa superior, mostrada no apéndice. E sua representacao é dada por -y (%, Z—Z),

substituindo

mctr) = 20 (3.4 33)

Para verificar se nosso resultado estéa correto devemos nos recordar do que foi
dito no inicio desse capitulo. Vimos que para uma escala na ordem de grandeza de v/0 os
efeitos quanticos surtem efeito e consequentemente faz com que a distribuicao de massa
no espacgo-tempo nao-comutativo seja diferente da massa no espago-tempo comutativo.
E uma vez que consideramos escalas muito maiores que V0 noés devemos recuperar as
propriedades de um espaco-tempo comutativo. Trazendo essa analise para a equagao 3.8,
se nos considerarmos distancias muito grandes como \/Lg — 00 significa tomar distancias

muito maiores do que a escala V8 e com isso nos devemos ter a funcao gamma incompleta
3 r?
27 46
caracteristica do espago-tempo comutativo. Mostrando que as ideias desenvolvidas aqui

inferior ~y ( ) tomando o valor de I (%) = \/7; Assim, mgg — M e nos recuperamos a
estao coerentes.

Essa analise considera que a nao-comutatividade do espago-tempo é uma propri-
edade intrinseca da variedade e nao uma imposicao de estrutura geométrica pela teoria, o
que implica que a gravidade é indiretamente afetada por ela, pois as equagoes de campo de

Einstein sao modificadas através do tensor momento-energia que incorpora os efeitos nao-
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comutativos. Vale ressaltar que, ao contrario do que poderia ser pensado inicialmente, nao
é necessario modificar a acao de Einstein-Hilbert quadridimensional para incluir os efeitos
da nao-comutatividade do espaco-tempo, bastando interpretar a massa como difundida

em uma regiao de tamanho V0.
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Capitulo 4

Nao-comutatividade no buraco negro

em uma distribuicao (Gaussiana

Neste capitulo vamos discutir os resultados obtidos com relacao a distribuicao de
massa, as propriedades termodinamicas e ao tensor de energia-momento em um espago-
tempo nao-comutativo seguindo apenas a distribuicdo Gaussiana, de forma que todas a
informagoes mostradas nesse capitulo sao sempre relacionadas a distribuicao Gaussiana.

Nos demais capitulos trabalharemos com outras distribuicoes.

4.1 Tensor de Energia-Momento

Para analisar o tensor de energia-momento no espago-tempo nao-comutativo (na
escala de =~ \/5) devemos imaginar o buraco negro como sendo um fluido anisotrépico e

que o tensor tenha a seguinte forma [35]

p 0 0 0
0p, 0 0
T = ’; o (4.1)
1
00 0 po

Em que p representa a densidade de massa, p, representa a pressao radial e p; é
a pressao tangencial. A pressao tangencial deve ser igual para os termos 7% e T%? porque
estamos lidando com uma simetria esférica. Vamos determinar quem sao p, e p, usando

a condicao de conservagao covariante

VT =0, (4.2)

Usando a definicao da derivada covariante apresentada em 2.21 podemos desen-

volver VT'" da seguinte forma
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vV, T =0, T" + U T + TV, T (4.3)

Perceba que o nosso tensor energia-momento possui dois indices, p e v, enquanto
que a derivada covariante apresentada anteriormente possui apenas 1 indice. Por causa
disso é necessario fazer 2 corregoes, o que deixa nosso resultado em 4.3 ligeiramente
diferente do que é apresentada em 2.21. Podemos reescrever essa mesma expressao usando

a definicao dos simbolos de Christoffel apresentada em 2.20

1 1
VVTMV == aVTMV_I_iTAVgMa(aAgua+augaA_aocgu)\)+§T)\nga(a)\gua+auga)\_8o¢guz\>~ (44)

A métrica que estamos trabalhando possui apenas a diagonal principal nao-nula,

por isso podemos suprimir o somatoério em « e em A. Fazendo y = r ficamos assim

1 1
VVTTV = 8VTTV+éTAygra(a)\gua"‘ayga)\_aagzx)\)+§T)\Tgya<a/\gl/a +auga)\_aagl/)\)- (45)

No primeiro termo da equagao acima o v é um indice mudo de modo que podemos
substituir por r sem problema nenhum. No segundo termo temos um somatério em A e
em «, iremos fazer A = v e @ = r . Pois assim, iremos ficar com um somatério em v
tornando-se assim um indice mudo e poderemos trocar por qualquer outro indice, no caso
serd r. E no terceiro termo iremos trocar o somatério em A por r e a por v, pois assim

poderei eliminar alguns termos e facilitara os célculos. Ficamos assim

1 1
VVTTV = arTTT + §Tyygrr(al/gur + ayg’ru - a’r’gyl/) + éTrTgw,(aTgVV + 81’-91’7' - al’g”r) (46)

Como mencionado anteriormente, no segundo termo, irei trocar o somatorio em v
por 1 e irei desenvolver a multiplicagao. No terceiro termo percebe-se que ja possibilidade

de anular alguns termos dentro do parénteses

1 1
VVTTV — arT’I‘T + Trrgrrargrr - ETVugrrargyy + §Tr7’gyyargm/ — 0 (47)

Podemos rebaixar o um indice de 77" da seguinte maneira

T = gT" = g™ T". (4.8)

Vamos abaixar o indice apenas do primeiro termo de 4.7 e calcular sua derivada
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Capitulo 4. Nao-comutatividade no buraco negro em uma distribuicao Gaussiana

1 1
0, (9" T7) + 179" 0 gre — 5T 9" Orguv + 5T 97 0 g1 = 0. (4.9)

Aplicando a regra do produto da derivada

1 1
TIg" 09" + " 0T + 179" Orgrr — ST"g " 09 + 517 9" Drg, = 0. (4.10)

De 2.13 sabemos que ¢"" = (g,») ! e com isso podemos dizer que

87"grr = ar(grr)il = _%87"91”1”- (411)

rr

aplicando esse resultado ficamos assim

1 1 1
—T:_gargw + g”&«Tf + Tﬂg”argrr - §T”Vg”8rgyv + §ngw/arglw = 0. (4‘12)
g

rr

Iremos fazer uma contracao na equagao 4.12 multiplicando por g,.,., lembrando da

relagao 4.8 e lembrando do fato de que ¢""g,, = 1 podemos resumir ela seguinte maneira

1 1
_T:ngargrr + arT: + T:grrargrr - _Tyyargul/ + _TTgw/argw/ = 07

2 27"
1 1
T} = 5T 0rgyv + 519" 0r9u = 0. (4.13)

Da mesma maneira que fizemos para abaixar um indice de T"", vamos fazer o

mesmo para I e isolar 0,7, ficamos assim

1
0,17 = =59" 0rgu (T7 = T7). (4.14)

Devemos agora fazer uma expansao no somatorio em v (ou seja, fazer v = 0,1,2
e 3) e se atentar ao fato de que quando v = r haverd um cancelamento e ja iremos

desconsiderar essa parte

1 1 1
0, T = —§g°°3rgoo(TZ —1T3) — 5909&999(@? —Ty) — §9¢¢3r9¢¢(TZ ~T9).  (4.15)

E possivel encontrar uma relacdo entre 9,ggg € 0rgse da seguinte maneira

46



Capitulo 4. Nao-comutatividade no buraco negro em uma distribuicao Gaussiana

Gop = 17 sin? 0 = ggg sin” 6, (4.16)

1 999

b _ — )
sin?0  sin%6

(4.17)

De forma que ao se utilizar das duas relagoes obtidas logo acima, descobrimos

&g@g = &gw. (418)

E também podemos tirar mais uma informagao devido a simetria esférica do nosso

problema, ¢ a de que T} = T(f . Reescrevendo nossa equagao

1
0.1 = —égoo@gOO(T: — T — ¢%0,g00(T" — T})). (4.19)
Pela métrica de Schwarzchild g;; = —g,!, de forma que para preserva-lo devemos

ter T" = T¢ = p, em que p ¢ uma densidade qualquer. Mas nesse primeiro momento, como
estamos trabalhando na distribuigao Gaussiana, sera dada por 3.4. Assim, a equagao 4.19

toma a seguinte forma

0rp = —9" 0900 (p — T7). (4.20)

Da mesma forma que utilizamos antes, precisamos relembrar que na métrica em

que estamos trabalhando ggy = 72 e g% = T% Fazendo essa substituigao e isolando ¢§

.
Ty =P =p— 0P (4.21)

Em que P, ¢é a pressao tangencial. Pelo fato de que P. # P, temos um fluido
anisotropico. Entao, a primeira conclusao que podemos tirar sobre a pressao radial e a
tangencial em uma distribuicao gaussiana é que devido aos efeitos da nao-comutatividade
nao temos uma pressao nula e a diferenca entre as pressoes tangencial e radial se torna
nitida apenas em escalas proximas de v/0. Voltando ao caso de um fluido perfeito a longas
distancias, como é possivel ver no grafico abaixo

Do grafico 4.1 podemos ver que os efeitos da nao-comutatividade na pressao
tangencial (linha vermelha) e na pressao radial (linha verde) se tornam muito evidentes
entre V0 e 3v0. E voltando ao caso de um fluido perfeito, onde essa diferenca ja é
totalmente desprezivel, a partir de r = 5v/6.

Podemos tentar dar uma justificativa ao fato de a pressao nao ser nula quando
r = 0 analisando a curvatura R. Para isso iremos precisar da equacao de Einstein 2.52
em sua forma simplificada, multiplicando ambos os lados da equacgao por ¢g*”, da seguinte

forma
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— P, Gaussiano
0.8 1 — F. Gaussiano
0.6
0.4
=1
0.2
0.0
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Figura 4.1: Pressao tangencial e radial no espago-tempo nao-comutativo em uma distribui¢ao gaussiana.
No eixo vertical temos a pressao e no eixo horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado
pelo comprimento minimo v/

1
9" R — 59’”’9,”]% = kg"’'TH. (4.22)

O primeiro termo ja sabemos que é o escalar de Ricci dado por 2.31, o segundo
termo se torna uma delta de kronecker 4%, que seu valor é 4 , pois, estamos tralhando em

4 dimensoes. De forma que a equagao toma a seguinte forma

R = xT. (4.23)

Em que x ¢ dado por 87G/c? [16]. Fazendo uma expansao nos indices do tensor

momento-energia e fazendo G = ¢ = 1 ficamos assim

R =8nT,
R=8r(T) + T, +T§ + T3),
R=8n(p+p-+pL+p1). (4.24)

Em grandes escalas, quando 7 >> /0, a curvatura R vai ao infinito quando r —

0 e assim obtemos a singularidade. Mas em um espaco-tempo nao-comutativo isso nao é
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uma verdade. Na equacao 4.24 quando substituimos p, por p e p, pela equagao 4.21 e

fazendo r = 0 obtemos o seguinte resultado [25]

4M
Vh3

Indicando que a curvatura no centro do buraco negro nao ¢é nula, como ja esperado

R= (4.25)

pelo grafico 4.1. E pelo fato de a curvatura nao ser nula, ser finita, no centro do buraco
negro ocorre flutuacoes quénticas, e sao essas flutuagoes que dao origem a pressao radial.
E para r >> v/f, como a pressao radial e tangencial também tendem a zero nesse limite,

R também tendera a zero.

4.2 Distribuicao de massa

Vimos no capitulo 2 que a métrica de um buraco negro do tipo Schwarzchild é
dada por 2.59 [18]

~1
ds* = — (1 - ﬂ) dt* + (1 — %) dr®. (4.26)
r r

Perceba que a parte angular, anteriormente denominada por r2d€?, foi ignorada
porque a sua presenca nao ira afetar os calculos que surgirem, nosso maior interesse esta
nos termos pertencentes a gy € gy...

A métrica mencionada logo acima representa o espago-tempo de um buraco negro
estatico no vacuo e sem rotacgao e, de imediato, ja podemos retirar uma informacao dela,
que sao os valores dos raios criticos e da massa critica para o caso de um espago-tempo

comutativo. Que sao dados por

P9 oM, = MY = %* (4.27)

Em que a notacao r(® é para denotar quando estivermos tratando de alguma

funcao em escalas comutativas, iremos adotar essa notacao durante todo o trabalho, e

MJ(FC) = M©(r,). E importante destacar que coordenada temporal ¢ definida no intervalo

—0o0 < t < 00, a coordenada radial 0 < r < oo e, nao menos importante, a coordenada
polar 0 definida em 0 < # < 7 e a coordenada azimutal é definida em 0 < ¢ < 27.

Com esses passos iniciais podemos avancar para o caso do espago-tempo nao-

comutativo. Para isso nos precisamos relembrar a equagao 3.8, que nos mostra como a

massa esté distribuida gaussianamente

Mo (r) = %7 (; ;“—9) . (4.28)
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E com essa expressao podemos reescrever a métrica para um espago-tempo nao-

comutativo

ds* = — {1 — 4—1%7 (§, r—Q)} dt* + {1 — Z—lﬁv (é, T—Q)} 1 dr?. (4.29)
rv/O ' \2 40 rv/0 ' \2 40

E valido perceber também que ao se analisar na escala comutativa, quando r »
Vo, v (%, g) — F(%) = \/7% voltamos a ter o caso de uma métrica comutativa.

E a primeira informacao que podemos tirar da equagao 4.29 é sobre o termo ggg.
Ao resolver a equagao ggg = 0 para r, podemos determinar se h4 um ou mais valores de
r que satisfazem a condicao, indicando apresenca de um ou mais horizontes de eventos.
Em espagos-tempos nao-comutativos, isso pode levar & formagao de multiplos horizontes,

como um horizonte interno e outro externo, dependendo dos valores de M. Ilustrado no

seguinte grafico

1.0
0.5 1
=
= 0.0
0.5 -
= gy Gaussiano para M= Ve
— thy Gaussiano para M= 1L.wve
— o Gaussiano para M= e
_1.0 -
T T T T T
0 2 4 6 8 10

T4

v

Figura 4.2: ggp em funcgao de % para véarios valores de M.

Do grafico podemos ver que para valores de M < 1.9v/0, representado pela linha
azul, nao ha a formagao de horizontes de eventos, logo nao é possivel a formacao de
um buraco negro para esses valores de massa. Para M = 1.9v/0, representado pela linha
vermelha, ha a formagao de um horizonte de evento degenerado que corresponde a situagao
limite [35] que chama de buraco negro extremo e para M > 1.9v/0 hé a formacao de dois
horizontes de eventos. Uma outra interpretacao possivel para esse grafico é que as curvas

que se formam podem ser interpretado como pogo de potencial [14] e com isso podemos
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saber se um determinado corpo ird orbitar o buraco negro ou nao. perceba que para os
trés casos o corpo que se aproximar desse buraco negro ira orbita-lo, mas para o caso de
M = /0 o corpo precisara de bem pouca energia para "se soltar"do campo gravitacional,
enquanto que para M = 3v/0 o poco de potencial é bem mais profundo indicando que o
corpo precisard de bem mais energia para romper essa ligagao gravitacional.

Voltando a falar um pouco da métrica 4.29, é valido salientar que tal elemento
de linha foi obtido fazendo-se a transicao M — myg e da mesma maneira que obtivemos
os valores do raio e do massa comutativa, podemos obter as equagoes para o caso nao-

comutativo. O raio e massa nao-comutativa tém a seguinte forma

T+\/7_T 1

4 31\’
Y _7_+
()

Repare que se tomarmos o limite ., — 0 a massa na expressao 4.30 nao vai para

2
_ M (3 + (4.30)

e 5’49) = M=

zero e uma vez que se considerarmos que tal objeto "evapora", no sentido de emitir
radiacao, interpretamos que nao existe um limite na evaporacao do buraco negro de
Schwarzchild. O wvalor M,,;, que representa o fim da evaporacao pode ser calculado
fazendo-se v, — 0 na equacao 4.30, que nos retorna

30>

T+

No gréfico 4.3 é representado o comportamento da massa para ambos 0s casos,
comutativo e ndo-comutativo, e o paramento v/ que aparece no eixo horizontal dividindo
r, é apenas uma normalizacao, e tal normalizacao aparecera em todos os graficos. Uma
caracteristica importante de grafico é que quando estamos analisando para valores muito
pequenos de r; ha uma discrepancia enorme entre as curvas da massa comutativa e a nao-
comutativa, enquanto que a comutativa vai a zero, a nao-comutativa explode atingindo
valores enormes. E quando analisamos para valores muito grandes de r, a massa nao
nao-comutativa converge para o caso comutativo. Tal comportamento estd de acordo
com o nosso arcabouco tedrico, que prevé que em escalas proximas a v/, onde os efeitos
quanticas aparecem, ha uma divergéncia entre as massas comutativa e nao-comutativa e
ha longas distancia T 5 o0 o efeitos quanticos sao inexistentes e as duas massas se

Vo

igualam.

4.3 Temperatura de Hawking

Vamos agora calcular a temperatura de Hawking para o buraco negro, utilizando-
se de 2.102
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— Comutativo
600 —Nao-Comutativo Gaussiano
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Figura 4.3: Massa nos casos comutativo e nao-comutativo. No eixo vertical temos a massa e no eixo
horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado pelo comprimento de escala minimo /6.

1 dg’/"f
Ty = —
i ( dr )

Sendo que agora devemos utilizar a métrica no espago-tempo nao-comutativo

(4.32)

r=ri

dado por 4.29, vamos destacar o termo ¢"" e calcular sua derivada

o [y 4M1 (3
e A\ |

dg™ 4]\/[+{1 (3 ri) 1 ,(3 ri)}
-7 =" |7, =) - === (4.33)
dr |, V7 [r3 \2740 re o \2 40
(3 . ~ . e
Em que vy 310 representa a derivada da func¢ao gamma incompleta inferior
em relacao a r,. Substituindo essa derivada, Ty fica assim
e M1 3 ri 1 ,(3 (4.34)
"= g MN\2w) 7\ 2w ‘

Porém também temos uma relacao para M, dado por 4.30, podemos substituir

e finalmente encontrar a expressao para a temperatura Hawking
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(35
1 1 27 40
Ty — = (4.35)

T i T4 37&
M5 70
27460

O resultado 4.35 foi obtida por [35], [34], [25] utilizando abordagens diferentes,

em que nao consideraram a interacao de campos ou o método abordado aqui. O que

mostra que o método de Hamilton-Jacobi é bastante formidavel e todo desenvolvimento
matemaético é valido.

Para verificar se nosso resultado esta correto devemos analisar nosso resultado
4.35 nos devolve o caso da temperatura Hawking no espaco-tempo comutativo, que ja
é um resultado bastante conhecido na literatura. Em outras palavras, devemos analisar
:/—% — 00, que é quando consideramos uma distancia radial muito maior que o comprimento
minimo de discretizacio V0 e dessa forma os efeitos quanticos nao sio mais perceptiveis.

2

. . N . . r . ..
Como discutido no Apéndice, quando consideramos 5 — oo, ao se considerar o limite

assintotico, voltamos a ter uma fun¢ao gamma completa

Fazendo essa substitui¢ao e lembrando que, nesse caso comutativo, ' (%, o) =
I"3)=0
1
Ty = . 4.36
H 47_”,,+ ( )
Que ao se substituir pelo raio de schwarzchild
. 1
T (4.37)

H " 8aM

Que pode ser verificado em [24].

O primeiro aspecto importante a se observar no grafico 4.4 é que em escalas pro-
ximas a v # o casos comutativo e nao-comutativo divergem, como ja esperado devido aos
efeitos quanticos presentes nessa escala. Enquanto que no caso nao-comutativo o buraco
negro consegue atingir a temperatura zero, proximo r = 3\/5, atinge sua temperatura
maxima em aproximadamente r = 4750 e comega a decair assintoticamente para o
zero a medida que aumenta a distancia radial, o comutativo diverge para temperatura
extremamente altas em distancias proximas a V0. Em uma distancia radial de aproxi-
madamente 5.75v/0 os efeitos da nido-comutatividade ja se tornam inexistentes e ocorre a
convergéncia para o caso comutativo e para 7 < 3v/0 ndo ha temperatura definida, uma

vez que estarfamos trabalhando com temperatura negativa, o que nao faz sentido.

4.4 Entropia

Podemos calcular a entropia a partir da primeira lei da termodinamica
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0.40 :
= Comutativo
—Nao-Comutativo Gaussiano

0.35 4

0.30 4
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~ 0.20 4

0.15 1

0.10 4

0.05 +

0.00 I T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40

g

v

Figura 4.4: Temperatura Hawking nos casos comutativo e ndo-comutativo Gaussiano. No eixo vertical
temos a temperatura de Hawking e no eixo horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado
pelo comprimento de escala minimo /8.

dM, = TydS.. (4.38)

Na realidade sabemos que a primeira lei da termodinamica é dada por d@) = T'dS,
e nossa energia é dada por E = Mc%. Sendo que desde o inicio desse trabalho estamos
adotando ¢ = G = 1, o que nos retorna £ = M. E por isso que é possivel fazer a
troca de dQ por dM sem problema e além de que esse é um resultado muito utilizado na
termodinamica de buracos negros, poderia usa-lo diretamente.

A equacgao 4.38 nos leva a

dM 1 [OM,
AS, = = — == ) dr. 4.39
* / T /m TH(arﬁr) " (439
Precisamos calcular M, /Or,, para facilitar nossas contas iremos utilizar a se-
3 i

guinte notagao v = v( ) e tomemos 19 = 0

240

M, = M;
4 v
oM, m,y—ry
= —(—2) (4.40)

8T+ 4 Y
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Substituindo a temperatura de Hawking 4.35 juntamente com a derivada de M,

A I e e Y e A
Y L e B VA el . 441
s.= ”[r; 7] [4( )| (441)

Fazendo-se alguns ajustes algébricos e voltando com a notagao completa da funcao

ficamos assim

gamma incompleta inferior, chegaremos a

S+ = T2 / Wd?”_i_. (442)
0 vl = =+
(2’ 46 )

Um primeiro ponto a se destacar da equacao da entropia 4.42 é que apesar de
tamanho compacto, ela nao é uma integral trivial. De modo que para conseguir um
resultado é necessério utilizar uma aproximagao para a fungao gamma inferior incompleta.
O calculo desenvolvido serda mais detalhado no tépico 4.7 na energia livre, em que tal

aproximacao é detalhada no apéndice deste trabalho.

14
12 -

10 4

0 - Comutativo )
- N&o-Comutativo Gaussiano

e

i

Figura 4.5: Entropia nos casos comutativo e nao-comutativo. No eixo vertical temos a Entropia e no eixo
horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado pelo comprimento de escala minimo v/6.

Do gréfico 4.5, a primeira informagao imediata que podemos retirar dela é que a
entropia é uma funcao sempre crescente. Os efeitos da nao-comutatividade se torna bem
evidente entre 0 e 5v/0 e a partir de r = 61/0 ha a convergéncia entre os casos comutativo
e nao-comutativo, significando que a partir dessa distancia radial os efeitos quanticos nao

sao mais evidentes.
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Para averiguarmos se este resultado esta consistente devemos analisa-la no limite

comutativo, ao substituir a fun¢ao gamma incompleta inferior por T(%) = \/TE, nos ficamos

com a seguinte expressao

Sy =mri. (4.43)

Que ¢ justamente a lei de area de Bekestein [34].

4.5 Capacidade calorifica

Seguimos o estudo das propriedades termodinamicas do buraco negro com o cal-

culo da capacidade calorifica, podemos encontra-la da seguinte forma

C, = (STEH) . (4.44)

Mas usando o mesmo artificio que foi utilizado na entropia, podemos modificar a

equacao logo acima para que ela tenha a seguinte forma
oM, )
M Ty
_ (O (9Tu (4.45)
6T+ (97’+

8M+ . ( 8T+
Porém ja temos uma relagao para 9M: ¢ ¢ dado por 4.40, precisamos agora calcular

C+:

oy~ (9
8T+
or4

3 r?
a expressao %%. Novamente, para facilitar, irei utilizar v = 7(5, 4—5)
1|1 !
n-4[21)
A |ry vy
0w _ 1 [ 1 _o"7—=1" (4.46)
ory Ar | r2 2 ' '

Com esses dados podemos finalmente encontrar uma expressao para C'

N / 1 Moy 271
o {w} {__2 _ u} | (4.47)
g i gl

colocando a expressao em um formato mais adequado

2

3 T+
C, =z {(7 — T-&-’}/) . . ri’y”’y — 7/2711)} ) (4.48)

Esse resultado esta de acordo com [26].
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Podemos verificar nosso resultado analisando no limite comutativo fazendo T—; —
P P no__ 3 3\ ™
00, que terd como consequéncia v’ = v = 0, uma vez que 7(5,00) — F(i) = 5.

Obteremos o seguinte resultado

C'(f) = —2mr?. (4.49)

Este resultado nos indica que a capacidade calorifica do buraco negro no espaco-
tempo comutativo é sempre negativa, o que significa dizer que a medida que perde massa
sua temperatura aumenta e que a mesma ¢é termodinamicamente instavel [22] e também

significa que transi¢oes de fase devem ocorrer.

— Comutativo
200 — N&o-Comutativo Gaussiano

100 +

, |--.C.‘D —100 +
—200 +
—300 +

-400

—500 A

{

v

Figura 4.6: Capacidade calorifica nos casos comutativo e nao-comutativo Gaussiano. No eixo vertical
temos a capacidade térmica normalizado pelo comprimento de escala minimo /6 e no eixo horizontal
temos o raio do horizonte de eventos também normalizado pelo comprimento de escala minimo /6.

De maneira geral nés podemos dizer que a capacidade térmica determina a es-
tabilidade termodinamica do buraco negro. Para C > 0, o buraco negro é localmente
estavel e para C < 0 o mesmo ¢ considerado localmente instavel [22|. Para comegarmos
nossa analise do gréafico vemos na equagao 4.45 que qualquer zero da funcdo 0Ty /0r
implica em um polo para a capacidade térmica e nos diz o momento em que ha um troca
de sinal para a capacidade térmica, que no nosso grafico é representado pelas assinto-
tas em 7, ~ 2.9v/0 e rL R 4.5v0 para o espaco-tempo nao-comutativo na distribuicao
Gaussiana representado pela linha verde, no comutativo, linha vermelha, nao ha polos.
Um outro ponto importante para analise é quando C = 0, enquanto que no caso comu-
tativo é previsto que ele consiga atingir esse ponto, ou seja, ele para de trocar energia,

no espago-tempo nao comutativo Gaussiano a capacidade aumenta indefinidamente sua
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capacidade térmica. Uma interpretacao possivel para esse acontecimento é que, em linhas
gerais a capacidade térmica também esta relacionada com a quantidade de energia que
deve ser adicionado ou retirado ao sistema para variar sua temperatura e a temperatura
esté relacionada ao horizonte de eventos como podemos ver 4.35, o que vemos no grafico
4.6 é que seria necessario uma transferéncia de energia infinita para reduzir o raio do ho-
rizonte de eventos a zero, o que seria impossivel. E para distancia radiais de ry ~ 7 V0 os
efeitos da nao-comutatividade deixam de existir e passa a convergir para o espago-tempo

comutativo.

4.6 Energia interna

Vamos agora comegar a investigar o comportamento da energia interna a fim de
entendermos com mais profundidade sobre as propriedades termodindmicas do buraco
negro esférico de Schwarzchild. Comegamos investigando a energia interna no espago-
tempo comutativo e posteriormente iremos encontrar a energia interna no espaco-tempo
nao-comutativo na distribuicao Gaussiana. Iremos prosseguir com o mesmo procedimento
que esta na referéncia [6], adaptando o que for necessario.

Vamos considerar uma uma cavidade esférica de raio finito R, com R >r,. Fora

do horizonte de eventos a temperatura é dada por

(¢)
7@ _Lu
9u(R)

Em que g4 representa a componente temporal do tensor métrico dado em 4.26,

(4.50)

sendo que agora devemos utilizé-lo em fungao do novo raio R. A temperatura T em 4.50 é
dada em termos da temperatura de Hawking no espago-tempo comutativo ponderado pelo
fator de Tolman [15] o qual leva em consideragao o desvio para o vermelho ao afastar-se
do horizonte de eventos. Como o sistema dentro da cavidade R consiste apenas do buraco
negro esférico, variagoes de energia estao associadas a variagoes na massa da mesma, de
forma que podemos escrever a primeira lei da termodinamica da seguinte forma dE =

TdS, que resulta em

S+ oS’

T+
T9ds = M, +/ T, R) (—*) dr',.. (4.51)

E“ = My + /
or’,

So To
A equacao descrita logo acima é valida considerando-se as condigoes de contorno

E(rg) = My e S(ro) = Sp. Ou seja, o que estamos considerando é que a temperatura no

horizonte de eventos ¢ dada por 4.36

1

Ty = . 4.52
" 47TT+ ( )
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e que a entropia é calculada por meio de 4.43

Sy =m(rl —rj). (4.53)

Na equacao de entropia citada, é considerado como condi¢ao inicial que Sy vale
e ,por isso, pode-se obter a entropia dada pela equagao 4.43 ja que AS, = S, — 5y =
Sy — 0 =54, mas tal condigao nao ¢ mais necessaria. De maneira direta, como estamos
interessado em encontrar uma expressao para a energia interna comutativa, iremos utilizar
todos os resultados obtidos também no espaco-tempo comutativo. E de forma anéloga,
quando for para obter a expressao para energia interna nao-comutativa iremos utilizar
todos os resultados obtidos no espaco-tempo nao-comutativo.

Precisamos calcular S, /0r, para poder substituir na expressao

oS
Sy =7n(rl —rd) — L =2mr,. (4.54)
8T+
Substituindo
Ty
E© = M,y + 27?/ TO,, Ry dr, . (4.55)

T0

Precisamos encontrar uma expressao para 7%, para isso iremos substituir 7' IEIC)
na expressao. Mas antes vamos explicitar a expressao de g, (R) para o caso comutativo
2M
gu(R)=1— T (4.56)

Vamos reescrever gy (R) substituindo a expressdo para a massa comutativa, da

seguinte maneira

R =1-=-% & g @R®=1-"% (4.57)

Substituindo 7’ I(f) e a nova expressao de gy (R) em 4.50 podemos encontrar uma

expressao para ele

1 1

T = —. (4.58)
Amry /1 — =
Colocando-a na equagao da energia interna
(c) ol 1 rogd
E'Y = My + 27 ridr. (4.59)

/
ro  Amrl f{ e
R

e, finalmente, para resolver essa integral é necessério fazer uma substituicao sim-
/

r . ~
plesu=1-— % e desenvolvé-la, obteremos a seguinte expressao
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E<C>—MO—R[\/ —%—\/1—%’}. (4.60)

Repare que se ry < ry, a contribuigao para M, no lado direito de 4.60 é positiva.
Como 1 representa o valor inicial do raio de horizonte de eventos, a energia interna
comutativa aumenta com o aumento do raio e, analogamente, a energia interna comutativa
diminui com a diminui¢ao do raio.

Agora que ja possuimos a expressao da energia interna comutativa, vamos desen-
volver os céalculos para encontrar a energia interna no espago-tempo nao-comutativo na
distribuicao Gaussiana. O passo a passo a ser desenvolvido aqui é idéntico ao feito ante-
riormente, sendo que agora nés devemos utilizar os resultados obtidos no espago-tempo
nao-comutativo.

Consideremos uma cavidade esférica de raio R, com R > r,, e a temperatura é
dada por

T
T=_-7 (4.61)

gi(R) .

Repare que agora nao temos mais a simbologia (c¢) para indicar o espago-tempo

comutativo. Vamos explicitar g, (R) para o caso nao-comutativo Gaussiano

AM 3 R?
gu(R) =1— R\/%’y (5, @) . (4.62)

Mas podemos reescrever substituindo M, por sua expressao dada por 4.30. Irei

7‘2
adotar a seguinte notagao por praticidade: (2, 725) = v(ry) e v(3, f—;) =v(R)

4 ryT (R
Rym 4 ~y(ry)’

gu(R) =1 "% ) (4.63)

gu(R) =1—

Substituindo a temperatura de Hawking no espaco-tempo nao-comutativo dado

por 4.35 e essa nova expressao para g (R), encontramos uma expressao para T

1 (1 ! 1
T=— [— 7 (”)} . (4.64)
4 T+ ’Y(T-i-) i 'y(R)
Ry(ry)
Para seguir adiante precisamos relembrar da equagao de como encontrar a energia
interna
o o (051
E = My,+ T(r',R) | == | dr. (4.65)
To arJr
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Ou seja, ainda precisamos encontrar uma expressao para a derivada parcial da
entropia. Para isso é necessario utilizar a equagao 4.42 e a regra da cadeia para derivadas,

da seguinte maneira

aSI /
ds', = dr' =3 g (4.66)
67"+ Y(r'y)
Com todos esses dados podemos encontrar a expressao para a energia interna
T4 1 1l ool dr'
E::A%—kX@i/‘ { , _’V§+?4] i S (4.67)
4 Sy D0h) 20 . y(R)
R(r))

Agora nosso problema é resolver essa integral, mas "ataca-la"diretamente nao é
uma boa ideia , pois, contém muitos termos dependentes de 7/,. Precisamos deixar ela
equivalentemente menor para conseguir obter a expressao. Para isso, basta ver que o

termo entre colchetes pode ser reescrito em forma de derivada

d (v N _at) =0 1 A0
drly (’Y(TL)) B V(') AR CAN (4.68)

Reescrevendo em termos essa derivada

E= %+f/”d<“> dry (4.69)

o dri \n (%) . v(R)

~ RA(r)
Para con,seguir ir adiante é necessario definir uma nova fungao P de forma que
P=P@,)= W(T;C ] e lembrar de usar a seguinte regra da cadeia quando for necessario
dP = ddf ' Degirnindo essa nova funcao e praticando um pouco de algebra chegaremos

a seguinte expressao para energia interna nao-comutativa

() ()]

Os resultados mostrados no gréficos 4.7 ilustram que ha uma grande diferenca de

JTR
2v(R)

comportamento para ambas as energia em distancias proximas a ry ~ 1.5v/6. Enquanto
que no caso comutativo a energia interna do buraco negro pode atingir o valor nulo,
quando a nao-comutatividade do espago-tempo é considerada, vemos que a energia interna
do sistema nao pode ser nulo, mas atinge um determinado valor minimo em r, ~ 2.5/0.
A diferenca entre as duas curvas ¢ significativa até meados de r,. &~ 4.5v/0, mostrando que
a nao-comutatividade influencia o comportamento termodindmico do sistema em toda a

escala do espaco-tempo da ordem de 5v/8 e como neste intervalo os valores percorridos pela
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10 :
= Comutativo
—Nao-Comutativo Gaussiano
8 r
6 -
€3
4 .
2 -
0
T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8
s
v

Figura 4.7: Energia interna nos casos comutativo e ndo-comutativo Gaussiano. No eixo vertical temos a
energia interna e no eixo horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado pelo comprimento
de escala minimo v/0. Para a plotagem do gréfico foi feito My = 0 e ro = 0.

linha verde do espago-tempo nao-comutativo sao sempre maiores que os valores percorridos
pela linha vermelha do espaco-tempo comutativo, é possivel notar que numa escala até
uma ordem de grandeza do comprimento de Planck, o sistema ¢ mais energético do que
se esperava quando nao havia consideragao dos efeitos de nao comutatividade do espaco-

tempo.

4.7 Emergia Livre

Vamos dar inicio ao estudo da energia livre do buraco negro no espaco-tempo
nao-comutativo, comecemos pela energia livre comutativa F(©). Uma vez que sabemos a

energia interna comutativa (4.60) podemos calcular a energia livre por meio de [6]

F© = EO(r, R) — T8, (4.71)

Entretanto ja possuimos cada um dos componentes dessa equagao, que sao as
equacoes 4.70,4.58 e 4.53. Basta fazer uma substituicao simples e algumas manipulacoes

algébricas que encontraremos a seguinte expressao

1 (r2—r?)
F© = M+ R \/1—@—\/—3— + 0/ | 472
0 R R AR [ (472)

V' R
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Essa é a equagao da energia livre no espaco-tempo comutativo.
Para encontrar a energia livre no espaco-tempo nao-comutativo, basta utilizar a

mesma relacao que antes

F = E(T+, R) — TS+ (473)

Vemos que precisamos calcular a entropia do sistema, dado por 4.42. Como dito
anteriormente, essa nao ¢ uma integragao simples, o truque é usar uma aproximagao para
a funcao gamma apresentada no apéndice. De forma que a integral da entropia pode ser

calculada usando-se a expansao assintotica para a funcao gamma, da seguinte maneira

5 Nﬁ » > (1-2k)/2 Nﬁ z3 .
R ot e (7 N

Na aproximagao acima usamos a expansao em menor ordem apenas, com k = 0,
2

, T .
€ 110 NNIOSSO Caso O X € ﬁ (§ podemos reescrever a 1ntegra1 CcOomo

/ QN S / " e dr (4.75)
———dr, = —dr’,. .
oy _’T_f . "o ﬁ 1— r 6742;? '

2746 2 VTVo
De modo que resolvendo essa integral e considerando um ntmero suficiente de

termos podemos chegar a seguinte expressao

2 2 40 40 2 g
e LR R St N

Em que erf( ;\%) ¢ a funcao erro. De forma que podemos escrever a equacao da

energia livre como

[ 2 (i) o)) - 2 o]

Para a equacao ficar completa vamos substituir também a expressao para energia

interna dado por 4.70
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Figura 4.8: Energia Livre nos casos comutativo e ndo-comutativo Gaussiano. No eixo vertical temos a
energia livre e no eixo horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado pelo comprimento de
escala minimo V0. Para a plotagem do grafico foi feito My = 0 e 1o = 0.

Perceba que a equacao da energia livre acima 4.78, apesar de ser extensa, se reduz
ao caso comutativo no limite que r, / V0 — oo. E é possivel mostrar isso atentando ao

fato de que se r} >> 0 e R* > 13 entdo R* >> 0, e isso significa dizer que os termos que

2
%, f—;) — 7(%, o00) — ‘/7;, assim como também ~y(ry) = 7(%, %9) — */777

Também podemos entender que o termo que contém a funcao erro serda proporcional a

contém v(R) = ~(

R
entdo pode ser desprezado em face dos demais nesse limite (6 << ry, 7, R). Com isso,

uma fracao de 6 nesse limite, pois erf(;7+§) — 1 e arazao & é menor do que 1. Esse termo

podemos mostrar que a energia livre nao-comutativa no limite comutativo tende a F(©)
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VT R kI P LV
41 — re VA2 [m 'y(nr)] [ J +—[1-1]-—[0 0]]
R /2

= My+R \/1—@—\/1—r—+ L (5 —r)

= F, (4.79)

Em que F© ¢ dado por 4.72.

O grafico dos resultados associado & equagao 4.78 é apresentado na figura 4.8
e 0 mesmo nos mostra que a energia livre assume valores positivos e negativos. Vemos
também que o caso comutativo e nao-comutativo s6 se cruzam quando r é muitas ordens
de grandeza superior ao comprimento caracteristico v/, como esperado. Analisando a
equagao que utilizamos para encontrar a energia livre, F = E - T'S | o acoplamento T'S
na expressao é quem vai determinar o sinal da energia livre e observando o grafico 4.5
da entropia vemos que tanto para o caso comutativo quanto o nao-comutativo a medida
que r, aumenta, S, aumenta e é uma fungao sempre crescente. O que implica dizer
que se a energia livre assume valores negativos para determinado valor de r, é devido a
contribui¢ao da entropia S, o que é bem explicito no grafico. Também ¢é véalido notar
que no caso nao-comutativo, F passar a ser negativo de forma mais tardia (em termos de
valores de r ) em comparagao ao caso comutativo, vemos que para o caso nao-comutativo,
representado pela linha verde, a energia livre passa a ser negativo em torno de ~ 3.5v/6
e para o caso comutativo, representado pela linha vermelha, passar a ser negativo em
~ 3.1V/0. Este fato representa outra forma de verificar o que vimos no grafico 4.7 da
energia interna, em que verificamos que a energia interna é maior na nao-comutatividade
do que na comutatividade até uma escala de 3.5v/6, uma vez que se E é maior, F = E -
Ty S, também sera positivo e s6 assumiréd valores negativos & medida que S aumente.

Dependendo do sinal a variagao da energia livre representa o trabalho realizado
pelo ou sobre o sistema num processo isotérmico reversivel. Assim, vamos analisar fazendo

a seguinte observagao [4]

AF = AE — TyAS,. (4.80)

Mas
AE =TygAS, —W. (4.81)
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Substituindo

AF = —W. (4.82)

Ou seja, a variagao de F representa o trabalho consumido pelo sistema no processo
isotérmico e o sinal de AF depende se W > 0 ou W < 0. Para regioes com valores menores
query = 3.1V0 a energia livre é sempre positiva e por isso podemos investigar as variagoes
AF = F; — F;, com Fy sendo a energia livre final e F; a energia livre inicial, da seguinte
maneira: se Fy > [, entao AF' > 0 e a relagao 4.82 nos diz que o trabalho foi realizado
sobre o sistema e se Fy < F; entao AF < 0 e o sistema realizou trabalho. Para a regiao
ry > 3.1V/0 temos que F assume valores negativos e se |Ff| > |Fj| entdio AF < 0, o
que significaria trabalho sendo realizado pelo sistema e se |Fy| < |F;| entdao AF > 0 e o
trabalho foi realizado sobre o sistema. Varia¢oes entre as duas regioes sao dadas com a
analise da localizagao de F e Fj, pois F > 0 para r; < 3.1v0 e F < 0 para r, > 3.1V/0.
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Capitulo 5

Nao-comutatividade no buraco negro

em uma distribuicao de Levy

Neste capitulo vamos discutir os resultados obtidos com relacao as propriedades
termodinamicas, bem como a analise do tensor de momento-energia em um espaco-tempo

nao-comutativo seguindo a distribuicao de Lévy.

5.1 Tensor Energia-Momento

O procedimento a ser seguido aqui é o mesmo método utilizado no estudo da
termodinamica com distribui¢ao Gaussiana, sendo que vai possuir suas proprias particu-
laridades porque trabalharemos agora com a distribuicao de Lévy. De modo que, o passo
a passo algébrico também é o mesmo que utilizado anteriormente e por isso, em muitos
casos, iremos diretamente as respostas, uma vez que o desenvolvimento matematico ja foi
feito com cautela no capitulo 4.

Primeiramente é necessario saber quem ¢é a nossa nova densidade de massa (pyy,)
considerando a distribuicao de Lévy. Para isso, iremos fazer uma breve alteragao na
equagao 3.4 (que é a equagao que mostra a densidade Gaussiana) e no lugar da distribuigao
Gaussiana irei colocar a distribuicao de Lévy 2.107, com v = 1 e § = 0. Ficando da seguinte

maneira

v

() = A M 1 e
PoL\T) = RN
24v/0m V21 (52

Em que o indice L é para identificar que estamos trabalhando com a distribuicao

(5.1)

de Lévy, A é uma constante de normalizagao que iremos determiné-la em breve e perceba
também que foi acrescentado o termo v/@ no expoente do exponencial e no denominador
junto com r, o motivo para tal ja foi explanado no desenvolvimento das propriedades

termodindmicas na distribuicao Gaussiana. E que sempre iremos fazer um paralelo entre
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a distancia radial r e o comprimento minimo Vo para que possamos analisar os casos
comutativo de cada propriedade termodinamica.
Dito isso, vamos agora determinar a constante de normalizagao A utilizando o

método encontrado no artigo [21]

/0 " pon(r)dr = M. (5.2)

Substituindo 5.1 e isolando a constante de normalizacao, encontraremos a seguinte

expressao

12y O/ ol

'(3)

A (5.3)

Em que I’ (%) é a funcao gamma completa. De modo que, ao se calcular a distri-

buigdo de massa para o caso de Lévy (myy) obteremos a seguinte expressao

3M [
NG w2 e du. (5.4)
VT )y
Onde T’ (’7‘5, ‘:—f) é identificada como funcao gamma incompleta superior mos-
trada no apéndice e podemos reescrevé-la da seguinte forma

mop = 2L <_—3 ﬁ) | (5.5)

2 4r

Mmer =

Devemos analisé-la agora no limite comutativo, devemos checar o resulado quando
-3 V6 )

27 4r

Vo

r

— o0. O motivo para tal surge da fungao gamma incompleta superior, se I' <

for analisada no limite ‘/75 — 0 a fungao gamma incompleta superior ira divergir para o

infinito, entretanto quando for analisada no limite ‘/75 — 00 a func¢ao gamma incompleta

-3 \/5):

superior ird convergir para a fun¢ao gamma completa da seguinte maneira I" (7, o
[(52,00) =T(3) = %E. Que ao ser substituido em 5.5 recuperamos as caracteristicas
do espacgo-tempo comutativo.

Uma vez que ja temos posse da densidade de massa, podemos utilizar o resultado
obtido no toépico 4.1 para conseguir o grafico da pressao radial e tangencial.

Analisando o gréfico 5.1, de imediato, é possivel perceber uma diferenca crucial
no comportamento da pressdo nos casos Gaussiano e Lévy, no caso de Lévy (Linhas
tracejadas), em ambos os casos, é previsto que a pressao se anule quando ry = 0. Podemos
dar uma explicacao para isso analisando a curvatura R, usando a equagao 4.24. Repare
que ao analisar a densidade 5.1 quando ry — 0 o exponencial de fato vai tender zero,
o que consequentemente vai fazer com que a curvatura R também seja, consolidando a
informacao que esté contida no grafico. Uma outra analise interessante é que no caso da

pressao tangencial (linha tracejada vermelha) nos pontos proximos a ry = 0, e em um
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I — P, Gaussiano
' — P. Gaussiano
- P Levy
- P, Levy

0.8 1

g

v

Figura 5.1: Pressao radial e tangencial nos casos Gaussiano e Lévy. No eixo vertical temos a pressao e
no eixo horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado pelo comprimento de escala minimo

V.

intervalo muito curto, é previsto a existéncia de uma forca negativa, ou seja, no sentido
contrario. E possivel perceber também que os efeitos da nao-comutatividade comecam a
perder relevancia de modo mais tardio, enquanto que na distribuicao Gaussiana os efeitos
cessam em torno de r; = 5v/6 nas curvas com distribuicdo de Lévy os efeitos cessam em
uma distancia radial bem maior. E isso é consequéncia de uma caracteristica intriseca da

distribuicao de Lévy, que sao as caudas pesadas mencionadas anteriormente.

5.2 Distribuicao de massa

Prosseguimos agora com o estudo da distribuicao de massa. Uma vez que ja
possuimos 5.5 podemos substitui-la na métrica de Schwarzchild e obter a distribuicao de
massa no espago-tempo nao-comutativo em uma distribuicao de Lévy. A métrica toma a

seguinte forma

ds* = —[1—- -2 | = X2 1— -2 =2 dr*. (5.6)

13M _ (-3 o e 13M (=3 VO\]"
r 27 2 7 4r r 27T 27 4r

Do qual podemos concluir que
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3M (-3 V6 2r /7 1
_ | — M. = ) .
T+ Zﬁ 92 ,47’4_ + (5 7)

r(=3
2

ﬂé

3.0 A
— gy Gaussiano para M= v #
2.5 — thy Gaussiano para M= 1L.wve
— o Gaussiano para M= e
= iy Levy para M= 0.09 Vo

2.0 A —
= gy Levy para M =0.17v' #
- g Levy para M=0.27v0

1.5 1

oo

Figura 5.2: ggo em fungao de % para véarios valores de M.

Analisando o termo ggg no caso de Lévy é notoério a grande diferenca de comporta-
mento entre os casos Gaussiano e Lévy. O primeiro fato interessante, é que em um buraco
negro que segue a distribuicao de Lévy nao ha a previsao de um objeto ira orbita-lo, uma
vez que nao houve a formacao de um pogo potencial, e isso vale para qualquer ordem
de massa. Outro ponto importante a se notar é que no caso Gaussiano, dependendo da
ordem de grandeza da massa, ha a previsao do surgimento de 2 horizontes de eventos,
enquanto que no caso de Lévy, como pode-se ver na legenda, ha a previsao do surgimento
de horizontes de eventos para qualquer ordem de grandeza da massa. No entanto, nao ha
possibilidade de formagao de 2 horizontes de eventos.

Analisando agora a distribuicdo de massa, vemos que ambas as distribui(;()es,
Gaussiana e Lévy, tem em comum ¢é que as distribuigoes de massa a medida que f — 0
explodem ao infinito. E & medida que \[ — 00 a distribui¢ao de massa no caso de Lévy
tende a 0, enquanto que no caso Gaussiano segue o comportamento de uma reta. No
entanto, ao se analisar no limite comutativo, quando :/—% — 00, noés retornamos ao caso

comutativo dado pela equacao 4.27.
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- Comutativo
600 —Nao-Comutativo Gaussiano
—N&o-Comutativo Levy
500 A
400 -
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0
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Figura 5.3: Massas nos casos comutativo e ndo-comutativo Gaussiano e Lévy. No eixo vertical temos a
distribuicdo de massa e no eixo horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado pelo /6.

Ao tomarmos o limite r, — 0 na expressao da massa ela se anula, bem diferente
do caso Gaussiano em que ela nao se anula. Ou seja, nao hd um limite de evaporacao do
buraco negro seguindo a distribuicao de Lévy, ela ird emitir radiacao até sua completa

evaporacao. E a expressao da massa minima é dada por

3
M, = ﬂ (5.8)

r2
5.3 Temperatura de Hawking
A temperatura de Hawking pode ser encontrada através da relacao 2.102
1 dgT‘T
Ty = —
T ( dr )

Calculando a derivada de ¢

_3M [1 p(—3 ﬁ) _ip/<_3 ﬁ)] (5.10)

N Toym |2\ 2 A, re \ 2 4,

Em que I" representa a derivada da fungdo gamma incompleta superior. Substi-

(5.9)

T=r4

dg™
dr

tuindo e desenvolvendo a élgebra, obteremos a seguinte expressao
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2 4 (5.11)
Am |y -3 V0
I(—,—
2 47“+
1.0 ] :
— Comutativo
— Nao-Comutativo Gaussiano
—Nao-Comutativo Levy
0.5 A
M~ 00
_0.5 |
_10 .
T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Ty
v?

Figura 5.4: Temperatura Hawking nos casos comutativo e nao-comutativo Gaussiano e Lévy. No eixo
vertical temos a temperatura de Hawking e no eixo horizontal temos o raio do horizonte de eventos
normalizado pelo comprimento de escala minimo /8.

Diferente do caso Gaussiano, que em pequenas distancias a temperatura Hawking
comega da menor temperatura possivel, a temperatura no buraco negro com distribuicao
de Lévy a medida que :/—% — 0 explode ao infinito, em 7, ~ 4v/6, ¢ atinge a sua tempera-
tura minima em ~ 8v/0. A medida que a distancia radial tende ao infinito a temperatura
Hawking aumenta de valor indefinidamente. Bem diferente do caso nao-comutativo Gaus-
siano e o comutativo, que tendem a valores pequenos & medida que 7\"/—% — 0. No entando,
ao se analisar no limite comutativo, quando :/—% — 00, nos retomamos o caso comutativo

dado pela expressao 4.36.

5.4 Entropia

A entropia pode ser encontrada através da expressao

dM 1 [OM,
AS, — — — ) A2
Sy / Ty /T Ty (87"+ ) dr (5.12)

0
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Em que iremos utilizar a seguinte notagao I' = F( , %) para facilitar a visua-

lizagdo. A expressao da derivada da massa é dada por

oM 2 r—or. I

s T LS (5.13)
8T+ 3 FQ

Onde I" representa a derivada da func¢do gamma incompleta superior. Subs-

tituindo na expressao da entropia e desenvolvendo um pouco de algebra chegaremos a

seguinte expressao

3
8ra2 [T 7!
S, = —+dr’ (5.14)
_l’_ +. .
3 ), T
10 4
5 -
%]
0
_5 -
—Nao-Comutativo Gaussiano
— Comutativo
—Nao-Comutativo Levy
_10 -
T T T T T
0 2 4 6 8 10
T
Vo

Figura 5.5: Entropia nos casos comutativo e ndo-comutativo Gaussiano e Lévy. No eixo vertical temos
a Entropia e no eixo horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado pelo comprimento de
escala minimo V0.

Essa nao também nao é uma integral trivial de ser realizada, de forma que é ne-
cessario fazer uma aproximagao para a fungao gamma incompleta superior para conseguir
efetué-la. A aproximacao feita na fungao gamma é detalhada no tépico 5.7 da energia
livre na distribui¢ao de Lévy. Podemos perceber de imediato o comportamento diferente
da entropia nos casos Gaussiano e Lévy, primeiro ponto a se analisar é que o grafico indica
que a entropia na distribui¢do de Lévy (Linha azul) tem um valor maximo atingido em
~ 1.5v/0 e depois continua decrecendo até S = 0 em ~ 2.7V, apés essa distancia nio faz
sentido analisar a entropia uma vez que entropia negativa nao existe. E de forma similar

a0 caso gaussiano e comutativo, a entropia na distribuicao de Lévy "comeca'no zero.

73



Capitulo 5. Nao-comutatividade no buraco negro em uma distribui¢ao de Levy

5.5 Capacidade calorifica

Podemos encontrar a capacidade calorifica da seguinte maneira

C(OMyN (9T \
= (%) (52) (515)

J& temos a expressao para a derivada da massa, precisamos da expressao da

derivada da temperatura Hawking em relacao ao raio

Ty 1 [ 1 T'T-17?
- |-z - (5.16)

87‘+ - E E F2

=3 0

2 0 dry
vendo um poco de algebra chegamos a seguinte expressao

Lembando que foi utilizado a notagao I' = F( ) Substituindo e desenvol-

3
c, =5 (O relr (5.17)
+ = 2 21N 2.2 :
3 | -I%—ril"D —1"r%
- Comutativo
200 1 —N&o-Comutativo Gaussiano
—Nao-comutativo Levy
lDD | KJ
o 1IN
= —100 -
(S -
=200 +
—300 +
—400 A
_500 ) T T T T T
0 2 4 6 8 10
T
Ve

Figura 5.6: Capacidade calorifica nos casos comutativo e ndo-comutativo Gaussiano e Lévy. No eixo
vertical temos a capacidade térmica normalizado pelo comprimento de escala minimo V@ e no eixo
horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado pelo comprimento de escala minimo /6.

Podemos ver no grafico que a capacidade térmica na distribuicao de Lévy houve
apenas uma assintota, no nosso caso em r; ~ 2.9\/@, o que significa dizer que a fungao
0Ty /Or, tem apenas 1 polo, diferente da distribuicdo Gaussiana que possui 2 polos.
Em outras palavras podemos dizer que a capacidade térmica de um buraco negro que

segue a distribuicao de Lévy hé apenas um tnico momento em que acontece a troca de
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sinal da capacidade térmica. Um outro ponto muito importante para nossa analise é
notar que mesmo em distancias radiais nao muito grandes, antes mesmo de ocorrer a
convergéncia do caso nao-comutativo Gaussiano para o caso comutativo, a capacidade
térmica na distribuicao de Lévy tende a zero rapidamente, o que significa dizer em outras
palavras é que o buraco negro que segue essa distribuicao nao troca calor. E em C =
0 ocorre de forma andloga ao caso Gaussiano, a medida que se aproxima de r, = 0 a
capacidade térmica explode, indicando que em distancias proximas a ry = 0 é necessario
uma quantidade de energia infinita para poder mudar sua temperatura. No entanto, ao se

calcular no limite comutativo, quando ;/_g — 00, obtemos o resultado mostrado em 4.49

+

5.6 Energia interna

Podemos encontrar a energia interna através de

e [ ()
E = My+ T(r',,R) dr’.. (5.18)

/
0 aTJr

Para isso precisamos explicitar a expressao para T, dada por 4.61

11 () 1
T=_ L F(m)} — W : (5.19)
- EF(H)

Em que foi utilizado a seguinte notagao (32, %) = y(ry) e (3, 4%2) =v(R).

Uma vez que sabemos quem é T podemos substituir diretamente na equagao da energia

interna, realizar um pouco de algebra que chegaremos em

() ()]

Analisando o grafico é perceptivel um comportamento bem diferente da energia

47 R
E=DM+ Y-
" T3 T(R)

interna na distribuigdo de Lévy (linha azul) com a energia interna Gaussiana. O primeiro
ponto a se analisar é que no caso Gaussiano a energia interna explode entre r, = 2v/0
e r. = 1.5V/0, enquanto que no caso de Lévy a energia interna explode apenas bem
proximo a origem r, = 0 e decai a 0 zero rapidamente. Nesse caso, ¢é facil de ver o porque
que a energia interna vai a zero, vimos no capitulo 4 na secao 4.5, equacao 4.44, que a
energia interna e a capacidade térmica estao diretamente relacionadas. Uma vez que a
capacidade térmica vai a zero, a energia interna também devera ir a zero. No entanto, ao

;/_g — 00, retomamos o caso comutativo dado

se analisar no limite comutativo, quando "

pela expressao 4.60.
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Figura 5.7: Energia interna nos casos comutativo e ndo-comutativo Gaussiano e Lévy. No eixo vertical
temos a energia interna e no eixo horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado pelo
comprimento de escala minimo v/#. Na plotagem do grafico foi feito My = 0 e 79 = 0.

5.7 Energia Livre

Um vez que encontramos a energia interna nao-comutativa podemos encontrar
a energia livre nao-comutativa na distribuicao de Lévy. Para encontrar a energia livre

usaremos a mesma equagao mostrada no capitulo 4

F = E(T+, R) — TS+ (521)

Mas para conseguir encontrar uma expressao para a energia livre precisamos de
S, irei utilizar a expansao assintética da fungao gamma incompleta superior mostrada

no apéndice

o uPtk
I'(p,z) =T 1—e™ 5.22
(b.2) = T(0) > i (5.22)
No nosso caso p = —% eX = %, substituindo encontraremos
-3 Vo) 4 o 473
P23 VO VT ) (5.23)

2 " 4ry 3 NZS

De modo que a integral da entropia toma a seguinte forma
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T4+ 7,,/
/ t —. (5.24)
o AvT | 4 et M_Z)]

3 T

Resolvendo essa integral nos finalmente conseguiremos obter uma expressao para

a entropia no espago-tempo nao-comutativo na distribuig¢ao de Lévy

3 7"2 — T(Q) 128 7 Ty
+ VY e i N 2

O grafico dessa funcao foi plotada na secao 5.4, é a figura 5.5. Uma vez que ja

sabemos a entropia e a temperatura local T, podemos finalmente encontrar uma expressao

para a energia livre seguindo uma distribuicao de Lévy

() - (")

3 T'(R)
_l[i_F/(m)} 1 [ri—r%_%y(i T, )] (5.26)
2 Ty F(T+> . Ty F(R) 2 ﬁ 2 4\/5
R I(ry)
Lembrando que foi utilizado a notagao v(52, Tii) =7(ry) e v(F, X—}g) = v(R)
20 _
— Comutativo
—N&o-Comutativo Gaussiano
—Nao-Comutativo Levy
10 -
0
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Figura 5.8: Energia Livre nos casos comutativo e nao-comutativo Gaussiano. No eixo vertical temos a
energia livre e no eixo horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado pelo comprimento de
escala minimo v/#. Na plotagem do gréfico foi feito My = 0 e 79 = 0.
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Do grafico podemos inferir diretamente, de modo anélogo ao caso Gaussiano, que
a energia livre em uma distribuicao de Lévy também pode assumir valores positivos e
negativos. Uma diferenca crucial entre as energias livres, é que no caso da energia livre
com distribuicao de Lévy ele passa a ser negativo de forma mais rapida (em termos de
valores de ry) em comparagao ao caso Gaussiano. No caso de Lévy ele comega a ser
negativo em torno de r; ~ 1.75\/5, enquanto que no caso Gaussiano passa a ser negativo
em torno de ~ 3.5v0. Analisando agora a equacgao que utilizamos para encontrar a
energia livre, F = E - T'S, | vimos que o acoplamento T'S, é quem vai determinar o sinal
da energia livre e observando o grafico 5.5 da entropia vemos, desta vez, que a entropia
aumenta de valor até um méximo e comeca a diminuir até zerar. O que significa dizer que
o sinal da energia livre nao depende apenas da entropia, mas também da temperatura
local T. O fato da energia livre ir a valores negativos de forma mais rapida representa
outra forma de verificar o que vimos no grafico 5.7, em que vimos que a energia interna
E decai a 0 em curta distancia e uma vez que E é menor, F = E - T'S, se torna negativo.

Também vimos que

AF = —W. (5.27)

Que nos mosra que a variacao de F representa o trabalho consumido pelo sistema
no processo isotérmico e o sinal de AF depende se W > 0 ou W < 0. Para regioes com
valores menores que r, = 1.75v0 a energia livre é sempre positiva e por isso podemos
investigar as variagoes AF = F; — F;, com F sendo a energia livre final e F; a energia
livre inicial, da seguinte maneira: se Fy > F;, entao AF > 0 e a relagao 4.82 nos diz
que o trabalho foi realizado sobre o sistema e se Fy < F; entdao AF < 0 e o sistema
realizou trabalho. Para a regido r, > 1.75v/6 temos que F assume valores negativos e
se |F¢| > |F;| entao AF < 0, o que significaria trabalho sendo realizado pelo sistema e
se |Fy| < |F;| entdo AF > 0 e o trabalho foi realizado sobre o sistema. No entanto, ao

;/—5 — 00, voltamos ao caso comutativo dado

analisarmos no limite comutativo, quando "

por 4.72.
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Capitulo 6

Nao-comutatividade no buraco negro

em uma distribuicao de Cauchy

De forma analoga ao feito na distribuicao Gaussiana e de Lévy, neste capitulo
vamos apresentar os resultados obtidos das propriedades termodinamicas, bem como a
analise do tensor de Energia-Momento e da distribuicao de massa, sendo que agora se-

guindo uma distribuicao de Cauchy.

6.1 Tensor Energia-Momento

O procedimento a ser seguido aqui é o mesmo que utilizado no capitulo 4, capitulo
em que falamos sobre a distribuigao Gaussiana. Sendo que agora vai possuir suas proprias
particularidades porque trabalharemos com a distribuicao de Cauchy.

Primeiramente vamos explicitar quem é nossa densidade de massa (pyc) levando
em consideragao a distribuicao de Cauchy. Para isso, iremos fazer uma breve alteragao
na equacao 3.4 e no lugar da distribui¢cao Gaussiana irei colocar a distribui¢ao de Cauchy
2112, comy=1e d =0.

1862

1
=A —
poc(r) T T

M
(7 +1)

Em que o indice C é para destacar que estamos trabalhando com uma densidade

(6.1)

de massa que segue uma distribuicao de Cauchy, A é uma constante de normalizacao que
encontraremos logo em seguida e repare também que colocado um # no denominador da
ultima fracao, abaixo do M, isso foi necessario para que futuramente possamos analisar
as expressoes no limite comutativo.

Podemos determinar a constante de normalizagdo A [21| de modo analogo ao que

foi feito no caso de Lévy
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/OOO poc(r)dr = M. (6.2)

Substituindo a densidade e isolando a constante A encontraremos

0
A= . :
1862 (6:3)
De modo que ao se calcular a distribuicao de massa, obteremos
mec(r) = M |r — V0 tan™" (L) . (6.4)

Vo

Entretanto perceba que chegamos a um impasse, se analisarmos 6.4 no limite
— 0 nos iremos obter mpc(r) = 0, 0 que nao ¢ desejavel. e se analisarmos no limite

— 00 a massa nao-comutativa mgc(r) diverge, o que também nao é desejavel. Para

Sk s

conseguir a convergéncia no infinito vamos dividir ambos os lados por r e definir uma nova

variavel m; de tal modo que migc = myc/r que é igual a

\/gtan_l(%)

r

>

migc = M|1-— (65)

Repare agora que se analisarmos no limite comutativo, quando r/—% — 00, nos
recuperamos as caracteristicas do espago-tempo comutativo.

Uma vez que sabemos a densidade podemos usar os resultados obtido na secao
4.1 para plotar o grafico da pressao radial e tengencial.

E perceptivel um comportamento semelhante das pressdes na distribuicdo de
Cauchy, linhas tracejadas cinzas e azuis, e as pressoes na distribuigao Gaussiana. Uma
semelhanca é o fato de que em r, = 0 a pressao nao se anula e podemos verificar isso
da mesma maneira que fizemos anteriormente usando a equagao 4.24 para verificar a

curvatura. Ao se utilizar essa relagdo nos obteremos a seguinte expressao

_ 32M
N

E é justamente devido a essa curvatura nao nula no centro que faz surgir uma

R (6.6)

pressao em ry = 0, com origem nas flutuagdes quanticas [35]. Um outro ponto importante
a ser comentado é que os efeitos da nao-comutatividade sao relevantes em um intervalo
maior do que na distribuicao Gaussiana e isso se deve as propriedades da cauda pesada
que se encontra na distribuicao de Cauchy. O que em outras palavras significa dizer que
a pressao em um buraco negro que segue a distribuicao de Cauchy volta a se comportar
como um fluido perfeito apds uma distancia radial muito maior do que a de um buraco

negro que segue a distribuigao Gaussiana
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— P, Gaussiano
0.8 1 — F. Gaussiano

— P. Cauchy
— P, Cauchy

Figura 6.1: Press@o tangencial nos casos comutativo e ndo-comutativo Gaussiano e Cauchy. No eixo
vertical temos a pressao e no eixo horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado pelo
comprimento de escala minimo /6.

O grafico 6.2 mostra o comportamento da pressao em cada caso, e em conjunto,
para um melhor entendimento e visualizagao. Faremos isso em todas as se¢oes daqui em

diante.

6.2 Distribuicao de massa

Uma vez que ja temos a massa nao-comutativa, podemos escrever a métrica nao-

comutativa que segue a distribuicao de Cauchy

V0 tan—! (2 V0 tan—t(=
ds? = 1_2M<1_A) d? + 1—2M<1—A> ar?,
T

r T T

sl

(6.7)
Perceba que se for analisado no limite em que Q—% — 00 nos voltamos a ter o caso

de uma métrica comutativa. Do qual podemos concluir que

VO tan~! (%

&
N———
=
|
.
+
—_
=
@

r+:2M(1—
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— P, Gaussiano
— P. Gaussiano
- P Levy

- P, Levy

— P Cauchy

— P, Cauchy

Figura 6.2: Pressdo tangencial nos casos comutativo e nao-comutativo Gaussiano, Lévy e Cauchy. No
eixo vertical temos a pressao e no eixo horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado pelo
comprimento de escala minimo /6.

Com esses dados em maos podemos fazer uma analise do termo goy da métrica e

estudar seu comportamento e posteriormente fazer o mesmo com a distribui¢ao de massa

1.0
0.5 1
= i
= 0.0
1 - g Gaussiano para M= Ve
1 = thy Gaussiano para M= 1L.9ve
—0.5 1 — o Gaussiano para M=23v#
| = gy Canchy para M=1.2 Vo
] = gy Cauchy para M= 2.18 Vo
1 = thhe Cauchy para M= 3.5 Vo
_1.0 -
— 77— ————————
0 2 4 6 8 10
T4
Vo

Figura 6.3: goo em fungao de T—\/% para vérios valores de M.
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Diferentemente do caso da distribuicao de Lévy, que nao ha previsao de formacao
de um pocgo potencial, na distribuicao de Cauchy hé a formacgao de pocos de potenciais e
sua profundidade vai depender a ordem de grandeza da massa do buraco negro. Perceba
que nos trés casos apresentados um corpo que se aproxima do buraco negro ird "se pren-
der"a sua orbita, mas no caso de M = 1.2v/0 o corpo precisara de pouca energia para
escapar da forca gravitacional, enquanto que no caso para M = 3.5v/0 precisara de um
nivel de energia bem maior para conseguir escapar do campo gravitacional. Também po-
demos inferir desse grafico que para grandezas de massas M < 1.2v/0 nio ha a formacao
de horizontes de eventos, para M = 2.18V/0 ha a situacdo critica que se chama buraco
negro extremo e para M = 3.5v/8 ha a formacao de 2 horizontes de eventos.

E por fim, é interessante notar a semelhanca entre das curvas apresentadas entre
Cauchy e Lévy. O caso do buraco extremo na distribuicao Gaussiana ocorre em r, ~
3v/6 e na distribuicio de Cauchy ocorre em 7, = 1.75v/6. Mal tal semelhanca nao é
coincidéncia, como vimos na secao 2.8.2 a distribuicao Gaussiana e a de Cauchy, em
linhas gerais, sao bem préximas, a Gaussiana é obtida para um o = 2 e a de Cauchy ¢é
obtida para um o = 1, o que os torna distribui¢oes bem proximas. Tal semelhanga ja
possivel ver nos formatos das curvas nos graficos 2.5 e 2.7. Abaixo esta o grafico contendo

o comportamente de gy para todos os casos de distribuicao.

tgh \ — thy Gaussiano para M= Vo _
\ — gy Gaussiano para M= 1.09v' ¢
\ —
—0.5 - , ) — the Gaussianc para M= 3¢
S e T.. = G Levy para M=0.09 Vo
N = g Levy para M=0.17v8
AN - guy Levy para M=027v8
—1.0 A s a
s = thy Cauchy para M=12v ¢
\\‘ - gy Cauchy para M=218V¢
\\\ - thy Canchy para M= 3.5 Vo
=1.5 A s
T T T T T
0 2 4 6 8 10
T4
Ve

Figura 6.4: goo em funcdo de £ para varios valores de M.

NG

Vamos agora analisar o grafico da distribuicao de massa
Primeiramente é valido notar que ao tomarmos o limite r, — 0 na expressao 6.5

da massa ela nao se anula, de modo idéntico ao caso Gaussiano. O que significa dizer,
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- Comutativo
600 —Nao-Comutativo Gaussiano
—N&o-comutativo Cauchy
500 A
400 -
+
= 300 A
200 A
100 A
0
T T T T
0 5 10 15 20
{
Ve

Figura 6.5: Massa nos casos comutativo e nao-comutativo. No eixo vertical temos a massa e no eixo
horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado pelo comprimento de escala minimo /6.

em outras palavras, que ha um limite de evaporagao do buraco negro, ele iré irradiar até
uma determinada quantidade de massa restante.

Do gréafico 6.5 vemos que ambas as distribui¢oes de massa & medida que :/—% se
aproxima de 0 explodem indefinidamente ao infinito mas de maneiras distintas, o que é
esperado devido aos efeitos quanticos. Em r, = 44/ ha uma convergéncia entre os casos
Gaussiano, comutativo e Cauchy e apds esse ponto a distribuigao de massa que segue a
distribuigdo de Cauchy (linha marrom) aumenta de acordo com o crescimento de uma
reta. No entanto, ao analisarmos no limite comutativo, quando f/—% — 00, na equacgao 6.8
recuperamos o caso comutativo.

E por fim, temos o grafico 6.6 em que contém o comportamento da distribuicao

de massa nos trés casos estudados.

6.3 Temperatura Hawking

A temperatura Hawking pode ser encontrada pelo mesmo método utilizado an-

teriormente, utilizando a equacao 2.102

1 dgT‘T
Ty = —
L ( dr )

explicitando a derivada

(6.9)
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- Comutativo
600 —Nao-Comutativo Gaussiano
—N&o-Comutativo Levy
—Nao-comutativo Cauchy
500 +
400
-+
= 300 A
200 4
100 4
0
T T T T
0 5 10 15 20
{
)

Figura 6.6: Massa nos casos comutativo e nao-comutativo. No eixo vertical temos a massa e no eixo
horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado pelo comprimento de escala minimo /6.

dg'" B 1 B 2\/513&1171(:/—%) N rie (6 10)
dr B 2 r3 46| ‘
r=ry + + +

Com isso n6s podemos obter uma expressao para a temperatura de Hawking em

uma distribuicao de Cauchy, que é dada por

_ i 1 1 2\/5‘5&11_1(:/—%) . Ti@ (6.11)
47 (1 \/étan_l(:/_'%)) Ty 7’_2;'_ 7’_2|_ + 9

Tu

T+

Um primeiro ponto importante que podemos retirar do grafico 6.7 é que o buraco
negro que segue a distribuicao de Cauchy consegue atingir a temperatura zero proximo
de r, = /6, enquanto que no caso de um buraco negro negro que segue a distribuicéo
Gaussiana consegue atingir essa temperatura proximo de r, = 3v/#. E valido mencionar
que temperaturas negativas nao fazem sentido em serem analisadas uma vez que que tra-
balhamos com temperaturas absolutas, mas é necessario a sua plotagem para comparac¢ao
com a distribui¢ao Gaussiana e perceber suas similaridades. O grafico também nos indica
que a temperatura Hawking numa distribuicao de Cauchy comeca crescendo de forma
suave e segue crescendo indefinidamente & medida que :"/—% aumenta. No entanto, ao se

analisar a equagao 6.11 no limite comutativo, quando %, voltamos a ter o caso comuta-
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tivo dado pela equagao 4.36. E por fim temos o grafico 6.8 que mostra o comportamento

das temperatura Hawking em cada caso de distribuicao.

1.0

— Comutativo
—Nao-Comutativo Gaussiano
—Nao-Comutativo Cauchy

—0.5

=1.0

T
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Ty

Vo

Figura 6.7: Temperatura Hawking nos casos comutativo, nao-comutativo Gaussiano e Cauchy. No eixo
vertical temos a temperatura de Hawking e no eixo horizontal temos o raio do horizonte de eventos
normalizado pelo comprimento de escala minimo /6.

6.4 Entropia

Podemos encontrar a entropia através de

1 (OM
S :/ —( ﬁ) dr',. 6.12
+ 0 TH 8T+ + ( )

Explicitando a derivada da massa

2\/§tan_1(f/—%) 0

1
M 1 2
0 ,+ _1! Ty - ry +0 ‘ (6.13)
orl. 2 <1 B V@tan (7%))2

T+

Uma vez que temos a derivada da massa podemos facilmente encontrar uma

expressao para entropia
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1.0+
0.5 1
~ o0
_0.5 -
— Comutativo
—Nao-Comutativo Gaussiano
—N&o-Comutativo Levy
—Nao-Comutativo Cauchy
_1.0 -
T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Ty
Ve

Figura 6.8: Temperatura Hawking nos casos comutativo, ndo-comutativo Gaussiano, Lévy e Cauchy. No
eixo vertical temos a temperatura de Hawking e no eixo horizontal temos o raio do horizonte de eventos
normalizado pelo comprimento de escala minimo v/6.

4 V0 tan~ (\;}) 1 2V0tan™ (%) 2
S+ = / 47T(1 7 ) v, r’2 - 2+ 6
0 + + 7 +
2\/_tan 1(%) 0
1— _
1 240
Otan—1(S5)\ 2
(=)
Ty

Um primeiro ponto a se analisar é que é possivel identificar, através de 6.12, que a
temperatura de Hawking na distribui¢cao de Cauchy possui 1 polo simples e o motivo para
tal é que observando o grafico 6.9 podemos ver uma assintonta em r, ~ v/0, indicando
que ha uma inversao de sinal da entropia. Entretanto essa inversao no sinal da entropia
serd ignorada, uma vez que nao faz sentido analisar entropia negativa. Um outro ponto
importante a se observar ¢ a proximidade entre as curvas da entropia na distribuicao
de Cauchy e Gaussiana, tal proximidade, como ja explicado anteriormente, se deve a
aproximacao entre a distribuicao Gaussiana e a distribuicao de Cauchy, corroborando
com o resultado obtido. No entanto, ao analisar no limite comutativo, quando = 75 00

no6s recuperamos o caso comutativo mostrado na equacao 4.43.

87



Capitulo 6. Nao-comutatividade no buraco negro em uma distribui¢ao de Cauchy

30 :
— Comutativo
—Nao-Comutativo Gaussiano
—N&o-Comutativo Cauchy
20 A
10
nn o
_10 -
_20 -
_30 -
T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
T
Ve

Figura 6.9: Entropia nos casos comutativo e ndo-comutativo Gaussiano e Cauchy. No eixo vertical temos
a Entropia e no eixo horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado pelo comprimento de
escala minimo v/0.

6.5 Capacidade calorifica

Podemos encontrar a capacidade calorifica da seguinte maneira

C(OMyN (9T \
= (5)(52) (615)

Mas ja possuimos a derivada da massa, vamos explicitar agora a derivada da

temperatura Hawking

Ty _ 1 r2 +0 0 i_2\/§tan_l(%) ) 9
Ory 4w VO tant(ZE)\ 2 i r2 r2 +0
r2 (1 — . o )
2r°0 _ 4\/@’6& 1(T+)
! ey A g s
+ - . s
"+ "+ (ri+0)

(6.16)

Dividindo 6.13 por 6.16 podemos obter uma expressao para a capacidade térmica
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- Comutativo
200 1 —N&o-Comutativo Gaussiano
—N&o-comutativo Cauchy
100 +
0
= —100 1 T
(SRR
=200 +
—300 +
—400 A
_500 ) T T T T T
0 2 4 6 8 10
T
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Figura 6.10: Capacidade calorifica nos casos comutativo, ndo-comutativo Gaussiano e Cauchy. No eixo
vertical temos a capacidade térmica normalizado pelo comprimento de escala minimo v e no eixo
horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado pelo comprimento de escala minimo /6.

Podemos ver diretamente do grafico que a capacidade térmica na distribuicao de
Cauchy houve apenas uma assintota, no nosso caso em r, ~ 4.5v/8, o que significa dizer
que a funcao 0Ty /Ory tem apenas 1 polo, de modo analogo a capacidade térmica na
distribuicao de Lévy que também apresentou 1 tnico polo. Isso significa dizer que um
buraco negro que segue a distribuicao de Cauchy héa apenas um tnico momento em que
ocorre a inversao de sinal na capacidade térmica. Um outro ponto interessante, é que
diferente dos demais casos, no caso da capacidade térmica que segue a distribuicao de
Cauchy é possivel que ele chegue a ¢, = 0 em r, = 0, indicando que ele nao troca calor
a essas distancias. No entanto, ao se analisar no limite comutativo, quando r/—% — 00, N6S
obtemos de volta o caso comutativo dado pela equacao 4.49. E abaixo esta o grafico com

o comportamento da capacidade calorifica para os trés casos estudados.

6.6 Emergia interna

Podemos encontrar a energia interna através de

T4+ aS/
E = M, +/ T(r,, R) (a f) dr',. (6.17)
T Ty

0

Vamos primeiramente explicitar quem é 7'(+’,, R) usando 4.61
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] - Comutativo
200 1 —N&o-Comutativo Gaussiano
. —N&o-comutativo Levy
] —MNao-comutative Cauchy
100
04 \
= —100 1 T
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~200
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-400
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Figura 6.11: Capacidade calorifica nos casos comutativo, ndo-comutativo Gaussiano, Lévy e Cauchy. No
eixo vertical temos a capacidade térmica normalizado pelo comprimento de escala minimo v/0 e no eixo
horizontal temos o raio do horizonte de eventos normalizado pelo comprimento de escala minimo /6.

(6.18)

Precisamos agora saber quem ¢ dS’, para conseguir encontrar a energia interna,

basta utilizar a seguinte regra da cadeia

oS!
ds’, = (Wi) dr’,. (6.19)

Que obteremos
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-1

T r r2 +0

ClSﬁr = |47 (1

Vi <7+>) [1 Wit (%) 29
. 2v/0 tan~ 1(\—}) 0

1 T4 ri+0

2 (1 V0 tan~ 1(;;))2

r+

dr',. (6.20)

Basta substituir 6.20 e 6.18 em 6.17 que é possivel obter uma expressao para a
energia, nao deixarei ela digitada aqui porque é demasiadamente grande e seria dificil
obter uma boa visualiza¢ao. Devido a complexidade da integral nao foi possivel obter um
grafico para analise, entretanto quando analisamos a energia interna na distribuigao de

Cauchy, quando = — 00 voltamos ao caso comutativo dado pela equagao 4.60.

6.7 Energia Livre

Para encontrar a energia livre basta usar a equacao

F=E-TS,. (6.21)

Ja possuimos todos os ingredientes para encontrar a energia livre, a energia in-
terna foi obtida na secao anterior, T é dado pela equacao 6.18 e a entropia é dado por 6.14.
Pelo mesmos motivos apresentados na energia interna, nao foi possivel obter um gréfico
para anélise devido a complexidade da integral apresentada. No entanto, ao se analisar
no limite comutativo, quando :/—% — 00, noés obtemos como resultado o caso comutativo

dado pela equagao 4.72.
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Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacao, focamos na investigacao do comportamento do espago-tempo
nao-comutativo quando aplicado a buracos negros esféricos e estaticos, um tema de grande
relevancia na fisica teérica moderna. A ideia central foi explorar como as modificagoes
nas distribui¢oes e nas propriedades geométricas do espaco-tempo, decorrentes da intro-
dugao de nao-comutatividade, afetam aspectos fundamentais dos buracos negros, como
suas propriedades termodinamicas, o comportamento da distribuicao de massa e do tensor
de Energia-Momento. Buracos negros, na relatividade geral, sao regioes do espago-tempo
onde o campo gravitacional é tao intenso que nada, nem mesmo a luz, pode escapar. Um
dos buracos negros mais simples, e o que foi alvo de estudo aqui nessa dissertacao, é o
buraco negro de Schwarzschild, que ¢é esférico e estatico. Quando incorporamos a ideia de
nao-comutatividade, estamos introduzindo um conceito da mecéanica quantica que permite
que certas coordenadas espaciais ou temporais nao comutem entre si, isto é, que o produto
dessas coordenadas dependa da ordem em que sao multiplicadas. Nosso objetivo com essa
abordagem foi investigar como essa modificacao afeta a estrutura classica de um buraco
negro, em particular no que diz respeito ao seu horizonte de eventos. A hipo6tese central
é que, ao alterar as propriedades do espaco-tempo para outras distribuicoes além da usu-
almente convencionada, que é a distribuicao Gaussiana, em escalas microscopicas (como
aquelas proximas ao comprimento minimo /), podemos observar novas caracteristicas
ou ajustes nas propriedades termodinamicas do buraco negro, como sua temperatura de
Hawking, entropia, energia interna, etc... Além disso, examinar cenarios nao-comutativo
em distribuigoes nao Gaussianas pode nos fornecer uma ponte para conectar a gravidade
quantica e a relatividade geral. Neste sentido, nossa investigacao se propds a abrir cami-
nhos para melhor entender as corregoes quanticas ao comportamento classico dos buracos
negros.

Levando em consideragao os resultados obtidos sobre o buraco negro esférico e
estatico em distribui¢oes nao Gaussianas, um primeiro aspecto que deve ser mencionado
é que devido as dificuldades de natureza quantica do espaco-tempo, levam a nao haver

um consenso cientifico sobre a nao-comutatividade do espago-tempo. Portanto, a nossa
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contribuicao é tentar compreender as distribui¢oes de massa e as propriedades termodi-
namicas no contexto da algebra do espago-tempo e isto leva a necessidade de redefinir
constantes e limites. Ademais, podemos observar que as propriedades termodindmicas,
de fato, s6 convergem para uma distribuicao Gaussiana. Em outras distribuigoes, apesar
de previsoes tedricas indicarem o contrario, essa convergéncia nao ocorre. No entanto,
é possivel identificar um "padrao"ao analisar os graficos. De maneira geral, uma distri-
buicao Gaussiana é obtida ao fixarmos a = 2 na equacao 2.104, enquanto a distribuicao
de Cauchy emerge ao definirmos a = 1 e a distribuigdo de Lévy é obtida com o = 1/2.
Com isso, concluimos que a distribui¢ao de Cauchy serve como um "meio-termo"entre as
distribuigdes Gaussiana e Lévy, algo que é corroborado pelos graficos. Ao observarmos o
grafico 6.6, referente & distribuicao de massa, no limite comutativo :/—% — 00, percebemos
que a convergéncia com o cenario comutativo ocorre & medida que « se aproxima de 2, ou
seja, & medida que se aproxima da distribuicao Gaussiana. Esse comportamento se repete
nos graficos 6.8 e 6.11, que representam, respectivamente, a temperatura de Hawking e a
capacidade térmica.

Apesar dos resultados significativos obtidos em nossa investigacao, é importante
reconhecer as limitacoes ao modelo utilizado. Em nosso estudo, assumimos que o bu-
raco negro é esférico e estatico, o que implica uma esfericidade perfeita e isotropia (ou
seja, a auséncia de qualquer dependéncia direcional nas propriedades do buraco negro).
No entanto, essa simplificacao pode nao capturar toda a complexidade dos cenérios mais
realistas, especialmente quando consideramos buracos negros rotacionais ou aqueles inte-
ragindo com matéria externa. Um exemplo dessa limitacao pode ser observado na anélise
das distribui¢oes nao Gaussianas, onde vimos que as propriedades termodinamicas do bu-
raco negro tendem a convergir apenas para a distribui¢ao Gaussiana no limite comutativo.
As distribuigoes de Cauchy e Lévy, embora teoricamente promissoras, nao apresentam a
mesma convergencia.

Portanto, fica como uma perspectiva futura o aprimoramento dos resultados ob-
tidos e uma realizacao de um estudo mais aprofundado sobre os aspectos abordados nesta
dissertacao. Além disso, um estudo mais detalhado de certos parametros, ou até a inclu-
sao de novas abordagens teéricas, o qual pode fornecer corregoes e novas perspectivas que

aprimorariam o modelo atual.
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Apéndice A
Funcao Gamma

Definicoes

A funcdo Gamma, denotada por I'(s), ¢ definida da seguinte maneira [13|

[(s) = /000 t e tdt (A.1)

De forma que ao dividir o intervalo da integral em um ponto x > 0 podemos

obter as duas fungoes gamma incompleta

v(s, x) :/ tte tdt (A.2)
0

F(s,x):/ t5 e tdt (A.3)

Em que uma propriedade fundamental entre essas fun¢oes gamma é

[(s) =7(s,z) + (s, ) (A.4)

A funcao A.3 também é conhecidade como a funcao de Prym, que foi um mate-
mético alemao conhecido por seus trabalhos em geometria. E uma vez que consederamos
que tais fungoes sao fungoes da variavel x e do parametro fixo s é possivel notar que no
limite  — 0 o comportamento da funcao gamma incompleta inferior é tender a uma

fungdo gamma vy(s,z — 0) — I'(s), uma vez que

v(s,00) = /000 t" e tdt = T'(s) (A.5)

E essa é uma das propriedades mais fundamentais e utilizadas no nosso trabalho.
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Algumas Propriedades

Destacaremos aqui algumas propriedades sobre as fungoes gamma

e Expensao em série

A funcao gamma incompleta, como vimos anteriormente, tem a seguinte denfinigao

7(s,x):/ t5 e tadt (A.6)
0

Transformando a exponencial sua forma de expansao em série de poténcia ficamos

T Z‘X’ tr Z(_l)k T ke
s—1 k _ s+k—1
k=0 k=0

Resolvendo a integral e ajeitando os termos obteremos a sua expressao para expansao

assim

em série

& N [L’S+k
s,x) = —1)f— A8
(o) = SV (A38)
Tal expansao é série vai ser fundamental para explicarmos logo em seguida a pro-
priedade da derivada da funcao gamma
e Derivada
Existe uma relagao entre as derivadas e ela é dada por

N(s,x)  Ol(s,x)

or ox

=2 te™” (A.9)

Que pode ser verificada usando a expansao em série obtida anteriormente

a S k x8+k _ G (_1)k astrk o s—1 G kxk _s—1_—x
a_xzo(_l) (s+k;)k:!_z(s+k)k:! g = g =

k=0 k=

¢ Expansao assintotica

Essa parte é especialmente ttil no desenvolvimento feito na secao das energias livre
no caso da distribui¢oes Gaussiana e Lévy. Usando A.4 Podemos escrever a expansao

assintotica da fungao gamma incompleta inferior da seguinte forma [6], [7]
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I'(n+1)— efx z" (A.11)

Mas no nosso caso, visto no capitulo 4, n + 1 = s =3/2 e x = 49, de forma que

podemos reescrever da seguinte maneira

r! —r'?
1——F—cm 1 (A.12)

Ja a fungdo gamma incompleta superior tem a sua expansao assintética escrita da

seguinte forma

[(s,z) =T(s) — v(s,x)

:P(S>_6x§s(s+l)~--(s+k)
B . e F(S)xs+k
B Dy
0 $S+k
= T'(s) [e—x ; ey (A.13)

No nosso caso, visto no capitulo 5, s = -3/2 e x = 4ﬁ.
T+

F( 3f> A

2 47'+ 3

iy \/é] (A.14)

¢ Relagoes tteis
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r(1,2) = e

(1,z)=1—e¢"

1(5.) = Vaer (1)
Dz +1) = al(2)

N(s+k+1)=(s+k)I(s+k)
I(s+k)=(s+k—1I(s+k—-1)

I(s+1)=sI(s)
com isso podemos concluir que
D(s+k+1)=(s+k)(p+k—1)--(s41)s[(s)

I(s+k+1)

I(s) =s(s+1)---(s+k—1)(s+k)
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