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Resumo

Neste trabalho vamos discutir sobre a interacdo entre um Buraco Negro de Schwarzschild
e uma Corda césmica. Onde esse trabalho foi inspirado a uma pesquisa publicada na “The
Astrophysical Journal Letters” com o seguinte tema: A Nonthermal Radio Filament Connected
to the Galactic Black Hole? ( Um filamento de rddio ndo térmico conectado ao buraco negro
galdctico?). Nessa pesquisa foi investigado o um filamento de rddio ndo térmico (em inglés,
nonthermal radio filament) (NTF) que foi encontrado préximo ao Buraco Negro Sagittarius A*,
onde foram examinados implica¢des potenciais, onde foi considerado a possibilidade de que
esse filamento seja a manifestacdo de uma Corda Césmica. Com isso, através da Equagdo de
Campo de Einstein chegamos a Métrica de Schwarzschild que descreve o espago-tempo ao redor
de uma massa esférica nio carregada e ndo rotativa, como um Buraco Negro de Schwarzschild.
Esta € uma solugdo exata das equagdes de campo de Einstein na Relatividade Geral e é expressa
em coordenadas esféricas (z, r, 8, ¢). Ao inserirmos o déficit angular da Métrica da Corda
cOsmica na Métrica de Schwarzschild, conseguimos obter o comportamento de uma particula
nas préximidades de um Buraco Negro de Schwarzschild perfurado por uma Corda césmica.

Palavras-chave: Buraco Negro de Schwarzschild, Cordas Césmicas, Relatividade Geral



Abstract

In this paper we will discuss the interaction between a Schwarzschild Black Hole and a Cosmic
String. This paper was inspired by a research published in “The Astrophysical Journal Letters’
with the following theme: A Nonthermal Radio Filament Connected to the Galactic Black
Hole? In this research, a nonthermal radio filament (NTF) that was found near the Sagittarius A*
Black Hole was investigated, where potential implications were examined, where the possibility
that this filament is the manifestation of a Cosmic String was considered. With this, through
Einstein’s Field Equation we arrive at the Schwarzschild Metric that describes the space-time
around an uncharged and non-rotating spherical mass, such as a Schwarzschild Black Hole.
This is an exact solution of Einstein’s field equations in General Relativity and is expressed in
spherical coordinates (z, r, 0, ¢). By inserting the angular deficit of the Cosmic String Metric
into the Schwarzschild Metric, we can obtain the behavior of a particle in the vicinity of a
Schwarzschild Black Hole pierced by a Cosmic String.

b

Keywords: Schwarzschild Black Hole, Cosmic Strings, General Relativity
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Capitulo 1

Introducao

A Cosmologia é a linha de estudos da Astronomia que lida diretamente com a origem do
Universo por meio do uso de aparelhos tecnolégicos e de cédlculos fisicos avangados. No passado,
a Cosmologia foi utilizada pelos pré-socraticos para descobrir a possivel origem do Universo
por meio de observacdes e especulagdes, onde o termo Cosmologia tem sua raiz no idioma
grego antigo, derivada dos termos Cosmos (Universo) e Logos (razdo, organizagdo racional)
(Souza 2004).

Em 1917 foi o ano do nascimento da Cosmologia Moderna, pois foi quando Fisico
alemdo Albert Einstein (1879-1955) publicou um artigo no qual as suas recém propostas equacoes
do campo gravitacional eram usadas para estudar a Fisica do Universo. Esses resultados contidos
nesse artigo sdao hoje conhecidos como o modelo cosmoldgico de Einstein e as equacdes do
campo gravitacional utilizadas neste modelo foram as mesmas que deram origem a Teoria da
Relatividade Geral. Nesse trabalho, Einstein assumiu que o Universo pode ser tratado como um
objeto inico, uma entidade fisica tnica, e que o estudo do Universo como um todo € possivel de
ser feito por meio das leis da Fisica. Além disso, para Einstein o objetivo da cosmologia moderna
¢ obter a estrutura geométrica e a distribuicao de matéria do universo (Ribeiro e Videira 2011)).

Portanto, € através dos estudos de Einstein e de outros Fisicos, como: Edwin Hubble
(1889-1953), Stephen Hawking (1942-2018), Karl Schwarzschild (1873-1916) e entre outros,
que temos a convicgdo de uma série de transformacdes que acontecem por bilhdes de anos, até a
estrutura que conhecemos hoje. Tal que o universo tende a se expandindo cada vez mais, dando
origem aos diversos astros, como: Planetas, Cometas, Estrelas, Galdxias, Nebulosas, Satélites
Naturais, Buracos Negros, dentre outros.

O resultado de uma pesquisa feita em 2017 pelos Fisicos Mark R. Morris, Jun-Hui Zhao
e W. M. Goss foi publicado no periddico cientifico “The Astrophysical Journal Letters” com
o seguinte tema: A Nonthermal Radio Filament Connected to the Galactic Black Hole? (
Um filamento de rddio ndo térmico conectado ao buraco negro galdctico?). Nessa pesquisa foi
investigado o um filamento de rddio nao térmico (em inglé€s, nonthermal radio filament) (NTF)
que foi encontrado préoximo ao Buraco Negro Sagittarius A* ou Sgr A*, tal que esse filamento
ficou conhecido como O Filamento SgrA Oeste (em inglés, The SgrA West Filament)(SgrAWF),
onde é composto de gds hidrogénio ionizado, e possui uma estrutura torcida em forma de espiral,
como mostra a Figl.T]

Assumindo que o SgrAWF tem uma relagdo Fisica com o Sgr A*, foram examinados
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Figura 1.1: O Filamento SgrA Oeste. Fonte:

implicagdes potenciais, onde foi considerado a possibilidade de que SgrAWF seja a manifestacio
de uma Corda Cdsmica de baixa densidade de massa que ficou ancorada no Buraco Negro.

Cordas césmicas sdo objetos tedricos postulados na Fisica, principalmente na cosmo-
logia, que se formariam como defeitos topolégicoﬂ durante as transi¢des de fase no universo
primordial. Até o momento, ndo ha evidéncias observacionais confirmadas da existéncia de
cordas coésmicas. No entanto, a busca por sinais de suas influéncias, como através de lentes
gravitacionais ou padroes especificos na radiagdo césmica de fundo, continua sendo uma area
ativa de pesquisa em Cosmologia e Astrofisica. Portanto, com base no artigo publicado na “The
Astrophysical Journal Letters” decidimos estudar os efeitos de uma Corda Césmica no Buraco
Negro de Schwarzschild, onde analisamos como essa interacdo pode causar uma variedade de
efeitos como: a perturbagdo da forma do horizonte de eventos do Buraco Negro, criando um
comportamento incomum na forma como ele captura a matéria ao seu redor, e uma redistribui¢ao
da matéria e da energia, podendo gerar ondas gravitacionais detectaveis devido a sua interacdo
com a gravidade extrema do Buraco Negro.

Estudar a interacdo entre Buracos Negros e Cordas cdsmicas € importante tanto em
contextos tedricos quanto praticos, no avango do conhecimento sobre o universo. Os Buracos
Negros sao os melhores laboratdrios naturais para testar a teoria da relatividade geral de Einstein,
que descreve a gravidade como uma curvatura do espago-tempo. Ja as cordas cosmicas surgem
em teorias que buscam unir a gravidade com as outras forcas fundamentais. Estudar essa
interagdo pode revelar novas formas de curvatura do espaco-tempo, e desafiar ou confirmar
previsdes da relatividade em regimes extremos.

Um outro fator importante € que as Cordas cosmicas estdo associadas a ideias de quebra
de simetria no universo primordial e aparecem em teorias como a Teoria das cordas e Teorias de
grande unificacdo. Estudé-las em conjunto com Buracos Negros pode fornecer pistas sobre uma
teoria mais abrangente que unifique a relatividade geral e a mecanica quantica, algo que ainda
nao foi alcangado. O entendimento dessa interagdo poderia aproximar os cientistas da chamada

1S30 irregularidades ou perturbacdes que ocorrem na ordem de um sistema fisico e sio caracterizados por sua
resisténcia a serem eliminados por deformacdes continuas.
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Gravidade quantica.

Por fim, o estudo dessas interacdes nos permite explorar o desconhecido, expandindo
as fronteiras da ci€ncia. Buscar entender como a natureza se comporta em situagdes extremas,
como a intera¢do de Buracos Negros com Cordas césmicas, desafia nosso entendimento atual e
estimula o desenvolvimento de novas ideias.



Capitulo 2

Teoria da Relatividade Geral

No ano de 1905, Einstein havia proposto a Teoria da Relatividade Especial. Onde esta
teoria apresentava que: a velocidade da luz no vicuo c é constante, independente da velocidade
da fonte; a massa depende da velocidade; ocorre uma dilatacdo do tempo e uma contracao
do comprimento durante movimento em alta velocidade; massa e energia sao equivalentes e
nenhuma informacdo ou matéria pode se mover mais rapido do que a luz. Em 1907, apenas
dois anos apds a formulagdo da Relatividade Especial, Einstein teve a percepcao que mais tarde
escreveu como “ O pensamento mais feliz da minha vida” . Esse pensamento foi a constatagao
de que, para um individuo que estd caindo livremente, acelerando de um local alto, a sensacdo
que esse individuo terd € como se a gravidade fosse “desligada” , logo, ele ndo sentiria o seu
proprio peso.

Esta ideia, ligando gravitagdo e aceleragdo, permitiu a Einstein o inicio da extensdo da
Teoria da Relatividade para incluir a gravitacdo e mostrar que uma teoria do movimento relativo
geral poderia ser uma teoria da gravitacdo. Foi justamente essa ideia que mais tarde Einstein
chamou de Principio da Equivaléncia.

O Principio da Equivaléncia estabelece que € impossivel distinguir entre um campo
gravitacional e um movimento acelerado do observador, € uma das suas previsoes é que a luz
emitida de dentro de um campo gravitacional intenso deve sofrer uma mudan¢a mensurdvel para
energias espectrais mais baixas, o que para a luz significa uma mudanga para o vermelho, o
denominado desvio para o vermelho ou Redshift. Este principio possui algumas formulagdes,
mas as duas mais comuns sdo o Principio da Equivaléncia Fraca e o Principio da Equivaléncia
Forte.

* Principio da Equivaléncia Fraca: este principio afirma que a trajetéria de uma particula
em um campo gravitacional depende apenas de sua posi¢do inicial e velocidade, e ndo de
sua massa ou composicao, ou seja, a aceleracao de objetos em queda livre ndo depende de
sua composicao, por isso, algumas vezes é chamado de Principio da universalidade da
queda livre. Onde este principio ndo se aplica a objetos muito massivos que alterariam o
campo gravitacional ao seu redor. Por isso, se refere apenas a forgcas gravitacionais.

* Principio da Equivaléncia Forte: este principio afirma que as leis da Fisica em um refe-
rencial inercial sdo as mesmas em todos os lugares do espaco-tempo, independentemente
da presenca de um campo gravitacional.
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Ambas as versdes do Principio da Equivaléncia foram sujeitas a muitos testes experi-
mentais. Onde os primeiros testes foram realizados ao longo de muitos anos com alta precisio e
com uma sensibilidade cada vez melhor pelo cientista hiingaro Lordnd Eotvés no final do século
XIX. Tal que seus resultados foram citados por Einstein na primeira formulacdo completa da
Relatividade Geral (Acevedo e Morais 2019).

Ainda no ano de 1907, o matemético alemdao Hermann Minkowski (1864-1909) per-
cebeu que a Teoria da Relatividade Especial poderia ser melhor compreendida e sugeriu uma
abordagem em termos geométricos. Minkowski introduziu a ideia de um espago em quatro
dimensdes, conhecido como espaco-tempo de Minkowski, onde tanto o espago como o tempo
nao sdo entidades separadas. Ele propds que os eventos podem ser representados como pontos
em um espaco-tempo quadridimensional, onde trés dimensdes sdo espaciais € uma dimensao €
temporal (Lambourne 2010).

Através dessas influéncias, Einstein obteve um pensamento cada vez mais geométrico,
e em meados de 1912, percebeu que para desenvolver ainda mais na relatividade e na gravitagao,
precisava descobrir o que os matematicos sabiam sobre certos problemas relativos aos invarian-
tes na geometria. Foi entdo, através do matematico Marcel Grossman (1878-1936), Einstein
descobriu o que procurava, um assunto conhecido como Geometria Riemanniana, um ramo da
matematica particularmente voltada com o estudo de espacos curvos com uma métrica Rieman-
niana com um produto interno sobre o espago tangente em cada ponto que varia continuamente
de ponto a ponto.

2.1 Meétricas e Geometria Riemanniana

O matematico alemdo Bernhard Riemann (1826-1866) percebeu que os elementos de
linha poderiam ser usados ndo apenas para resumir uma geometria, mas como ponto de partida
para a consideracdo de uma geometria. Ele percebeu que, construindo elementos lineares de
acordo com certos principios gerais simples, seria possivel desenvolver toda uma familia de
geometrias que pudessem descrever espagos planos e curvos com qualquer nimero desejado de
dimensdes. Esta € a base da geometria Riemanniana.

Um espaco de Riemann de n-dimensdes € um espaco no qual o elemento de linha
assume a forma geral (Manf10):

n
ds* =Y g dx'dx’/ @2.1)
ij=1

Onde dx',dx?, ...,dx" sdo os diferenciais das coordenadas espaciais e temporais, e 8ij
sao as funcdes das coordenadas conhecidas como Tensor Métrico que devem ser simétricos no
sentido de que g;; = g;;, Tal que onde i e j simplesmente indicam as posi¢des dos indices e ndo
tém outro significado. J4 ds® é o elemento de linha (intervalo) no espago-tempo que faz a medida

da separac¢do infinitesimal entre dois eventos.
Na Fisica a Métrica define a estrutura geométrica de um espago. No contexto da
Relatividade Geral e da Teoria dos campos, a Métrica € utilizada para representar a curvatura
e a geometria do espaco-tempo, possibilitando calcular volumes, distincias e angulos, onde é



2. TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL 7

fundamental para a definicao das leis da Fisica em um contexto relativistico.

Ap6s as coordenadas usadas serem especificadas para descrever um espago, sao os
coeficientes métricos que realizam a funcao de relacionar os diferenciais de coordenadas aos
comprimentos e, assim, determinar a geometria do espaco. Depois de conhecer a métrica, a
geometria do espago € totalmente determinada. No entanto, o inverso ndo € verdadeiro. A
geometria ndo determina exclusivamente a métrica; isso ocorre simplesmente porque existem
muitos sistemas de coordenadas possiveis, logo, muitas maneiras diferentes de escrever a métrica.
Como por exemplo temos a Métrica de Minkowski que descreve um espaco-tempo plano na
Relatividade Especial (Machado 2016):

ds® = *di* — dx* — dy* —dz? (2.2)

E a Métrica de Schwarzschild que descreve o espago-tempo ao redor de um objeto
esférico e ndo rotativo, como um Buraco Negro Estético:

-1

2GM 2GM .

ds*> = <1 -— ) dr? — <1 —— ) dr’ — r*de?* — r? 51n29d(])2 2.3)
cr cr

Uma operacao que € importante sabermos € a operacao de levantar e abaixar indices

de um tensor, o que nos permite obter um novo tensor. Conseguimos fazer isso usando a Métrica

e sua inversa, ou seja, dado um tensor T 8 (Tutida 2021)),

TOCB#5 — g#YTOCﬁYS (2.4)
TiPys = gua T 5 (2.5)
T,uvpo- = guagvﬁgpyTaB ) (2.6)

Os indices sao notacdes usadas em tensores para indicar suas componentes em diferentes
dire¢des ou dimensdes de um espaco. Eles sdo essenciais para trabalhar com vetores e tensores,
especialmente em espagcos multidimensionais, como no contexto da relatividade geral e geometria
diferencial. Temos dois tipos de indice: Covariante e Contravariante.

¢ Indices Covariantes (Inferiores): Representados por indices subscritos, como 7. Eles
referem-se as componentes de um tensor em relagcao as formas lineares (co-vetores).

* Indices Contravariantes (Superiores): Representados por indices sobrescritos, como TH.
Eles referem-se as componentes de um tensor em relagdo aos vetores.

2.2 Transporte Paralelo e Coeficiente de Conexao

O Transporte Paralelo descreve como vetores sdo transportados ao longo de curvas em
um espaco curvo de maneira que permanecem "paralelos"segundo a geometria do espago-tempo
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sem mudar a sua direcdo em relacdo a geometria local. Para entender a intuicao Fisica por trés
do transporte paralelo, consideremos um vetor no espago plano tridimensional. Em um espacgo
plano, podemos mover um vetor de um ponto a outro sem mudar sua direcdo ou magnitude, pois
nao ha curvatura (Gorodetskaya 2015). No entanto, em um espago curvo, como a superficie de
uma esfera da Fig. [2.1] mover um vetor de um ponto a outro pode resultar em uma mudanga
aparente de direcao devido a curvatura do espaco.

Figura 2.1: Transporte paralelo de um vetor ao longo do ABC. Fonte: (Crowell 2024)

O conceito de transporte paralelo é fundamental na teoria da relatividade geral e descreve
como um vetor € movido ao longo de uma curva de maneira que ele permaneca "paralelo"a si
mesmo em relacdo a conexdo usada. Aqui, vamos explicar como ocoore o transporte paralelo na

Fig. 2.1}

* Ponto inicial: Comecando no ponto A na linha do Equador. O vetor aponta para o norte
(tangente a superficie da esfera).

* O movimento ao longo do Equador: O vetor se movimenta ao longo do Equador até o
ponto B, mantendo o vetor paralelo a superficie. No contexto da esfera, esse vetor ndao
muda de dire¢do em relacdo a superficie porque existe 0 movimento ao longo de uma linha
de latitude constante.

* Movimento ao Longo de um Meridiano: Do ponto B, o vetor se move ao longo de um
meridiano (linha de longitude) até o ponto C, mantendo o vetor paralelo & superficie. A
medida que se move para o norte, o vetor vai “rodando” para manter paralelo em relacdo a
superficie da esfera.

* Movimento ao Longo de C até A: Do ponto C, o vetor se move até o ponto A no Equador
ao longo de um meridiano diferente, ou seja, um caminho diferente. Mantendo o vetor
paralelo a superficie enquanto faz isso. Podemos notar que, embora o vetor comece
apontando para o norte quando parte do ponto inicial, ao retornar ao ponto A no Equador,
o vetor terd girado em relacdo a sua direcao original.

Esse exemplo demonstra que, ao transportar um vetor paralelo da mesma maneira ao
longo de uma curva fechada na superficie de uma esfera, o vetor pode ndo voltar a sua orientagao
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original. A diferenca de orientacdo resulta da curvatura da superficie da esfera. Essa propriedade
¢ uma manifestacdo da curvatura intrinseca da superficie. Tanto que, na Relatividade Geral
o Transporte Paralelo é usado para descrever como vetores se comportam ao serem movidos
através do espago-tempo curvo.

Para entendermos a distribui¢ao da velocidade de uma particula viajando ao longo da
curva C do ponto P até o ponto Q com velocidade Vp € Vg nos respectivos pontos, temos que,
ao longo da curva C os vetores Vp permanecem paralelos ao longo do caminho sem mudar sua
dire¢do e magnitude em relagdo a geometria do espaco, como mostra a Fig. [2.2].

Figura 2.2: O transporte paralelo de um vetor ao longo de uma curva de P para Q.
(Lambourne 2010).

E para isso, utilizamos as Coordenadas Esféricas (r,0,¢) com seus vetores de base
(?, 0, (ﬁ) , onde estes mudam sua dire¢@o de acordo com a posicao da particula. Uma consequéncia
disso € que as componentes do vetor transportado paralelamente de P até Q serdo diferentes do
vetor original que partiu de P. Portanto, para transportar paralelamente um vetor nesta situagao é
preciso identificar exatamente como as componentes devem mudar durante cada deslocamento
infinitesimal ao longo da curva C, como mostra a Fig. [2.3].

op = i i

Figura 2.3: Vetores de base apontando em diferentes direcdes para cada ponto. Fonte:
(Lambourne 2010).

Estendendo esse problema para um Espaco de Riemann Tridimensional Curvo com
coordenadas x!,x%, x> e Métrica g j» onde queremos fazer o Transporte Paralelo em um vetor



2. TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL 10

no ponto P ao longo da curva C até o ponto Q, de tal forma que as posi¢des ao longo da curva
sdo descritas por um parametro u, onde a curva é descrita por trés funcdes de coordenadas
x!(u),x%(u),x*(u) com seus respectivos vetores de base e, e, e3. Portanto, para qualquer ponto
na curva C, que corresponda ao parametro u, podemos escrever o valor local de um campo
vetorial arbitrério v(«) em termos de suas componentes e vetores de bases coordenadas nesse
ponto (Lambourne 2010). Assim temos:

v(u) = v/ (u)e;(u) 2.7)
Fazendo a derivada pela regra do produto em relacdo a u,

d d - d
Y= Evjej+vjd_uej (2.8)

Aplicando a regra da cadeia em d—e s
u

d d d
- €j= —ke j —xk
du dxk ' du
Onde o termo —— e representa a taxa de variagdo de e; em relagdo a x* e terd compo-

k
X
nentes na direcao de cada um dos vetores de base, assim temos,

6= Iy (2.9)
Substituindo a Eq2.9/na Eq2.8] obtemos
d d . . .d
EV = Evfej + I"jkeivf " (2.10)

O termo Fijk € chamado de Simbolo de Christoffel, que é uma ferramenta matematica
usada na geometria diferencial e na Teoria da Relatividade Geral para descrever a conexdo afim
em uma variedade riemanniana. Esses simbolos sdo fundamentais para a defini¢do de derivadas
covariantes e para a descri¢do de como os vetores variam ao longo de curvas na variedade. De
modo que em qualquer ponto, l"ijk representa a componente na direcdo do vetor base e; da taxa
de variagdo e; em relagdo a x* (Afranchi 2022).

Na Eq. todos os indices do lado direito sdo Ficticios, ou seja, qualquer um deles
podem ser alterados de maneira que, e; = e; € v/ =/, entdo

d__d,;, . .d
EV = EV € -+ ijeivjaxk
d d . - .d

a’ = (d_ L @xk) “

Se o campo vetorial representa 0 mesmo vetor transportado paralelamente em todos os
pontos, entdo podemos dizer que a sua Taxa de Variacdo é Zero. Sendo assim, considerando que

d
o vetor v € transportado paralelamente ao longo da curva, temos d—v = 0. Portanto,
u
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d - d
<—v’ + F’jkvf —xk> ei=0

du du
d ; - d
EVI + T/ EXk =0 (2.11)

A Eq. diz que a derivada covariante do vetor ao longo da curva € zero, o que
implica que o vetor ndo muda sua orientagdo em relagdo ao espagco-tempo ao longo da curva.

Bem como na geometria diferencial, o Transporte Paralelo é usado para definir a
Derivada Covariante e explorar propriedades de variedades curvas. Temos que a Derivada
Covariante é uma ferramenta essencial na Relatividade Geral e na Geometria Diferencial,
permitindo a diferenciac@o de vetores e tensores em variedades curvas. Ela generaliza a derivada
convencional, levando em conta a curvatura do espago-tempo e possibilitando a formulacao
precisa das leis fisicas em contextos relativisticos.

2.2.1 Derivada Covariante

A Derivada Covariante é uma generalizacdo da derivada usual que se aplica em varie-
dades curvas, como o espaco-tempo na Relatividade Geral. Diferentemente da derivada padrao,
que € adequada para espagos planos, a derivada covariante leva em conta a curvatura do espago
para fornecer uma maneira de diferenciar vetores e tensores ao longo de uma variedade. Temos
que a Derivada Covariante parte de uma operacao que envolve produto interno de um vetor A ,
como:

V-A

Considerando A como um Vetor Contravariante, e sabendo que o produto interno é
Base Covariante - Base Contravariante, ou seja, €™ - e;, temos:

m J i
V.-A= (e ﬁ><Ael>

Jd im O
V~A:emWAl~ei+A en-ﬁei

m J i i J
V~A:e ~e,~WA +A em~ﬁei

0
Onde: Wei = Fk,'mek

J . .
VA =oAL Al X ex

Podemos fazer uma manipulacido dos indices em A'e™ - F"imek, onde k=i e i=k, entdo:

J . .
ViA=e" oAl + Ak T e
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0 .
V-A :em‘eiWA’—l—em-e,-Ak T

V-A=(e"-¢) (aa—mAi—i—Ak lkm)
x

0 i

R R
VmAlzwAl—i—A lkm

E assim temos a Derivada Covariante

VAl = 0,A + AT ik,m=0,1,2,3 (2.12)

m?

z

Em que d,A’ € a derivada parcial do vetor A’ em relagdo a coordenada x™, e I,
sdo os Simbolos de Christoffel que representam a conexao e incorporam informagdes sobre a
curvatura da variedade. Tal que os Simbolos de Christoffel sdo determinados pela Métrica gy
do espaco-tempo e podemos determina-los através da Derivada Covariante expandida de forma
geral, levando em conta um 7ensor Covariante da seguinte maneira:

Para escrevermos os Simbolos de Christoffel em termos da Métrica, temos que na Fig.
??, o comprimento e o angulo dos vetores sejam iguais desde o ponto A até retonar ao ponto A,
entdo temos que a Derivada Covariante da Métrica é:

Vyguv =0 (2.14)

Entido, através da Eq[2.13| podemos substituir o Tensor pela Métrica, bem como vamos
permutar os indices: 7y, i, v de tal forma que:

Vyguv = dyguy — Tpugpy — TPpgpu =0 (2.15)
Viugvy = Ougvy —Tuvgpy — T uygpy = 0 (2.16)
Vv = vy —TPvygpu — TPvugpy =0 (2.17)

Assim, temos que:

Vy8uv = Vugvy = Vvgpu =0

P p p p P p _
(ayguv —IMyugpv =T yvgpu) - (augw_ uvgpy =T MgPV) - (avgw —IMvygpu =T vugpy) =0



2. TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL 13

Iyguv — TPyugpy — TPpvgpu — Ougvy + T uvepy + T uygov — vy + Ty gpu + Ty pgpy =0

Oy8uv — Iugvy — ey — Tyugpv — T &ou + T uv@oy + T 8oy + TPygpu + TPy pgpy =0

Os indices da parte inferior dos Simbolos de Christoffel, podem comutar, assim temos:
Iyguv — Iugvy — vy — Tyugpv — T gpu + Touvepy + TP yugpv + TP gpu + T uvgpy =0

Fy8uv — ugvy — Ovgyu + 2Ty gpy =0
2T°v8py = Fugvy+ Ovgyu — Fyguv

1
I vgpy = 5 (Qugvy+Ivgyu — Iyguv)

Para que possamos eliminar a Métrica gpy, multiplicamos ambos os lados pela inversa
dessa Métrica, ou seja:

1
uvgpye”™ = Qgﬂ (Qugvy + vgyu — dyguv)

onde: I“puvgpygWL = Fp‘w@;l = I"L‘W

1
A A
My = ng (Qugvy + Ivgyu — dyguv)

Assim sendo, obtemos finalmente a expressao matematica para o Simbolo de Christoffel
em termos da Métrica (Nascimento 2019),

1 0 0 0
Flﬂv = Egﬁ (ﬁgvy-f- Wgw - m&w) (2.18)

2.3 Geodésicas

Em um espaco plano euclidiano, o caminho mais curto entre dois pontos é o segmento
de reta que os liga. Uma forma de definir uma linha reta no espago euclidiano é como uma curva
que segue sempre na mesma direcdo. Para estender esta definicdo aos espacos mais gerais da
Geometria Riemanniana, precisamos analisar o conceito de “dire¢do ao longo de uma curva” e o
que significa “ir sempre na mesma direcdo”. Em qualquer ponto de uma curva parametrizada por
u e definida pelas fungdes de coordenadas x'(u)(i = 1,...,n), podemos definir o vetor tangente t
como o vetor que aponta ao longo da curva, como mostrado na Fig. [2.4] (Lambourne 2010).
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S

Figura 2.4: O vetor tangente t a curva C no ponto P. Fonte: (Lambourne 2010)

Da mesma maneira, os circulos t€m um papel semelhante na superficie curva de uma
esfera, onde a distancia entre dois pontos é chamada de Geodésica.

As Geodésicas sdo as curvas que generalizam a ideia de "linha reta"em espagos curvos,
como variedades diferenciais. Na Fisica, elas representam o caminho mais curto entre dois
pontos ou o caminho seguido por uma particula em queda livre sob a influéncia da gravidade em
um espago-tempo curvo, onde a métrica € determinada pelas equacdes de campo de Einstein.

O nome Geodésica tem a sua origem na Grécia antiga onde ja se sabia que a Terra
("Geo") ndo era plana. Como encontrar o caminho mais curto entre lugares da superficie terrestre
era entdo uma questdo importante. Dai em diante, as curvas de menor comprimento entre
dois pontos numa determinada superficie ficaram conhecidas como geodésicas. A nog¢ao de
geodésica foi formalizada com rigor a partir do século XVIII, com o surgimento do cdlculo
diferencial. No inicio do século XX, a Teoria da Relatividade Geral, na qual as geodésicas
tém um papel de destaque, veio definitivamente reforcar a importancia do estudo destas curvas
(Fatelo e Estg 2014)).

Temos que a Lagrangiana para a geodésica é,

L:guv—xa—x (2.19)

Pela Eq. de Euler - Lagrange, temos,

d | o d
— | s=L—=—L| = 2.2
an | gt aut |70 220
S~
1 /i
d
]
Onde, x d?Lx
Na Eq2.20] temos que:
/- d
JiH
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! :g“vaiu (4

Pela regra do produto,

d up,.a 9 .
I:guv <ﬁxaxﬁ —I—xaﬁxﬁ>

onde, —x% = 0%

oxt "

1= guv (85 +3%5f )

1= gu\/aﬁxﬁ +guvxa5ﬁ

Como g,y € simétrico, entdo g,y = gvy -

I= guvxﬁ + guvi®

I = g,U,va +g’uv.xv

I =2g,yx" (2.21)
Para 11, temos,
I = J L
~ Oxk
J o
1= 5 (s
o a .o ﬁ

1= 5 gy (x i ) (2.22)

Substituindo as Eq’s[2.22]e [2.21]na Eq[2.20] temos

d d
- (28uv") —5 g (#97) = 0 (2.23)
~_—

I

d .
1= —= (2guvx")

d . d .
I =2 <ﬁgﬂvxv +g“vaxv>

d
Aplicando a regra da cadeia em 28KV temos
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0 d d
= — 4P —xv
111 2(8xpguvdkx —f—g“vd)bx )

d
=2 <ﬁguvxp + g“v)'c'v> (2.24)
Substituindo a Eq2.24na Eq[2.23]
d d .
(a pu X g )‘Wguv (4#) =0
Multiplicando ambos os lados por x
d d a.p\]| ] 1
[ (a p v’ gk )—mﬂ’uv (17 )1 2%
d 140 .
gt s’ = 35 e (¥147) =0
Multiplicando por g,
0 1 0 .
ghe [a pguvx +g/.1vx T30 ”guv< ¢ ﬁ>:| =0
d 1 d
308 suv + 8" — 58" 5 gy (x“xﬁ> =0
Tal que, g"guy = sl
d 1 d
Wg“"gﬂvxp + iV — ngﬁguv (Xaxﬁ> =0
d 1 d
&+ = g" i — 38" = gy (#) =0 (2.25)

I
Onde o termo IV € uma expressdo que pode ser escrita em termos dos Simbolos de
Christoffel dado pela Eq[2.18]
d d d

rh,, = Lot +
uv — 28 o ugvy ox S8 — 8x7’g“v

Podemos modificar seus indices para,

Y 9 2
Dap =58 | 5a8sv t 3,88V~ 5yv8aB

Multiplicando por x®xP,

1 d d d .
Map = 58" ( e SBvF s T Wg“ﬁ> o
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Assim, na Eq[2.25] temos

o, ] J J J @,
xv+§g”v (Wgﬁv‘f‘wgav - Wgaﬁ) %P =0

¥+ F“aﬁx“xﬁ -0

d? u d o d
T T P =0 (2.26)

Onde a Eq2.20|representa a Equacdo da Geodésica que descreve como um ponto se
move no espago-tempo curvo. Tal que:

* x¥(A) sdo as coordenadas da particula como func¢éo do pardmetro A(tipicamente o tempo
proprio).

o TH B sdo os simbolos de Christoffel, que possuem a informagdo sobre a curvatura do
espaco-tempo.
d> ]
. 12 € a aceleracdo da particula.
d o d g _ . )
e —x%e —x" sdo as componentes da velocidade da particula.

dA dA

2.4 Tensor de Curvatura de Riemann

O Tensor de Curvatura de Riemann ou simplesmente Tensor de Riemann R% g, € uma
quantidade tensorial de quarta ordem que pode ser expresso em termos das derivadas segundas
da métrica do espaco-tempo. Possui um papel fundamental na Teoria da Relatividade Geral de
Einstein, pois € através desse tensor que podemos estudar as interagdes entre massa € energia
no espago-tempo, sendo essencial para calcular as equagdes de movimento e prever fendmenos
gravitacionais como buracos negros, ondas gravitacionais e a curvatura do espago-tempo em
torno de objetos massivos.

O Tensor de Riemann é geralmente representado como um Tensor Misto R* Byvs> CON-
tendo uma contravariante de ordem 1 e uma covariante de ordem 3. Mas também pode ser
representado por um Tensor Covariante Rqpyy, contendo uma covariante de ordem 4. Tal que o
Tensor de Riemann Misto R%g,,, € definido da seguinte maneira,

J J p p
Ry = 5T v 9T Byt oy = Ty @.27)

Com relacdo a sua simetria, o Tensor de Riemann possui as seguintes propriedades:

e O Tensor de Riemann na sua forma Mista € antissimétrico nos dois dltimos indices, ou
seja,

Raﬁw = _Raﬁw
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* O Tensor de Riemann na sua forma Covariante € antissimétrico nos dois primeiros indices
e nos dois ultimos indices, ou seja,

Ropyy = —Rpoyy

Rapyy = —Rapvy

* Ainda na forma Covariante, o Tensor de Riemann € simétrico em relacdo a troca do
primeiro par de indices com o segundo par, ou seja,

Rapyv = Ryvap

2.5 Tensor Energia - Momento

Na Teoria da Gravidade de Newton, a densidade de massa € conservada, cuja a mesma
¢ a fonte da gravitacdo. Na Relatividdade Geral, a massa de uma particula nao € conservada,
mas estd relacionada a magnitude da Energia e do Momento. Assim, como essas novas fontes
da gravitacdo devem aparecer em um 7ensor, entdo temos que um dos elementos basicos da
Relatividade Geral € o Tensor Energia-Momento.

O Tensor Energia-Momento descreve a densidade e o fluxo de energia e momento em
uma regido do espaco-tempo. Onde O Tensor Energia-Momento é geralmente denotado por
T,v, onde (i, v =0,1,2,3) variam em um espago-tempo quadrimensional, com trés dimensdes
espaciais e uma temporal. A notag¢@o convariante 7y, indica que este € um tensor de ordem
2. Bem como, também pode ser representado por sua forma contravariante 7*V. Onde a
sua forma Contravariante TV é usada para componentes que se transformam de maneira
oposta, como vetores tangentes. Jd na forma Covariante T, € comum quando se trabalha
com componentes que se transformam de acordo com a derivada parcial em um sistema de
coordenadas (Soares 2013)).

Temos que o Tensor Energia-Momento THY & simétrico, ou seja, T,y = Ty, possuindo
16 componentes, onde 4 componentes sdo do tipo 7y, € as 12 componentes restante sdo do
tipo 7y, tal que u # v. E cada componente € uma fun¢io das coordenadas do espago-tempo
podendo ser interpretadas da seguinte forma:

* Ty E a Densidade de Energia.

s Toi=Tp (i=1,2,3) E a Densidade do Fluxo de Energia ou Fluxo de Momento na dire¢éio
i

* T;;=T; (ij=1,2,3) E a Taxa do Fluxo da Componente i e do Momento perpendicular 2
direcdo j.

Assim, temos:
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Too Tor Too To3

Tio Ti T, T3 (2.28)

To Toy Ty Ty

T30 T51 T3 T3

2.5.1 Tensor Energia - Momento para Campos Eletromagnéticos

Para uma regido do espago que contém Campos Elétricos e Magnéticos com auséncia
de matéria e somente radiacio eletromagnética, temos que as componentes do Tensor Energia -
Momento para Campos Eletromagnéticos é,

1
Tuy = FuaFva = 78uvFapFop (2.29)

Onde Fyy € o Tensor do Campo Eletromagnético, que € um tensor antissimétrico de
segunda ordem. Ja g,y € o Tensor Métrico do espago-tempo, que na Relatividade Especial €
substituido pelo Tensor de Minkowski 717,y. Onde esse tensor indica que na Relatividade Geral,
a radiacdo eletromagnética por si s6 pode ser uma fonte da gravitacdo, mesmo que as particulas
associadas (fétons) ndo possuem massa (Lambourne 2010).

Em coordenadas arbitrarias e num espago-tempo que pode ser Plano ou Curvo, o Tensor
Energia-Momento possui a seguinte propriedade,

VuTHY =0 (2.30)

Na auséncia de gravidade, num espago-tempo de Minkowski plano, estes resultados nos
permite simplesmente descrever a conservacao da energia e do momento usando coordenadas
gerais. Contudo, se o espago-tempo for curvo, verifica-se que a Eq[2.30| geralmente ndo descreve
a conservagao da energia e do momento linear para o espago-tempo. E isso € bom, porque na
presencga de gravitagcdo (ou seja, curvatura), ndo se espera que a conservacao da energia se aplique
apenas a matéria e a radiacdo (Lambourne 2010).

2.6 Tensor de Einstein

O Principio da equivaléncia levou Einstein a propor que a gravidade deveria ser
considerada como uma manifestacdo da curvatura do espaco-tempo e ndo como uma forga.
Através disso, Einstein procurou uma teoria geométrica da gravidade, onde precisava encontrar
um objeto geométrico que pudesse ser relacionado ao Tensor Energia-Momento. Com isso, ele
precisava de um tensor de ordem 2 envolvendo as componentes do Tensor métrico.

Mesmo com vdrias ideias, Einstein demorou para encontrar a quantidade apropriada
do tensor. Quando ele encontrou, percebeu que seus calculos envolviam contracdes do Tensor
de Curvatura de Riemann Eq2.27] E préprio Tensor de Curvatura de Riemann envolve os
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Coeficientes de Conexdo que sio os Simbolos de Christoffel Eq[2.18]

Sabemos que o Tensor de Curvatura de Riemann € fundamental para o estudo de espacos
curvos. Porém, existem outros dois tensores que se mostram muito dteis para esse tipo de espago.
Contraindo o Tensor de Curvatura de Riemann, vamos obter um novo tensor de ordem 2 da
seguinte maneira,

Rop =Rgpy (231)

A Eq[2.31]¢é conhecida como Tensor de Ricci. Onde representa a contragdo do Tensor
de Curvatura de Riemann e fornece informacgdes sobre como o volume varia em um espago
curvado, ou seja, descreve como a matéria e a energia determinam a curvatura do espago-tempo.
Temos ainda que ele € simétrico no que diz respeito a troca de indices, ou seja, Ryg = Rgq. E se
contrairmos o Tensor de Ricci, vamos obter o Escalar de Curvatura Eq[2.32] onde este define a
curvatura de um espaco em um Unico ponto.

R=g" Ry (2.32)

2.6.1 Identidades de Bianchi

As Identidades de Bianchi se aplicam aos tensores de curvatura de Riemann, Ricci e ao
escalar de curvatura. Na qual existem duas formas principais dessas identidades: as identidades
de Bianchi diferenciais (primeiras identidades de Bianchi) e as identidades de Bianchi algébricas
(segundas identidades de Bianchi).

Temos que as primeiras identidades de Bianchi referem-se ao Tensor de Curvatura de
Riemann R* Byvs E sdo expressas como:
o o o —
R ﬁw—}—R vBy+R B =0 (2.33)

O Tensor de Curvatura de Riemann na sua forma geral é dado pela Eq,

9 9 ,
R%yy = >t %8y — avr +1g

Onde os Simbolos de Christoffel é dado pela Eq2.18|

o p (04
Doy =T, T%,

G ta(d o 2
wv =58 ok SVY T v Em T G bRy

Analisando localmente, a métrica serd representada por 1, que € a métrica de minkowski.

Portanto, sua derivada em um espaco plano € zero, ou seja, 8—11 = 0. No espago plano, a métrica
X

ndo varia de um ponto a outro. Assim, o produto dos Simbolos de Christoffel no Tensor de
Curvatura de Riemann € zero. Porém, a derivada dos Simbolos de Christoffel é diferente de zero.

Logo, na Eq[2.27] temos,

)

« _ 9 d
ﬁYV—axy

o (04
Ty — 5 5T %, (2.34)
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Onde a Eq[2.34]¢€ o Tensor de Curvatura de Riemann Localmente. E tomando a Derivada
Covariante desse tensor,

Jd d d d
[0 _ - T ro _ - T ra
VR sy = dxP ax?" BV gxp 8x"r By

Podemos permutar dos indices p, 7, v do termo V,R* Byvs assim temos,
* Para (p,7,v):

9 9, 9 9

a —_— ——— _— ——
VR Brv = 9xp axv BV axp8x"r By

* Para (y,v,p):

99 . 99

o
ViR Bve = 5530 B~ oxr o

Faﬁv
« Para (v,p,):

2 9 ., 9 9

o _
VR B0y = 5w bt BT o ot P

Somando as trés equacdes, temos:

0 9 g 9 0 o 99 4 9 9,
P o BV o o BY T oo Be T gxraxp. BV
d 9 _, 0 9 4
—— ———T

oxv axP BY  9xvoxr Bp

VoR® pyv + ViR pyp +VvR gy =

+

V,,Ro‘ﬁW + VyRaﬁvp + VvRaﬁpy =0 (2.35)

A Eq[2.35| mostra que as derivadas covariantes do Tensor de Curvatura de Riemann é
zero.

Multiplicando ambos os lados da Eq pela métrica g*P, temos:

(VR gy + ViR yp + VvR"ppy) 8P =0

8PV pR gy +8°P ViR pyp + 8P VR 5 =0 (2.36)
a b e
Entao:
a=g"VpR gy,

Os indices y e v sdo antissimétricos, logo,
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a= _8aprRaﬁv7
a= —V“R“ﬁw (2.37)
b= g“pVyR“ﬁvp
Os indices v e p sdo antissimétricos, logo,
b=—g"VyR%py
b= —VyRg, (2.38)
c=g"VyR%gpy
¢ =V\Rg, (2:39)
Substituindo as Eq’s[2.39] [2.38]e [2.37|na Eq[2.36] temos:
—V‘)‘Ro‘ﬁv}, — VyRgy +VyRgy =0 (2.40)

Multiplicando pela métrica gh7,
(~VR®gyy—VyRgy +VvRgy) ¢P7 =0
_gﬁYVaRaﬁvy _ gﬂyvyRﬁv +gﬁvaRﬁy -0
—gP"VORY 5, —VPRg, + VR =0

—V(xRav - VBRﬁV +VvR — 0
Tal que, a = 8 = u, logo,
Onde, Vv - guvvu
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1

1

VHGLy =0 (2.41)

A Eq ¢ a Identidade de Bianchi na sua forma contraida em termos do Tensor de
Ricci Ry , do Escalar de Curvatura R e da Métrica g,y E através desta equag@o, temos o Tensor
de Einstein,

1
Guv - R‘uv - EguvR (2.42)

Na Teoria da Relatividade Geral, as Identidades de Bianchi asseguram a consisténcia
das equacdes de campo de Einstein. Essas equacdes descrevem como a matéria e a energia
influenciam a curvatura do espago-tempo. As identidades de Bianchi implicam que a divergéncia
do Tensor de Einstein € zero, o que é uma condicao necessdria para a conservacao da energia e
do momento em um sistema fisico.

2.7 Equacao de Campo de Einstein

As principais ideias centrais da Teoria da Relatividade Geral foram resumidas pelo
Fisico amaricano John Wheeler que dizia:

“A matéria diz ao espago-tempo como se cur-
var, e o espago-tempo curvado diz a matéria

como se mover.” (Wheeler, J).

Para compreender melhor a citacio de Wheeler, podemos dizer que o ponto central das
ideias fisicas da Relatividade Geral s@o que a Energia e o Momento em uma regidao do espago-
tempo determinam a geometria do espaco-tempo naquela regido. A geometria do espaco-tempo
determina entdo uma classe especial de caminhos do espago-tempo, que sdo as Geodésicas.
Movendo-se apenas sob a influéncia da gravidade, as particulas massivas viajam ao longo de
Geodésicas semelhantes ao tempo (onde ds® > 0), enquanto os raios de luz seguem Geodésicas
nulas (com ds®> = 0). Assim, a distribui¢io de Energia e Momento numa regido determina o
movimento da matéria e da radiagdo em queda livre naquela regido (Lambourne 2010).

O objetivo de Einstein foi determinar uma equacao de uma teoria geométrica da gra-
vidade que pudesse atuar da mesma maneira sobre todos os tipos de matéria. Com isso, ele
identificou que o Tensor Energia-Momento [T,y poderia descrever as fontes da gravitacdo.
E ainda encontrou um outro tensor simétrico, de ordem 2, que é o Tensor de Einstein [Gyy).
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Tanto [T,,y] como [Gyy] possuem divergéncia igual a zero, como mostram as Eq’s[2.30]e
respectivamente. Temos que o tensor [Ty] diz respeito a distribui¢do da matéria e da energia
no espago-tempo, ja o tensor [Gyy| fala da curvatura e das distancias, ou seja, diz respeito a
geometria do espaco-tempo. Logo, ambos os tensores sdo proporcionais, o que levou Einstein
a propor a sua equacao de campo em termos de componentes de tensores por meio da relacao
(Sousa 2008)),

Guv =KTyy (2.43)

. . .. 8nG )
Onde K ¢ uma constante de proporcionalidade que € igual a ——, em que G ¢ a
c
constante gravitacional, G = 6,674310~"'m’kg~'s72 e ¢ é a velocidade da luz no vicuo, ¢ =

299.792.458m/s. Assim, temos que a Equagdo de Campo de Einstein é,

1 3G

A Eq[2.44]¢ uma equagio tensorial que se aplica em quatro dimensdes, ou seja, uma
coordenada temporal e trés coordenadas espaciais ( largura, profundidade e altura), considerando
as coordenadas do espago-tempo O, 1 %2 B our, x, v, Z. A variacdo dos indices dos tensores
envolvidos € essencial para a compreensao das interagdes entre matéria, energia e a geometria
do espago-tempo. Tal que os indices i e v variam entre 0 e 3. Com isso, a Eq[2.44 pode ser

expressa na sua forma matricial da seguinte maneira,

Roo Roi Rz Ros 800 &o1 802 £03 Too Tor Too To3

R R R R 1 8nG | T Ti Ti T

10 K11 K2 K3 -5 g0 811 812 813 | p_ a 10 I Itz 113 (2.45)
C

Ry Ry1 Ry Ro3 820 &21 &2 &23 To Ty T T3

R30 R31 Rz Rss 830 &31 &32 £33 T30 131 T3 T33

Na Eq[2.44]o lado esquerdo se refere a geometria da curvatura do espago-tempo, ou seja,
os termos Ry, € R. Onde o conceito de curvatura estd ligado a nogdo de Transporte Paralelo, tal
que este € definido em termos da Conexdo. Ja a Conexao na Relatividade Geral € a Conexdo
de Levi-Civita que € definida pelos Simbolos de Christoffel. Portanto, a Curvatura depende dos
Simbolos de Christoffel. Ja o lado direito da Eq[2.44]se refere ao contetido de matéria e energia.



Capitulo 3

Buraco Negro de Schwarzschild e a Corda
Cosmica

3.1 Buraco Negro

Um Buraco Negro é uma regido do espago-tempo caracterizada por um campo gravitaci-
onal extremamente forte que deforma o espago ao seu redor, de tal forma que nada, nem mesmo
a luz, pode escapar de sua atracdo. A ideia dos Buracos Negros surge da Teoria da Relatividade
Geral de Einstein, que descreve como a gravidade € a curvatura do espago-tempo causada pela
massa. Em virtude dessa deformacdo algumas coisas "estranhas"acontecem ao seu redor, de tal
maneira que chegamos a duvidar se de fato essas coisas acontecem. Porém, devido a observagdes
e sua matemadtica sélida, temos total convic¢ao do que ocorre ao redor de um Buraco Negro.

O conceito moderno de Buraco Negro tem suas origens no século XVIII com o reverendo
inglés John Michell (1724-1793) que propods a existéncia de estrelas invisiveis para o observador
(estrelas negras) porque a luz ndo poderia escapar da atragcdo gravitacional gerada por elas. A
sugestao de Michell estd em um trabalho apresentado perante a Royal Society de Londres por
Henry Cavendish (1731-1810) em trés sessoes distintas: 11 e 18 de dezembro de 1783 e 15 de
janeiro de 1784, e publicado em 1784 nas atas da Royal Society. Em 1796, doze anos apds o
trabalho de Michell ter sido apresentado por Cavendish perante a Royal Society e publicado nas
suas atas, Pierre Simon Laplace (1749-1827) escreve sem demonstrar (Machado e Tort 2016)):

"A atragdo gravitacional de uma es-
trela com um diametro de 250 vezes o
didmetro do Sol e compardvel em den-
sidade com a densidade da Terra seria
tdo grande que a luz ndo poderia es-
capar da sua superficie. Os maiores
corpos do Universo poderiam ser invi-

siveis por causa da sua magnitude (da

velocidade de escape)."
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Porém, o termo Buraco Negro s6 foi introduzido no ano de 1967 pelo Fisico norte-
americano John Archibald Wheeler (1911-2008) para denotar o estdgio final de colapso de
estrelas com massa superiora3 M © H

3.1.1 Formacao de um Buraco Negro

Os Buracos Negros sdo criados a partir do estdgio final dos ciclos de vida de estrelas
super massivas (aquelas com massas superiores a aproximadamente 8 M), onde chamamos esse
processo de Colapso Gravitacional. E também através do Colapso Gravitacional que podem ser
formadas as Estrelas de Néutrons e Ands Brancas.

Estrelas massivas se formam a partir de nuvens de gds e poeira no espaco interestelar,
onde a gravidade faz com que essas nuvens colapsem, aumentando a pressio e a temperatura no
nucleo da estrela até que comecem as reacoes de Fusdo nuclearﬂ Tal que, nas profundezas da
estrela os dtomos de Hidrogénio (H) sdo esmagados contra outros dtomos de H que se combinam
para formar um outro elemento mais denso, o Hélio (He). Com isso, hd uma liberacdo de energia
do centro da estrela na forma de calor e luz anulando a for¢a da gravidade, mantendo a estrela
estavel até o momento em que a reagdo comecar a parar a medida que o seu combustivel (H) vai
esgotando. Assim que o H esgotar, a estrela combinara os 4tomos de He recém-formados para
formar dtomos ainda mais densos, como: Carbono (C), Neodnio (Ne), Oxigénio (O), Silicio (Si) e
Ferro (Fe), como mostra a Fig@

Figura 3.1: Formacao de 4tomos mais densos por fusdo nuclear de uma estrela super massiva.

'M © =1,9891 x 10** kg que é a massa solar.

2E o processo pelo qual dois niicleos atdmicos leves se combinam para formar um nticleo mais pesado, liberando
uma quantidade significativa de energia. Esse € o processo que alimenta o sol e outras estrelas, onde os nticleos de
hidrogénio se fundem para formar hélio.
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O Fe € o ponto final do processo de fusdo nuclear porque fundir Fe ndo libera energia,
na verdade, consome energia. Quando o nucleo da estrela massiva se torna totalmente Fe, ele nao
pode mais suportar a pressao gravitacional e o nicleo colapsa rapidamente em segundos, fazendo
com que a densidade e a temperatura possam aumentar a niveis extremos. E a rdpida compressao
do nicleo provoca uma explosao catastréfica conhecida como Supernova. A Supernova expulsa
as camadas externas da estrela para o espago, como matéria e energia, deixando para trds o que
restou da estrela, o seu nucleo colapsado, como mostra a Fig

Nebulosa
planetaria

Nebulosa "
Gigante

molecular Estrela e
gigante pequena jerhelns S ‘,

///’ Estrela

/ de néutpons
# £

.~

Supergigante =ypernavy
Estrela vermelha //I
gigante £ " is.

Buraco negro

\‘

Figura 3.2: O ciclo de vida de uma estrela. Imagem fora da escala. Fonte: (Grossmann 2012)

De acordo com a massa do nicleo remanescente apds a supernova, podem se formar
diferentes objetos:

* Ana Branca: Tem uma densidade extremamente alta, com uma massa comparavel a do
Sol, mas um volume semelhante ao da Terra. Isso significa que a matéria em uma Ana
Branca é comprimida a uma densidade milhares de vezes maior que a da matéria comum.
Onde ndo pode ter uma massa maior que aproximadamente 1,4 M® (o chamado limite de
Chandrasekhar). Acima dessa massa, a pressdo de degenerescéncia dos elétrons ndo seria
suficiente para equilibrar a gravidade, levando a um colapso gravitacional.

* Estrela de Néutrons: Se o nicleo remanescente tiver uma massa proximo de 1,4 a 3 M©,
os prétons e elétrons se combinam para formar néutrons, dando origem a uma estrela de
néutrons. Essas estrelas sdo extremamente densas, com massas comparaveis a do Sol, mas
didmetros de apenas cerca de no méaximo 25 quildmetros.

* Buraco Negro: Se o nicleo remanescente for mais massivo do que o limite superior para
uma estrela de néutrons, que € de 3 M©, ele colapsard ainda mais, compactando-se em um
corpo tdo denso que a gravidade superficial ndo deixa nem mesmo a luz escapar.

No ano de 1964 foram lancados dois foguetes suborbitais Aerobee |’| equipados com
um par de Contadores Geigerlz_flcomo parte de uma missao de mapear alguns pontos de origem

3Foguetes utilizados para experimentos de alta altitude na estratosfera e termosfera, proporcionando dados
valiosos sobre a atmosfera, a radiagdo césmica e outras dreas de pesquisa cientifica.
“Instrumentos de detec¢do de radiacio ionizante, como: radiagdo alfa, beta e gama.
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de emissdes de radiac@o de alta energia. Ondas de alta energia, como raios X e raios gama, sao
bloqueadas pela nossa atmosfera, entdo a observagdo de emissdes mais energéticas devem ser
feitas na drbita da Terra. Como resultado, foram mapeadas oito fontes de emissdes de raios X.
Uma delas chamou atengdo por ser extremamente forte, localizada em direcao a Constelacdo
de Cygnus na nossa galéxia ( Via Ldctea) a cerca de 6.070 anos-luzﬂ de distancia da Terra,onde
essa fonte foi posteriormente denominada Cygnus X-1. O Leiden Observatory, na Holanda, e o
National Radio Astronomy Observatory, nos Estados Unidos, detectaram de forma independente
que a fonte do sinal de raios X estava na estrela HDE 226868, uma supergigante azul. Mas
tais emissOes tdo intensas e energéticas nao poderiam ser emitidas por uma estrela, portanto,
HDE 226868 deveria ter um objeto companheiro invisivel que fosse capaz de aquecer o gis até
milhdes de graus Celsius para que fosse capaz de emitir sinais de raios X (Hosti 2021)).

Em 1971 foi anunciada a descoberta de um corpo celeste muito massivo junto de HDE
226868. Por meio de medidas de desvio de vermelho da luz da estrela supergigante, viu-se que
essa estrela apresentava desvios periddicos, ora para o vermelho, ora para o azul. Ou seja, a
estrela estava orbitando algo invisivel e muito mais massivo do que ela mesma. Estimou-se que o
objeto poderia ser um Buraco Negro, ja que mesmo a maior estrela de n€utrons ndo conseguiria
exceder trés massas solares. Foi entdo, que no final de 1973, com diversas evidéncias em maos, a
comunidade astrondmica ja estava convencida de que Cygnus X-1 de fato era um Buraco Negro
com uma massa de 15 M® a 20 M©. Estava descoberto o primeiro Buraco Negro da histéria
(Host1 2021).

Porém, somente em 2019, através do projeto Event Horizon Telescope (EHT), foi
apresentada a primeira imagem de um Buraco Negro, por meio de uma rede de radiotelescopios
espalhados por toda a Terra. Localizado na dire¢do da Costelacdo de Virgem na galéxia de
Messier 87, a aproximadamente 53,5 milhdes de anos-luz da Terra, esta o Buraco Negro M87*
Fig[3.3] Este ¢ um Buraco Negro supermassivo, com uma massa equivalente a cerca de 6,5

bilhdes M.
u' | .

Figura 3.3: Foto do Buraco Negro M87*. Fonte: (Medeiros et al. 2023))

%
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No ano de 1974 o Fisico Karl Jansky (1905-1950) detectou um sinal de radio vindo
de um local no centro da Via Lactea, na direcdo da Constelacdo de Sagitdrio. Com isso,

>E a distancia que a luz viaja no vdcuo em um ano. E utilizada como unidade de comprimento para expressar
distancias astrondmicas e é equivalente a cerca de 9,46 trilhdes de quildmetros (9,5x10'2 Km).
q q )
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os Astronomos Bruce Balick € Robert Brown, usando o interferometro de linha de base do
Observatério Nacional de Rddio Astronomia (NRAO), conseguiram identificar que esse sinal
de radio poderia ser um Buraco Negro no Centro da Via Lictea, onde este foi chamado de
Sagittarius A* ou simplesmente Sgr A*. A confirmacgado de que Sgr A* €, de fato, um Buraco
Negro supermassivo veio através das observacdes detalhadas do movimento das estrelas proximas,
na década de 1990, utilizando telescépios infravermelhos e outras tecnologias avancadas. Essas
observacdes mostraram que as estrelas orbitavam rapidamente em torno de um objeto invisivel e
extremamente massivo, fornecendo evidéncias conclusivas de que Sgr A* € um Buraco Negro
supermassivo. Tal que Sgr A* possui uma massa equivalente a 4 milhdes M® e estd a cerca de
26 000 anos-luz da Terra (Broderick e Loeb 2009)).

No dia 12 de maio de 2022, por meio do projeto EHT, foi divulgada a primeira imagem
do Buraco Negro Sgr A*, como mostra a Fig[3.4]

April 7, 2017
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Figura 3.4: Foto do Buraco Negro Sgr A*. Fonte: (Collaboration et al. 2022)

3.1.2 Caracteristicas de um Buraco Negro

Na sua Teoria da Relatividade Geral, Einstein propds que a gravidade ndo é apenas
uma for¢a entre massas, mas uma curvatura do espagco-tempo causada pela presenca de massa e
energia. Um Buraco Negro, por ser muito massivo € capaz de gerar uma curvatura no espago-
tempo ao seu redor, tal que esta € uma das manifestacdes mais extremas da gravidade descritas
pela Teoria da Relatividade Geral. Com isso, temos que um Buraco Negro possui algumas
caracteristicas como mostra a Fig[3.5]

* Singularidade: A Singularidade de um Buraco Negro € uma regido no espago-tempo
onde as leis da Fisica, como as conhecemos, deixam de se aplicar de forma normal. E
um ponto de densidade infinita onde a curvatura do espaco-tempo se torna infinita, € o
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campo gravitacional € tdo intenso que nada, nem mesmo a luz, pode escapar. Onde a
singularidade € cercada por uma fronteira esférica chamada Horizonte de Eventos.

* Horizonte de Eventos: O Horizonte de Eventos € a superficie imaginaria que marca a
fronteira do Buraco Negro. Define o limite em que a velocidade necessaria para escapar
de um Buraco Negro excede a velocidade da luz, que € o limite de velocidade no universo.
Matéria e radiacdo ficam presas e ndo conseguem sair.

* Disco de Acrecao: O Disco de Acre¢do € uma estrutura formada por matéria em rotagcdo
ao redor de um objeto central massivo, como o proprio Buraco Negro. Tal que essa
matéria € composta de gas e poeira que se aproximam do Buraco Negro devido a sua
gravidade extrema. Porém, essa matéria ndo cai diretamente no Horizonte de Eventos,
ela fica girando em torno dele. Isso acontece por mecanismos basicos da Fisica, como a
Conservacdo de Momento Angular e a Forca Centrifuga. Os Buracos Negros geralmente
giram em torno de si mesmos, criando um arrasto no préprio tecido do espaco-tempo.

Curva grovacional

Singularideds - & penle excle
ande lecolme-se a sshela

Figura 3.5: Representa¢do de um Buraco Negro. Fonte: (Almeida 2021))

3.2 Buraco Negro de Schwarzschild

Um estudo mais preciso sobre Buracos Negros sé foi possivel com o advento da Teoria
da Relatividade Geral, formulada por Einstein em 1915. Em menos de dois meses apds a
publicagdo da Relatividade Geral, o Astronomo alemao Karl Schwarzschild (1873-1916), que ja
acompanhava os trabalhos de Einstein em gravitacio, encontrou uma solug@o para as equagoes
de Einstein. O Buraco Negro de Schwarzschild foi a primeira solugdo exata das equagdes da
Relatividade Geral, além disso, sdo os mais simples que podem ser encontrados no universo.
Na Relatividade Geral, descrever o espago-tempo correspondente € equivalente a fornecer uma
Meétrica que seja solucao das equagdes de Einstein. A métrica é um tensor que define a maneira
como as distancias e os angulos sdo medidos em um espago curvo, isto €, ela mostra como nossas
réguas e reldgios sdo afetados pela presenca de um corpo massivo. A Métrica de Schwarzschild,
que descreve o espaco-tempo em torno de um centro de atracdo de massa M esfericamente
simétrico, sem rotagcdo e sem carga elétrica, como € o Buraco Negro de Schwarzschild é dado
por (Lobo 2006):
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A métrica de Schwarzschild descreve o espaco-tempo em torno de uma massa esférica
ndo-rotativa no vacuo. A deducdo comega com a equacdo de campo de Einstein no vacuo:

1
R”v — Eg‘u_vR — 0

que pode ser simplificada para:

RHVZO

1. Métrica Genérica com Simetria Esférica:

Assumimos uma métrica estatica e esfericamente simétrica da forma:

ds® = A(r)dt* — B(r)dr* — r*d6? — sin> 0 d >

onde A(r) e B(r) sdo fun¢des da coordenada radial r.
2. Conexoes de Christoffel:
As componentes ndo nulas da conexao de Christoffel sdo dadas por:

A'(r) Al(r) B'(r)
'="~2 T1’= ="~ Th,=—rB
=240 T ) T gy Tee= B0
1 1
Tjy = —rB(r)sin®6, Tf=-, Tf=-
r r

3. Tensor de Ricci:
Agora, calculamos o tensor de Ricci Ryy. As componentes principais sao:

Componente Ry;:

r A AMB(r) A(r)
" 2B(r) 4B%(r) rB(r)

Componente R,,:

_ A'(r) A(n)B'(r)  A'(r) B'(r)
Ree = =240 T 3a(mB(r) T A T B()

Componente Rgg:

1 rB'(r) rA’(r)

Roo =1= 307 T282(r) ~ 2400B(r)

4. Resolver as Equagdes de Campo:

A equagio Ry, = 0 nos fornece um sistema de equagdes diferenciais. Vamos resolvé-las.
(1) Equacdo R, = 0:

A partir de R, = 0, temos:

Integrando, obtemos:
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A(r)B(r) = constante

Definimos essa constante como 1 para simplificacdo:

(i1) Equacdo Rgg = 0:
A partir de Rgg = 0, obtemos a seguinte equagdo diferencial para A(r):

rA'(r)+A(r)—1=0
A solucdo dessa equacdo é:

C
A(r)=1——
(=1~
onde C € uma constante de integracao.
5. Determinagdo da Constante C:

Para grandes distancias r, A(r) deve se aproximar do potencial gravitacional newtoniano:

limA(r) = 1 — 2°M

r—roo r

Portanto, C = 2GM, onde M € a massa do objeto central. Assim, temos:

2GM

Ar)=1 .

6. Métrica de Schwarzschild:
Substituindo A(r) =1 — ZGTM e B(r) = +1= na métrica original, obtemos a métrica de

A
Schwarzschild:
2GM 2GM\ !
ds* = ([ 1——=— ) c%d*— (1— dr* —r?d6* — rsin> 0 d¢* (3.1)
C2r CZI"

Esta é a métrica de Schwarzschild, que descreve o espago-tempo em torno de uma

massa esfericamente simétrica no vacuo.

onde:

ds € o intervalo espago-tempo.

G ¢ a constante de gravitacao universal.

M € a massa do objeto central.

¢ € a velocidade da luz no vécuo.

dt € o tempo préprio medido por um observador em repouso no infinito.

r € a coordenada radial.
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* 0 ¢é o angulo polar.

* ¢ é o angulo azimutal.
Na Eq[3.1]temos as seguintes consideragdes:

O fator de curvatura (1 — 231;4 ) que aparece em dt e dr depende apenas de r uma vez que
o centro de atragdo € esfericamente simétrico, isto €, o objeto € o mesmo para qualquer

valor de ¢ . Por isso ndo se pode ter um valor de curvatura dependente de ¢ (Lobo 2006).

No limite de grandes distancias a curvatura tende a 1 como era de se esperar. Longe da
fonte o campo gravitacional se aproxima de zero e a métrica de Schwarzschild se aproxima
a uma métrica do espaco-tempo plano (Lobo 2006).

Para M = 0, a métrica de Schwarzschild se reduz novamente a uma métrica onde o espago-
tempo € plano, como deveria. Auséncia de fontes nao produz curvatura (Lobo 2006)).

A Métrica de Schwarzschild nao € apenas uma solugdo para as equacdes de Einstein,
ela € uma ferramenta indispensavel para descrever o comportamento do espago-tempo em torno
de objetos massivos. Sua importancia reside na previsao de Buracos Negros, explicacdes para
observagdes astrondmicas, como o avanco do periélio de Merctirio e o desvio gravitacional da
luz, e na consolida¢do da relatividade geral como uma teoria bem-sucedida da gravitacdo. Além
disso, a métrica continua sendo crucial para o desenvolvimento de teorias mais avancadas, como
a Gravitacdo quantica.

3.2.1 Horizonte de eventos de Schwarzschild

O Horizonte de Eventos de um Buraco Negro de Schwarzschild € uma superficie
esférica imagindria que marca o limite além do qual nada pode escapar da atragcdo gravitacional
do Buraco Negro. E definido pelo Raio de Schwarzschild (Ry) que depende da massa do Buraco
Negro, dado por (Bergliaffa 2023)):

_ 2GM
-

(3.2)

S

Como o Ry depende da massa do Buraco Negro, temos que para os Buracos Negros
M8T7* e Sgr A*, o R, sera 19.2 bilhdes de Km e 11.8 milhdes de Km, respectivamente.

Nas proximidades do Horizonte de Eventos muitos fendmenos fisicos ocorrem. Onde
um dos principais fendomenos € a Dilatacdo Gravitacional do Tempo, que ocorre devido intensa
curvatura do espaco-tempo causada pela gravidade extrema do Buraco Negro, mostrando a pro-
funda influéncia que essa gravidade tem sobre o tempo e o espaco. Para um observador préximo
ao Horizonte de Eventos o tempo tende a zero. Com isso, esse observador vai sentir Forcas de
mardﬂ extremas, levando a Espaguetificacdo, onde serd esticado na dire¢do radial e comprimido
nas direc¢des transversais devido a variac¢ao intensa da forga gravitacional (Wiirz 2022).

®A forca de maré refere-se as forgas gravitacionais que um corpo celeste exerce sobre outro, causando distor¢des
ou deformacgdes. No caso de um Buraco Negro supermassivo, se uma estrela se aproxima muito dele, as forcas de
maré sdo tao fortes que fazem com que ela seja completamente destruida, e sua matéria espirale em direcéo a ele,
formando um disco de acrecdo.
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No entanto, para um observador distante o tempo passara de forma que estamos ha-
bituados em nosso dia a dia, além disso, A luz emitida por um objeto proximo ao Horizonte
de Eventos sera deslocada para o vermelho (redshift), tornando-se menos energética. Para O
observador distante, a luz se torna progressivamente mais vermelha e menos visivel a medida
que o objeto se aproxima do horizonte de eventos.

Para a Dilata¢do Gravitacional do Tempo, focamos no componente temporal da Eq[3.1]
com isso temos que a relacdo entre o Tempo Préprio (7) e o Tempo Coordenado () é:

ds* = (1 - 2G—M) 2 dt? (3.3)

Onde o Tempo Proprio (7) entre dois eventos é dado por:

dt = ds (3.4)

c
Substituindo a Eq[3.3|na Eq[3.4] temos:

at =
c
)

dt = cdt
c
2GM

dt=14/1— 3 dt 3.5

cr

A Eq[3.5| determina a Dilatagdo Gravitacional do Tempo nas proximidades de um
Buraco Negro de Schwarzschild.
Onde:

* d7 é o intervalo de tempo medido por um observador préximo ao buraco negro.
 r ¢ a distancia radial do centro do buraco negro.

* dt é o intervalo de tempo medido por um observador distante, fora do campo gravitacional
do Buraco Negro de Schwarzschild.

3.2.2 Orbitas Circulares Estaveis mais Internas (ISCO)

Ao analisar a trajetéria de uma particula de teste massiva e sem rotagcdo orbitando um
Buraco Negro central, pode-se obter um raio minimo no qual uma particula consegue sustentar
uma o6rbitar circular estavel. Este raio é chamado de Orbita Circular Estdvel mais Interna (ISCO,
do inglés “Innermost Stable Circular Orbits”), sendo bastante importante pois em qualquer ponto
além da ISCO, a drbita circular de uma particula em torno do Buraco Negro € estdvel. Porém,
apos atravessar o ISCO, uma pequena perturbacio na orbita ja causaria uma rapida espiral em
direcdo ao centro do Buraco Negro (Scarpin 2022). Onde a Energia Especifica E e o Momento
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Angular Especifico L. de uma particula em 6rbita no ISCO sio tais que qualquer diminui¢ao
no raio da orbita levard a uma perda significativa de estabilidade, fazendo com que a particula
espirale para dentro do Buraco Negro ou escape para uma orbita mais distante.

A localizagdo do ISCO estabelece o limite interno dos discos de acre¢do ao redor de
Buracos Negros. O material em um disco de acre¢ao pode se mover em Orbitas estaveis até a
ISCO. Dentro deste raio, o material geralmente cai rapidamente no Buraco Negro. Portanto, o
ISCO executa um papel crucial na dindmica dos discos de acre¢do e na emissao de radiacao,
especialmente na faixa de raios-X. A radiacdo emitida pelo material no disco de acre¢dao préximo
ao ISCO pode oferecer informagdes sobre a Fisica extrema nos arredores dos Buracos Negros.
A alta energia e 0 momento angular do material no ISCO auxiliam para processos de emissao
complexos e altamente energéticos, que podem ser observados por telescopios de raios-X
(Espinosa 2022).

Para o Buraco Negro de Schwarzschild, o ISCO define a distancia mais proxima onde
uma particula pode manter uma Orbita circular estavel sem espiralar para dentro do Buraco
Negro, como mostra a Fig[3.6

« Posigéo inicial
I I5CO .
i Disco de Acrecdo

104 | Raio de Schwarzschild

b/

/7 = Posigao inicial

i I5C0O

G e i Disco de Acregao
T = | Raio de Schwarzschild

—~10 4
T T T T T T T T T T
=5 0 5 10 -10 =5 0 5 10 15

Figura 3.6: Simulacgao orbital para uma particula caindo a partir de uma 6rbita eliptica perto de
um Buraco Negro de Schwarzschild. Fonte: autoria prépria.

Nesta condi¢do, temos que o raio do ISCO (r,) € definido tomando a Métrica de
Schwarzschild Eq[3.1}

—1
ds? = (1 _@) cAdt* — (1 — ZGM) dr* —r*d6* — r*sin> 0 d¢?

C2r czr

Temos 6 = 7 e d6 = 0 para érbitas circulares no Plano Equatorial, entdo:

2GM 26M\ !
dszz(l—G—>c2dt2—(l— G ) dr — r2dg? (3.6)

C2r c2r

Temos que a Lagrangeana £ no plano equatorial é:
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[\

1 2GM\ . 26M\ ! .
T e e
Ccr

cr
i_d, ._ d i d
Onde:i= jt,F=_gre¢=_10.

Temos que a Conservagdo da Energia E €:

a a1 2GM\ 5 2GM\ ', 5
aﬂ’—m{z[(l—w)” —(1— czr> Fore

3.7

c2r
0 2GM\ ,
Zo={(1- —E
0 < c2r )
2GM
Ez(L—i )&i
c’r
E
6= 26GM -8
<1 — W) C2

O Momento Angular L € conservado e dado por:

) 2 |1 2GM\ , WM\, 5.,
%g—%{il(l— C2r>C[—(1— czr) r~—r

2. 0 ( 1.,
aﬁ‘aé( 2””)

D, 1,0

12
6%~ 2" 950

— 24

: L
¢ = —3 3.9

Para Orbitas Circulares a Lagrangeana é definida como:
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1 2GM\ . 26m\ ! :
L = - 1-— At (1- % —r2p?
2 c2r c2r

Para7 =0,

z:% Kl—%) cziz—rzqsz] (3.10)

Agora calcularmos o Potencial Efetivo V.zy. Tal que este potencial na Cosmologia €
usado para descrever as Orbitas possiveis das particulas ao redor de um Buraco Negro. Ele inclui
os efeitos combinados da gravidade do objeto central e das forcas inerciais das particulas em
orbita. O potencial efetivo no ISCO € particularmente importante para determinar caracteristicas
como a estabilidade das orbitas ao redor do Buraco Negro, como também, ajuda a calcular a
posic¢do exata do ISCO e as propriedades das Orbitas estdveis proximas ao Buraco Negro, como a
velocidade orbital, o periodo orbital e a energia potencial efetiva associada a 6rbita. Portanto,
temos que 0 V. ¢y € dado definido pela Eq da seguinte maneira:

1 2GM\ 5.0 5o
ngf—2|:(1— c2r>cl‘ —I’(P

Substituindo 7 € ¢ na equacdo acima, temos:

2

1 2GM\ E ,[ L]?
var=a (1-787) (-ye| 5
2GM\ L?
\ = (1— . )5 (3.11)

Derivando a Eq , e considerando para Orbitas estdveis %Ve rr =0, temos:

dy _d[(, _26M L’
dr 7 ar c2r ) 2r

Pela Regra do Produto,
d 2GM\ L? 2GM\ d L?
— (| 1- —+(1- ——— =0
dr cr ) 2r cr ) dr2r

2GM\ L? 2GM L?
-2 -2
g (02)2r+< czr)(r)Z
2GML? L?
—3r " ( > ) —2r7? (—) =0
c 2

6GML? L*
a0
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6GML? L2
A T3

_ 6GM

r =

c2

Onde, 2(5—2M € 0 Raio de Schwarzschild (R,) dado na Eq Portanto:

rs = 3Rg (3.12)

A Eq[3.12] determina o Raio do ISCO.

3.2.3  Orbitas nas Proximidades de um Buraco Negro de Schwarzschild

Temos que a Orbita na proximidade de um Buraco Negro de Schwarzschild existem
para r > ry. A frequéncia orbital, energia e momento angular dessas Orbitas dependem do raio r.
Essas orbitas sdo fundamentais para entender a dinamica de discos de acrecdo e a emissao de
radiacdo do Buraco Negro, proporcionando uma base para estudos observacionais e tedricos em
Astrofisica Relativistica.

No entanto, devido a curvatura do espago-tempo, uma 6rbita que ndo seja perfeitamente
circular experimentard uma Precessdo do periélio ou Precessdo relativistica. Tal que, o Periélio
€ o ponto da 6rbita de uma paticula, na qual ela estd mais préxima do Buraco Negro que esta
orbitando, onde em um campo gravitacional relativistico, o periélio da orbita dessa paticula
avanca lentamente ao longo do tempo criando uma 6rbita em espiral, de maneira que a particula
ndo retorna a0 mesmo ponto apds uma revolugcdao completa. Este avanco é conhecido como
precessao do periélio (Silva 2018)).

A precessdo do periélio é representada na Fig[3.7] onde mostra a 6rbita na forma de
roseta.

7.5

Inii*

I

e

=7 ]
"ﬂ".

Figura 3.7: Precessao do periélio em roseta criado pela rotacdo de uma 6rbita quase eliptica em
seu proprio plano. Fonte: (Lambourne 2010).
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Para um Buraco Negro de Schwarzschild, a equacdo que descreve a precessao do
periélio é:

6nGM

A= c2a(l—e?)

(3.13)
Onde:

e A@ é o avanco do periélio por 6rbita.
* a ¢ o semi-eixo maior da Orbita eliptica.

* ¢ ¢ a excentricidade da Orbita.

A Excentricidade da drbita indica o quanto a drbita se desvia de ser um circulo perfeito,
onde esta é uma grandeza adimensional que varia de 0 < e < 1 para 6rbitas elipticas. Com
isso, temos que quando a excentricidade cresce a elipse torna-se mais achatada e quando a
excentricidade tende para zero a elipse tende para a circunferéncia.

3.3 Cordas Cosmicas

Defeitos topologicos sdo uma consequéncia natural de varios modelos que procuram
entender o cendrio padrao (forgas eletrofracas e fortes) das interagdes fundamentais. Admite-
se que essas interacdes se unifiquem numa escala de energia alta, como a Teoria da Grande
Unificagdao (GUT do inglés “grand unification theory”) , cujo valor, que depende do modelo, € da
ordem de 10'6 GeV '] A medida que o universo esfriou, passando de temperaturas comparaveis
as da GUT para temperaturas menores, ocorreram Transicoes de fase, e isso deu origem a regioes
nas quais as fases iniciais ficaram confinadas. Tais regides, por serem topologicamente estaveis,
sdo chamadas defeitos topoldgicos (Rocha 2009).

Os defeitos topologicos sdo basicamente de trés tipos: Monopolos (objetos puntiformes),
Muros de dominio (superficies de descontinuidade) e Cordas césmicas (linhas extensas). Apenas
Cordas césmicas e Muros de dominio podem cruzar o universo inteiro. No instante de sua
formacdo, os defeitos surgem como uma rede que se desenvolve, posteriormente, por causa de
sua prépria dindmica e da expansdo do universo. Portanto, a influéncia cosmolégica dos defeitos
topoldgicos depende crucialmente de sua dinamica (Rocha 2009).

Durante essa transi¢ao de fase nos primeiros instantes de evolu¢do do universo, houve
uma quebra de simetria no universo primitivo, ou seja, algumas regides evoluiram de modo um
pouco diferente das demais em termos de distribui¢cdo de massa. Com isso, Podemos comparar
as cordas césmicas com as rachaduras dentro de uma pedra de gelo, que se formam a medida
que um ponto de nucleagao aleatério inicia o processo de congelamento da dgua. A partir desse
momento, a cristalizacdo ocorre de modo desigual, formando linhas semelhantes a rachaduras
por todo o gelo. Com o universo, poderia ter sido semelhante: a medida que se expandia
nos primeiros instantes de modo desigual, as fissuras se espalharam por todo o cosmos. Da
mesma forma que as fissuras no gelo surgem durante a transi¢ao de estado da dgua, as cordas

7E a abreviagdo para Giga Eletron Volts, uma unidade de medida de energia usada principalmente na Fisica de
particulas. Um Giga Eletron Volt (GeV) equivale a um bilhdo de eletronvolts (e V).
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cosmicas surgiram nas transicoes do estdgio de vacuo da expansao e do resfriamento do universo
primordial (Cavalcante e Gnipper 2023)).

Elas sdo essencialmente fissuras ou falhas unidimensionais no espaco-tempo, seme-
lhantes as falhas que podem se formar em cristais quando eles se solidificam. Sao objetos
unidimensionais, alongados e finos, com comprimento potencialmente infinito, mas com uma
largura infinitesimalmente pequena e com uma densidade de energia extremamente alta, o que
significa que uma pequena quantidade de corda cdsmica pode conter uma quantidade enorme de
massa-energia.

A importancia das Cordas csmicas consiste em sua capacidade de relacionar as grandes
escalas cosmoldgicas com as pequenas escalas da fisica de particulas. Elas sdo uma manifestagao
da GUT, que tentam conectar as forcas fundamentais da natureza (gravidade, eletromagnetismo,
interagdes fracas e fortes) em um tnico quadro. Se forem detectadas, as Cordas césmicas podem
proporcionar evidéncias para a fisica de altissimas energias e ajudardo a esclarecer os processos
que ocorreram no universo primordial. Elas podem abrir uma nova janela para entendermos a
origem do universo e as possiveis transicdes de fase que ocorreram apds o Big Bang.

A equacdo da corda césmica pode ser obtida a partir de uma distribui¢do infinitamente
concentrada de matéria, com densidade de energia o, Onde o elemento de linha do espaco-tempo
de uma corda césmica infinita €:

2 42 2 2 2 2 2 2

No caso de uma certa distribui¢do estar localizada sobre o eixo azimutal z, o Tensor
energia-momento Eq. em coordenadas cilindricas, é dado por:

Tuy = 0(pdiag(1,0,0,1) 8 (r) (3.15)

Onde a funcio 82 (r) é a funcdo delta de Dirac em duas dimensdes.

Considerando a Equacdo de campo de Einstein Eq{2.44] pode ser reescrita da seguinte
maneira:

1

Sendo assim, temos que o Tensor de Ricci R,y para cada coordenada da Eq3.16]¢:

1 d*A 1 dAydC 1 [dAp)\?
Ry = R.. — ) | 0) ey, ] ( (p)) (3.17)
Ap) dP*  Ap)Cp) dp dp A\ dp
2 dAp) 1 &G,
Rop = 1
A dp* T Cypy dp? e
e 2 dA(ydC

E para T, temos que:
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T =T+ Tpp+Toe + 1T

T=0c+0+0+0

T =20 (3.20)
Definindo agora as Métricas g;,y, temos
e Para g;:
81t = g’“gm
g =28"8u+8"Pgpi+8 g0 +88
—_—— —— =~
0 0 0
8 = gttgtt
1Y)
8t EA
gn =1 (3.21)
e Para gpp:
8pp = gpagap
8op = 8" 81p +8"P8pp + 8 g0p +87°2:p
S~—— —— =
0 0 0
gpp =8 8pp
1
8pp = (_T) (—1)
gpp =1 (3.22)
e Para ggg:

806 = geagae

go0 = g% 210 +2% 800 +8%%g00 + g% 520
0 0
0
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200 = 2%% 500
1
806 =~ (—Cz)

g00 — 1 (323)

e Para g_.:

8z = gzagaz

8o =878+ 8P gp:+ 8 20. +8781
0 0
0

8z =878z

1
8z — _E (_Az)

8z=1 (3.24)

Através da Eq[3.16] podemos substituir pelas Métricas encontradas e pelo Tensor
Energia-Momento da seguinte maneira:

e Para g;; e Tj:
1
R’uv:k Tuv_iguvT

1
Ry =k (Et - _gttT)

2
1
R = k (G— 520)
R[t - k(G - G)

e Para g, € Tpp:

1
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neira:

1
Rpp =k <Tpp - QgppT)
1

e Para ggg € Tyg:

1

2

1
Rogg=k{0—=2
06 ( 26)

1
Rog =k | Top — =806 T

e Para g, e T;;:

R.=0

I &Cp) 2 dAgp)dCy,

Cip) dp*  Ap)Cp) dp  dp

L &Cp) 2 dAgp)dCp,

Cip) dp*  Ap)Cip) dp  dp

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

A conservacao de energia nos fornece mais uma equacgdo diferencial da seguinte ma-
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9
oxH

eParayuy =a=0ev =1, temos:

d 0,00 10 10 10
@F1+FOOF1—F01F1:O

0 0

%% =0
1dA
e Temos que 1"001 = T’,p = K% e Too = 0 . Assim,
1dA

Substituindo a Eq[3.30|na Eq[3.29] temos:

1 d°Cyp) 2 dAg) dC

= —ko
Cip) dp*  Cip) Adp_ dp
0
d*C
Cipy dp
d*C
ko _L_(Zp)
Clo) dp
1 d*Cyp)
—__— - 31
(o] KC,p) 2 (3.31)

Pela Eq[3.13] temos que:

0 O 0 —A?

A4 2
x=AClp)
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A*C(py =V (3.32)

Fazendo a integral com relagdo a p e 6, temos:

00 2n
= [ dp [~ 4%Cq)0d0
0 0

oo 27 1 d*C
— [ 4 A [ ———2 =P ) 4p
=00 9Py <p)< KC,) dp?

21 1 o J2C

_ 2f L (p)
“_/o A ( K)d@/o G dp
A 2 dCp) [
K Jo 49 dp? /0 ap

p= At (dC(p) - 1)

‘LL:

K dp
2mA? [ dC
P ( d(p) _1)
4 P
Clo)

2,4
u= 0 (4G
4G dp
Como C(p) e A2 sdo constantes, podemos dizer que C(p) — 1 e A? = 1, entdo:
1 dcC,
4G dp

dCp)
W) 14
dp G

/dc(p) :/(1—4G,u)dp

Clp) = (1-4Gp)p (3.33)

Portanto, temos que a Métrica da Corda Césmica é:

ds® = d* —dp* — c{, d6° — d7’

ds* = di* —dp* — (1 —4Gu) p)* d6* — dz?
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ds* = di® —dp* — (1—4Gu)* p>d6* — dz

Chamando 1 —4Gu = o, temos:

ds? = di* — dp* — a*p>d6* — d7* (3.34)

A Eq[3.34 ¢ a métrica de uma corda césmica, que fornece uma descrigio do espaco-
tempo ao redor de uma corda cosmica reta e infinitamente longa, onde:
* ds® é o intervalo de espaco-tempo.
* t € a coordenada temporal.
* p e 0 sdo as coordenadas cilindricas perpendiculares a corda.
* 7z ¢é a coordenada ao longo da corda (a corda € estendida ao longo do eixo z).

* o é a dimensdo angular em torno da corda.

u € a densidade linear de massa

No angulo & é onde ocorre a influéncia da corda césmica. Se consideramos um espago-
tempo plano sem cordas, a componente seria simplesmente 72d62. Porém, com presenca da
corda cdsmica, o espago-tempo € alterado pelo fator o, que representa o déficit angularﬂcausado
pela corda, onde varia de: 0 < o < 1. Para descrevermos as cordas cdsmicas idealizadas, ou
seja, cordas cosmicas estdticas, com distribuicao de matéria infinita concentrada ao longo do
eixo z e cuja a estrutura interna pode ser desprezivel, usaremos o modelo de Nielsen-Olesen
(Sousa e Lima 2017).

corda
casmica

f i Espato-tempo am
/ . torne da corda cosmica

Figura 3.8: déficit de angulo do espaco-tempo. Fonte: (Santos et al. 2016).

Um outro fato potencialmente importante € que, devido a natureza conica do espago
ao redor da corda cosmica, podem ser formadas imagens duplas de objetos localizados atrds da
corda cosmica. Este fendmeno € conhecido como lentes gravitacionais. Na formacdo de imagens
duplas, podemos notar que o espago conico é formado pela retirada de uma regido corresponde
ao angulo a do espaco plano e depois identificando as bordas. Devido a isto, o observador vera
duas imagens da fonte conforme a Fig[3.8|(Santos et al. 2016) .

Ao considerarmos uma particula préxima a Corda césmica com diferentes déficits
angulares, temos os seguintes gréficos:

80 déficit angular é uma medida de quanto o 4ngulo ao redor da corda césmica é reduzido em comparagio com
um circulo completo.
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Figura 3.9: Trajetorias da luz em torno de uma Corda césmica com déficit angular em diferentes
valores de « . Fonte: autoria prépria.

Através da Eq[3.34] conseguimos obter o comportamento de um particula préxima a
uma Corda césmica. Onde na Fig[3.9lA, o = 0.10; na Fig[3.9B, o = 0.20; na Fig[3.9|C, a =
0.30 e na Fig[3.9\D, o = 0.90.

Uma Corda césmica com déficit angular de 0,1 seria uma estrutura unidimensional que
cria um “defeito cOnico” no espago-tempo ao seu redor, fazendo com que o angulo total ao redor
da corda seja menor que 27 em 0,1 radianos. Isso geraria efeitos como distor¢des visuais (lentes
gravitacionais), possivel emissdo de ondas gravitacionais, e influéncias sutis em observacdes
cosmoldgicas, como na radiacao césmica de fundo. Esses efeitos tornam a deteccao de cordas
cOsmicas uma questdo empolgante na cosmologia moderna.

Uma Corda césmica com déficit angular de 0,9 cria uma distor¢do no espago-tempo ao
seu redor, com um efeito de lente gravitacional forte e uma curvatura significativa do espago-
tempo. A separacdo angular das imagens de objetos distantes seria significativo, tornando esse
efeito mais facil de observar. A corda também poderia emitir ondas gravitacionais intensas,
especialmente durante interacdes, além de deixar marcas observiveis na radiacdo césmica de
fundo.
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Interacao entre o Buraco Negro de
Schwarzschild e a Corda Cosmica

A relagdo entre um Buraco Negro de Schwarzschild e uma Corda césmica pode ser
estudada em termos de como esses dois objetos deformam o espago-tempo e como interagem
entre si. Se uma Corda césmica passar nas proximidades de um Buraco Negro, a interacao
gravitacional entre eles pode alterar as propriedades observaveis de ambos. Por exemplo, a
Corda césmica pode influenciar a forma do Horizonte de eventos do Buraco Negro.

As equagdes de campo de Einstein na relatividade geral Eq[2.44] descrevem como a
matéria e a energia influenciam a curvatura do espaco-tempo. Para descrever um Buraco Negro de
Schwarzschild na presenca de uma corda c6smica, podemos considerar solu¢des das equacdes de
campo de Einstein que combinam os efeitos de ambos. A solucio cldssica para um Buraco Negro
de Schwarzschild em coordenadas esféricas é dado pela Eq[3.T|que é a Métrica de Schwarzschild.

No caso de uma Corda césmica, introduz-se um déficit angular no espago-tempo que €
dado pela Eq[3.33] A combinagio dessas duas solugdes envolve considerar um Buraco Negro
de Schwarzschild com uma Corda césmica passando por ele, o que resulta em uma métrica que
pode ser expressa como:

2GM 26M\ !
ds® = (1 _T> c*dr* — (1— 5 ) dr* — r*d6* — r*sin® 0d ¢’
c°r cer

2GM 2GM\ !
ds® = (“W) cdr* — (1— 5 ) dr* —r?d6? — (1 —4Gu)* r*sin® 0d¢>

2GM 26M\ !
ds? — (1_ > )czd,z_ (1_ > ) dr* —*d6* — a’r*sin® 0d¢>  (4.1)

Na EqH4.1] temos que os termos:

* Termo Temporal: <1 2ch;4 ) c2dr?
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Este termo permanece inalterado, representando a dilatagdo do tempo em torno do buraco
negro.

~1
» Termo Radial: — (1 — ZCGT];’I> dr?

Este termo também ndo € alterado pela presencga da corda csmica e descreve a curvatura
radial do espaco-tempo.

 Termo Angular Polar: —r2d6>

Este termo representa a parte angular esférica da métrica e também nao € alterado pela
corda cosmica.

« Termo Angular Azimutal: —o?/2sin” 0d¢>

Este termo é onde o efeito da corda césmica é incorporado. O fator & representa o déficit
angular causado pela corda césmica.

Ao resolver as equacgdes geodésicas, foi obtida a representacdo gréfica, da trajetoria
de particulas de luz nas proximidades de um buraco negro de Schwarzschild, sendo possivel
observar que em longas distancias as trajetorias sdo elipticas semelhante a mecanica newtoniana;
porém em curtas distancias essas Orbitas ndo se fecham, realizando uma trajetéria no formato
de roseta, devido aos efeitos gravitacionais intensos do Buraco Negro. Estas divergéncias do
comportamento newtoniano se deve aos efeitos relacionados a teoria da Relatividade Geral de
Einstein, que sdo mais significativos nas proximidades do Buraco Negro devido a curvatura
do espaco-tempo, ja em distancias suficientemente longas, seus efeitos sdo insignificantes, se
aproximando de seus andlogos newtonianos (Carneiro 2023)).

Figura 4.1: Representacdo grafica de uma geodésica no espago-tempo de Schwarzschild. Imagem
a esquerda demonstrando detalhes da trajetdria de uma particula e a direita, 6rbita no formato de
roseta. Fonte: (Carneiro 2023)).

Porém, na presenca de uma Corda csmica as trajetorias da luz podem variar de acordo
com o déficit angular, onde suas propriedades do espaco-tempo passam a ser descritas pela
métrica dada na EqM4.1]

4.1 déficit angular o < 1:

Quando o déficit angular o < 1 isso significa que a Corda césmica introduz uma
pequena modificagdo na estrutura do espaco-tempo, onde o angulo completo ao redor da corda
cOsmica, resulta em uma curvatura conica.
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Figura 4.2: Particula de luz interagindo com um Buraco Negro de Schwarzschild perfurado por
uma corda césmica. Fonte: autoria propria.

Na Figl4.2]a esquerda, temos uma Corda c6smica com um déficit angular de o¢ = 0.1
interagindo com um Buraco Negro de Schwarzschild. Tal que, uma particula é capturada por
essa interacado e realiza drbitas elipticas ao redor desse Buraco Negro. O mesmo ocorre ao lado
direito, onde temos um déficit angular de o¢ = 0.3. Porém neste situacdo o movimento orbital
eliptico da particula possuem algumas “curvas sinuosas” . Em ambas as situagdes podemos
perceber que somente no ISCO a particula mantém uma 6rbita constante e sem curvas sinuosas.
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Figura 4.3: Particula de luz interagindo com um Buraco Negro de Schwarzschild perfurado por
uma corda césmica. Fonte: autoria propria.

Os resultados obtidos na Figl4.3] temos do lado esquerdo um déficit angular de o0 = 0.5
e do lado direito um déficit angular de oc = 0.9, onde ambas possuem curvas sinuosas.

Figura 4.4: Particula de luz interagindo com um Buraco Negro de Schwarzschild perfurado por
uma corda césmica. Fonte: autoria propria.

Na Fig[4.4| temos um déficit angular de o = 1. Se o déficit angular € igual a 1, isso
significa que ndo h4 Corda césmica presente no espaco-tempo, pois implica que o espago-tempo
€ usual, sem qualquer déficit. Nesse caso, a métrica@ d retorna a sua forma padrao, ou seja,

2GM 26M\ !
ds? = (1 _ >c2dt2— (1 - ) dr* —r*d6?* — r*sin® 0d ¢

Czl"

Aqui, a auséncia do termo ¢ indica que o espago-tempo ndo possui nenhum déficit
angular, e estamos tratando apenas do espaco-tempo ao redor de um corpo esférico ndo rotativo
e sem carga.

Neste caso, na Figld.4] pode-se notar que a particula faz somente trajetdrias elipticas,
sem curvas sinuosas. Isso ocorre devido aos efeitos da Corda césmica diminuirem com relagdo a
atracao de particulas na 6rbita préxima ao Buraco Negro de Schwarzschild.
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4.2 déficit angular o0 > 1:

Ao colocarmos uma particula proxima a um Buraco Negro de Schwarzschild com uma
corda cosmica que tenha um “excesso” angular (ou seja, um fator @ > 1), o comportamento
da particula sera influenciado tanto pelo campo gravitacional do buraco negro quanto pela
modificacdo angular introduzida pela corda césmica. No contexto usual de Cordas césmicas,
esse déficit angular nao ¢é fisicamente significativo. Portanto, a Métrica de Schwarzschild [4.1]
com um déficit angular maior que 1 nao tem uma interpretacdo fisica direta no contexto de
Cordas césmicas e ndo corresponde a uma situagio que ocorre naturalmente. A exploragcdo dessa
situacdo necessita de uma extensdao ou uma modificagcdo significativa das teorias da Relatividade
Geral e dos Defeitos Topoldgicos.

No entanto, ao considerarmos o > 1 de forma hipotética, trabalhamos essencialmente
com um tipo diferente de modificacdo do espago-tempo que nao corresponde a Fisica conven-
cional das Cordas cosmicas. Onde nesta situacdo, a particula se afasta do Buraco Negro de
Schwarzschild como mostra a Fig4.5]

Figura 4.5: Fonte: autoria propria.

Na Figl.5] ao lado esquerdo temos um déficit angular o = 1.2 e ao lado direito um
déficit angular oo = 1.4. Tal que esse afastamento da particula ocorre devido a modificacao na
geometria do espaco-tempo causada pelo déficit angular.
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Conclusoes

Portanto, de acordo a pesquisa publicada no “The Astrophysical Journal Letters” pelos
Fisicos Mark R. Morris, Jun-Hui Zhao e W. M. Goss, onde conseguiram identificar um filamento
de radio préximo ao Buraco Negro Sagittarius A* na qual segundo o resultado dessa pesquisa,
esse filamento pode ser uma manifestacdo de uma Corda césmica. Assim, apresentamos o estudo
da interacao entre um Buraco Negro de Schwarzschild com uma Corda césmica. Podemos
demonstrar como seria essa interacao para diferentes déficits angulares.

Inicialmente tivemos que fazer um estudo sobre a Teoria da Relatividade Geral até
chegarmos na Equagdo de Campo de Einstein Eq[2.44/Onde a partir desta que o Fisico Karl
Schwarzschild conseguiu deduzir a primeira solucdo dessas equagdes, que é a Métrica de
Schwarzschild [3.1] na qual descreve um Buraco Negro esfericamente simétrico e sem rotagao,
conhecido como Buraco Negro de Schwarzschild.

Ap6s uma anélise de como é um Buraco Negro de Schwarzschild, discutimos as Orbitas
Circulares Estdveis mais Internas (ISCO) que € o limite onde uma particula pode circular um
Buraco Negro sem que ela seja “sugada” para o disco de acre¢do, e logo apds, para o Raio
de Schwarzschild (Horizonte de Eventos), como mostra a Fig[3.6] Tal que, no nosso trabalho,
quando o Buraco Negro interage com a Corda césmica, a particula sente os efeitos dessa interagao
somente até o ISCO, e ndo colapsa no Buraco Negro. No entanto, a particula ndo fica orbitando
somente no ISCO, ela também orbita nas Proximidades do Buraco Negro de Schwarzschild,
onde devido a curvatura do espaco-tempo, essa Orbita ndo é perfeitamente esférica e sim eliptica
na forma de roseta, como mostra a Fig

Ao relacionarmos equagdo da Corda césmica Eq[3.34 com a Métrica de Schwarzschild
B.1] chegamos na Eq{.1] onde o déficit angular o determinou como é o comportamento de uma
particula na interagdo entre o Buraco Negro de Schwarzschild com uma Corda césmica. Tal
que os resultados obtidos nas Fig’s4.2|e [4.3] para um déficit angular o0 < 1, mostram curvas
sinuosas com essa interacdo. Onde esses resultados sdo similares aos que foram publicados por
Mark R. Morris, Jun-Hui Zhao e W. M. Goss.

As perspectivas sobre o estudo da interacao entre Buracos Negros e Cordas cosmicas
sao bastante promissoras, tanto em termos de teoria quanto de observacdo. No entanto, esses
avancos dependem de como a ciéncia e a tecnologia progridem nos proximos anos. Atualmente,
ainda ndo temos provas concretas da existéncia de Cordas cosmicas, mas elas podem deixar
marcas relevantes no universo.
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Um dos maiores desafios da Fisica € unir a Mecanica quantica com a Relatividade geral.
Cordas cosmicas, que estdo previstas em varias teorias de unificagdo, como a teoria das cordas e
Buracos Negros, podem oferecer um terreno fértil para investigar a gravidade em um regime
quantico.

Para efeitos de pesquisa, realizamos o comportamento da particula para um déficit
angular oo > 1, que de acordo com os resultados obtidos na Fig. 4.5]a particula tende a se afastar
do Buraco Negro de Schwarzschild devido a modificagdo na geometria do espago-tempo.
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