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Resumo

Neste trabalho estudamos propriedades de transporte em fios quanticos desordenados
acoplados a reservatorios de elétrons por guias ideias. Especificamente, estudamos proprie-
dades estatisticas da conduténcia a partir do formalismo da equacao DMPK, que descreve a
evolugao da distribui¢ao conjunta de autovalores de transmissao em fun¢ao do comprimento
do fio. Para isso usamos o método de Monte Carlo introduzido na referéncia [1| a partir da
solugao aproximada da equacao DMPK no regime metalico, valida em todas as classes de
simetria de Wigner-Dyson. Dessa forma, investigamos fen6menos mesoscépicos como loca-
lizacao fraca e flutuacoes universais da condutancia, bem como, a distribuicao completa da
condutancia na transicao entre os regimes metalico e localizado. Além disso, investigamos a
proposta de um fio quantico como produtor de emaranhamento de elétrons nao interagentes
introduzida na referéncia [2|. Nesse caso estendemos o método de Monte Carlo para estudo
da propriedade estatisticas da concorréncia. Todos os resultados obtidos foram verificados a

partir de uma formulacao alternativa baseada no modelo de tight-binding.

Palavras-chave: Fisica Mesoscopica, Transporte Eletronico, Equacao DMPK, Método

de Monte Carlo, Modelo Tight-Binding, Emaranhamento.
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Abstract

In this work we study transport properties in disordered quantum wires coupled to
electron reservoirs by ideal leads. Specifically, we study the statistical properties of condu-
tance using the DMPK equation, which describes the time evolution of the joint distribution
of transmission eigenvalues as a function of the wire length. For this, we used the Monte
Carlo method presented in reference [1| for the approximate solution of the DMPK equa-
tion in the metallic regime, which is valid in all Wigner-Dyson symmetry classes. Thus,
we investigate mesoscopic phenomena such as weak localization and universal conductance
fluctuations, as well as the complete distribution of the conductance in the crossover region
between the metallic and localized regimes. Furthermore, we investigated the proposal of a
quantum wire as a producer of non-interacting electron entanglement introduced in reference
[2]. In this case we extended the Monte Carlo method to study the statistical properties
of the concurrence. All the obtained results were supported by simulations of disordered

quantum wires based on a tight-binding model.

Keywords: Mesoscopic Physics, Electronic Transport, DMPK Equation, Monte Carlo
Method, Tight-Binding Model, Entanglement.
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CAPITULO 1

Introducdo

1.1 Fisica MesoscéOpica

Durante a década de 1960 o mundo assistiu & miniaturizagao da eletréonica com o de-
senvolvimento dos circuitos integrados, dispositivos contendo uma grande quantidade de
transistores e diodos interligados com resistores e capacitores, todos esses fabricados sob a
mesma pastilha de semicondutor. A descoberta de tal dispositivo s6 foi possivel gracas ao
conhecimento obtido no estudo da Fisica do Estado Sélido. Esse ramo da Fisica, que estava
concentrado apenas nos sélidos cristalinos, cujos atomos que fazem parte de sua estrutura
tém um arranjo perioédico, ganhou um novo impulso depois da descoberta dos transistores
[3]. O conhecimento acerca dos processos fisicos envolvidos nesses dispositivos avangou con-
sideravelmente durante todo o século passado juntamente com a criacao e o desenvolvimento
da mecanica quantica. Esses foram os primeiros passos do que conhecemos hoje como nano-
ciéncia, ramo que tem que como finalidade construir e controlar dispositivos eletronicos em
escala atomica (107Y metros) [4].

A nanociéncia possui um ramo de estudo de grande importancia para a Fisica do Estado
Solido e Fisica da Matéria Condensada: o transporte quantico de elétrons. Tal ramo nos per-

mite caracterizar solidos em: supercondutores, metais, semicondutores e isolantes, além de



1. Introdugao 2

verificar as propriedades dos diferentes regimes de transporte fazendo uso da teoria quantica,

ja que essas propriedades nao conseguem ser descritas inteiramente pela fisica cléssica.

Um dos interesses do transporte eletrénico é quantificar o transporte de elétrons através
de uma amostra condutora. Em um sistema macroscopico, como um condutor retangular
bidimensional, a condutancia ¢ descrita em termos da geometria da amostra, ou seja:

w

G:O'f, (11)

onde W ¢é a largura da amostra, L ¢ o comprimento e ¢ é a condutividade, sendo esta uma
propriedade intrinseca do material. No entanto, o que acontece quando o comprimento do
material € muito pequeno? Em outras palavras, o que acontece quando W e L — 0. Podemos
esperar uma condutancia indefinidamente grande e consequentemente resisténcia zero? Nesse
contexto, surge a Fisica Mesoscopica, que estuda amostras que apresentam uma geometria
com dimensoes que variam entre o microscépico e o macroscopico, realizando uma abordagem
que nao seja puramente classica. Nessa escala de comprimento, surgem efeitos quanticos
devido a coeréncia de fase dos elétrons e esses efeitos nao podem ser observados em medigoes
de transporte em condutores de tamanho macroscopico. Nas proximas se¢oes deste capitulo

discutiremos alguns aspectos e propriedades apresentados por condutores mesoscopicos.

1.2 Escalas de Comprimentos e Regimes de Transporte

E natural apresentar algumas escalas de comprimentos que sao de extrema importancia
no regime de transporte mesoscopico, uma vez que fendmenos quanticos sao acentuados a
medida que o tamanho da amostra diminui. Se o tamanho da amostra for muito maior que
esses comprimentos caracteristicos, os efeitos quanticos sao perdidos e o sistema pode ser

tratado classicamente. No transporte eletronico, as escalas de referéncia sao [5]:

1. Comprimento de onda de Fermi (A\r): Corresponde ao comprimento de onda de
de Broglie de elétrons com energia de Fermi Er. Considerando baixas temperaturas,

apenas os elétrons com essa energia contribuem para o transporte.

2. Livre caminho elastico médio (l.): Corresponde a distancia média que um elétron
percorre antes de sofrer duas colisoes sucessivas. Este processo de espalhamento é
refletido nas medidas de condutéancia da amostra. Esta escala varia de alguns angstroms

em metais a alguns micréometros em heteroestruturas semicondutoras.

Dissertacao de Mestrado - Departamento de Fisica - UFRPE



1. Introdugao 3

3. Comprimento de localizacao eletronica (£): Corresponde a extensao espacial da
funcao de onda na amostra. No regime metalico, a funcao de onda se estende por toda
a amostra, ja no regime isolante ela localiza-se e decai exponencialmente a partir de

um ponto rq.

4. Comprimento de coeréncia de fase (Lg): E a escala mais importante para o
surgimento de efeitos mesoscopicos. Este comprimento é referente a distancia média
que um elétron percorre sem que sua onda perca coeréncia de fase. Em geral, Lg

aumenta a medida que a temperatura diminui.

Um sistema s6 se enquadra no regime mesoscopico quando pelo menos uma de suas
dimensoes é menor que o comprimento de coeréncia de fase L. Com o decréscimo da
temperatura, Lg aumenta, tornando um sistema com L ~ 1um mesoscopico abaixo de 100
mK [6]. As informagoes e caracteristicas sobre a condugao dos elétrons no interior da amostra
sao definidas pelos regimes de transporte, que sao estabelecidos pela relagao entre o tamanho

da amostra e as escalas de comprimento, como mostra a figura 1.1.

Ay i ¢ L

»
»

balistico difusivo localizado

D

\4

t~

A T

<
<

\/
A

Figura 1.1: Amostra de comprimento L comparada com os comprimentos caracteristicos

1. Regime balistico: Nesse regime, o comprimento L da amostra é menor que o livre
caminho médio [, e os elétrons viajam sem sofrer nenhum tipo de colisao. Ha ape-
nas espalhamento nas fronteiras da amostra e, portanto, os efeitos de coeréncia sao

relevantes.

2. Regime difusivo: Nesse regime, o comprimento L da amostra ¢ maior que o livre
caminho /., porém menor que o comprimento de localizagao £&. Com isso, os elétrons
sofrem diversas colisoes ao atravessar a amostra. Os espalhamentos elésticos nao afe-
tam a coeréncia de fase, porém, a fase é destruida em processos onde o espalhamento

é ineléstico.
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1. Introdugao 4

3. Regime localizado: Nesse regime, o comprimento da amostra L é maior que compri-
mento de localizagao & e menor que o comprimento de coeréncia de fase Lg. Nesse caso,
os elétrons ficam confinados em uma regiao da amostra. A funcao de onda do elétron
se torna mais encurtada na regiao de confinamento, fazendo com que a probabilidade

de se encontrar o elétron em outra regiao diminua.

1.3 Fendémenos em sistemas mesoscoOpicos

A medida que o tamanho da amostra atinge dimensées comparaveis com o comprimento
de uma das escalas caracteristicas citadas na se¢ao anterior, fendémenos quénticos passam
a dominar a dinamica do transporte eletronico. Nesse contexto, alguns efeitos sao natural-
mente revelados, como, por exemplo, fenémenos de interferéncia devido ao comportamento
ondulatoério do elétron. Isso implica no surgimento de diversos outros eventos inerentes a

Fisica Mesoscopica que serao discutido nas proximas segoes.

1.3.1 Quantizacao da Condutancia

O avanco de técnicas de crescimento de materiais permitiu a criacao de estruturas em
que a coeréncia de fase é mantida por toda a amostra. Esse tipo de estrutura é criado
pela da juncao de dois heterocompostos semicondutores como o GaAs e o AlGaAs, onde
na junc¢ao desses semicondutores os elétrons podem se mover livremente, criando um gas de
elétrons bidimensional (2DEG) [5]. Foi justamente em uma dessas estruturas que o efeito de
quantizacio da condutéancia foi observado. E possivel inserir um ponto de contato de largura
varidvel na amostra, onde a largura é ajustada através da técnica split-gate, que consiste
em um eletrodo carregado que repele os elétrons que passam pela constricdo. A medida
que o potencial dos eletrodos se torna mais negativo, a condutancia diminui em quantidades
discretas |7, 8], como mostra a figura 1.2.

Quando uma diferenca de potencial é estabelecida no ponto de contato, uma corrente
I = GV é criada, mas a onda eletronica s6 pode atravessar o ponto de contato se interferir
construtivamente e isso s6 acontece com um niamero N de modos transversais. Esse niimero

N de modos esta relacionado com a largura W da constricao por
2W
N =int <—) . (1.2)
AR
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Figura 1.2: Comportamento da condutancia em fun¢ao da voltagem aplicada na constri¢ao
em um 2DFEG. A condutéancia do ponto de contato é quantizada e assume miultiplos de Gj.

Figura retirada de [9].

Variando a voltagem o ntumero de modos transversais ¢ alterado e a condutancia passa a
variar na forma de discreta em multiplos de uma quantidade minima Gy = 2¢?/h, conhecida
como quantum de condutancia. A estrutura criada pelos semicondutores faz com que o
movimento no seu interior seja balistico e ainda assim a condutancia tem um valor finito, o
que implica em uma resisténcia nao nula. Esse fator de resisténcia surge na conexao entre a

amostra e os contatos e é conhecido como resisténcia de contato [10].

1.3.2 Flutuacgoes Universais na Condutancia

Verifica-se experimentalmente que o valor da condutancia em um sistema mesoscopico
sofre flutuagoes ao alterarmos alguns parametros do sistema como energia de Fermi ou campo
magnético. Essas flutuagoes ocorrem devido ao padrao de desordem que uma amostra apre-
senta. Mesmo em amostras feitas do mesmo material, a configuracao de impurezas tem uma
disposicao completamente diferente em cada uma delas, pois nao existe uma maneira de con-
trolar esse arranjo. E possivel reproduzir esses padroes de flutuacoes em uma tnica amostra
com a aplicagao de um campo magnético externo, uma vez que a presenga desse campo causa
efeitos similares aos dos padroes de interferéncia causados pela mudanca na distribuicao de

impurezas. Na figura 1.3 temos alguns exemplos da manifestacao do fenémeno das flutuagoes
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em sistemas completamente distintos, mas com flutuagoes da ordem de (e?/h)?. Como esse
fendmeno depende unicamente dos padroes de impurezas, essas flutuacoes sao verdadeiras

“marcas registradas” de cada amostra. A amplitude dessas flutuagoes é quantificada pela

(CI) I T T (b)] I ] (C) T [ [
< 88z~ < st 4 ar .
(WY
e
w 16 —
ésso— s 2 7
s 14t -
),
o 878 — o) -
g 12 — r_
O
876 L | | 10 1 I | -5 | I 1
o I 3 4 ) I 2 3 4 o | 2 3 4
B (T) B (T) B (T)

Figura 1.3: Flutuacdo da condutancia em 3 sistemas diferentes. Em (a) temos G(B) para
uma amostra de um anel de ouro [11]. Em (b) MOSFET de silicone (amostra quase-

unidimensional) [12]. Em (c) Célculo numérico baseado no modelo de Anderson. [13].

variancia da condutancia e é dada pela expressao:

var(G) = (G?) — (G)? ~ (%) . (1.3)

1.3.3 Localizacao Fraca

No regime difusivo, para particulas sem spin e na auséncia de uma campo magnético
externo, hd um aumento da probabilidade de reflexao devido a interferéncia construtiva entre
as trajetorias revertidas no tempo, fazendo com que a condutancia diminua, como mostra a
figura 1.4. No caso de particulas com spin, também na auséncia de um campo magnético
externo, o fenémeno de acoplamento spin-érbita gera uma interferéncia destrutiva, causando
um aumento na condutancia. Esses dois efeitos de interferéncia quéantica sao conhecidos
como localizagao fraca e anti-localizagao fraca respectivamente [14]. Se aplicarmos um campo

magnético capaz de quebrar a simetria de reversao temporal, ambos os efeitos sao inibidos.
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Figura 1.4: Média da condutancia em fun¢ao do campo magnético externo para uma cavidade
catdtica. O valor médio da condutancia é reduzido em B = 0. A aplicagdo de um campo
magnético externo quebra a simetria de reversao temporal, elevando o valor da condutancia.

Figura retirada de [9].

1.4 Fios Quanticos

Sistemas mesoscopicos que sao quase unidimensionais sao classificados como fios quan-
ticos, que sao estruturas estreitas onde o comprimento da amostra é muito maior que sua
largura. Essas estruturas sao comumente utilizadas em experimentos que envolvem trans-
porte eletronico, pois sao facilmente conectados aos contatos elétricos formados dentro do
gas de elétrons bidimensional (2DEG).

Fios quanticos, em geral, possuem comprimentos que sao maiores do que o livre caminho
médio dos elétrons, logo o transporte eletronico nesse tipo de estrutura ¢ difusivo e a baixas
temperaturas, o comprimento de coeréncia de fase ultrapassa o comprimento da amostra,
permitindo que os efeitos de interferéncia quantica sejam observados em suas propriedades de
transporte. Na maioria dos experimentos, podemos controlar as dimensoes do fio, alterando
seu comprimento e largura. Essas modificagoes nos permitem obter resultados diferentes para
a condutancia da amostra, ja que alterando a largura, por exemplo, o nimero de modos de

propagacao transversal também é alterado e isso implica diretamente na conduténcia do fio.
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Figura 1.5: Na esquerda, um fio quantico de 75nm de comprimento feito de uma hetero-

estrutura semicondutora. [15]. Na direita, um fio quantico de silicone. Aqui, a largura da

estrutura é de 80nm. [16].

1.5 Formalismo do Espalhamento

O formalismo de espalhamento para a conducao eletronica entrega uma estrutura natural
para a descricao de propriedades de transporte em sistemas quanticos, uma vez que permite
que a corrente através do condutor seja expressa em termos da probabilidade de transmissao
dos elétrons através dele [5]. Neste formalismo, o condutor mesoscopico é modelado como
uma regiao desordenada conectada a dois reservatorios de elétrons por meio de guias ideais,

como mostrado na figura 1.6.

a' > 7 % » b’
7‘> (r
bl< <t_ <« a2
X —>»

Figura 1.6: Modelo de uma amostra bidimensional conectada a 2 guias ideias. As setas

indicam os sentidos das ondas entrando e saindo da amostra.

Nos guias ideais (sem desordem) a equagao de Schrodinger pode ser facilmente resolvida,
resultando em modos transversais, ou canais, devido ao confinamento na dire¢ao transversal.
Considerando a existéncia de N canais abertos nos dois guias, a fun¢ao de onda no guia [

(I = 1,2 para os guias da esquerda e direita, respectivamente) pode ser escrita como o vetor
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N-dimensional
vO(z) = [(x), ..., 0@ @), (1.4)
cuja n-ésima componente ¢ uma combinacao linear de ondas planas de ntimero de onda

longitudinal® &, com coeficientes a e b indicando ondas entrando e saindo da amostra,

respectivamente:
eikn:r b(l) efiknm

Rk, /m M Rk, /m’

As 2N amplitudes bg), (l=1,2en=1,...,N) das ondas que saem da amostra podem

v (@) = ay (1.5)

. . ~ . . l
ser escritas como combinagoes lineares das 2N amplitudes a%) das ondas que nele entram.

Esta relagao pode ser escrita na forma matricial

b = Sa, (1.6)

em que b = (bgl),. .,bg\l,),bf), o ,65\2,)) é um vetor coluna com todas as amplitudes das
ondas dirigidas para fora da amostra. O vetor a ¢ definido de forma analoga. A matriz 2/N-
dimensional § é denominada matriz de espalhamento do sistema e tem a seguinte estrutura

de blocos

t/
s=[" "], (1.7)

t r
em que r,t sao matrizes N X N de reflexao e transmissao para particulas vindo da esquerda
e, analogamente, r',t’ sdo as matrizes de reflexdo e transmissao para particulas incidindo
pela direita, veja figura 1.6.
A matriz espalhamento conecta amplitudes das ondas incidentes com as dirigidas para
longe do amostra. Também podemos relacionar as amplitudes no guia da esquerda (I = 1)

com as do guia da direita (I = 2). Dessa forma, definimos os vetores coluna

e = (af,... a0, b0 (18)
c® = (o, b2 .a?,. . D) (1.9)

em que as N primeiras (dltimas) entradas contém amplitudes de ondas dirigidas para a

direita (esquerda). Esses vetores estao relacionados pela matriz de transferéncia

c® = McW. (1.10)

'Para um dado ntimero de onda de Fermi kx os ntimeros de onda longitudinais satisfazem k2 + (nw/W)? =
k%, em que W ¢ a largura do guia. Os diferentes valores de n para os quais k, ¢ real correspondem aos

canais abertos

Dissertacao de Mestrado - Departamento de Fisica - UFRPE



1. Introdugao 10

Apesar de matrizes de espalhamento e transferéncia serem descricoes equivalentes da
regiao desordenada, a matriz M satisfaz a uma regra de composicao multiplicativa, o que a

torna conveniente para tratar regioes desordenadas em série, como mostrado na figura 1.7.

), C .

r 7 r 7’

<— t’ : : t’ <—
S, S,

Figura 1.7: Modelo de duas amostras conectadas em sequéncia por um guia ideal.

Neste caso, se M; e My sao as matrizes de transferéncia dos condutores em série, a

matriz de transferéncia do conjunto é dada por
M = MyM;. (1.11)

Matrizes de espalhamento, em contraste, tém uma regra de composicao mais complicada
que envolve inversdes matriciais [5]. Como veremos mais adiante, a regra de composi¢ao
(1.11) faz com que a abordagem via matrizes de transferéncia seja particularmente util para
o estudo de transporte em fios quanticos.

Certas condigoes fisicas impoem vinculos as matrizes de transferéncia e de espalhamento.
Discutiremos a seguir os papeis da conservacao de fluxo e da simetria de reversao temporal

na estrutura da matriz de espalhamento.

1.5.1 Conservacgao de fluxo

As ondas planas na fungao de onda (1.5) s@o normalizadas para possuirem fluxo unitério.

Dessa forma, a corrente no guia [ pode ser escrita como

jr= (P = ) = aal b0 B (1.12)
Jo= Y = ) = b THE — 2@ (113)

n

A conservacao de corrente, j; = jo, implica em

aMTa® _ pOTH0 — p@Tp@) _ 4@ 7@
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que pode ser escrita na forma mais compacta
b’b = a'a. (1.14)
Utilizando a definigdo da matriz de espalhamento, eq. (1.6), temos
a'S'Sa = a'a, (1.15)
o que implica em
S'S=1. (1.16)

Portanto, a conservagao de fluxo implica na unitariedade da matriz S. A fim de encontrar
o vinculo imposto por essa simetria na matriz M, devemos reescrever as correntes (1.12) e

(1.13) em termos das matrizes ¢ e ¢

1y O a®

a0 MM — (W O
1 a a (a ) 0 _1N b(l)

= cWix,cW, (1.17)

iy O b

—b@TH@ _ j@T,@ — (@ @1

=cPix.c®,  (1.18)

Dessa forma, a conservacao de fluxo, j; = js, implica em
Vi3, = @iy @, (1.19)
Fazendo uso da equacao 1.10, podemos escrever
Wy e = Wt MIE MW, (1.20)

o que implica em

MEM=%X,. (1.21)

Portanto, a conservacao de fluxo faz com que a matriz de transferéncia seja pseudo-unitaria.

Na auséncia de outras simetrias, teremos apenas esses vinculos para as matrizes S e M.

1.5.2 Reversao temporal

Invariancia de reversao temporal na mecanica classica é uma consequéncia da invariancia
das equacgoes de movimento sob a transformacao t — —t, 7 — 7 e p = —p. Essa invariancia

¢ observada quando o hamiltoniano é uma funcao par nos momentos?.

20 hamiltoniano de uma particula de carga ¢ num campo magnético contém o termo (F — qA)2/2m,

deixando de ser par em p. Dessa forma, um campo magnético quebra a simetria de reversao temporal.
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Na mecénica quantica a reversao temporal esta associada a um operador anti-unitario ©,
cuja acao nos operadores de posigao e momento ¢ dada por ORO! = Re OPO~! = _P.
Diz-se que um sistema é invariante sob reversao temporal quando o hamiltoniano comuta
com o operador de reversao temporal, [H, O] = 0. Quando isso ocorre, temos dois casos de

interesse:

1.5.2.1 Particulas sem spin

Em situagoes onde o spin pode ser ignorado, o operador de reversao temporal na repre-
sentacao de coordenadas torna-se o operador de conjugacao complexa®. No problema de
espalhamento representado na figura 1.6, a conjugacao complexa inverte o sentido de propa-
gacao das ondas planas, trocando os papeis das amplitudes de acordo com b — a* e a — b*.

Desta forma, a matriz de espalhamento do problema revertido no tempo satisfaz
a* = Sb*. (1.22)

Combinando (1.22) com a defini¢ao (1.6), vemos que a simetria de reversao temporal impoe

o seguinte vinculo & matriz de espalhamento

S§* =1, (1.23)
que combinada com a condi¢do de unitariedade (1.16), resulta em

st =8. (1.24)

Portanto, uma vez que o sistema preserva simetria de reversao temporal, a matriz de espa-
lhamento S desse sistema é, além de unitaria, simétrica.

A troca dos papéis entre ondas entrando e saindo do sistema afeta os vetores de ampli-
tudes usados na definicao da matriz de transferéncia. Os vetores de amplitudes nos guias 1

e 2 se modificam de acordo com

) 5 el =x,c0 1=12 (1.25)
com
0 1
3, = M. (1.26)
iy O

3Isto equivale a dizer que, para um potencial real, se ¥(x,t) é solu¢do da equagdao de Schrédinger, a

solugdo revertida no tempo ( com t — —t) é obtida a partir da primeira por conjugagéo complexa ©*(x, —t).
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Dessa forma, a matriz de transferéncia para o sistema revertido no tempo satisfaz
¥,c?* = MZ,cV*. (1.27)
Combinando (1.27) coma definigao (1.27), temos

M = S M, (1.28)

1.5.2.2 Particulas de spin 1/2

Em sistemas em que o grau de liberdade de spin torna-se relevante, como em sistemas

com forte interacao spin-orbita, cada modo na equagao (1.4) é representado pelo spinor

. &g)T eiknw bg)T e—iknz
W)= ——+ |0 | —— (1.29)
an), | \/hkn/m bn, | \/Pkyn/m
O operador de reversao temporal, por sua vez, é representado por [17]
0 —1
0= K, (1.30)
10

onde K é o operador de conjugagao complexa. Dessa forma, sua agdo no spinor (1.29), além
de conjugar amplitudes, inverte os sentidos dos spins. Efetuando esta operacao para cada
modo, os vetores de amplitudes dentro do guia ! mudam de acordo com a? — Kb®* e

b® — Ka®* onde introduzimos a matriz

0 —1
K=1yo | = . : (1.31)

Devido aos graus de liberdade de spin, as matrizes de espalhamento, de dimensao 4N,

satisfazem

SVS* =V. (1.32)

A matriz de transferéncia, por sua vez, satisfaz

M= WMWT, (1.33)
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Nessa equacoes introduzimos as matrizes 4N x 4N

K 0 0 K
V = e W = . (1.34)
0 K K 0

Na proxima segao mostraremos como o formalismo de espalhamento pode ser usado no

estudo das propriedades de transporte como a condutancia de uma amostra mesoscopica.

1.6 Formalismo de Landauer

O estudo das propriedades de transporte em uma amostra unidimensional com dimen-
soes mesoscopicas foi inaugurado pelos trabalhos apresentados por Landauer [18, 19]. Em
sua visao do problema, a amostra passa a ser vista como um centro espalhador e a con-
dutancia passa a ser interpretada como uma medida do coeficiente de transmissao. Nesse
sentido, Landauer introduziu o conceito de reservatorios, que sao conectados na regiao de
espalhamento para garantir que o fluxo de corrente através da amostra seja constante, como

ilustrado na figura 1.8. Esses reservatorios sao grandes em relagao a amostra e estao em

U | e—

Reservatorio 1
Z ololeAlasay

Guia 1 Guia 2

Figura 1.8: Modelo de reservatorio segundo o formalismo de Landauer. A regiao S é a

amostra, tratada como um centro espalhador e é conectada aos reservatorios por guias ideias
(Guia 1 e Guia 2).

equilibrio térmico. Eles sao caracterizados por sua temperatura T e seu potencial quimico
p; (com i = 1,2) e sdo ligados & amostra por guias ideais com N modos de propagacao
transversais, também chamados de canais. Dentro dos reservatorios, os elétrons obedecem a

distribuicao de Fermi-Dirac

1
" oxp(E — ) /kpT) + 1

fi(E) (1.35)
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O valor esperado do operador corrente nesse sistema ¢ descrito por [20, 21|

_26

== / T ABLA(E) - faE)Trt (B)(E). (1.36)

onde f; e fy sao as distribuicoes de cada reservatorio e t é a matriz de transmissao. Ga-
rantindo que exista uma diferenga de potencial V' de tal forma que V = (u1 — po)/e, a
condutéancia nesse sistema, definida por G = limy_,o(/)/V, pode ser escrita como
2er [ af
G=" [ dBE(—-=5 ) Trt'(E)t(E). 1.37
o [Cap (-5 me @) (1.37)

No caso especifico em que T = 0 a expressao para a conduténcia simplifica-se para
G = GoTr(tth), (1.38)

onde Gy = 2¢*/h ¢ o quantum de condutancia. Neste caso, apenas os elétrons no nivel
de Fermi contribuem para a condutancia de modo que as matrizes t sao calculadas com
E = Ep. A matriz hermitiana t't pode ser diagonalizada e a condutancia pode ser escrita
como a soma de seus autovalores 7;, denominados autovalores de transmissao. Além disso,

podemos definir a condutancia adimensional, g = G/Gy, de modo que

g=Ti(tt") = if (1.39)

A unitariedade da matriz S implica que os autovalores de transmissao satisfazem 0 <

7; < 1. No caso de um sistema balistico devemos ter 7; = 1 de modo que g = N. Também

se pode escrever a condutancia em termos da matriz de transferéncia a partir da formula de
Pichard [22]

g=2Tr[2 4+ MM' + (MM (1.40)

A pseudo-unitariedade da matriz de transferéncia, eq. (1.21), implica que as matrizes MM
e (MMT)~! possuem os mesmos autovalores. Dessa forma, conclui-se que os autovalores de

MM ocorrem aos pares {)\;, A\; '} de modo que podemos escrever

1
HV) | PR S— 1.41
=42 2H N AN (1.41)

i=1

Escolhendo a parametrizacao \; = 2%, podemos escrever

Yoo
= _— 1.42
g Z cosh? z; ( )

=1

Dissertacao de Mestrado - Departamento de Fisica - UFRPE



1. Introdugao 16

Dessa forma, os autovalores de transmissao podem ser escritos como 7; = 1/ cosh? z;, com
0 < z; < oco. Esta relagao serd usada na proxima secao, no estudo da conduténcia em um

fio desordenado.

1.7 Teoria de Matrizes Aleatorias

Em meados do século XX, os trabalhos relacionados & descrigao das propriedades estatis-
ticas dos niveis de energia devido ao espalhamento de néutrons lentos por nticleos pesados na
Fisica Nuclear ganhou uma ferramenta crucial, a Teoria de Matrizes Aleatorias (TMA). Des-
crever esses sistemas era praticamente impossivel, pois o sistema em si envolve um nimero
muito grande de graus de liberdade, tornando inviavel a construcao de um hamiltoniano,
além da descricao do processo de espalhamento ser bastante complexa. Na tentativa de
resolver esses problemas, o Fisico Eugene Wigner introduziu o conceito de Matrizes Alea-
torias* com o intuito de mapear o hamiltoniano do ntcleo em uma matriz aleatoéria, onde
dependendo de certas propriedades e simetrias, essa matriz pertenceria a um determinado
ensemble. O uso da TMA néao se limitou apenas aos trabalhos area de fisica nuclear e se
estendeu nos mais diversos ramos da fisica, como: fisica molecular, gravitagao quéantica,
casos quantico, optica, informagdo quéntica entre outros |6, 23]. Recentemente, na area de
fisica mesoscopica, mais precisamente na descricao das propriedades de transporte, a TMA
se consolidou como uma das principais ferramentas. Uma descricao detalhada do uso da

TMA em problemas de transporte quantico pode ser encontrada na referéncia [24].

A teoria de matrizes aleatérias, de uma maneira geral, estuda propriedades estatisticas
dos autovalores de matrizes com elementos distribuidos aleatoriamente. Ela tem sido apli-
cada com sucesso a sistemas desordenados ou caéticos. Esta formulacao pode ser usada no
estudo de niveis de energia (autovalores de um hamiltoniano) de um sistema fechado ou
autovalores de transmissao (autovalores de t't) em um sistema aberto. A grande virtude da
formulacao reside na perda de relevancia estatistica de informagoes microscopicas, como de-
talhes da distribuicao de impurezas. Dessa forma, resultados universais sao obtidos a partir
de ensembles que dependem apenas de certas simetrias bésicas do sistema, como reversao

temporal e rotacao de spin.

A estatistica de niveis para uma cavidade caotica fechada, introduzida nos trabalhos

40 conceito de Matrizes Aleatérias foi introduzido em 1928 por Wishart, mas ganhou notoriedade apenas

em 1950 com os trabalhos de Wigner em fisica nuclear.
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de Wigner e Dyson [25-27|, no contexto da fisica nuclear, pode ser obtida a partir de um
ensemble de matrizes hermitianas H, M x M, cujos elementos sao varidveis aleatérias inde-

pendentes que obedecem a uma distribuigao gaussiana do tipo
P(H) = Cexp [-8V(H)], (1.43)

em que C' é uma constante de normalizacao, V (H) o« H? e o indice /3, introduzido por Dyson,
depende das simetrias do sistema e indica o numero de graus de liberdade das entradas da
matriz H, que podem assumir valores reais (5 = 1), complexos (5 = 2) ou quatérnions reais

® (8 =4). Dessa forma, temos trés ensembles que descrevemos a seguir:

1. Ensemble Gaussiano Ortogonal (8 = 1): H possui elementos reais e descreve

sistemas com simetria de reversao temporal (SRT) e simetria de rotacao de spin (SRS).

2. Ensemble Gaussiano Unitario (5 = 2): H possui elementos complexos e descreve
sistemas nos quais a simetria de reversao temporal é quebrada pela aplicacao de um

campo magnético.

3. Ensemble Gaussiano Simplético (5 = 4): H possui elementos quaternionicos reais
e descreve sistemas com simetria de reversao temporal, porém com quebra de simetria

de rotacao de spin devido a forte interagao spin-orbita.

A classificacao é baseada no fato de que os autovalores Ei, Es, ..., E) da matriz hermiti-
ana H correspondem a uma matriz ortogonal (unitaria, simplética) para f = 1(2,4). A

distribuicao conjunta dos autovalores é dada por

N
PHE}) =C[[IE - E;)P ] e V" (1.44)

i<j i=1
Dyson também estudou ensembles de matrizes unitéarias, cujos autovalores ew", n=1,..., M

se distribuem no circulo unitario. Dai o nome ensembles circulares. Em problemas de trans-
porte quantico, eles sao relevantes na modelagem da matriz de espalhamento em cavidades
balisticas caoticas |28, 29]. Conectados a reservatorios de elétrons por meio de contatos

ideais, esses pontos quanticos caodticos sao descritos por uma matriz S com densidade de

5Um quaternion pode ser representado por uma matriz 2 x 2 escrita como uma combinacio linear da
matriz identidade e das trés matrizes de Pauli: ¢ = al + ibo, + jco, + kdo,. Um quatérnion é dito real se

os coeficientes forem nimeros reais.
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probabilidade constante. Neste caso, a fim de estudar observaveis de transporte, é mais
conveniente o estudo da distribuicao dos autovalores de transmissao em vez das autofases
da matriz unitaria. No caso de um sistema de dois terminais, idealmente conectados a guias
com N canais abertos, os autovalores sao variaveis aleatorias com distribuicao conjunta dada
por
N
p{rh =CcI[lm—nl T =" (1.45)
i<j i=1
em que C' ¢ uma constante de normalizacao e 3 é o indice de simetria de Dyson com a mesma
interpretacao dos ensembles gaussianos quanto & presenca ou auséncia de SRT e SRS. Os
ensembles também sao denominados ortogonal, unitario e simplético para os valores § = 1, 2,

e 4, respectivamente. A classificacao dos ensembles das matrizes H e S é resumida na talela

£ | SRT | SRS H S Ensemble
1] v v real e simétrica unitaria e simétrica | Ortogonal
20 X | V/KX herminiana unitaria Unitario

4| v X quaternion auto-dual | unitaria e autodual | Simplético

Tabela 1.1: Classificacdo dos ensembles gaussianos e circulares quanto a presenga (v') ou
auséncia (X) das simetrias de reversao temporal (SRS) e de rotagao de spin (SRS). A tabela

também mostra o indice de simetria de Dyson e as estruturas das matrizes envolvidas.

Existem outros ensembles de matrizes aleatérias fora do esquema de classificagao de
Wigner-Dyson que se aplicam em sistemas supercondutores e com simetria quiral [30, 31].

O estudo de tais sistemas esté fora do escopo dessa dissertacao.

1.7.1 Equacao DMPK

Outra aplicacao das ideias da teoria de matrizes aleatorias em transporte quéntico se
da na descrigao de fios desordenados. Um fio é um condutor coerente de comprimento L
e largura W, tal que L > W, compativel com a existéncia de N canais abertos. Assim
como em cavidades caoticas, a presenca de desordem torna os autovalores de transmissao

variaveis aleatorias e, consequentemente, a condutancia. No entanto, a condutancia média
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deve depender do comprimento do fio, um parametro nao acessivel a partir dos ensembles
circulares.

No caso do fio, nao existe uma expressao fechada para distribuicao conjunta de autova-
lores de transmissao, valida para todas as classes de universalidade. No entanto, pode-se
obter informacao sobre esta distribuigao a partir da propriedade multiplicativa das matri-
zes de transferéncia. A ideia do método é entender como a distribuicao de autovalores de
transmissao para um fio de comprimento L ¢ alterada ao adicionarmos uma pequena “fatia”
de comprimento §L, macroscopicamente pequena mas suficientemente grande para conter

muitas impurezas, como mostra a figura 1.9.

\/

A
\/
A

L oL

Figura 1.9: Amostra de comprimento L adicionada de uma “fatia” de comprimento dL.

A medida que mais fatias sdo adicionadas, os autovalores de transmissdo executam um
“movimento browniano” em que o comprimento do fio faz o papel do tempo. A equacgao de
Fokker-Planck que descreve a evolucao da distribuicao conjunta dos autovalores de trans-
missdo com o comprimento do fio é conhecida como equagiao DMPKS [32] . Para um fio com

N canais abertos a equacao DMPK ¢é dada por

or & 0 82
5 =2 (—aT,D“)({r}) v WD@’({T})) P (1.46)
=1 v 4
com
2 B T, + T, — 27T
1) — o [ J iTj
DVY({r}) =7 7% -7+ 5 ; BT (1.47)
DE({r}) = ZrH1 = 7). (1.18)

em quey = fN+2—[Fes = L/l éo comprimento do fio em unidades de livre caminho médio.

A equagao DMPK pode ser colocada numa forma mais compacta por uma da mudanga de

SEm referéncia aos autores Dorokhov-Mello-Pereyra-Kumar.
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variaveis 7; = (1 + \;) 7!, resultando em

oP 2L 0 o P

AN NN T 1.4

Ds yizlmi (L+2) 557 (1.49)

T=T] =N (1.50)
i<j

Esta equacao, deduzida inicialmente por Dorokov para § = 2, depois por Mello, Pereyra
e Kummar para § = 1 e, finalmente, por Macédo e Chalker para [ = 4, tém sido usada
extensivamente no estudo de condutores normais quase unidimensionais desordenados. Pos-
teriormente a teoria foi estendida a outras classes de universalidade, como em sistemas com
simetria de subrede [33] ou com interface metal normal-supercondutor [34]. O conhecimento
da distribuicao de autovalores permite, em principio, a obtencao de propriedades estatisticas

de observéveis de transporte. Os momentos da conduténcia, por exemplo, sao dados por

<gm>(s):/oood)\1.../ooo)w ;H}An P({A}5). (151)

Embora a solucao exata da equagao DMPK seja conhecida apenas para o caso = 2, pode-se
obter resultados aproximados, para um [ arbitrario, em alguns regimes de interesse. Por
exemplo, no caso N > 1 podemos distinguir trés regimes: O balistico para L < [, o difusivo
paral. < L < € eolocalizado para L 2 &, em que £ = NI, é o comprimento de localizagao.

Alguns desses resultados sao listados abaixo:

1. Regime Balistico L <. (s < 1): Todos os autovalores de transmissao sao proximos
de 1 e a condutancia g = N. Nesse regime, as flutuagoes na condutancia sao muito

pequenas e a varg — 0.

2. Regime Difusivo [, S L <€ (1 S s < BN): As propriedades estatisticas da condu-
tancia sao expressas em termos de uma expansao para N grande. A distribuicao de

condutancia é gaussiana, com média e variancia dadas por

N B—2 &3

) =1+ T O(N™), (1.52)
2 1+ 6s 1
varg = 50 (1 — m) +O(N). (1.53)

O termo de ordem O(N) em (g) corresponde a lei de Ohm. De fato, para L > [ (s > 1),

a condutancia decresce linearmente com L: gy = N/s = NI/L o« W/L. O termo de
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ordem O(1) é conhecido como correlagao de localizagao (anti-localizagao) fraca para
f =1 (6 = 4), uma vez que provoca uma diminuigdo (aumento) da condutancia
classica. No limite s > 1 a corregdo quéantica dg = (g) — go e variancia da variancia

Sa0 universais

6g = ﬂB—_ﬁQ +O(N), (1.54)
varg = % +O(N™), (1.55)

uma vez que s6 dependem do indice de simetria e nao de parametros caracteristicos da

amostra como N, [ ou L.

3. Regime Localizado L 2 £ (s 2 fN): Todos os autovalores de transmissao decaem
exponencialmente. A condutancia é determinada pelo maior autovalor de transmissao
7. Nesse regime, observa-se que a distribuicao da condutancia é log-normal” de média

e variancia dadas por
—(In(g)) = (1/2)var[ln(g)] = 2L/¢ (1.56)

1.7.1.1 Solucao exata da equagcao DMPK

A equagao de Fokker-Planck pode ser mapeada numa equacao de Schréodinger com tempo
imaginario [35]. Explorando essa conexao, Beenakker e Rejaei [36] obtiveram uma solugao
exata para a equagao DMPK, no caso § = 2, mostrando a equivaléncia desta equacao
com a equacao de Schrodinger para um sistema de /N férmions nao interagentes em uma
dimensao. Neste trabalho eles introduziram as variaveis {z,}, relacionadas aos autovalores
de transmissao por 7, = 1/ cosh? z,,, x, > 0, de modo que a equacdo DMPK assume a forma

de uma equacao de Fokker-Planck com coeficiente de difusao constante

P 1 <. d [P o0
- - P 1.
ds 2y ; 0x,, <8xn +5 8xn) ' (1.57)
com
| N
Q=— In |senh?z; — senh’z;| — = In |2;]. 1.58
; | jl 3 ; | 2] (1.58)

"Uma variavel aleatoria X tem distribuicio log-normal quando seu logaritmo In(X) tem distribuicdo

normal.
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A solugao desta equacgao com condicao inicial balistica

N

lim P({z},s) = [Toz:—07). (1.59)

=1

de modo que os autovalores de transmissao sejam iguais a 1 para s < 1, é dada por

P({z},s) =C(s) H(SenhZQ;i — senh®z;) H senh2x;

i<j i=1

& 1
x det [/ dk e F*s/4*Ntanh (éwk) K> Py o1y (cosh2z,) |, (1.60)
0

em que C(s) é uma constante de normalizagao, Pik—1)/2 sao as fungoes de Legendre conicas
[37] e det]ay,m] indica o determinante da matriz N x N com elementos a,, .
De posse da solugao exata, usando o método das fungoes biortogonais, Frahm [38] obteve

expressoes fechadas para os dois primeiros momentos da condutancia

N-1
& _ 2 2 k? (2m—|—1)
—2 dl e~ 10 2mP+R2s/AN gy (20 N,m, k), (1.61

N—-1
1 o 2.2 k
<g2> _ § E :/0 dk e—[(1+2m) +k ]2/4Nk, tanh (%) (Qm -+ 1)a(N,m,k‘), (162)
m=0

onde foi introduzido o coeficiente

(N + 2 +i5D(N + 1 —ik)

alNom k) = — N DN —m + 1)

(1.63)

Os resultados (1.60), (1.61) e (1.62) sao validos para todas as escalas de comprimento desde
o regime metéalico s < N até o localizado s > N. Por outro lado, no regime difusivo,
1 < s < N, a solucao pode ser simplificada. Inicialmente introduzida por Beenakker e
Rejaei [36] para = 2 e posteriormente generalizada por Caselle [39] para § =1 e § = 4,

esta aproximacao pode ser escrita como

P({z},s) =C(s) H |(senh®z; — senh®z;)(x} — x?)|’6/2

1<j

1/2

X Hexp[—(ﬁ + 2)27 /2s] (z; senh(2z;)) (1.64)
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Esta aproximagao serviu de base para simulagoes numéricas baseadas no método de
Monte Carlo desenvolvidas na referéncia [1], na qual os autores estudaram a distribui¢ao
da condutancia na regiao de transicao entre o regime difusivo e o localizado. No proximo
capitulo, discutiremos detalhadamente a utilizagao do método de Monte Carlo na teoria
DMPK, em particular, verificaremos resultados para a média e varidncia da condutéancia

mostrados neste capitulo.
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CAPITULO 2

Meétodos Numéricos

No capitulo anterior vimos que a densidade de autovalores de um fio desordenado é de-
terminada pela equacao DMPK, que descreve sua evolucao com o comprimento do fio. A
construcao da solugao exata dessa equagao nao é uma tarefa trivial, sendo realizada com su-
cesso apenas no caso unitario. No entanto, no regime difusivo, existem aproximacoes validas
para todas classes de universalidade. Apesar da existéncia dessas expressoes, propriedades
estatisticas de observéaveis, como a conduténcia, sao de conhecimento limitado. Por exemplo,
nao ha na literatura um resultado analitico para a distribuigao da conduténcia P(g) em fun-
¢ao do comprimento L do fio. Esta lacuna motiva uma abordagem numérica ao problema.
Com este intuito, apresentaremos neste capitulo, dois métodos numéricos complementares.
O primeiro, macroscopico, baseado em simulagoes de Monte Carlo construidas diretamente
a partir da solugao DMPK. O segundo, microscépico, baseado na solu¢ao numérica da equa-
¢ao de Schrodinger para o fio desordenado, o que equivale a um modelo tight-binding com
desordem de Anderson. Nas proximas secoes apresentaremos os dois métodos e faremos

comparagoes entre os resultados obtidos através deles.
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2.1 Método de Monte Carlo

A expressao “Método de Monte Carlo” refere-se ao procedimento numeérico que busca a
solugao de um problema por uma abordagem que envolve o sorteio de nimeros aleatorios.
Métodos de Monte Carlo encontram aplicagoes em problemas diversos, desde o célculo de
integrais multidimensionais [40] até a simulacdo de sistemas fisicos baseados numa descri-
¢ao probabilistica, tais como caminhantes aleatérios, formacao de agregados e processos de
percolagao [41].

O método é particularmente 1til para o estudo de propriedades de sistemas em equili-
brio termodinamico. Nesta secao, discutiremos brevemente como o método pode ser usado
para o calculo de médias no ensemble canonico, que descreve um sistema de N particulas
num volume fixo V' em contato com um reservatério térmico com temperatura fixa 7. A
probabilidade do sistema ser encontrado num microestado s de energia F; ¢ dada por

p - %65E57 (2.1)
em que = 1/kT, sendo k a constante de Boltzmann e Z é a fungao de particao definida

por

Z=Y e, (2.2)

em que a soma ¢é efetuada sobre todos os microestados acessiveis do sistema. Dessa forma,

a média de uma quantidade fisica arbitraria A é obtida por
1
— E —BEs
<A> = E g Ase s (23)

em que Ay é o valor da quantidade A no microestado s. Em geral o ntimero de microestados
N é muito grande. Numa simulagao de Monte-Carlo podemos gerar apenas um ntimero n

do total de microestados. Dessa forma, a média é aproximada por

_ D et Age P
Doy €

Um procedimento de Monte-Carlo para o calculo da média consiste em gerar cada mi-

(4) = (A)n (2.4)

croestado s aleatoriamente, calcular as quantidades Ey, A, e e ?Fs inserindo-as nas somas
em (2.4). No entanto, este procedimento pode ser muito ineficiente: uma vez gerado um

estado improvavel, sua contribui¢do na somas em (2.4) pode ser desprezivel. Dessa forma,
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deve-se adotar uma estratégia de amostragem por importancia, gerando-se estados com peso
estatistico maior. O algoritmo de Metropolis [40], executa essa amostragem por importancia

gerando microestados s com probabilidade de Boltzmann

efﬁEs
ps —= —Zn : e—ﬂEs . (25)
s=

Com essa escolha, a estimativa (A), para a média (A) ¢ calculada a partir da média aritmé-

tica simples
1 n
(A =—D A (2.6)
s=1

Neste método, partimos de uma configuracao inicial e geramos aleatoriamente uma
sequéncia de novas configuragoes. Cada configuragao nesta sequéncia depende apenas da
configuragao anterior. Portanto, as configuragoes seguem uma cadeia de Markov com pro-
babilidade de transi¢ao que depende apenas da diferenca de energia entre os estados inicial

e final

W (i — j) = min(1, e P2F),

em que AE = FE; — E;. Com esta escolha para a probabilidade de transigao o sistema, apos
um numero suficiente de transicoes, relaxa para o equilibrio, em que os estados seguem a

distribuicao de Boltzmann. O algoritmo de Metropolis consiste nos seguintes passos:
1. Escolha um microestado inicial s; e calcule sua energia E;
2. Escolha um novo microestado de teste s; e calcule sua energia Fj_;
3. Calcule a diferenga de energia entre os estados AE = E,, — E;
4. Se AE <0, aceite o novo microestado s; e va para o passo 8;
5. Se AE > 0, calcule a quantidade w = e #2F;
6. Gere um numero aleatério r uniformemente distribuido no intervalo 0 < r < 1;
7. Ser < w, aceite o novo microestado, caso contrario o mantenha o microestado anterior;
8. Determine o valor da quantidade fisica desejada;
9. Repita os passos de 2 a 8 até obter nimero grande de microestados;

10. Calcule a média sobre os microestados.
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2.1.1 Meétodo de Monte Carlo para fios desordenados

O método de Monte Carlo foi introduzido no contexto de teoria de matrizes aleatorias
no estudo de propriedades estatisticas dos autovalores de matrizes aleatérias hermitianas e
unitarias [42]. Em problemas de transporte quantico, o método foi adaptado para o estudo
de fios quéanticos desordenados [1, 43] e de pontos quanticos caoticos [44]. Em todos os
casos, explora-se a conexao entre as densidades de probabilidade dos “niveis” dos respectivos
modelos com o Hamiltoniano do gas de Coulomb, como descreveremos a seguir no caso
especifico da equagao DMPK.

Vimos no capitulo anterior que a evolu¢ao da densidade de niveis P(zy,...,xy;$) em
fungao do comprimento s do fio desordenado é governada pela equagao DMPK. Esta equacao
tem solugao exata apenas para o ensemble unitario (5 = 2). No entanto, no regime difusivo
1 <« s < N, existe uma aproximagao para a solucao, valida para todas as classes de simetria,
dada por

Ps(x = x1, 29, ...,xN;8) = C(s) H |(senh®z; — senh®x;)(z? — x?)]ﬁ/Q
i<j
1/2

X H exp[— (8 + 2)a7 /2s] (x;senh(2x;)) ', (2.7)

em que C(s) é uma constante de normalizagao. Esta distribui¢ao pode ser convenientemente

reescrita na forma de uma distribuicao de Gibbs

1 ,
P(x,s) = 267’8’%)(){’5), (2.8)

em que o indice de simetria 3 faz papel de inverso de temperatura e
N N
H(x;8) = Z Uz, z;) + Z V(zs; ) (2.9)
i<j i
pode ser interpretado como o hamiltoniano de um géas N particulas em uma dimensao nas

posicoes x1, xs...x N, interagindo através do potencial

1 1
Uz, z;) = —§1n 22, =2 x| — 5 In |z} — 23 (2.10)

e confinadas pelo potencial

1
Vizs) = —La? — — In|2(22)], (2.11)
S
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com vy = BN +2—[.
O algoritmo de Metropolis pode ser implementado para esse gés com as seguintes adap-

tagoes:

e O microestado do sistema é dado pelo vetor aleatorio (xy,...,xy)

e As mudancas no microestado correspondem a mudancas nas posi¢oes nas particulas

(x1,...,2n) = (X1 + Azq, ... ,xy + Azy)
e A energia associada a cada configuracao é calculada a partir do Hamiltoniano ¢

e Para cada configuragao obtemos a condutancia a partir de

9= _ (2.12)

2
— cosh” x,,

Devemos repetir esse procedimento um grande ntimero de passos de Monte Carlo (NPMC)
para que o sistema relaxe para o equilibrio. Em nosso caso, utilizamos a quantidade NPMC =
107, tendo desprezado um certo ntimero de passos iniciais (da ordem de 30% do NPMC) para
garantir que as médias fossem calculadas a partir de configuragoes de equilibrio. O grafico
2.5 evidencia a escolha do NPMC. Na proxima segao apresentaremos alguns resultados da

teoria DMPK obtidos a partir da simulacao de Monte Carlo.

2.1.2 Resultados para Monte Carlo

Na figura 2.1 mostramos a evolucao da média e variancia da condutancia g em func¢ao do
comprimento § para o caso unitario (5 = 2) para fios com N = 5, 10 e 20 canais abertos. Os
resultados da simulagao sao representados pelos simbolos (circulos, quadrados e diamantes),
enquanto a curva continua corresponde aos resultados exatos dados pelas equagoes (1.52) e
(1.53). A excelente concordancia entre a simulagao e os resultados exatos indica a validade
da aproximagao (2.7). Note que (g) — N e var(g) — 0 para s — 0, o que indica o regime
balistico. No regime difusivo, 1 < s < N, a variancia tende ao valor 1/15 (mostrado na
figura como a linha pontilhada vermelha) a medica que N cresce. Fizemos a mesma andlise
para o caso ortogonal (5 = 1). Embora nio existam na literatura resultados exatos para esse
caso, acreditamos que os resultados da aproximacdo (2.7), mostrados na figura 2.2, sejam
tao bons quanto os obtidos no caso unitario. Note a convergéncia de var(g) para o valor

2/15, no regime difusivo, & medida que N cresce.
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Figura 2.1: Média e variancia da condutancia para o caso unitéario (5 = 2).
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Figura 2.2: Média e variancia da condutancia para o caso ortogonal (§ = 1).
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No regime metalico, ou seja, para fios de comprimento muito menor que o comprimento
de localizagdo (s < N) a conduténcia deve se comportar de acordo com a lei de Ohm. De

fato, o termo dominante da expanséao (1.52) é dado por

B N
14

9o (2.13)

Com o aumento com comprimento s observamos um desvio dg a lei de Ohm, definido por
89 = {g) — go. Tal desvio, de ordem O(N") na expansao de (g), ¢ denominado corregao de

localizacao fraca (para 5 = 1) e é dado por

2

O comportamento ohmico, bem como a corregao de localizagao fraca sao mostrados na figura
2.3. Note que o comportamento ohmico, eq. (2.13), é dado pela linha reta no grafico de
(g)~'. A linha continua no grafico da corregiao dg corresponde ao resultado (2.14). Como ¢é
de se esperar, a concordancia é melhor quanto maior o valor de N. No grafico também esta

mostrado na linha pontilhada azul o valor g = —1/3 no limite difusivo s — oo.
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Figura 2.3: Condutancia em fungao do comprimento no caso ortogonal (f = 1). Para s
pequeno temos o comportamento ohmico previsto pela eq. (2.13). A medica que s cresce,

os valores desviam de acordo com a corregao de localizagao fraca (2.14).
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Finalmente, para um s fixo podemos investigar a distribuicao da condutéancia. Na fi-
gura 2.4 apresentamos um resultado tipico da simulacao. Nela mostramos a evolucao da
condutancia adimensional com o namero de passos de Monte Carlo (sdo mostrados apenas
os primeiros 10* do total de 107 passos usados) para um fio na classe ortogonal (3 = 1)
com namero de canais abertos N = 5 e comprimento s = 6,39. A figura também mostra a

distribuigao da conduténcia P(g) obtida a partir do histograma da sequéncia de valores de

g.

2 T I T T T I T T T 2
—1.5
— 1
~os
0
0 5000 10000 15000 05 I Is 2
Passos de Monte Carlo P(g)

Figura 2.4: Fio quantico de comprimento s = 6,39 com N = 5 canais abertos na auséncia
de campo magnético ( = 1). (a) Evolugao da conduténcia g durante os primeiros 10000
passos de Monte Carlo. (b) Distribuigao da condutancia P(g) calculada a partir dos dados

de (a) depois de acumular 107 passos de Monte Carlo.

A figura 2.5 mostra a evolugao de P(g) em funcao de NPMC. Note que & medida que
esse numero cresce, a distribuicao fica cada vez mais suave. Podemos concluir que resultados

com NPMC maiores que 107 serdo mais acurados.
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0.0 0.5 g 1.0 1.5

Figura 2.5: Evolugao do histograma da condutancia em func¢ao do logaritmo do nitimero de

passos de Monte Carlo para § =1, N =5 e s = 6,39.

Resultados para a distribuigao da condutancia de fios quanticos podem ser obtidos de
maneira independente através da solu¢ao numérica da equacao de Schrodinger, como des-

creveremos na proxima secao.

2.2 O modelo Tight-Binding

Vimos no capitulo anterior que, no transporte quantico em condutores coerentes, os elé-
trons podem ser vistos como ondas propagando-se em um potencial estatico sem perder sua
coeréncia. Dessa forma, diversos nanodispositivos sao modelados por uma escolha conveni-
ente do potencial. Solugoes analiticas, no entanto, sao obtidas apenas em casos muito sim-
ples, restando o uso de técnicas numéricas para a obtengao dos observéveis de transporte em
problemas mais complexos. De fato, simula¢coes numéricas em problemas de espalhamento

tém sido utilizadas desde o inicio do desenvolvimento da fisica mesoscopica. A técnica mais
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popular para obtencao de propriedades de transporte nestes sistemas é baseada no método
da funcao de Green recursiva [45]. Neste trabalho utilizamos o Kwant!, um pacote Python
destinado a realizar calculos de transporte quantico. O Kwant usa algoritmos eficientes e
robustos que implementam a técnica da fungao de Green recursiva para sistemas descritos
por hamiltonianos tight-binding obtidos pela discretizacao do sistema. De posse do Hamil-
toniano para uma dada geometria, o pacote obtém a matriz de espalhamento e, a partir
dela, a condutancia do sistema. A seguir, mostraremos como obter o modelo tight-binding
a partir da discretizacao do hamiltoniano e discutiremos alguns resultados obtidos com essa

ferramenta.

2.2.1 Discretizagao do Hamiltoniano

—

O hamiltoniano para um elétron movendo-se numa regiao com campo magnético B é
dado por

H= % (—mv + eA’)Q LV (), (2.15)

em que A& o vetor potencial relacionado ao campo magnético por B = V x A. Nosso sistema

de interesse é um fio quantico de comprimento L e largura W colocado no plano xy com

um campo magnético uniforme perpendicular a ele. No calibre de Landau A= (—By,0,0)

a equacao de Schrodinger para este sistema é dada por

1/ .0 2R 9

Para ser implementado no Kwant esse hamiltoniano continuo precisa ser discretizado.
Para isso, introduzimos uma rede quadrada de constante a, como mostra a figura 2.7, de
modo que as coordenadas dos pontos nessa rede sao dadas por x, = na e y,, = ma, com n

e m inteiros.

A fungdo de onda e o potencial nos pontos da rede (2, y,,,) s@o representados por ¥, ,, €
Vom- As derivadas presentes na equacao diferencial sao escritas na aproximacao de diferengas
finitas, sendo calculadas a partir de um ntmero finito de pontos. Essa aproximacao tem como

base a expansao em série de Taylor

9] o
flz+ Ax,y) —f(x,y):I:Axa—J;—l—(Ax)za—xj;—l—..., (2.17)

!Disponivel em: <https://kwant-project.org/>
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Figura 2.6: Discretizagao de condutor bidimensional.
que pode ser usada para escrevermos
0? A —A — 2

O0x? (Az)?

Dessa forma, considerando Az = a o parametro de rede, obtemos a aproximacao mais comum

encontrada na literatura para derivadas de segunda ordem

a2_f o wnJrl,m + zbnfl,m - 2wn,m

ox? a?
T=Tn,Y=Ym

+ O(a?). (2.19)

Dessa forma, na auséncia de campo magnético, a equacao de Schrodinger (2.16), pode ser

escrita como

_t<wn+1,m + 7~pn—1,m + ¢n,m+1 + wn,m—l - 4wn,m) + Vn,mwn,m = Ed}n,ma (220>

em que introduzimos o parametro (com dimensao de energia)

h2

t = .
2ma?

(2.21)

O hamiltoniano discretizado neste esquema de diferencas finitas é similar ao hamiltoniano
tight-binding amplamente utilizado em modelos de transferéncia de elétrons em moléculas e

na matéria condensada [5]
H = Z (Vi + 4t) [nm) (nm|

—t(|n +1,m)(n,m| + [n — 1,m){n,m| + |n,m + 1)(n,m| + |n — 1,m)(n,m|)) .(2.22)
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Neste modelo, as fungoes de onda sao expressas em termos de orbitais atomicos localizados
nos sitios, o termo V,, ,,, + 4t esta associado a energia do orbital localizado no sitio (m,n) e

o parametro t é a energia de hopping entre sitios vizinhos.

O caso de campo magnético nao nulo pode ser tratado por um método um pouco diferente.

Inicialmente introduzimos o parametro de rede na equagao (2.16) que pode ser rescrita como

2
B2 . 0 eBa® o\?
5 (—za% +— y) - (a(?_y) Y+ V(z,y)p = E. (2.23)

ou, numa forma mais compacta,

oz 'a”’ dy

em que introduzimos os parametros ¢, eq.(2.21), e v = eBa?/h. Os termos quadraticos nesta

4+ V(x,y) = E, (2.24)

equacao podem ser substituidos por exponenciais dos operadores através da aproximacao

(aD)* ~ P 4 7P — 2 + O(a"). Dessa forma, podemos escrever
0\? 0l _al
a5, ) V= (B 2w = vy ta) oy —a) - 2(@y),  (229)

2]
onde usamos o fato de que e~ representa operador de translacao das quantidades +a no

eixo y. Analogamente

2
ag 4 ﬂy Y = <6a%+ivy/a 4 e 0% —tw/e _ 2) 0
ox a

— <€i7y/aea% + e—i'yy/ae—a(% _ 2> ¢

= % (z + a,y) + e Y@ — a,y) — 20(x,y). (2.26)
Aqui usamos o fato dos operadores de translacao e*93: comutarem com e/ para fatorar
as exponenciais. Dessa forma, temos a generalizagao da equagao (2.20) na presenca de campo

magnético
—t(e”mwnﬂ,m + eiwmwnfl,m + wn,m+1 + wn,mfl - 4wn,m> + Vn,mwn,m = Ewn,m (227>

Note que a presenca de campo magnético introduz uma fase? no parametro de hopping. No

2Esta fase costuma ser introduzida na literatura através da substituicdo de Peierls[46).

i

ie [T -
ti,j :ti’j(O)EXp E/ A-dl

onde 7 e j indicam os sitios vizinhos ligados pelo parametro de hopping.
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calibre de Landau essa fase estd associada apenas aos saltos entre sitios vizinhos no eixo
x. Nao ha ganho de fase para salto entre sitios vizinhos no eixo y. Os termos de hopping
conectando um sitio arbitrario com seus quatro primeiros vizinhos é mostrado na figura 2.7

A fase adquirida esté relacionada ao fluxo do campo magnético através de uma plaqueta da

n,m-+1

. f |/ —f ei“{ﬂ
\\ .
n—1,m @ o @ +1.m
N B
temtm | —t
J/
@

n,m-—1

Figura 2.7: Modelo de Hopping com os 4 primeiros vizinhos na presenca de um campo

magnético externo.

rede
eBa? 5 o
= = m—
7= o

onde ® = Ba? e &y = h/e é o quantum de fluxo.

(2.28)

2.2.2 Fio ideal

O pacote é projetado de modo que o usuério define a geometria e o hamiltoniano da
amostra, sendo especificados a energia de cada sitio e o parametro de hopping. Um fio
quantico é particularmente simples de implementar. Na figura 2.8 mostramos o sistema
gerado pelo Kwant que representa um fio de comprimento L = 15a e W = 4a. A amostra é
representada pelos sitios azuis. Os sitios vermelhos indicam guias ideais semi-infinitos usados
na definicdo do problema de espalhamento. Uma vez definido o sistema, o Kwant calcula a
funcao de Green e, a partir dela, a matriz de espalhamento que permite o calculo de varios

observaveis de transporte.
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O caso mais simples é o de um fio ideal acoplado aos guias. Neste caso, a equagao de

Schrodinger potencial V,,,, = 0,

_t(¢n+1,m + wn—l,m + 7pn,m—l-l + 2/}n,m—l) + 4t¢n,m = Ewn,my (229>

tem solucao na forma

Vpm < €57 sin (;ZZ) ., v=1,...,N

composta de onda plana na direcao longitudinal e uma fungao seno na direcao transversal
que assegura o cancelamento da funcao de onda nas paredes do guia, emn =0en = N + 1.

A energia, por sua vez, é dada por

17
E=4t -2t k,a) — 2t . 2.30
cos(k,a) cos (N n 1) (2.30)

Note que as energias possiveis estao no intervalo 0 < F < 8t. Para uma dada energia, o
sistema possui um canal aberto ou modo propagante se o vetor de onda k, para um dado
valor de v for real. O niimero de canais abertos para uma dada energia é denotado por N..
Teremos N. = N apenas no centro na banda, onde £ = 4t. Esse comportamento pode ser
verificado na figura 2.9 que mostra o diagrama de bandas, construido a partir da eq.(2.30),

e a condutancia adimensional g = G /Gy em fungao da energia.

-2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0

Figura 2.8: Estrutura gerada no Kwant correspondendo a um fio de comprimento L = 15a

e largura W = 4a.

Dissertacao de Mestrado - Departamento de Fisica - UFRPE



2. Métodos Numéricos 38

Figura 2.9: Quantizacao da condutancia num fio ideal com N =4 e L = 15a. A esquerda

sao mostradas as bandas e a direita a conduténcia.

2.2.3 Fio desordenado

A desordem é introduzida nesse sistema através de flutuagoes aleatorias no potencial em
cada sitio. Para isso consideramos que a energia no sitio V,, ,,, ¢ uma variavel aleatéria com
distribui¢ao uniforme no intervalo [-U/2, U/2]. O parametro U é uma constante positiva que
faz o papel de intensidade da desordem. Esta é a versao mais simples do modelo de Anderson
[47], amplamente usado no estudo de sistemas desordenados. Na figura 2.10 apresentamos o
efeito da desordem no mesmo sistema da secao anterior. Nela consideramos uma realizagao
de desordem com intensidades U = 1t e U = 2t. Note que o efeito da desordem é a reducgao

da condutancia, especialmente na regiao em que o sistema ideal tem maior transmissao.
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Figura 2.10: Condutéancia em fun¢ao da Energia de Fermi para um fio quantico de largura
N = 4 e comprimento L. = 15. A linha preta representa um fio limpo (sem desordem). A

linha vermelha representa U = 1 e a linha azul U = 2.

2.3 Comparacao entre os métodos

Como aplicagao dos métodos vamos construir a distribuigdo da conduténcia P(g) para
um dado comprimento do fio. Sabe-se que no regime difusivo P(g) apresenta uma forma
gaussiana cuja variancia nao depende do comprimento do fio nem da média da condutancia.
Neste regime observa-se o fenomeno da flutuagao universal da condutancia. Por outro lado,
P(g) é log-normal no regime localizado. A transi¢ao entre esses dois regimes tem chamado
bastante atenc¢ao na literatura [48-50]. Nesta se¢do mostraremos alguns resultados obtidos
na referéncia [1] usando os métodos de Monte Carlo e tight-binding. A fim de comparar os
resultados devemos fixar a conduténcia média (g) e, a partir dela, determinar os parametros
s e L dos dois modelos. Este procedimento esta ilustrado na figura 2.11 em que mostramos
(g) em funcao desses dos comprimentos. No modelo TB a simetria de reversao temporal é
quebrada pela aplica¢do de um campo magnético perpendicular ao fio tal que ®/®q = 0,05.
Seguindo [1] fixamos os valores da condutancia (g) = 1, (g) = 4/5, (g) = 1/2 e (g) =
1/3. Usando os valores identificados para s e L geramos histogramas da conduténcia. Os
resultados estao mostrados na figura 2.12 para um sistema com simetria de reversao temporal

(8 =1) e na figura 2.13 para o sistema com simetria de reversao temporal quebrada (5 = 2).
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1,5 T T T | T | T

— /D=0
— ®/®;=0.05

Figura 2.11: Média da condutancia em fun¢ao do comprimento. O grafico da esquerda
mostra os resultados do método Monte Carlo para um fio com N = 6 para os casos § = 1
(vermelho) e f = 2 (azul). Na direita est@o os resultados obtidos a partir do modelo tight-
binding com N = 6, E = 4t e U = 2t na auséncia (vermelho) e na presenca (azul) de
campo campo magnético, especificado por /Py = 0,05 . Também estdo identificados os

comprimentos nos dois modelos para os quais (g) = 1, (g) =4/5, (9) =1/2 e (g9) = 1/3.
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Figura 2.12: Distribui¢ao da condutéancia para fios desordenados com simetria de reversao
temporal (5 = 1). Os histogramas correspondem a P(g) obtida pelo método tight-binding
com N = 6. A linha continua corresponde a P(g) obtida pela solu¢ao numérica da equagao
DMPK pelo método de Monte Carlo.

Nas figuras os histogramas foram obtidos a partir do modelo tigth-binding com parametros
N =6, E = 4t, U = 2t. Neste modelo a presenga de campo é indicada por ®/®y, = 0,05.
Por outro lado, as curvas foram obtidas a partir da simulagao de Monte Carlo com N = 6.
No primeiro caso foram consideradas com 10° amostras e, no segundo, 107 passos de passos
de Monte Carlo. A concordéancia entre eles é excelente.

No proximo capitulo estudaremos o emaranhamento de elétrons produzido por um fio
quantico. Os métodos numéricos deste capitulo serao utilizados para o estudo de proprieda-

des estatisticas de concorréncia.
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Figura 2.13: Distribui¢ao da condutancia para fios desordenados com simetria de reversao
temporal quebrada por uma campo magnético perpendicular tal que ®/®, = 0,05. Os
histogramas correspondem a P(g) obtida pelo método tight-binding com parametros N = 6,
E =4t ¢ U = 2t. A linha continua corresponde a P(g) obtida pela solu¢do numérica da
equacao DMPK pelo método de Monte Carlo com N =6 e = 2.
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CAPITULO 3

Emaranhamento num fio desordenado

Desde sua formulacao no inicio do século XX, a mecanica quantica sempre motivou deba-
tes a respeito de onde seus conceitos estao fundamentados, o que é perfeitamente aceitavel,
uma vez que seus resultados confrontavam as defini¢oes aceitas pela comunidade cientifica
da época. Independentemente das discussoes, a teoria se firmou gracas a validade de suas
previsoes e, ap6s um século de testes e experimentos realizados, hoje nao se pode duvidar

de sua validade.

Essa natureza contra-intuitiva da mecéanica quantica trouxe consigo uma das proprieda-
des mais intrigantes da fisica, o emaranhamento. Esse conceito surgiu naturalmente depois
de um experimento mental proposto inicialmente por Einstein em seu famoso artigo EPR
onde ele ressaltava que a existéncia desse tipo correlacao gerava evidéncias suficientes para
provar a incompletude da teoria quantica, salientando que essa propriedade nao possuia ne-
nhum anélogo classico, tornando sua natureza puramente descrita pelo formalismo quéantico.
Anos mais tarde, com o advento da teoria da computagao quantica e da informagao quéntica
[51], 0 emaranhamento passou a ser entendido como um valioso recurso para o processamento
e transmissao de informacao quantica. Com isso, pesquisas envolvendo producao e quanti-
ficacao de sistemas emaranhados passaram a ser intensamente estudadas no que podemos

chamar de teoria do emaranhamento.

Na optica, a producao de emaranhamento ja dava passos largos ha algum tempo com a
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produgao de fétons emaranhados [52]. Hoje em dia, muito tem sido feito no estudo do ema-
ranhamento eletronico com aplicagoes na fisica do estado soélido com o intuito de possiveis
aplicagoes no campo da nanoeletronica. J& existem varias propostas baseadas em meca-
nismos para a producao de emaranhamento entre elétrons interagentes e nao interagentes.
Nesse quesito, Beenakker et al[53| propuseram um modelo de um ponto quantico balistico
como um produtor de emaranhamento orbital para pares de elétrons nao interagentes e cal-
cularam medidas estatisticas do grau de emaranhamento produzido por esse sistema. Mais
recentemente, Ramos et al [54] utilizaram o mesmo modelo para investigar os aspectos es-
tatisticos da producao de emaranhamento em uma diferente classe de simetria. Além dessas
cavidades cadticas, Aleta et al [2| estudaram as assinaturas de desordem na producdo do

emaranhamento de elétrons em fios quanticos.

Neste capitulo, investigaremos a estatistica de emaranhamento entre um par de elétrons
nao interagentes produzido por um fio quantico desordenado seguindo a referéncia [2]. As
secoes deste capitulo estao organizadas da seguinte forma: na seccao 3.1 faremos uma breve
descrigao sobre o histérico envolvendo o conceito de emaranhamento. Na segao 3.2 apre-
sentaremos um quantificador para estados puros bipartidos, a Concorréncia. Na se¢ao 3.3
faremos a descricao do nosso sistema gerador de emaranhamento, um fio quéantico desor-
denado. Na secao 3.4 apresentaremos uma expressao para a distribuicao da Concorréncia.
Na secao 3.5 discutiremos sobre a estatistica da Concorréncia com simulagoes baseadas em

algoritmos de Monte Carlo e do modelo tight-binding.

3.1 Paradoxo EPR e Desigualdade de Bell

Em um artigo publicado em 1935 [55], Einstein, Podolsky ¢ Rosen (EPR) projetaram
um experimento mental que se baseava nos postulados da mecéanica quantica com o intuito
de verificar se a mesma é uma teoria completa. Nesse embate de ideias, EPR demonstraram

que uma teoria fisica completa deve preservar duas defini¢coes importantes:

1. Elementos de realidade: Sistemas fisicos tem propriedades bem definidas e podem ser

previstos com certeza mesmo antes de uma medida (uma medi¢do apenas os revela).
2. Localidade: Uma teoria local exclui a possibilidade de agao a distancia instantanea.

A proposta do artigo seria criar um um sistema inicial isolado que posteriormente seria

dividido em dois subsistemas. Para a descricao do experimento, vamos adotar o modelo
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formulado por David Bohm [56]. Considere uma par de particulas de spin % que se afastam
entre si ao longo do eixo x. Uma dessas particulas sera recebia por Alice em seu laboratorio
e a outra por Bob que estda em um laboratoério diferente e muito distante. Vamos assumir
que as particulas foram preparadas de forma a produzir o estado

1
V2

Ambos os observadores optam por fazer a medida do spin ao longo do eixo z. Feito isto, o

7y === ) = 1) 11)- (3.1)

estado que chegara até Alice é indeterminado, ou seja, 1 ou |, mas se no momento da medida
Alice obtiver o resultado 1, podemos afirmar com certeza que Bob medira |. Dessa forma,

existe uma correlagao entre entre as particulas mesmo estando desacopladas e separadas.

Com o trabalho de EPR, muitos passaram a acreditar que a mecénica quéntica deveria
ser complementada por um conjunto de varidveis na tentativa de uma melhor descricao do
estado quantico. Por nao serem desenvolvidas dentro da mecanica quantica, essas variaveis
ficaram conhecidas por variaveis ocultas. E importante salientar que todos os debates sobre
essas teorias tinham um viés mais filosoéfico, pois nao havia previsoes de resultados diferentes
daqueles que a mecanica quantica podia descrever. Apos a publicacao do artigo de EPR,
Schrodinger [57] publicou um trabalhado revisitando as ideias de Einstein e nesse artigo, o
termo verschrinkter, emaranhamento em uma traducao literal, foi utilizado pela primeira

vez.

O tema s6 voltou a ser discutido em 1964 quando John Bell percebeu que havia uma
discordancia entre a mecanica quantica e a teoria de variaveis ocultas inicialmente proposta.
Bell mostrou que o que EPR sugeriram no artigo de 1935 ¢é descrito pelo que conhecemos
como realismo local. Isto quer dizer que uma quantidade fisica de um sistema tem um valor
previamente definido independente de uma medida ser feita ou nao e que sistemas que estao
distantes nao tem influéncia sobre o outro. Bell chegou a conclusao que se uma teoria é
fundamentada a partir dessas defini¢oes, ela deve satisfazer um conjunto de desigualdades
[58], que deveriam ser satisfeitas por qualquer teoria que ndo admitisse correlagdes nao-locais.

Algumas versoes alternativas dessas desigualdades terminaram sendo mais utilizadas,
como ¢ o caso da desigualdade CHSH (Clauser-Horne-Shimony-Holt) [59], em que o resultado
da desigualdade para medidas que atendem a uma teoria definida como realista e local devem
assumir valores de modo que |CHSH| < 2. No entanto, os limites impostos pela mecanica

quéntica para a mesma quantidade CHSH sdo £+2+/2 [60].

Desta forma, a mecanica quantica viola essa desigualdade sendo generalizada por uma
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teoria nao local, e os estados responsaveis por tais resultados sao chamados estados emara-
nhados. Varios experimentos realizados desde o inicio da década de 70 até hoje reportaram a
violagao das desigualdades de Bell [61-64]. Para uma ampla maioria, esses experimentos ex-
pressam evidentemente que as ideias contidas em teorias que contemplam apenas o realismo
local devem ser abandonadas. Nas proximas secoes apresentaremos alguns aspectos mais
formais do emaranhamento, discutiremos um de seus quantificadores e faremos a descricao

de um sistema capaz de produzir estados emaranhados.

3.2 Concorréncia

Como discutido na secao anterior, o emaranhamento é uma propriedade que s6 pode
ser descrita com o uso da mecéanica quantica. Uma vez que um dado estado emaranhado é
preparado, quao emaranhado esse estado pode ser? Antes de apresentar esse quantificador,
vamos definir o conceito de estados puros e estados mistos. Um estado é dito puro quando
pode ser escrito por um vetor de estado na seguinte representagao:

W) = Zci |3) - (3.2)

i
Nesse caso, existe uma probabilidade dada por |¢;|* do sistema ser encontrado em um
sub-estado 1; e o conjunto de todos os ; formam um base ortogonal. Um estado é dito
misto quando ha um ensemble de estados |¥;) que acontecem com probabilidade p;. Dito
isto, o estado nao pode ser representado pela equacao 3.2. Uma maneira mais apropriada

para representar ambos os estados é descreve-los pelo operador densidade [17].
N
p= sz‘ W) (Wil (3.3)

Agora vamos considerar um sistema quantico composto por dois subsistemas A e B com
espacos de Hilbert 57 e 73, respectivamente. O espaco de Hilbert do sistema composto é

o produto tensorial desses espacos
H=Hi® Hps. (3.4)

Denotando as bases ortonormais dos espagos %4 e 5 por |i4) € |ig), podemos escrever um

estado arbitrario do sistema composto como

|V as) = Z%‘j i4) @ |jB) - (3.5)
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O operador densidade do sistema composto é dado por
pas = Was) (Wasl = Y > yiviy (lia) (04])(ds) (g))- (3.6)
ij g
O operador densidade reduzido do subsistema A é obtido através do trago parcial sobre

os graus de liberdade do segundo subsistema

pa = Trp[an) (Vasl, (3.7)

ou seja,
pa= 33" lia) (ial Tes(ljis) Gil). (3.8)
’L] i/j/
Notando que
Trs(s) (sl) = Y (islis) Gislig) = 85y, (3.9)

s

J
Podemos escrever

pa= D | D viviy | i) (il (3.10)
J

i’

ou, numa forma mais compacta,
pa= Y (yy )i lia) (@4 (3.11)
i
em que introduzimos a matriz v de elementos (y);; = ;-
Uma vez obtido o p4 podemos obter o emaranhamento de formagao. Apresentado inicial-
mente por Wootters [65], o emaranhamento de formacao conecta os conceitos de informacgao

com emaranhamento a partir da Entropia de Shannon [66], definida por
H=- Zpilogpi, (3.12)

em que p; é uma distribuicao de probabilidade e o logaritmo é calculado na base 2. A versao
quéntica da entropia de Shannon é conhecida na literatura como entropia de von Neumann
[67]. Uma vez conhecida a matriz densidade de estados puros, a Entropia de von Neumann
g(p) é dada por

e(pa) = —Tr(palogpa). (3.13)

A entropia (3.13) pode ser reescrita em termos do autovalores do operador densidade pj,

resultando em

€= — Z Ailog,. (3.14)
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No caso especifico onde os dois subsistemas A e B contém um tnico qubit !, a dims#y
= dim#5 = 2, podemos calcular explicitamente os autovalores de p4. De acordo com a

equagao (3.11), o operador densidade p4 é representado na base |i4) pela matriz

2 2 * *
+ +
wyt = ’7111 |712|* 71172; 712722 _ (3.15)
Yor¥i1 + Y22Vie  [varl? + [el

Assumindo que o estado |V 45) é normalizado, (¥ 45|V 45) = Try~" = 1, os autovalores

— T
)\i:1:|:\/1 4 det v ‘ (3.16)

de v~ serdao dados por

2
Dessa forma, como A\, + A_ = 1, podemos escrever a entropia de emaranhamento na forma
compacta
1 1 —C?
- <+—V> , 17)
2
onde h(z) é a entropia de Shannon binaria
h(z) = —zlogz — (1 — x)log(l — x). (3.18)
A quantidade C, definida por
C = 2+/dety~f, (3.19)

¢ um quantificador do emaranhamento denominado concorréncia. Note que o emaranha-

mento se anula quando C = 0 e ¢ maximo quando C = 1. No caso geral em que, Tr(y~") # 1,

24/ t
C= M_ (3.20)
Tr(y~1)

Na proxima secao apresentaremos um sistema mesoscoOpico capaz produzir um estado

a concorréncia ¢ dada por

emaranhado entre dois qubits e mostraremos como escrever a concorréncia a partir dos

autovalores de transmissao.

3.3 Emaranhamento em Sistemas Mesoscopicos

O estudo de emaranhamento de elétrons em sistemas de estado sélido tem atraido bas-

tante atencao da comunidade [68, 69]. Dentre varias propostas de produgao de elétrons

1'Um vetor que representa uma superposicao de dois estados |0) e |1).
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emaranhados disponiveis na literatura, destacamos a feita por Beenakker et al. [70] que
utiliza um dispositivo mesoscopico como emaranhador orbital de pares de elétrons nao in-
teragentes. Este emaranhador estd esquematizado na figura 3.1 que mostra o dispositivo
mesoscopico (regido hachurada) conectado de cada lado a dois guias ideais. Cada guia pos-
sui apenas um canal aberto e esta conectado a um reservatorio de elétrons. A aplicacao de
uma pequena voltagem gera corrente coerente que atravessa o sistema da esquerda para a
direita. As correlagoes devido ao espalhamento sofrido pelos elétrons dentro do dispositivo
criam as condigoes para a producao de emaranhamento entre elétrons transmitidos, a direita,

e refletidos, a esquerda.

L

Figura 3.1: Emaranhador mesoscopico conectado a guias ideais a esquerda (1 e 2) e a direita
(3 e4). Um elétron ao escapar do sistema pela esquerda (direita) pode estar nos guias 1 ou

2 (3 ou 4), definindo um sistema de dois niveis.

O estado de duas particulas entrando pelos guias da esquerda é representado por

;) = alal |0) (3.21)

onde o operador a! cria um elétron entrando no sistema pelo guia i (i = 1,2) e |0) denota
o mar de Fermi & temperatura nula. O estado que descreve elétrons saindo do sistema é

descrito por

|\Ijout> = Z Smlsn2binbil ‘0> 3 (322)

o operador b} cria uma particula saindo saindo do sistema pelo guia j (j = 3,4). Nesta
situacao, as amplitudes de espalhamento S;; podem ser agrupadas na matriz 4 x 4 que

possui a seguinte estrutura de blocos

Si1 Sz | Sis S
So1 Soa | Saz S t

S — 21 22 23 24 _ r . (3‘23)
S31 S50 | S33 Sz t r

541 542 S43 544
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onde r, 7', t e t’ sdo blocos 2 x 2 que descrevem reflexdo e transmissao de estados incidentes
pela direita e esquerda, respectivamente.
O estado espalhado pode ser reescrito na representacao de nimero de ocupagao indicando

o namero local de particulas a esquerda, ny, e a direita, ng, com o vinculo ny +ng = 2:

|\Ilout> - Z |TLL,TLR> = |270> + |07 2> + |17 1) . (324)
nr,Mr
Dessa forma, com o auxilio de (3.22) e da relac@o de anti-comutacao bzb; = —b;r-b;r, escrevemos

cada setor do espago de Fock em (3.24) da forma

12,0) = (511599 — S91.512)b10} [0) (3.25)

10,2) = (551542 — S41.552)b5b% 0) (3.26)

1,1) =) (Sp1Se2 — S Sp)bib] |0) (3.27)
pq

onde p € 1,2 e g € 3,4. Desenvolvendo o somatoério, podemos escrever explicitamente

|]_, 1> e (511332 — S31512)b11.b; |O> + (511542 - 841512)1)161 |O> +

(3.28)
(81555 — S31.522)b5b1 [0) + (21542 — S4152)bhbl, [0)

que representa uma combinacao linear de estados de um elétron sendo espalhando para a
esquerda e outro para a direita. Na notacao da secao 3.2, a matriz dos coeficientes dessa
combinagao linear é

. S11832 — 531512 S11842 — S41512 . (3.29)

So1532 — 531522 S21542 — S41522

A matriz v pode ser escrita explicitamente em termos dos blocos de transmissao t e reflexao
r da matriz S. Para isso, notamos que ela pode ser fatorada como
SH 512 532 S42

oy = (3.30)
Sa1 Sao —S31 —Sn

_ S S 0 1 S31 Sy (3.31)
So1 Sa -1 0 S3a Sy
T
_ S Sie 0 1 S31 S32 7 (3.32)
So1 S99 -1 0 Sy S
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onde T indica transposi¢do. Da estrutura de blocos mostrada na eq.(3.23), vemos que a
matriz da esquerda corresponde a matriz de reflexao r e a matriz da direita corresponde a

matriz de transmissao t. Finalmente, notando que

10 Yo N 3
1 O

onde o, é a segunda matriz de Pauli, podemos escrever
— T
vy =iro,t . (3.34)

Dessa forma, a concorréncia pode ser calculada diretamente da eq. (3.20), resultando em

\/det [riro,(t't)To,]

C = 3.35
Tr[riro,(t't)To,) (8:35)
Em termos de autovalores de transmissao {71, 72} a concorréncia é dada por
2 1— 1—
¢ 2vnll=n)nl=n) (3.36)

T + To — 27’17’2
O emaranhamento é maximo (C = 1) quando 73 = 75 e minimo (C = 0) quando 73 = 0 e
m=1loumm=0em =1.

O resultado (3.36) foi introduzido por Beenakker et al. [53, 70]. Esses autores também
consideraram o caso especifico de uma cavidade balistica cadtica como emaranhador e obtive-
ram a média e variancia da concorréncia. A distribuicao da concorréncia foi posteriormente
obtida por Gopar e Frustaglia [71], o que permitiu uma descrigdo completa da estatistica
da concorréncia em cavidades cadticas das classes Wigner-Dyson. Esses autores estenderam
a andlise considerando um fio quantico desordenado como emaranhador [2|, obtendo uma
expressao para a distribuigao da concorréncia em fungao do comprimento do fio. Esta anélise

seré apresentada na proxima secao.

3.4 Emaranhamento em fios quanticos

A presenca de desordem no fios quéantico torna os autovalores de transmissao variaveis
aleatorias cuja distribui¢do conjunta Ps(7y, 72;s) evolui com o comprimento de acordo com

a equacao DMPK. A distribuicao da concorréncia, por sua vez, pode ser obtida a partir de

Py(C) = /01 in /01 dTgé(C _ 2yl —n)n(l - TZ)) Pylrimis),  (3.37)

T+ Ty — 2T Ty
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em que 6(z) é a fungdo delta de Dirac. Efetuando a mudanca de variaveis 7; = 1/ cosh® z; a

equagao (3.37) pode ser reescrita como

e o 2senhxsenhxs
PsC)= | d d 5(0— )P T3 5). 3.38
5(C) /0 $1/0 2 senh?x; + senh?z, 5(71, 223 9) ( )

A integral (3.38) pode ser resolvida com a aproximagao da solugao da equagdo DMPK no

regime metalico. No caso de dois canais abertos essa aproximagcao pode ser escrita como

Ps(x1,x9;8) = N(s)l(sinhle — sinh®xy)(2? — $§)|5/2

2 (3.39)
X H[exp(—(ﬂ + 2)a? /25(x;sinh (22;) /%],

i=1

em que N (s) é a constante de normalizagao. Usando a identidade?

5(C B 2senharlsenhx22 ) 1 Z (K% +1)*senh xy §(xy — ra)’ (3.40)
senh2?z; + senh”zy 2~ |K2—1]/1+ K2senh?z,
em que
r+ = senh™ ! (K4 senhw,), (3.41)
1+v1-2C?
Ky=-—Y_"%" (3.42)
C
podemos efetuar a integral em zq, resultando em
1 (K2+1)* [*  Ps(ry,xs)senhxy
P;(C) == — T - . 3.43
5(C) 2; |K2—1] J, 2\/1+K§senh2x2 (3.43)
Usando a definigao (3.41), temos as identidades
senhr, = K,senh z,, (3.44)
coshr, = y/1 4+ K2senh2x,, (3.45)
senh 2r, = 2K, senh(z5)4/1 + K2 senh2x,, (3.46)
0 que permite escrever
2 B/2 P+2 5 o
Ps(ry, xa;8) = 2N (s)| K7 — 1|72\ /Ty exp —T('r’a + z3)
x sinh?*?(x5)v/cosh y(1 + K? sinh z,)'/*. (3.47)

2Para mais detalhes veja apéndice A
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Substituindo (3.47) em (3.43), obtemos a seguinte expressao para a distribui¢do da concor-
réncia -
PalC) =N() [ lglrs(an)) + g(r—(ea) e (3.49)
0

em que
g(re) = VEL(K2 + 1°|(K2 — )72 fremslay — ri |2

1/4
B+2, , 9 cosh®zy 248
X - + h . 3.49

P [ 2s (rs +22) 1 + K2senh®z, R (3.49)

Este é o principal resultado de [2], e permite o calculo da distribuigdo da concorréncia por
integragao numeérica para um dado valor de s. No limite balistico s < 1 a integral (3.48) foi
calculada analiticamente, resultando em expressoes simples para Ps(C) nas classes § =1 e
b = 2, a saber

Pi(C)
R (C)

2C, (3.50)
3CV/1 = C2 (3.51)

A partir desses resultados, pode-se calcular diversos cumulantes da distribuicao da concor-
réncia. Em particular, a média e variancia sao dados por
2/3 ~ 0,66667 para =1,

€)= (3.52)
37/16 = 0,58905 para [§ = 2.

1/18 ~ 0,055556 para =1,
var(@) = { Y/ para 7 (3.53)
2/5 —97%/256 =~ 0,053022 para 3 = 2.
Na préxima segao obteremos a distribuicao da concorréncia integrando para alguns valores
de comprimento s propostos na ref.[2]. Os resultados, obtidos por integra¢ao numeérica de

(3.48), sdo complementados pelos métodos numéricos introduzidos no capitulo 2.

3.5 Simulacoes numéricas

Além da distribui¢ao completa, podemos usar a distribuigao (3.39) para calcular momen-
tos da concorréncia

o o 2senh h "
(cm :/ d:cl/ da:2< et ) Pg(x1, 195 5). (3.54)
0 0

senh?x; + senh?z,
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A média (C) e variancia var(C) = (C?) —(C)?, obtidas por integracio numérica para as classes

de simetria § = 1 e f = 2, estao mostradas na figura 3.2. No limite balistico, s — 0 as

~ 03

Figura 3.2: Média e variancia da concorréncia em fungao de s.

curvas passam pelos pontos especificados por (3.52) e (3.53).

Podemos obter a distribui¢ao completa da concorréncia para um dado valor do compri-
mento s, integrando (3.48) numericamente. Como alternativa a este procedimento podemos
usar a simulacao de Monte Carlo apresentada na secao 2.1. Neste caso, teremos apenas
duas “particulas” no hamiltoniano (2.9) ocupando as posigoes x; e xo. Para uma dada con-
figuragao de equilibrio desse sistema, a concorréncia é calculada no passo 8 do algoritmo de
Metropolis a partir de

2 senhz senhx,

C = . 3.55
senh2x; + senh?x, ( )

Desta forma, as distribuigdes da concorréncia Ps(C) s@o obtidas a partir dos histogramas
dos valores obtidos para C em cada passo de Monte Carlo. Assim como feito na referéncia
[2], vamos escolher quatro comprimentos correspondentes aos valores médios de conduténcia:

(g9) = 0,2, (9) = 0,5, (g) = 1,0 e (9) = 1,9, que cobrem do regime localizado ({g) =~ 0) ao
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regime balistico ({g) ~ 2). Os respectivos comprimentos podem ser identificados a partir de
um grafico de (g) e fun¢ao do comprimento normalizado s, como mostrado na figura 3.3. No
grafico da direita, valido na presenga de simetria de reversao temporal (8 = 1), identificamos
os valores s = 0,049, 0,896, 2,33, e 4,95. O caso em que a reversao temporal é quebrada

(8 = 2), mostrado na direita, identificamos os comprimentos s = 0,049, 0,932, 2,61, e 6,04.

\ ~
§=0.049 b $=0,049 — Monte Carlo (B=2)| o

— Monte Carlo (L =50, B=1) ‘:

15— —

Figura 3.3: Média da condutancia (g) em fun¢do do comprimento normalizado s para
fios quénticos das classes § = 1 (esquerda) e B = 2 (direita). Na figura destaca-
mos em linhas pontilhadas horizontais os valores (g) = 0,2, 0,5, 1,0e1,9 e sao destaca-
dos os respectivos comprimentos em ambos os casos. que correspondem aos comprimentos
s = 0,049, 0,896, 2,33, e 4,95, no caso f =1, s = 6,04, 2,61, 0,932, e 0,049, no caso § = 2

As distribui¢bes da concorréncia para os valores de s escolhidos acima sao mostradas
nas figuras 3.4 e 3.5. Os histogramas sao obtidos a partir da simulacao de Monte Carlo e as
curvas a partir da integral (3.48). Das figuras vemos que, em ambas as classes de simetria, as
curvas tendem a apresentar um pico em valores mais baixos baixos de C, de modo que valores
grandes da concorréncia (C ~ 1) sao estatisticamente desfavorecidos. Apesar disso, P;(C) é
finita em C = 1, o que possibilita a producao de estados maximamente emaranhados. Em
contraste, Py(C) se anula em C = 1, mostrando que nao pode haver produgao de estados

maximamente emaranhados quando a simetria de reversao temporal é quebrada.
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0 0,5 1 0 0,5 1
C C

Figura 3.4: Distribuicao da concorréncia para um fio quantico com simetria de reversao
temporal ( = 1). Os histogramas em (a), (b), (c) e (d) foram obtidos da simulagao de
Monte Carlo para os comprimentos s = 0,049, 0,896, 2,33, e 4,95, respectivamente. As linha
azul no grafico (a) ¢ o resultado exato (3.50). As curvas nos demais graficos foram obtidas
pela a partir de (3.48).
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Figura 3.5: Distribuicao da concorréncia para um fio quantico com simetria de reversao
temporal quebrada (8 = 2). Os histogramas em (a), (b), (c) e (d) foram obtidos da simulacao
de Monte Carlo para os comprimentos s = 0,049, 0,896, 2,33, e 4,95, respectivamente. As
linha azul no gréafico (a) ¢ o resultado exato (3.50). As curvas nos demais graficos foram
obtidas pela a partir de (3.48).
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Uma verificagdo independente dos resultados para Ps(C) pode ser obtida a partir do
modelo tight-binding. Em nossas simulagoes consideramos fios de comprimento fixo L = 50a
com diferentes realizagoes de desordem. Os diferentes regimes de transporte podem ser
obtidos variando-se a intensidade da desordem U. Dessa forma, podemos fazer um grafico
da média da condutancia (g) em fungao de U, como mostrado na figura 3.6. A fim de
comparar os resultados obtidos pelos métodos de Monte Carlo e tight-binding consideramos
os quatro os valores da média da condutancia usados anteriormente: (g) = 0,2, (g) = 0,5,
(9) =1,0 e (g) = 1,9. Da figura 3.6 vemos que os valores correspondentes de desordem sao
U = 1,967, 1,368, 0,868, e 0,200, respectivamente.

2

1,5

(g)

0,5

Figura 3.6: Média de da conduténcia (g) em fun¢ao do comprimento da intensidade da
desordem U do modelo tight-binding para o fio de comprimento L = 50a na auséncia de
campo magnético. Na figura destacamos em linhas pontilhadas horizontais os valores (g) =
0,2, 0,5, 1,0e 1,9 que correspondem aos valores de desordem U = 1,967, 1,368, 0,868, e 0,200,

respectivamente.

Uma vez identificados os valores U, podemos gerar a distribui¢ao da concorréncia Py, (C)
para todos os valores de (g) considerados. Os resultados sao mostrados na figura 3.7, na qual
os histogramas correspondem a simula¢oes numéricas do modelo tigth-binding e as curvas
azuis sao obtidas a partir da equagao (3.48). Em todos os casos, temos uma excelente

concordancia entre a simulagao numérica e a previsao da teoria DMPK.
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Figura 3.7: Distribuicao da concorréncia para um fio quantico com simetria de reversao
temporal. O histograma é o resultado da simulac¢ao do modelo tight-binding e as curvas sao
os resultados previstos a partir da teoria de matrizes aleatorias. As legendas nos graficos
mostram os parametros U e s usados nos dois modelos. No limite balistico usamos o resultado
exato (3.50).

Para implementar a quebra da simetria de reversao temporal adicionamos um campo
magnético perpendicular ao fio em nosso modelo TB. Os campos foram escolhidos segundo
a referéncia |2| tais que eBa?/h = 1 e eBa®/h = 0,5 . Novamente foram fixados os valores
de condutancia (g) = 0,2, 0,5, 1,0€1,9, que correspondem aos valores de desordem U =

0,185, 0,861, 1,40 e6,04, respectivamente. Os resultados sao mostrados na figura 3.8.
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Figura 3.8: Distribuicao da concorréncia para um fio quantico com simetria de reversao
temporal quebrada pela presenga de um campo magnético. Os histogramas sao resultados
da simulacao do modelo tight-binding e as curvas sao os resultados previstos a partir da
teoria de matrizes aleatorias. Nos casos em que (g) = 1,9, (g) = 1,0 e (g) = 0,5 usamos um
campo magnético perpendicular ao fio tal que eBa?/h = 1. Para o caso em que (g) = 0,2
usamos eBa?/h = 1. As curvas sao os resultados obtidos a partir da formulagao de matrizes

aleatorias. As legendas nos graficos mostram os parametros U e s usados nos dois modelos.
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CAPITULO 4

Conclusdes e Perspectivas

Neste trabalho estudamos propriedades universais transporte num fio quantico conectado
a reservatorios de elétrons por guias ideais que suportam um nimero N de canais abertos.
A formulagao da teoria de matrizes aleatérias para esse problema é baseada na equacao
DMPK, uma equagao de Fokker-Planck que descreve a evolugao da distribui¢ao conjunta
dos autovalores de transmissao em funcao do comprimento do fio. A partir desta equacao
pode-se obter propriedades estatisticas da condutancia em véarios regimes de transporte:

balistico, difusivo e localizado.

Seguindo a referéncia [1], apresentamos no capitulo 2, dois procedimentos numéricos para
o estudo da condutéancia do fio. O primeiro, um método de Monte Carlo construido a partir
de uma solucao da equacao DMPK para o regime difusivo, vélida para todas as classes de
simetria. Neste método os autovalores sao interpretados como particulas interagentes num
gés em que o indice de Dyson, [, faz papel de inverso de temperatura. O segundo método
consiste na solugao numérica da equacao de Schrondiger através do método de diferencas
finitas. Neste método, equivalente ao modelo tight-binding, a desordem é modelada por um
potencial aleatorio nos sitios da rede. Nos utilizando o pacote Kwant presente na linguagem
Python para o céalculo de observaveis de transporte como a condutancia. Os dois procedi-
mentos foram usados no estudo da distribuicao da condutancia do fio para diversos regimes

de transporte.



4. Conclusoes e Perspectivas 62

No capitulo 3, fizemos um estudo detalhado da referéncia [2| que usa um fio quéantico
para gerar emaranhamento de elétrons. No formalismo de espalhamento, a concorréncia é
escrita em termos dos autovalores de transmissao e pode ser estudada a partir da solugao
da equacao DMPK. Aplicamos os métodos numéricos desenvolvidos no capitulo 2 ao estudo
da distribuicao do emaranhamento. Uma conclusao desse estudo é a possibilidade de produ-
cao de estados maximamente emaranhados em sistema que preservam simetria de reversao

temporal.

O método de Monte Carlo mostrou-se uma poderosa ferramenta alternativa para inves-
tigar propriedades estatisticas em sistemas mesoscopicos. Todos os resultados aqui obtidos
estao de acordo com a teoria de transporte via modelo tight-binding. Podemos estender
a abordagem aqui desenvolvida para acessar informagoes sobre observaveis de transporte
ou correlacoes quanticas em outras classes de universalidade com simetrias que ainda nao

possuem resultados analiticos ou numéricos.
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APENDICE A

|dentidade (3.40)

O integrando na equagao (3.38) contém a fungao delta de Dirac

5 <C __ 2senhz;senhay > . (A1)

senh?x; + senh?z,

A fim de eliminar a variavel x; identificamos o argumento da fungao delta (A.1) como

2senhxsenhxs

fx1) =C~

(A.2)

senh?x; + senh?z,

e usamos a propriedade

S(fa) = 3 e, (A3)

em que xp, sao as rafzes da equagdo f(z1) = 0. Esta equac@o pode ser escrita como

n

C(senh®z; + senh®z;) — 2senhz;senh o = 0, (A.4)

que é uma equagao quadratica em sinhx;. Dessa forma, temos duas raizes f(z;) = 0 que
podem ser escritas como

r+ = 214+ = senh ' (Kisenh zy), (A.5)

em que definimos
14+ +v1—C?

K. =
* C

(A.6)
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Além disso, a equagao (A.3) envolve a derivada da fun¢ao f(z1), que pode ser escrita como

2coshzisenhzsy(senh?z; — senh?xs)

"(z) = A7
@) (senh?zy + senh?zx5)? (A7)

Dessa forma, podemos escrever
5(F () = Z (senh?x; + senh?z9)%8(z; — 75) (A8)

— 2coshzysenhzs[senh?z — senh?xo|

Finalmente, usando a propriedade f(z)d(x — x¢) = f(z0)f(x — x0), podemos substituir x;
nos argumentos das fungdes hiperbolicas por ry. Segue imediatamente da definigao (A.5)

que

senhr, = K,senh x,, (A.9)
coshr, = /1 + K2senh2x,, (A.10)

o que nos leva a identidade

5 <C B 2senh:v1senhx22 ) _ 1 Z )2senhzy §(zy — 7 ) (A11)
senh2z, + senh”z, 2~ — 1\\/1 + K2senh2z,
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