Universidade Federal Rural de Pernambuco
Pré-reitoria de Pesquisa e Pds-graduagao
Departamento de Fisica

Programa de Pds-graduacao em Fisica Aplicada

Voos de Lévy em fitas de grafeno
Diego Bruno da Fonseca

Dissertacdao de Mestrado

Recife - PE
7 de abril de 2024






Universidade Federal Rural de Pernambuco
Pré-reitoria de Pesquisa e Pos-graduagao
Departamento de Fisica

Diego Bruno da Fonseca

Voos de Lévy em fitas de grafeno

Trabalho apresentado ao Programa de Pos-
graduacdo em Fisica Aplicada do Departa-
mento de Fisica da Universidade Federal Rural
de Pernambuco como requisito parcial para ob-
tencdo do grau de Mestre em Fisica Aplicada.

Orientador: Prof. Dr. Anderson Luiz da Rocha e Barbosa

Recife - PE
7 de abril de 2024



UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DE PERNAMBUCO
PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUACAO
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FISICA APLICADA

Voos de Lévy em fitas de grafeno

Diego Bruno da Fonseca

Dissertacdo julgada adequada para obtengdo do ti-
tulo de mestre em Fisica, defendida e aprovada por
unanimidade em 23/02/2024 pela Comissao Exa-
minadora.

Orientador:

Prof. Dr. Anderson Luiz da Rocha e Barbosa
UFRPE

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Ailton Fernandes de Macedo Junior
UFRPE

Prof. Dr. Joaquim Bonfim Santos Mendes
UFV



“Vocé deve aproveitar os pequenos desvios ao md-
ximo. Porque é onde vocé vai encontrar as coisas
mais importantes do que as que vocé quer.”

Yoshihiro Togashi



Dedico a todos que me ajudaram na mi-
nha jornada e também dedico a futuros
alunos que esse texto possa ajuda-los.



Agradecimentos

Inicialmente, agradeco ao conjunto de eventos inimagindveis desde o inicio do universo até
o atual momento, que coincidentemente me trouxe até aqui.

Agradeco a minha mae, Lidia, que cuidou de mim, que me educou, que quando eu era
crianga, diversas vezes pegou na minha mao para que eu concluisse as minhas atividades esco-
lares, foi e € uma referencia de honestidade, corretude e cuidado, por causa dela eu existo e sou
como sou.

Agradeco a meu pai, Max(in memorian), por ter feito parte de minha criagdo, por todos os
passeios divertidos, por ter sido trabalhador e apesar de tudo amparar nossa casa, foi um exem-
plo de compartilhamento e de criatividade, também por causa dele eu existo, a sua vitalidade
existe em mim.

Agradeco a minha irma, Camilla, ela foi o exemplo mais proximo a mim de conclusdes de
fases académicas definitivamente e isso me incentivou a seguir, além disso, ela € uma compa-
nhia, uma amiga, é bom te-14 por perto, me divirto bastante com ela.

Agradeco a minha companheira, Joana, que vem trilhando a vida comigo, por sua atengdo,
por seu carinho, por me apoiar, por se divertir a0 meu lado, incentivar o meu amadurecimento,
pela sua presenca na minha vida.

Agradeco a minhas avés, Berenice e Maria, por todo apoio dado.

Agradeco aos meus amigos Alex, Allan, Gabriel, Jodo Vitor, Leon e Lucas, por serem
amigos muito bons e pessoas impressionantes.

Agradeco aos amigos que fiz na graduag@o Luciano, Michel, Johnny, Jodo, Sofia e a galera
do PET-Fisica por compartilharem momentos comigo seja em aula, ou fora de aula.

Agradeco aos moradores do LaSCoU, José Dias, Marcos, Luis, Ikaro, Antonio, Nallyson,
Ruan, Matheus, Pedro, Mario, Yago, Thiago, Rafa, Laise e Laedson, gracas a vocés e ao chefe
da sala, durante o mestrado nao faltou historias para contar.

Tenho um agradecimento especial a Vinicius, Fernando e Luan, que sdo pessoas que me
motivam muito intensamente a me sair o melhor possivel em provas, em apresentacdes, na
escrita, sdo pessoas incriveis e sdo referencias pra mim como estudantes e pesquisadores.

Agradeco a Athendgenes Neto por sua assisténcia em questdes burocraticas durante meu
mestrado.

Agradeco aos professores do DF, especialmente aos professores Pedro Hugo, Ailton, Ra-
mon, Adauto e Nathan por me darem uma base solida que contribuiu bastante na minha vida
académica e estudos. Um agradecimento ainda mais especial ao professor Anderson Barbosa
por ter aceito me orientar desde a graduagdo na IC e ter me dado a possibilidade de participar de
vérios trabalhos, de continuar me incentivando a buscar mais oportunidades, sou imensamente
grato e espero continuar colaborando e produzindo.

vii



viii AGRADECIMENTOS

Aos membros da banca examinadora por aceitar julgar este trabalho e pelas contribui¢des
enriquecedoras fornecidas.

Por fim, agradeco a Universidade Federal Rural de Pernambuco, ao Programa de Pés Gra-
duacao em Fisica Aplicada - PPGFA pelo suporte fisico e a Fundagdao de Amparo a Ciéncia e
Tecnologia do Estado de Pernambuco - FACEPE pelo suporte financeiro.



Resumo

Um dos tépicos de pesquisa mais ativos em matéria condensada é o estudo do transporte
eletronico através de uma fita de grafeno submetida as barreiras eletrostdticas com diferentes
distribui¢des. Em Optica, quando a luz é submetida a um dispositivo 6ptico contendo micro-
esferas circulares de vidro com distribuicdo de Lévy, conhecido como vidro de Lévy 6ptico,
a luz apresenta uma distribui¢do de lei de poténcia para os comprimentos dos passos, que re-
sulta em um comportamento superdifusivo da transmissao da luz. Ao fazer uma analogia entre
transmissao eletronica e transmissdo da luz, o grafeno oferece uma plataforma tnica, pois sua
relacdo de dispersdo linear coincide qualitativamente com a dos fétons. Desta forma, neste
trabalho propomos um dispositivo eletronico andlogo ao vidro de Lévy 6ptico, o qual deno-
minamos como vidro de Lévy eletronico. Investigamos o transporte em fitas de grafeno sob a
influéncia de aglomerados eletrostaticos circulares com diametros distribuidos de acordo com
uma lei de poténcia. Utilizando célculos numéricos, analisamos os efeitos desses aglomerados
na transmissao de elétrons através do vidro de Lévy eletronico. Mostramos que o vidro de Lévy
eletronico apresentam uma transicao de transporte superdifusivo-para-difusivo a medida que a
energia € variada. Além disso, indicamos que a mais provavel causa da transi¢io de transporte
superdifusivo-para-difusivo € a quebra da simetria quiral. Em suma, propomos um dispositivo
eletronico que possibilita os elétrons realizarem voos de Lévy por meio da interagdo com aglo-
merados eletrostaticos em fitas de grafeno.

Palavras-chave: Voo de Lévy, Grafeno, Transporte eletronico, Barreiras eletrostéticas.
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Abstract

One of the most active research topics in condensed matter physics is the study of electronic
transport through a graphene ribbon subjected to electrostatic barriers with different distribu-
tions. In optics, when light is subjected to an optical device containing circular glass micro-
spheres with a Levy distribution, known as optical Lévy glass, the light exhibits a power-law
distribution for step lengths, resulting in superdiffusive light transmission behavior. Graphene
provides a unique platform by drawing an analogy between electronic and light transmission,
as its linear dispersion relation qualitatively matches that of photons. Thus, in this work, we
propose an electronic device analogous to optical Lévy glass, which we term electronic Lévy
glass. We investigate transport in graphene ribbons under the influence of circular electrostatic
clusters with diameters distributed according to a power-law. Using numerical calculations,
we analyze the effects of these clusters on electron transmission through the electronic Lévy
glass. We demonstrate that electronic Lévy glass exhibits a superdiffusive-to-diffusive trans-
port transition as energy is varied. Furthermore, we suggest that the most likely cause of the
superdiffusive-to-diffusive transport transition is the breaking of chiral symmetry. In summary,
we propose an electronic device that allows electrons to undergo Lévy flights through interac-
tion with electrostatic clusters in graphene ribbons.

Keywords: Lévy flight, Graphene, Electronic transport, Electrostatic barriers.
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CAPITULO 1

Introducao

Na busca por andlogos eletronicos de fendmenos e dispositivos Opticos, o grafeno apre-
senta propriedades Unicas, especialmente préximo ao ponto de neutralidade de carga, conhe-
cido como ponto de Dirac. Nessa proximidade, o grafeno exibe uma relacdo de dispersao linear,
qualitativamente coincidente com a relacdo de dispersdo da luz [1-5]. Essa dispersdo linear é
devida a rede hexagonal de favo de mel do grafeno, que pode ser vista como uma rede Bravais
triangular com uma base de dois dtomos [6—8]. No ponto de Dirac, os portadores de carga
se comportam como férmions de Dirac relativisticos sem massa, € a rede preserva a simetria
quiral.

Devido as suas propriedades eletronicas tnicas que dao origem ao tunelamento de Klein
[9, 10], onde férmions sem massa podem atravessar uma barreira de potencial com probabi-
lidade de reflexdo nula, o grafeno tem se destacado como um material promissor na drea de
pesquisa conhecida como Optica de elétrons [2, 11]. Assim, o grafeno pode ser considerado
uma plataforma para explorar andlogos eletronicos de fendmenos 6pticos, abrindo caminho
para uma série de aplicagdes na 6ptica de elétrons.

A Optica de elétrons, também conhecida como electron optics, refere-se ao estudo e aplica-
¢do de ondas de elétrons de maneira andloga a manipulacdo de ondas de luz na 6ptica. Assim
como na optica, onde as ondas de luz sdo controladas usando lentes, espelhos, prismas e ou-
tros componentes Opticos para direcionar sua propagacdo, foco e manipulacdo, na éptica de
elétrons, feixes de elétrons sdo gerenciados e manipulados usando vdrias técnicas para alcan-
car efeitos semelhantes [12]. Uma técnica comumente utilizada € o uso de gates eletrostéticos
superiores/inferiores, que permite o controle do andlogo eletronico do indice de refracdo [11],
possibilitando assim a manipulagdo do comportamento dos elétrons. Pontos quénticos defini-
dos eletrostaticamente no grafeno, desempenham papéis similares a particulas dielétricas na
Optica, e tém sido extensivamente estudados nesse contexto [13, 14].

Dentro desse contexto, pesquisas recentes t€ém explorado o uso de super-redes de grafeno
e potenciais eletrostaticos para emular fendmenos 6pticos. Por exemplo, o fendmeno do espa-
lhamento de Mie, que € observado quando ondas de luz sdo dispersas elasticamente por objetos
esféricos ou cilindricos, foi estudado em uma super-rede de grafeno imersa em um potencial
eletrostético cilindrico [15-17]. Além disso, foi estudado o efeito de uma matriz regular de
pontos quanticos eletrostiticos em nanofitas de grafeno, resultando na inducao de uma defor-
macao local dos potenciais nos sitios sob os pontos quanticos [18]. Estas previsdes tedricas
foram confirmadas experimentalmente por Caridad ef al., que apresentaram um andlogo eletro-
nico do espalhamento de Mie usando uma super-rede de grafeno imersa em uma matriz regular
de pontos quanticos eletrostaticos [1].

No experimento, as amostras de grafeno s@o clivadas mecanicamente, com uma rede de
potenciais eletrostaticos regulares espacados periodicamente, como mostrado na figura 1.1.
Cada potencial eletrostético € criado por meio de metal depositado localmente na parte superior
da folha de grafeno fechada, mais precisamente por um ponto circular de titdnio (Ti) ou palddio
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Figura 1.1: Esquema de uma vista superior do grafeno com (a) uma rede de pontos quanticos
alinhados (0°) e (b) uma rede de pontos quanticos inclinada (30°) no topo, conectado por ele-
trodos de fonte e dreno. Os discos cinza indicam os pontos de metal que definem o potencial
na superficie do grafeno. Distribuicdo de densidade eletronica para espalhamento de Mie em
cascata nos casos: (c) alinhados e (d) potenciais inclinados. (¢) Uma imagem de microscopia
eletronica de uma amostra de grafeno com uma rede de pontos quanticos inclinada (30°), com
esquematizacao da medi¢do de tensdes longitudinais e transversais. Figura retirada da referén-
cia [1].
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Figura 1.2: (Esquerda) Ilustracdo e (direita) micrografia eletronica do interior de um vidro de
Lévy optico. Figuras retiradas das referencias [24, 25], respectivamente.

(Pd) com didmetro de 100nm, podendo deslocar o potencial local dos sitios na folha de grafeno
negativamente ou positivamente, respectivamente, a depender da escolha.

Para demonstrar o espalhamento de Mie em cascata, foram produzidos dois tipos de dis-
positivos com a rede de potenciais eletrostdticos orientada em angulos de 30° e 0° em relagado
a direcdo x, como ilustrado nas figuras 1.1(a) e 1.1(c), respectivamente. Na configuragdo com
angulo 0°, ndo pode ser detectada tensdo transversal. No entanto, quando a matriz de pontos
quanticos estd inclinada, é esperado que seja detectada uma tensdo transversal, medida como
ilustrado na figura 1.1(e). A medida de tensdo transversal neste experimento € indicativa do
espalhamento de Mie em cascata. Este estudo foi seguido por uma série de trabalhos relevantes
que exploram os efeitos de aglomerados de potenciais eletrostiticos em grafeno [19-23].

Dado o contexto da Optica de elétrons, € relevante mencionar um trabalho da 6ptica impor-
tante no transporte de ondas de luz, intitulado A Lévy flight for light [24]. Nesse trabalho, é
proposto e desenvolvido um dispositivo 6ptico conhecido como vidro de Lévy optico, no qual
as ondas de luz seguem um padrao de transporte regido pela estatistica de Lévy, também conhe-
cido como voo de Lévy, como mostra a figura 1.2. Em um voo de Lévy, as etapas do processo
de caminhada aleatéria possuem uma distribuic@o de lei de poténcia, o que significa que sal-
tos extremamente longos podem ocorrer, levando a um comportamento de superdifusdo. Isso
contrasta com a difusdo normal, onde nao ha uma probabilidade significativa de ocorréncia de
saltos longos, afetando diretamente a transmissao da luz. Quando superdifusiva, a localizacao
da transmissao apresenta um decaimento mais lento em comparacdo com a difusd@o normal.

O vidro de Lévy, em sua construcdo, incorpora microesferas de alto indice de refracdo,
como o diéxido de titdnio, em uma matriz de vidro. O aspecto crucial desse dispositivo €
que as microesferas t€ém sua distribuicdo de diametros regida por uma lei de poténcia. Essa
caracteristica € fundamental para que a luz realize a dindmica superdifusiva quando atravessa o
vidro de Lévy. A lei de poténcia na distribuicio de didmetros das microesferas contribui para a
ocorréncia de saltos extremamente longos na trajetéria da luz, caracterizando o comportamento
superdifusivo observado nesse material optico.



4 CAPITULO 1 INTRODUCAO

Diante desse dispositivo 6ptico que induz voos de Lévy a luz, nosso objetivo € propor o
andlogo eletronico: o vidro de Lévy eletronico. Este seria um dispositivo que permite a dina-
mica superdifusiva de elétrons na matéria condensada. Inspiramo-nos em trabalhos tedricos
e experimentais que empregam pontos quanticos eletrostaticos no grafeno para explorar a 6p-
tica de elétrons, destacando especialmente o estudo da referencia [1] como ponto de partida.
Propomos um arranjo no qual o grafeno é submetido a clusters de pontos quanticos eletrostati-
cos circulares, cujos raios seguem uma distribuicdo de lei de poténcia, similar ao seu andlogo
optico. Salientamos a plausibilidade experimental dessa proposta, uma vez que o hamiltoni-
ano desse sistema € bastante semelhante ao apresentado em referéncias anteriores [15-18], que
foram confirmadas experimentalmente por Caridad ef al. [1]. Acreditamos que a realizagcdo ex-
perimental do vidro de Lévy eletrdnico proposto por nds possa ser alcancada com adaptacoes
ao arranjo experimental descrito na referéncia [1].

1.1 Esboco da Dissertacao

A sequéncia desta dissertacao esta dividida em mais cinco capitulos, que serdo brevemente
apresentados nesse esboco.

1.1.1 Capitulo 2

O Capitulo 2 aborda o Teorema Central do Limite e sua generalizacdao, o Teorema Central
do Limite Generalizado, relacionando esses conceitos com os voos de Lévy, processos superdi-
fusivos caracterizados por passos largos e distribuicao de lei de poténcia. Mostra-se como esses
voos sdo diferentes da difusdo normal, sendo os voos de Lévy descritos pelo Teorema Central
do Limite Generalizado e distribui¢des de Lévy, enquanto a difusdo normal é descrita pelo Te-
orema Central do Limite e distribui¢des gaussianas. A aplicacdo do conceito de voos de Lévy
na fisica € discutida, destacando a superdifusdo em caminhadas aleatérias e seu uso na dptica,
especificamente no vidro de Lévy 6ptico. Neste dispositivo, a transmissao da luz através desse
vidro apresenta um comportamento superdifusivo, diferenciando-se do comportamento usual
da difusdo normal. Esse dispositivo € o que motiva nossa busca por um andlogo eletronico, o
vidro de Lévy eletronico, um sistema onde elétrons podem realizar voos de Lévy.

1.1.2 Capitulo 3

No capitulo 3 abordaremos os principais conceitos necessarios para o estudo do transporte
eletronico em dispositivos mesoscopicos. Apresentaremos o modelo tight-binding, utilizado
na descri¢do do hamiltoniano do nosso sistema. Além disso, discutiremos a teoria do espalha-
mento e o formalismo de Landauer-Biittiker, que estabelece a relacdo entre elementos da matriz
de espalhamento e observdveis como condutancia. Também revisaremos as aplicagdes das fun-
coes de Green no cdlculo dos coeficientes de transmissdo, e o pacote Kwant serd apresentado
como a ferramenta utilizada para realizar os cdlculos numéricos neste trabalho.
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1.1.3 Capitulo 4

Essencialmente, o Capitulo 4 fornece uma visdo geral do sistema de estudo, denominado
vidro de Lévy eletronico. Este sistema consiste em nanofitas de grafeno com bordas armchair e
zigzag submetidas a um cluster de pontos quénticos eletrostaticos. O capitulo também aborda
a descricdo do Hamiltoniano do sistema, que inclui termos de hopping entre os sitios da rede e
potenciais eletrostdticos induzidos pelos pontos quanticos. Além disso, sdo dados os detalhes
do método utilizado para a distribui¢do dos pontos quanticos do vidro de Lévy eletronico e a
caracterizacdo da desordem no sistema.

1.1.4 Capitulo 5

O capitulo 5 apresenta os resultados obtidos na dissertacdo. Os resultados apresentados
neste capitulo foram publicados na referencia [26]. Este capitulo une os principais conceitos
mostrados em todos os capitulos anteriores. Através dos resultados obtidos através de cdlculos
numéricos, descrevemos o vidro de Lévy eletronico. Observamos uma transi¢do Lévy-para-
difusivo no grafeno, investigamos caracteristicas do sistema, as possiveis causas da transi¢io e
chegamos a qual € a causa mais plausivel para a transicao.

1.1.5 Capitulo 6

Este capitulo encerra nossa dissertacao, resumindo os resultados obtidos e apresentando
nossas conclusdes. Reafirmamos a importancia do estudo realizado e dos resultados obtidos ao
longo deste trabalho. Além disso, discutiremos possiveis perspectivas para futuros trabalhos,
buscando expandir os nossos resultados.






CAPITULO 2

Teorema Central do Limite Generalizado e os Voos
de Lévy

O Teorema Central do Limite (TCL) é um conceito fundamental na teoria das probabili-
dades, cujo desenvolvimento remonta a contribui¢des de importantes figuras como Laplace,
Poisson, Markov e Chebyshev [27]. O TLC afirma que, a medida que o tamanho n da amostra
aumenta, a distribuicdo da soma de n varidveis aleatdrias independentes e identicamente distri-
buidas, com média e variancia finitas, se aproxima de uma distribui¢do gaussiana. Isso ocorre
independentemente da forma da distribui¢ao das varidveis originais [28].

Inicialmente estudado por Einstein e Smoluchowski, o TCL estabelece uma conexao entre
0 movimento browniano e a difusdo normal, sendo uma interpretacdo probabilistica das pro-
priedades do fendmeno difusivo normal (movimento browniano) [29-31]. No entanto, existem
processos difusivos em que os passos (varidveis aleatdrias) obedecem a distribuicdes com va-
ridncia divergente, ou seja, apresentam passos largos que dominam a dinamica. Desta forma,
exibem uma dispersao mais rapida do que a difusdo browniana e sdo conhecidos como voos de
Lévy [32, 33]. Esses processos, ditos superdifusivos, estdo fora do escopo do TCL e ndo sdao
descritos por uma distribuicdo gaussiana, mas sim por distribuicdes com cauda pesada, como
as leis de poténcia [34, 35].

Matematicamente, estes fenomenos sao interpretados pelo Teorema Central do Limite Ge-
neralizado (TCLG), que afirma que a distribui¢do da soma de varidveis aleatdrias identicamente
distribuidas, cujas distribui¢des possuem caudas seguindo uma lei de poténcia com variancia
infinita, converge para uma das distribui¢cdes a-estaveis de Lévy [36].

Nesse capitulo, faremos uma breve discussio dos conceitos que fundamentam a compreen-
sdo do fendmeno dos voos de Lévy. Na secado 2.1, apresentaremos o TCL e sua conexao com
a difusdo normal. Em seguida, na secdo 2.2, abordaremos a generaliza¢do do TCL, o TCLG,
e seu resultado associado, as distribuigdes ¢t-estaveis de Lévy. Posteriormente, na se¢do 2.3,
apresentaremos o conceito de voos de Lévy e faremos uma comparagdo entre esse processo
superdifusivo e o processo difusivo normal. Apds introduzir o conceito de voo de Lévy, de-
monstraremos na secao 2.4 sua aplicacdo na compreensao da dinamica da luz em meios 6pticos
desordenados, especificamente em um meio chamado vidro de Lévy, e, por fim, discutiremos o
uso da transmissdo como medida que pode caracterizar voos de Lévy.

2.1 Teorema Central do Limite e sua relacao com o Processo de Difusao
Normal

O TCL pode ser apresentado matematicamente como se segue. Suponhamos varidveis ale-
atérias independentes e identicamente distribuidas (X1,X>,...,X;,). Essas varidveis aleatorias

estdo associadas a uma distribuicdo com média a e variancia b? finita. Portanto, a soma dessas

7
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varidveis X| + X» + ... + X, terd média e variancia na e nb?, respectivamente. Além disso, o
TCL afirma que a varidvel z, definida como

1
Vnb?

n n 1
Zl [Xj—a] =}, %YJ (2.1)
=

J=1

Z:

terd sua distribuicdo de probabilidades dada por uma gaussiana normal

1 _»
pe) = =€ /2 2.2)
quando n — oo. Aqui, a varidvel aleatdria definida ¥; = Xi,)_ 4 possui média 0 e variancia 1.

Para demostrar a relagdo acima, partimos da fun¢ao caracteristica de z dada por [37]

G, (k) = <eik2> 2.3)

que pode ser reescrita como

G.(k) = <exp (ika: %Y,-) > — ]I;Il <exp <ik%) > (2.4)

usamos o fato de que todos os ¥; sdo varidveis independentes e distribuidos de forma idéntica,

temos o) <exp <ik%) >n: {g (%)}" (2.5)

Sendo g(k) a fungdo caracteristica das varidveis aleatorias Y;, jd considerando a expansdo em
cumulantes (média 0, variancia 1), g(k/+/n) deve ser

g (%) = <exp (i%Y1)> = exp (_%/;_2 +0 <n3/2>>. (2.6)

Substituindo a expansdo em termos dos cumulantes da equacdo 2.6 na equacgdo 2.5, obtemos

2 n
G, (k) = [exp <—%% +0 <n3/2>)1 = exp (—%k2 +n0O <n3/2>> : (2.7)

Agora, tomando que nO(n’3/ 2) — 0 quando 1 — oo, a fungio caracteristica de z fica
G.(k) = e ¥/2 (2.8)

que € correspondente da distribui¢do gaussiana normal [38]

1
p(z) = Ee_zz/27 (2.9)

finalizando a demonstracao.
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O resultado desse teorema permite descrever a posi¢do final / de um caminhante aleatério.
Considerando uma sequéncia de n passos X; estatisticamente independentes que obedecem a
uma distribuicdo com média a e variancia b, onde a posicio final do caminhante é [ = X; +
Xo+ ...+ X, =zVnb>+na. A partir do TCL para um n suficientemente grande, temos

1 (I —na)?
pu(l) = meXp <_W) (2.10)

dado que p(z)dz = pu(l)dl e dl = dzvnb?.
Podemos definir a esperanca de [ como [ = na e a varidncia de / como 6% = nb*. Assim,

ficamos com
1 (1-1)?
(1) = — . 2.11
P0= rmon (-1t ) 1

Agora, vamos supor que a caminhada aleatéria ocorra em intervalos de tempo Az, de modo que
o niimero total de passos ap6s um tempo 7 seja n = t/Ar. Assim, teremos [39]

p(x,t) = ﬁexp{—%} (2.12)
onde i ; 4
l(t):Ea:Et:ct (2.13)
) t b?
&m:E#:Emwn (2.14)

que sdo, respectivamente, a esperanga e a varidncia como fungdes do tempo. Aqui, p(x,z) é
solu¢do da seguinte equacao de difusao com arraste

ap dp DI?*p

—_ = —C— _

ot ox 2 dx*’
onde ¢ = a/At é a velocidade média da particula e D = b* /At é o coeficiente de difusdo. Note

que como mostrado na equacgdo 2.14, para um caminhante difusivo normal (Browniano), a
variancia cresce linearmente com o tempo [37].

(2.15)

2.2 Teorema Central do Limite Generalizado e distribuicoes estaveis de
Lévy

Na sec¢do anterior, apresentamos o TCL, que demonstra que a soma de varidveis aleatdrias
tende a uma distribuicdo gaussiana, independentemente da distribui¢do original das varidveis.
No entanto, a aplicabilidade do TCL depende das seguintes hipéteses [37-39]:

* As varidveis aleatdrias somadas devem ser estatisticamente independentes.

* As contribuicdes para a soma sdo essencialmente idénticas.
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¢ As variaveis aleatdrias devem ter média e variancia finitas.

Consideraremos, agora, um processo descrito por uma distribuigao de lei de poténcia f(x) o<
ﬁ. Esse tipo de distribui¢do € conhecido por ter uma cauda pesada, o que significa que a
probabilidade de ocorréncia de valores extremamente altos decai muito lentamente a medida
que o valor da varidvel aumenta. Em compara¢do com a distribuicdo gaussiana, na qual a
probabilidade de ocorréncia de valores extremos diminui rapidamente, na distribuicao de lei de
poténcia, a probabilidade de ocorréncia de eventos raros, como passos largos, € significativa
[40, 41].

A media e o segundo momento dessa distribuicdo sdo dados, respectivamente, por

oo l-a 7% l—o l—o o ifoa <1
uiX] :/ x40 gy = [x ] = [hm alERE ] SE=0 206
a I—o xmeol—a 1—a] |converge ifa>1,
e
o0 2—o % 2—o 2—o o ifoa <2
el :/ K2y~ () gy — {x ] = [lim a _ 4 ] 1 -7,
—oo 2—-a], xs02—a 1—a] | converge ifo>2
(2.17)

Podemos observar que a média diverge quando & < 1 e o segundo momento diverge quando
o < 2. Por exemplo, se considerarmos um caminhante cujos passos sao dados por uma dis-
tribuicdo do tipo f(x) o< x'%’ com 0 < a < 2, teremos uma varidvel com variancia infinita
[42].

Devido a cauda pesada dessa distribui¢do, ha uma probabilidade significativa de o cami-
nhante dar um passo muito grande e dominar a caminhada, de modo que as contribui¢des ndo
serdo essencialmente iguais. Por esses dois motivos, variancia infinita e contribui¢des nao
iguais, o TCL nao pode ser aplicado a esse tipo de distribuicdo. Para abranger variancia infinita
surge uma generalizacdo do TCL, que € descrita pelas distribuicdes estdveis de Lévy, apre-
sentadas por Paul Lévy [43], que generalizam a distribuicao normal. O TLCG demonstra que
ha uma distribuicdo limite para a soma de varidveis aleatdrias identicamente distribuidas com
variancia infinita e essas distribuicdes sdo as distribui¢cdes estaveis de Lévy.

As distribui¢des de Lévy t€m a seguinte expressao descrita em termos de uma transformada
de Fourier [44]

Py (x) = % /_ O;(p(k)e_ikxdk. (2.18)

¢ (k) é a fungdo caracteristica das distribui¢des de Lévy que tém a seguinte forma [45]

o (k) = e k", (2.19)

onde o parametro a > 0 € um fator de escala que mede a largura da distribuicao, enquanto & € o
parametro de estabilidade, que especifica o comportamento assintético da distribui¢do. Quando
o > 2, a distribui¢do converge para a distribuicao gaussiana. Por outro lado, para 0 < o < 2, a
variancia € infinita e a distribui¢io se comporta assintoticamente como uma lei de poténcia
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Figura 2.1: Trajetorias de caminhadas aleatdrias ap6s 10000 passos. (a) Caminhada aleatéria
difusiva normal, com passos dados por uma distribuicao gaussiana. (b) Caminhada aleatéria de
Levy, com passos dados por uma distribuicao lei de poténcia com o = 1,5.

1
x1+oc'

Po(x) ~ (2.20)

Isso implica que caminhantes cujos passos seguem uma distribui¢do com cauda tipo lei de po-
téncia podem dar passos muito largos, resultando em uma difusdo mais rapida do que a normal,
fendmeno conhecido como superdifusdo. Essa forma de caminhada aleatdria € chamada de voo
de Lévy, pois ndo € mais descrita por uma distribui¢do gaussiana, mas sim por uma distribuicdao
estavel de Lévy.

2.3 Voos de Lévy

Em um voo de Lévy, a distribuicao dos deslocamentos é governada por uma distribui¢cdo de
probabilidade de cauda pesada, o que significa que eventos extremos, como saltos grandes, t€ém
uma probabilidade ndo desprezivel de ocorrer. A figura 2.1 mostra uma comparacao entre uma
caminhada aleatdria difusiva normal e uma caminhada aleatdria de Lévy. Na difusdo normal
(figura 2.1(a)), cada passo contribui igualmente para a dinamica do caminhante. No entanto,
no voo de Lévy (figura 2.1(b)), observamos que o caminhante realiza passos longos com uma
frequéncia observdvel, e esses passos longos dominam as contribui¢cdes na dinamica.

Continuando a observar as caracteristicas do voo de Lévy e comparar com o movimento
Browniano, podemos examinar o histograma das posicoes finais, essencialmente isso nos dara
a forma da distribuicdo das posi¢Oes finais das caminhadas aleatérias. Na figura 2.2(a), ob-
servamos o histograma das posi¢Oes finais de caminhantes difusivos normais, que de fato se
comporta como uma gaussiana (quadrados pretos) através do decaimento parabdlico no gra-
fico mono-log, enquanto a distribuicdo dos caminhantes de Lévy (circulos azuis) decai mais
lentamente, apresentando a cauda pesada caracteristica das distribui¢des estaveis.
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Figura 2.2: (a) Histograma das posi¢des finais de 10000 caminhantes apds 10000 passos em
escala mono-log. Os quadrados pretos se referem aos caminhantes brownianos e os circulos
azuis se referem aos caminhantes de Lévy. (b) Desvio quadritico médio em funcdo do tempo
em escala log-log. Os quadrados pretos representa a dispersao browniana e os circulos azuis a
dispersao de Lévy, as curvas solidas sdo seus respectivos ajustes por lei de poténcia. O desvio
foi calculado entre 10000 caminhantes.

A probabilidade ndo desprezivel de possuir passos largos que dominam a dindmica faz com
que o segundo momento da posi¢ao cresca mais rdpido do que numa difusdo normal, levando
a superdifusdo. Neste caso o desvio quadritico médio assume a seguinte forma [24, 46, 47]

(x*) = D" (2.21)

Esta € uma forma mais geral de expressar a variancia de um caminhante. Quando o expoente
1 > 1, ocorre uma dispersdo mais rapida no tempo, ou seja, uma superdifusdo. Por outro lado,
quando u = 1, trata-se de uma difusdo normal e recuperamos a relacdo linear da equacdo.
Na Figura 2.2(b), observamos que a dispersdo do caminhante browniano possui um desvio
quadratico médio que escala linearmente com o tempo, enquanto no voo de Levy, o desvio
cresce mais rapido que linearmente, apresentando um expoente it = 1.5, ou seja, superdifusivo.

O conceito de voos de Levy tem aplicacdes em padrdes de busca de alimento de animais
[48, 49], viagens humanas [50], na otimiza¢do de algoritmos de engenharia [51]. Na fisica, eles
tém sido associados a diversos fendmenos, incluindo dindmica de fluidos, sistemas dindmicos
e mecanica estatistica [52], transporte em fluxos turbulentos [53], descri¢des estocdsticas de
particulas [54] e também na aréa de transporte eletronico [10, 55-58].

2.4 Voos de Lévy para Luz

Para além das aplicagdes ja citadas, o voo de Lévy € tema de pesquisa intensa na drea da
Optica, onde é usado para descrever o comportamento de feixes de luz em meios ordenados
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Figura 2.3: Representacdo do vidro de Lévy Optico bidimensional, as esferas de vidro tem seus
didmetros distribuidos por uma lei de poténcia. Figura retirada da referencia [45].

[59] e desordenados [60, 61], entre outras aplicagdes [62—64]. Existem estudos que investigam
a influéncia da configuracdo de materiais Opticos ndo homogéneos na possibilidade de obter
transporte superdifusivo da luz, visto que é sabido que configuracdes com flutuacdes locais na
densidade de espalhadores podem resultar em uma distribui¢ao de comprimento de passo de
cauda pesada.

Dentre esses estudos de voo de Lévy, o trabalho realizado por uma equipe de pesquisadores
do European Laboratory for Nonlinear Spectroscopy [24, 45] se sobressai. O experimento
consistiu em desenvolver um dispositivo dptico que permitisse a realizagdo de um voo de Lévy
pela luz, este dispositivo € o vidro de Lévy optico. Para isso, os pesquisadores utilizaram
microesferas de di6xido de titanio dispersas em uma matriz de vidro, como ilustrado na figura
2.3, onde as esferas maiores dao origem ao espalhamento de Mie. Curiosamente, o arranjo
experimental deste trabalho se assemelha ao arranjo apresentado na referéncia [1] (Compare as
Figuras 1.1 e 2.3).

Para que a luz pudesse realizar um voo de Lévy, a distribuicdo dos didmetros das micro-
esferas foi ajustada seguindo uma lei de poténcia, de modo a induzir os tamanhos dos passos
da luz a seguir também uma distribuicdo de lei de poténcia. Entretanto, como a configuragcao
das microesferas € fixa no vidro de Lévy 6ptico, os passos subsequentes sdo correlacionados,
diferente de um voo de Lévy usual, onde os passos sdo descorrelacionados [65].

Dentre as formas de caracterizar voos de Lévy, podemos medir diretamente a distribui¢ao
dos passos da dindmica, também é possivel caracterizar os voos de Lévy através do tempo de
primeira passagem, ja que estd relacionado com o tamanho dos passos [66]. Outra forma de
caracterizar € através do indice de transmissao, que € a forma utilizada na referéncia [24].
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Figura 2.4: Transmissao em funcdo do comprimento L através de um vidro de Lévy optico.
E possivel observar que a transmissdo da luz superdifusiva decai mais lentamente que a lei de
Ohm regular. Figura retirada da referéncia [45].

2.4.1 Transmissao

A transmissdo total em sistemas difusivos € conhecida por seguir tipicamente a lei de Ohm,
decaindo linearmente com o inverso do comprimento da amostra. Para sistemas superdifusivos,
essa lei pode ser generalizada como [66, 67]

1
T =1rwor

onde ¢ é o caminho médio livre, L € a espessura do meio e o fator 1 no denominador regulariza
a fun¢do em L = 0. Quando y = 1, temos o comportamento usual que da origem ao trans-
porte difusivo regular. Enquanto, quando ¥ < 1, temos uma diminui¢do lenta da transmissao
caracterizando um regime de transporte superdifusivo.

Os autores da referéncia [24] observaram que quando a luz é transmitida através do vidro
Lévy optico, a transmiss@o ocorre mais lentamente do que a lei de Ohm, mostrando que ocorre
transporte superdifusivo em vez de transporte difusivo regular. Eles obtiveram um expoente
Y= 0.47410.05 ao ajustar os dados experimentais com a lei de Ohm generalizada da equacao
2.22, como mostrado na figura 2.4.

A equacdo 2.22 desempenhard um papel importante no desenvolvimento deste trabalho.
Através do cédlculo da transmissdo, essa equacao serd utilizada na caracterizacdo do regime de
difusdo no dispositivo eletronico proposto por nds: o vidro de Lévy eletronico, nosso objeto de
investigagdo. O vidro de Lévy eletronico € a proposta de um andlogo ao vidro de Lévy dptico,
capaz de fazer com que elétrons realizem voos de Lévy. Detalhes sobre sua construcdo serdao
fornecidos no Capitulo 4.

(2.22)



CAPITULO 3

Transporte quantico

O estudo do transporte quantico através dispositivos mesoscopicos € essencial para com-
preender fendmenos que ocorrem em escalas intermedidrias entre o regime atdmico e o regime
macroscopico. Nestes sistemas, os efeitos quanticos desempenham um papel fundamental e
podem levar a comportamentos eletronicos Unicos e interessantes [68].

Para compreender o transporte quantico nestes dispositivos, devemos comecar investigando
a condutancia, que € uma medida amplamente conhecida. Inicialmente, a expressdo para a
condutancia em um condutor bidimensional, com largura W e comprimento L, é dada pela Lei
de Ohm [69]

w
=0— 1
G GL (3.1

onde o representa a condutividade, uma propriedade intrinseca do material da amostra, inde-
pendente das dimensdes especificas do material. No entanto, conforme o condutor é minia-
turizado, ou seja, tomamos os limites W — 0 e L — 0, percebemos que a condutancia nao
mais obedece a equacdo 3.1, tornando-a invidvel para o estudo de dispositivos mesoscopicos.
Portanto, € necessdrio reformular a abordagem, incorporando principios que levem em conta a
natureza quantica do sistema.

Para isso, € crucial considerar algumas escalas de comprimento que caracterizam o regime
mesoscopico. Primeiramente, temos o comprimento de onda de de Broglie associado ao elétron
(comprimento de onda de Fermi)

2z

=
o0 qual é determinado pelo nimero de onda kf, relacionado a energia de Fermi do condutor. Ag
¢ a escala de comprimento inferior do regime mesoscopico. Apenas os elétrons com energias
proximas a energia de Fermi participam da conducao. Para calcular a conduténcia, € crucial
considerar comprimentos de onda préximos a Ag.

O livre caminho médio /,, € outra escala relevante. Ele indica a distancia média percorrida
por um elétron entre duas colisdes consecutivas. Quando o comprimento da amostra L é me-
nor que /,, o transporte eletronico é balistico L < [, caso contrério, € difusivo L > [,,. Por
ultimo temos o comprimento de relaxagdo de fase /y, que representa a distincia percorrida por
um elétron sem que os efeitos de interferéncia sejam anulados. Um condutor estd no regime
mesoscopico quando suas dimensdes estdo entre Ar e [y, ou seja, Ar < L < ly. Quando suas
dimensdes ultrapassam [y, 0 dispositivo volta a se comportar como um condutor de Ohm.

Neste capitulo faremos uma revisdo dos conceitos chave para o estudo de transporte ele-
tronico através de dispositivos mesoscopicos, o qual inclui o método de diferencas finitas, a
estrutura eletronica do grafeno, o formalismo de Landauer-Biittiker e as fun¢des de Green. Se-
rdo apresentados conceitos fundamentais que serdo uteis para o desenvolvimento dos resultados

Ar (3.2)

15
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apresentados no Capitulo 5. Na sec¢do 3.1, serd apresentado o modelo tight-binding usado para
descrever a estrutura eletronica dos sélidos. Em seguida, na sec¢do 3.2, trataremos da teoria
do espalhamento e do formalismo de Landauer-Biittiker, que relaciona elementos da matriz de
espalhamento com observaveis como corrente e condutincia. Na se¢do 3.3, serd apresentada a
aplicagdo das funcdes de Green para a resolucio de problemas de espalhamento. Por fim, na
secdo 3.4 apresentaremos a biblioteca do Python Kwant que foi utilizada para a realizacio dos
calculos numéricos.

3.1 Modelo Tight Binding

O modelo tight binding é uma abordagem tedrica fundamental na fisica da matéria con-
densada, sendo amplamente empregado para descrever a estrutura eletronica de solidos. Sua
utilidade € particularmente evidente ao explorar as propriedades eletronicas de materiais [70].

Conforme sugere seu nome, esse modelo considera que os elétrons em um sélido estdo
fortemente vinculados aos seus orbitais atdbmicos locais (sitios) e sdo suscetiveis apenas a in-
fluéncia dos sitios vizinhos, apresentando uma probabilidade finita de tunelamento para esses
vizinhos [71]. Essencialmente, a modelagem do tight binding consiste em expressar um hamil-
toniano por meio de uma aproximacao discreta, ou seja, uma discretizacao do hamiltoniano do
elétron no soélido.

Com a discretizacdo, consideramos os orbitais bem localizados, o que nos permite escrever
uma fungdo de Bloch |¢k) expressa em termos dos orbitais [72]

_L kR; |-

onde k representa o vetor de onda localizado na primeira zona de Brillouin, N € o nimero de
orbitais (sitios), o ket |j) denota o j-ésimo orbital, e R; é a posi¢do real do j-ésimo orbital.
Assumimos que na proximidade de cada sitio da rede o hamiltoniano total H pode ser aproxi-
mado pelo hamiltoniano dos dtomos localizados. Nesse contexto, o hamiltoniano geral, sem
interacao elétron-elétron, é expresso como [73]:

H =Y hili) {jl, (3.4
ij

onde h;; representa a energia de interagdo entre os sitios i e j, associado a energia de sitio
quando i = j e ao parametro de hopping quando os sitios i e j sdo vizinhos. Ao utilizarmos a
notacdo de segunda quantizagdo, temos

H=Y hjclc;, (3.5)
ij
onde clT e ¢; sdo os operadores de criacdo e aniquilagdo, respectivamente, associados ao sitio i
e j. Esta é a forma frequentemente adotada na literatura técnica. Essa escolha é amplamente
difundida, pois, de maneira geral, ¢ sempre possivel descrever férmions em termos desses
operadores, 0s quais respeitam o principio de exclusdo de Pauli [73].
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O modelo tight binding € uma ferramenta tedrica poderosa amplamente usada no estudo
do transporte quantico em vdrios sistemas fisicos [74-77], como por exemplo em fendmenos
como magnetocondutancia [78], efeito hall quantico [79-81], flutuagdes universais [82], entre
outros. Esta abordagem permite uma descricdo eficaz das interacdes eletronicas em soélidos,
fornecendo insights valiosos sobre suas propriedades fundamentais. Nesse trabalho usamos o
modelo tight binding para modelar o gas de elétrons bidimensional (2DEG) e nanofitas de gra-
feno. A modelagem do gés de elétrons bidimensional servird como um ponto de comparagao,
enquanto o foco central estd na investigacdo das propriedades das fitas de grafeno submetidas
a clusters eletrostaticos.

3.1.1 Modelagem para 2DEG

A formacao de um 2DEG ocorre quando elétrons sdo confinados na interface entre dois ma-
teriais diferentes, como na junc¢ao entre uma fina camada isolante de silicio e di6xido de silicio,
ou na interface entre GaAs e AlGaAs [83, 84]. Num contexto mais amplo, diversos artigos
[85—88], utilizam o hamiltoniano tight-binding para uma rede quadrada como uma abordagem
eficaz para modelar o 2DEG e compreender as propriedades eletronicas desse sistema.

O hamiltoniano do elétron em uma rede quadrada é descrito pela equacdo de Schrédinger
bidimensional

ﬁZ

H= 2m*

onde m* é a massa efetiva no material e V(x,y) é uma energia potencial. Utilizando o método

das diferencas finitas [89], discretizamos os eixos e os transformamos em uma cadeia de pontos,

ou seja, x = na € y = ma, onde n € m sdo nimeros inteiros associados as posicdes dos orbitais

discretizados. O parametro a representa o espagamento entre os sitios, comumente denominado

de parAmetro de rede [70]. O hamiltoniano aplicado sobre o sitio |n,m), representando a fungdo
de onda discretizada, € expresso por

(02 + 07| +V(x,y), (3.6)

ﬁZ
H |n,m) = = (02 |n,m) + 7 |n,m)] + Viym [n,m) . (3.7)

As derivadas de segunda ordem discretizadas do estado |n,m) sdo obtida a partir da expanséo
em series de Taylor como se segue [90]

2 3
In+1,m) = |x+a,y) = |n,m) +a-d|n,m)+ %(93 |n,m) + %83 In,m) + O(a*) (3.8)

2 3
n—1,m) = |x—a,y) = [n,m) —a-|n,m) + %aﬁ I, m) — %a; n,m)+0@@*).  (3.9)

Realizamos a soma das equacdes 3.8 ¢ 3.9 e desprezando termos O(a*). Em seguida isolando
02 |n,m) para obter a aproximacdo discreta para o operador segunda derivada em x atuando
sobre o estado |n,m)
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1
axz\n,m>:;Hn+1,m>—2|n,m>—|—|n—1,m)]. (3.10)

Procedimento andlogo pode ser aplicado para obter a discretizac@o para o operador segunda
derivada em y atuando em |n,m), resultando em

1
8y2|n,m):67[|n,m+1>—2|n,m>+|n,m—1)]. (3.11)

Desta forma, podemos escrever os operadores diferenciais 97 e 8y2 como uma soma de diferen-
cas finitas [91]

Z |n+1,m) (n,m| —2|n,m) (n,m|+|n—1,m) (n,m|), (3.12)
n.m
1
07 = — ¥ (In,m+1) .| =2 |nm) n,m| + |n,m = 1) {n,m]) . (3.13)
n.m

Substituindo 3.12 € 3.13 em 3.6, obtemos

2h?

H Z( Vo) o) (o

2

2m*a?

(3.14)

(In+1,m) (n,m| +[n = 1,m) (n,m| +[n,m + 1) (n,m| + [n,m — 1) (n,m|)..

. . . 2 ~
Definimos o hopping, a energia de "salto", como t = %*cﬂ Dessa forma, nossa equagao de
Schrodinger bidimensional discretizada resultante € dada por [70, 91]

H= Z [(4¢ "‘Vn,M) [n,m) (n,m|
nm (3.15)
—t(|l’l+ 17m> <l’l,l’l’l| + |l’l— 17m> (n,m| + |n7m+ 1> (n,m| + |n,m— 1> <n7m|)] :

O primeiro termo da soma trata das energias de sitio, enquanto o segundo termo descreve
a energia de hopping entre os primeiros vizinhos. Utilizarmos a notacdo do formalismo de
segunda quantizagao conforme apresentado na equacao 3.5, obtemos uma equac¢ao mais concisa
para o hamiltoniano tight-binding utilizado em nosso trabalho para modelar o 2DEG

H= Z4t—|—8lccl tY cle (3.16)
(i.J)
onde (i, j) representa a soma sobre os primeiros vizinhos, e € é a energia no sitio .
A funcdo de Bloch equacdo 3.3 pode ser utilizada para revelar a relacdo de dispersao da

rede quadrada. Substituindo a equacdo 3.3 na equacgdo 3.16 e definindo & como a energia de
um elétron em repouso em um sitio temos a relagéo de dispersdo E (k) [70]

E (k) = & — 2tcos(kya) —2tcos(kya). (3.17)
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Figura 3.1: Relagdo de dispersdo E (k). (a) Para a rede quadrada. (b) Para o grafeno. As curvas
pontilhadas sdo as aproximacdes para k — 0.

Note que, proximo ao fundo da banda, a dispersdo € aproximadamente parabdlica. Expandindo
a dispersdo fornecida na equagio 3.17 para valores pequenos de k (ky — 0,k, — 0), podemos
desenvolver os cossenos em series de potencias resultando em

E(k):80—2t<1—%(kxa)2> —2t<1—%(ky )2>. (3.18)

Simplificando, temos
E(k) = (g0 —4t) +ta* (ki + k7). (3.19)

Usando a definigio |k|? = k2 + kg, temos

hZ ‘k’2
2m*
A equacdo 3.20 mostra a relagdo de dispersao parabdlica caracteristica da rede quadrada, como

ilustrado na figura 3.1(a). Esta dependéncia quadratica com o momento k é a assinatura da
dindmica ndo-relativistica do sistema [86, 92].

E(K) = (g0 —41) + (3.20)

3.1.2 Modelagem para grafeno

Desde a primeira vez em que foi isolado [6], o grafeno tem sido amplamente estudado de-
vido as suas propriedades eletronicas unicas [7, 93, 94]. Nas udltimas décadas, o transporte
eletronico em nanofitas de grafeno tem sido um foco intenso de pesquisa tedrica e experi-
mental. As propriedades eletronicas dessas nanofitas abrem caminho para diversas aplicacdes
tecnoldgicas, como destacado em vdrias pesquisas [8, 58, 95-97].

O grafeno € conhecido por sua estrutura atobmica em forma de favo de mel, resultante da
hibridizacdo sp? dos orbitais 2s,2py e 2 py do carbono. Essa hibridizac@o gera orbitais no plano
o (ligantes e ocupados) e ¢* (antiligantes e desocupados), enquanto os orbitais p, originam
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Figura 3.2: (a) Orbitais de valéncia do carbono no grafeno, trés orbitais ¢ no plano do grafeno,
responsaveis pelas propriedades mecanicas do grafeno e o orbital & perpendicular a malha
responsaveis pelas propriedades eletronicas. (b) Ocupagao dos estados ao nivel de Fermi. (c)
[lustracdo da base de vetores a; e a, na rede de grafeno que tem dois d&tomos (A e B) por célula
unitdria. (d) Iustracdo da rede reciproca, célula unitdria em cinza e base de vetores by e b,.
Figura retirada da referencia [98].

os orbitais 7 (ligantes) e ©* (antiligantes) por interacdo lateral. Essa configuracdo confere ao
grafeno propriedades tnicas, como ilustrado na figura 3.2(a).

As bandas de ligacdo e antiligacdo ¢ apresentam uma separacao energética significativa,
como mostrado na figura 3.2(b), portanto, sua contribuicdo para as propriedades eletronicas
€ comumente desconsiderada. As duas bandas restantes 7 e 7% descrevem completamente as
excitagoes eletronicas de baixa energia no grafeno. Por outro lado, as bandas & ¢ ©* desem-
penham um papel crucial, descrevendo as excitagdes eletronicas de baixa energia no grafeno.
Essas bandas formam bandas de valéncia e conducdo que se cruzam no ponto de neutralidade
de carga, situado nos vértices da zona de Brillouin hexagonal.

A estrutura de rede do grafeno consiste em atomos de carbono localizados nos vértices de
uma grade hexagonal em um plano, com uma distancia de ligacdo entre dtomos de carbono
de aproximadamente 1.42 A. Esta rede de grafeno, como ilustrado na figura 3.2(c), pode ser
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considerada como uma grade de Bravais triangular com dois dtomos por célula unitdria (A e B)

e vetores de base (aj,a;)
V31 V3 o1
a] _a<7,§ a2 =d EEECYE (3.21)

aqui, a = v/3acc, onde a.. é a distincia de ligagio C—C no grafeno. Para obter os vetores
(br,by) da rede reciproca que satisfacam a condi¢do a; -b; = 279;;, mostrada na figura 3.2(d),
utilizamos

o Q2 _ 4w (13

bl_znal-Qaz_\@a (2, 2) (3.22)
o Q2 _ 4w (1 V3
bl_znal-Qaz_\@a (2, 2) (3.23)

onde Q é a matriz rotacdo de 90 graus.

Devido a simetria, a interacao (overlap) entre os elétrons dos orbitais p, e os orbitais s ou
Px ou p, € praticamente nula. Assim, as liga¢gdes 7 podem ser tratadas independentemente
dos outros elétrons de valéncia. Essa aproximacdo para a banda 7 permite representar cada
orbital por dtomo, p,(r —ry) para dtomos A e p.(r — rp) para dtomos B. Para obter a relacdo
de dispersdao do hamiltoniano total, € necessario resolver a equagcdo de Schrédinger. Com dois
orbitais na célula unitdria, de acordo com o teorema de Bloch, as autofun¢des nos pontos R;
e R; s6 irdo diferir por um fator de fase e KRi-Rj) A funcdo de Bloch é escrita como uma
combinacdo linear de duas funcdes de Bloch, uma para cada sub-rede (A e B)

|#) = Ca ()7 (k) + Cp (K)| P () (3.24)

onde

\/_”Ze’kR\ (3.25)
ce s

~B 1 ik-R;| ,B,R;

P; (k)) mZe P2 ™) (3.26)
onde N.;s € o numero de células unitdrias na rede de grafeno, R; sdo os pontos na rede de
Bravais, | p?’Ri> representa o orbital da sub-rede & = A , B na rede de Bravais na posicao R;, e
os sobrescritos A e B referem-se a qual sub-rede na rede de Bravais se trata.

Assumimos que ndo hd overlap s = ( p‘?\ pf ) entre os orbitais p, vizinhos, ou seja, que os
orbitais sdo estados ortogonais entre eles. Desse modo, as fungdes de Bloch das sub-redes A e
B formam um conjunto ortonormal

(P ()|PE (K)) = S8 p (3.27)
onde o, 3 = A,B. Com essa relagdo de ortogonalidade aplicada na equagdo de Schrodinger
H |¢x) = E(K) |@x), obtemos um problema de autovalor 2 x 2
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Haa (k) HAB(k)> (CA(k)) _ (CA(k))
(HBA(k) Hpp(k) ) \Cp(k) =E(k) Cp(k) /)" (3.28)
Os elementos do hamiltoniano sdo dados por
Haa (k) = (p7 (k) |H| P (k - Ze’k (Ri—R)) (AR | p R (3.29)
Neeits i
) 1
Hag(k) = (F2 ()| HIPE(K)) = 1= 3 ™ (0 () (330)
cells l,]

com Hps = Hpp € Hyp = Hg,. Considerando apenas a interagdo de primeiros vizinhos e que
existem N, iteracoes no somatorio, Hyy fica

Y (pRi|H Ry = (p2O|H | pt0) = g (3.31)

Hupp (k) =
AA( ) Neeits i

e para Hyp, cada sitio tem trés primeiros vizinhos, como mostrado na figura 3.2(c). Fazendo
algumas manipulagdes, obtemos

Neeli Z<< (H|pER) 4 e KA (pfoRi| H | plRiman) g (pAR: | PR a2>)
cells

= (pAOIH|pBO) 4 o7 (A | B8t g ikan (A0 plt e
:_t(1_|_€ zkal+efzk-a2>
= —ra(k).

Hpp(k) =

(3.32)

Entdo, é possivel escrever H(k) como

—ra(k .
HK) = (_t ég(k) ttgxo( )) :%[af(eoak#—bltsobk—altta(k)bk—bl'{ta(k)ak]. (3.33)

Através de uma transformada de Fourier discreta onde [73, 99, 100]

1 ik-R;: 1 iK-R:
ar=—=y e*Na;, by =—=Y) &""ip; (3.34)
T vid?
c
_ ik-R; T T ik-R; T
a, = ﬁZe , by \/_Ze b!, (3.35)
l

¢ possivel obter o hamiltoniano tight binding

H= ZsAa*a,+ZeBb*b —19 Y a/bj+bla;. (3.36)
(i)
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Escrevendo de maneira compacta
T
H:ZS,'CZC,'—I() Z ¢ Cj, (3.37)
J (i.4)

esse € o modelo tight binding do grafeno que utilizaremos em nosso trabalho.
E possivel obter as relacdes de dispersdo a partir da diagonalizacio de H (k) na equagéo
3.33. Neste caso obtemos que

E+(k) = g 1]o(k)|

=& :i:t\/(l + e*ik-a] + e*ik'ﬁg)(l + eikﬁ] + eik-az) (338)
—gy+11/3+2cos(k-ay)+2cos(k-a) +2cos(k- (a; —ay)).

Explicitando vetor de onda k = (ky,k,), que ¢ definido dentro da primeira zona de Brillouin,
conseguimos expandir e assim obter a relagdo de dispersdo

k k
E.(k)=¢gy+1,|1+4cos (ﬁkxa> cos (La) 4cos? (%a) (3.39)

2 2

E importante definir pontos especiais no espago reciproco, os pontos K, e K_
4m 3 1 4w 31
K, =" V3 1) g o _4m i,— (3.40)
3a\ 2 2 3a\ 22

que sdo os pontos de crusamento entre as bandas + e —, ou seja, onde a(K;) = o(K_) = 0.
Expandindo k na vizinhanca de K (ou K_) na forma k = K, + 8k (k = K_ + 0Kk) obteremos

V3at

Ei(5k) =&t 3

|5K|. (3.41)

_ 3at

Definindo a velocidade de Fermi vy = Y52, obtemos uma dispersao linear na vizinhanga dos
vértices da zona de Brillouin hexagonal

E.(8k) = £ + hivp | 5K|. (3.42)

Essa relacdo de dispersdo linear surge em excita¢des de baixa energia, e, neste regime, 0s porta-
dores de carga podem ser ser descritos pelo hamiltoniano de Dirac H = vg 6 - p, comportando-se
como férmions de Dirac relativisticos sem massa [6, 8, 86, 95]. Nas figuras 3.1 (a) e (b) po-
demos observar a diferenca de comportamento da relacido de dispersdo da rede quadrada e do
grafeno quando k — 0. Enquanto a rede quadrada uma apresenta uma dispersdo parabdlica,
enquanto o grafeno apresenta a linearidade na dispersao.
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Guia P Amostra Guia Q

Centro Espalhador

Reservatorio P Reservatoério Q

Figura 3.3: Representagcdo de uma regido espalhadora ligada por guias a dois reservatérios, cada
um com potenciais eletroquimicos t; e tp. Os vetores a™ e a~ representam, respectivamente,
os modos propagantes que entram e que saem da regido de espalhamento pelo guia da esquerda.
Os vetores b™ e b~ representam, respectivamente, os modos propagantes que entram e que
saem da regido de espalhamento pelo guia da direita.

3.2 Teoria do espalhamento e Formalismo de Landauer-Biittiker

No estudo do transporte quantico, a teoria do espalhamento desempenha um papel funda-
mental, especialmente ao investigar o comportamento de meios eletronicos em sistemas com-
plexos, como redes de grafeno ou o gés de elétrons bidimensional. Esses meios desordenados
sao frequentemente influenciados por interacdes induzidas durante seu processo de fabricacgao,
exercendo impacto direto nas propriedades de transporte eletronico [69].

Ao analisar o transporte em sistemas mesoscopicos, abordamos a condutividade eletronica
sob a perspectiva de um problema de espalhamento [101]. Essa abordagem proporciona uma
compreensdo detalhada da relacdo entre a condutancia do sistema e a probabilidade de trans-
missao dos elétrons pela amostra, permitindo a exploragdo aprofundada de como as interagdes
influenciam a transmissao eletronica e se manifestam em propriedades condutivas notéaveis.

Considere uma regido de espalhamento conectada a dois reservatorios de elétrons por meio
de dois guias. Na figura 3.3, € esquematizado o processo de entrada e saida de elétrons da
regidio de espalhamento por cada guia. Os vetores a*, b~ que descrevem os estados dos elé-
trons que entram na regido de espalhamento a partir dos reservatdrios a esquerda e a direita,
respectivamente. Entdo, para representar os modos que entram no sistema definimos o vetor

w (f;f) . (3.43)

De maneira anéloga, os vetores a—, b™ descrevem os estados dos elétrons que saem da regifio
de espalhamento para os reservatdrios a esquerda e a direita, respectivamente. Definimos o
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vetor dos modos que saem do sistema como

v, = (f; +> . (3.44)

Os vetores a*, a—, b™ e b~ sdo N—dimensionais, onde N é o niimero de modos propagan-
tes no guia direito e no guia esquerdo. Sendo assim, os vetores ¥;, e W,,; sdo vetores 2N-
dimensionais. Essa descri¢do vetorial é fundamental no transporte quantico, representando de
forma clara os estados de entrada e saida de elétrons na regidao de espalhamento. Os modos de
entrada (ondas incidentes) e saida (ondas espalhadas) estdo relacionados pela matriz de espa-
lhamento S, conforme a seguinte expressao matematica

Your = SWi. (3.45)

A matriz S pode ser escrita como

rt
S = (t r’) (3.46)
onde as matrizes ¢ e ¢’ representam os blocos de transmissdo, enquanto as matrizes r € r’ re-
presentam os blocos de reflexdo, todas sendo matrizes N X N. A matriz espalhamento S € uma
matriz quadrada com dimensdes 2N x 2N. Essa matriz desempenha um papel essencial na te-
oria de Landauer-Biittiker, permitindo relacionar a corrente que atravessa um condutor com a
probabilidade de transmissao do elétron extraidas dela [69].

Agora considere um condutor (centro espalhador) conectado a reservatérios com potenciais
eletroquimicos (| e Uy por guias que possuem N modos transversais (ou canais abertos), como
mostrado na figura 3.3. O i-ésimo modo propagante tem probabilidades 7; de transmitir o
elétrons através do centro espalhador. No regime de resposta linear, ou seja, baixas tensoes
(V —0), a condutincia G é expressa como a razdo entre a corrente liquida / no dispositivo e a
diferenca de potencial entre os reservatérios V = (] — lp) /e

1 1
G=—=— 3.47
Vo (i —uo)/e G.47)

A corrente injetada pelo reservatorio 1 € dada por

2e

I =2 (=N, (3.48)

onde o fator 2 nas equagdes de corrente € resultado da degenerescéncia de spin do sistema. A
corrente de saida do terminal 2 € simplesmente a corrente injetada pelo terminal 1 multiplicada
pela probabilidade de transmissdo

2e N
= (=) ). Tr (3.49)
i=1

+
12

O restante da corrente € refletida de volta ao terminal 1
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_ 2e N
=" (m—pw) Y (1-T), (3.50)
i=1

Por fim, a corrente liquida I que flui no dispositivo (e no circuito externo) é dada por

g 2e S
I=I =1y =1 = - (i — 2) Y. T (3.51)

=

~

Portanto, a condutancia € igual a

_We(ul .LLZ)Zi'V:lTi
¢= (W —m)/e (5:52)

Utilizando a relagdo

N N N
ZTZ:ZZ;,]F Tr[tr']

i=1 i=1j

e simplificando a equagdo da condutancia, chegamos a

2 2
G= %Tr[zﬂ‘]. (3.53)

Nesta equacio, as matrizes e ¢ sdo calculadas para a energia igual a E, representando a co-
nhecida férmula de Landauer, que explicita a dependéncia da condutancia com os coeficientes
de transmissao do elétron. Os resultados apresentados neste estudo serdo expressos em termos
da transmissao

G
T = — =Trltt’
GO r[ ]’

onde Gy = 2¢2/h.

3.3 Metodo da Funcao de Green

O conceito de fun¢do de Green é fundamental tanto na matemadtica quanto na fisica, onde
€ empregada para resolver equacdes diferenciais ndo homogéneas sujeitas a condi¢des iniciais
ou de contorno determinadas. Na teoria de muitos corpos, particularmente na fisica quantica de
campos, eletrodinamica e mecanica estatistica, a funcao de Green € essencial e tem uma vasta
gama de aplicacdes, desde estruturas de lasers de cascata até semicondutores [102]. Nesta
secdo, nosso objetivo € relacionar a equacao 3.53 com a funcdo de Green.

Vejamos algumas propriedades da fung¢@o de Green. Suponhamos que R(x) represente a
solugdo (ou resposta) de uma equag@o diferencial com um operador diferencial D,, € um termo
ndo homogéneo S(x) (ou excitagdo), na seguinte forma

D,pR(x) = S(x). (3.54)
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Podemos definir a fun¢do de Green como
D,pG(x,x') = 8(x—x'), (3.55)

assim, podemos escrever a excitagdo como

/ DopGlx, ) S(¥)d’ = / 5(x—)S()dx = S(x), (3.56)
substituindo 3.56 em 3.55

DopR(x) = S(x) = / DypGlx,)S(X)dx = Dy / Gx,x')S(¥)dx, (3.57)

de tal modo, que R(x) pode ser obtido através de
R(x) = /G(x,x/)S(x’)dx/, (3.58)

caso, conhe¢amos a fungdo G(x,x") do D,),.
Como vimos, o problema de espalhamento podem ser escritos como

[E—H,,|¥ =S, (3.59)

onde W € a funcdo de onda e S seria um termo devido a ondas incidentes dos guias. Desta forma
a funcao de Green poderia ser empregada assim

[E — H,p(r)] G(r, ’”/) =0(r— ”/) (3.60)

Mas a funcdo de Green G ndo é unicamente definida sem que seja especificada as condi¢des de
contorno. E comum que se defina duas funcdes de Green, a retardada e a avangada, correspon-
dendo duas condicdes de contorno diferentes escritas que aparecem nas seguintes formas

(E —Hop(r,r')+in) GR(r,/Y=8(r—7+); (n—0M) (3.61)

(E —Hop(r,r')—in) Grr/)=8(r—7+); (n—0"). (3.62)

No contexto dos sistemas discretizados, descritos pelo modelo tight-binding, a abordagem co-
mum para resolver problemas como apresentados nas equacdes 3.61 e 3.62 é realizar a discre-
tizacdo espacial da funcdo de Green de modo que ela se torna uma matriz

GR(r,r) = GR(i, ), (3.63)

onde os indices i( j) representam o i-esimo(j-esimo) orbital da rede discretizada. De modo que
as equacoes diferenciais 3.61 e 3.62 se tornam equagdes matriciais

(E+in)1-H)GX =1, (3.64)

(E—im)1-H)G*=1. (3.65)
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Figura 3.4: Uma amostra condutora descrita pelo hamiltoniano H, conectada a dois guias des-
critos respectivamente por H), e H,, através das matrizes acoplamento 7, € T,.

Onde 1 € a matriz identidade e H € a representacdo matricial do operador diferencial hamil-
toniano H,,. Podemos obter GR ao inverter ((E —in)1 — H) numericamente, porém ainda h4
um problema: a matriz H tem dimensdes infinitas, pois hd guias semi-infinitos conectados ao
condutor, como mostrado na figura 3.4. Desse modo serd necessario fazer um truncamento que
serd mostrado agora. O hamiltoniano pode ser representado em blocos

H, 7, 0
H= |t H 1 (3.66)
0 7, H,

onde T, e T, sdo as matrizes de acoplamento entre o condutor e os guias € H), € H, sdo os
hamiltoniano dos guias p e ¢ isolados e H. é o hamiltoniano apenas do condutor. E entdo a
funcdo de green da equacdo 3.64 fica

(E+in)l—H, -1, 0 Gp Gpe Gy 100
—7) E1—H, —7) Gop Ge Geg| =101 0] (3.67)
0 -7, (E+in)1-H,;) \Gyp Gy G, 001

onde as matrizes [(E +in)1 —H,| e [(E +in)1 — H,| representam os guias isolados. Poderia
ser adicionado o termo imagindrio (in) na matriz que representa o condutor mas nao se faz
necessdrio.

Podemos obter uma expressao explicita para G, que € a parte de nosso interesse. A partir
da equacdo 3.67, podemos escrever

[(E+in)1—H,]Gpe —[1,)G. = 0, (3.68)
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—[%}]Gpe + [E1— Hc]G, — [1}]Gye = 1, (3.69)

—[tg]Ge + [(E+in)1—H,)Gye = 0. (3.70)
Das equacdes 3.68 e 3.70 obtemos

Gpe = [(E+in)1—H,) '[1,]Ge = g 1,Ge (3.71)
Gye = [(E+in)1—Hy) " '[1,]Ge = gk t,G, (3.72)
onde
gN=[(E+in)1—Hy"!
c

gh=[(E+in)1-Hy "
Substituindo 3.71 € 3.72 em 3.69 obtemos

— 738y ©pGe+ [EL—H|G. — 7 g87,G. = 1 (3.73)

isolando G, chegamos a

Ge=[E1—H.—1)ght, — 1) gkz,]™! (3.74)

€ possivel notar que na equagao 3.74 todas matrizes sao finitas e os guias infinitos sao levados
em conta através dos termos ‘L'; gﬁ Tp € I'qT gff T, (também chamados de operadores autoenergia).
A inversdo das matrizes infinitas para obter g, € g, ndo se fazem necessarias desde que nor-
malmente g, e g, podem ser obtidas analiticamente ou através de métodos numéricos mais
sofisticados como método da fun¢@o de Green recursivo [96, 103]

Definindo os operadores autoenergia,

R__ .+ R
Zp =T,8pTp

R__ .+ R
Zq = T,84Tq;

e fazendo G. = G na equacio 3.74 fica como normalmente é apresentada nos livros textos

G =[E1-H. -z} -xK~1. (3.75)

As autoenergias XX descrevem os efeitos dos guias nos condutores e permitem que descrevamos
um sistema infinito por um finito.

Por fim a condutancia pode ser obtida em termos das funcdes de Green GR@4) ¢ das autoe-
nergias Zﬁ e Zg [104, 105]. E possivel descrever a transmissdo usando a relacio de Fisher-Lee
[106]

Ty = Tr | [,GRT, G | (3.76)
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com
_ +|yR A
Ty =i [zp( - q)} (3.77)

onde Z‘/;(q) € a autoenergia avangada, o conjugado hermitiano da autoenergia retardada Ef;(q) e

L',y € a parte antihermitiana de Zﬁ g de descreve taxa de entrada e saida de elétrons devido

ao acoplamento do condutor aos guias [107, 108].

As fungdes de Green sdo ferramenta poderosa para resolver problemas de espalhamento,
visto que uma vez que obtém a funcdo de green do condutor e as autoenergias dos guias vocé
pode obter os coeficientes de transmissao, equagao 3.76. No nosso estudo, desenvolvemos o0s
célculos numéricos dos coeficientes de transmissao através do chamado Kwant, pacote Python
para calculos numéricos de transporte quantico. Este usa do modelo tight-binding e se baseia
em fungdes de Green e na abordagem da fun¢@o de onda [91]. Isso nos permite analisar o
comportamento de transporte no sistemas nanoestruturados de nosso interesse.

3.4 Kwant

O Kwant € uma biblioteca do Python feita para cédlculos numéricos de transporte quantico
e assim auxiliar na simulag@o de sistemas fisicos de variadas dimensionalidades e geometrias
desde que possam ser descritos através do modelo tight-binding [91]. O Kwant representa visu-
almente hamiltonianos como grafos, onde os nds ou sitios representam os orbitais moleculares
e as arestas representam as ligacdes entre esses orbitais.

Através do Kwant é possivel construir dispositivos e calcular suas propriedades eletroni-
cas. Para exemplificar, montaremos a rede quadrada e rede de grafeno com bordas armchair
(AGNR) e zigzag (ZGNR) sem impurezas. Como ilustrado na figura 3.5, é possivel represen-
tar as nanofitas e calcular propriedades eletronicas de interesse, como densidade de estados,
relacdo de dispersdo, condutancia, potencia de disparo e etc.

Na Figura 3.5(d-f), plotamos a transmissdo como fun¢do da energia de Fermi. Observamos
platos discretos de transmissdo para diferentes faixas de energia, indicando a quantizacdo da
condutancia nestes dispositivos. Cada plato representa o nimero de canais N ou modos de pro-
pagacdo nos terminais abertos para aquela faixa de energia. Em outras palavras, o coeficiente
de transmissao das redes puras corresponderd ao ndmero de canais abertos a uma certa energia.
Este nimero inteiro adimensional, conhecido como o nimero de modos de propagagdo nos
terminais N, é diretamente proporcional a largura da nanofita W e ao vetor de onda de Fermi kr
através de N = kpW /. Mantendo W fixo, é possivel controlar o valor de N apenas pela energia
de Fermi. Se a largura W for mantida fixa, a estrutura eletronica de cada nanofita permanece
inalterada durante o cdlculo numérico, independendo do comprimento L da nanafita.

Estabelecemos uma relagdo direta entre N e a energia de Fermi, pois T(E) = N. Apresen-
taremos nossos resultados em termos de N. Para o sistema de gés de elétrons bidimensional
(2DEG), a relagdo é E /typ = 0.01,0.03,0.05, ..., correspondendo a N = 1,2,3,.... Da mesma
forma, para o nanofita de grafeno (AGNR), temos E /fo = 0.02,0.05,0.08, ..., correspondendo
aN=1,2,3,.... No caso do nanofita de grafeno zigzag (ZGNR), temos E /tg = 0.02,0.09,0.15,
correspondendoa N =1,3,5,....
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Figura 3.5: Visualizacdo através do pacote Kwant do 2DEG, AGNR e ZGNR, todas puras,
e suas respectivas bandas de energias (a-c) e também suas respectivas (d-f) transmissdes em
func¢do da energia.






CAPITULO 4

Metodologia

Neste capitulo, apresentamos o sistema com o qual estaremos trabalhando: nanofitas de
grafeno com bordas armchair (AGNR) e zigzag (ZGNR) submetidas a um cluster de pontos
quanticos eletrostaticos. Esse dispositivo eletronico é o que denominamos de vidro de Lévy
eletrostético, o andlogo eletronica do vidro de Lévy 6ptico discutido no Capitulo 2. Apresen-
taremos o hamiltoniano do nosso sistema e como ¢ feita a distribuicdo dos pontos quanticos
pelas nanofitas. Os cédlculos numéricos do coeficiente de transmissdo e outros observaveis de
interesse foram realizados utilizando o Kwant [91], um algoritmo baseado na fun¢do de Green
dentro da abordagem de tight-binding, conforme discutido no Capitulo 3.

4.1 Modelagem do Sistema

OSSOSO O30 DIOTCLOLe
98, 3875 otedls’ ¥
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ote 02029200020 o203e3e
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Figura 4.1: Tlustracdo de (a) AGNR e (b) ZGNR conectados a dois terminais (em vermelho).
Os circulos cinza representam o cluster de pontos quanticos eletrostaticos.

O Hamiltoniano de tight-binding para o grafeno € dado por

A= —ty Z C}LCj-l-ZSiCj-Ci, 4.1
(i.j) i

onde os indices i e j percorrem todos os sitios da rede e (i, j) denota os primeiros vizinhos. O
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primeiro termo em H representa o salto usual de elétrons entre os sitios da rede, c; (cj) sdo os

operadores de aniquilacdo (criacdo) e #y € a energia de salto, que tem um valor tipico de 2.7
eV [8]. O segundo termo no Hamiltoniano € o potencial eletrostitico induzido pelos pontos
quanticos eletrostdticos. Portanto, o potencial eletrostatico &;, que € a energia de sitio do i-
€simo sitio, serd & = V quando o sitio estiver dentro da drea do ponto quantico, e serd & = 0
caso contrario.

O Hamiltoniano da equacgdo (4.1) € idéntico ao utilizado na referencia [18], que estudou
os efeitos de uma matriz regular de pontos quanticos eletrostaticos em nanofitas de grafeno,
e motivou o experimento desenvolvido pela referencia [1]. Essa escolha permite investigar o
efeito da desordem de Lévy no transporte eletronico e realizar uma comparagdo direta com
uma desordem periddica. Nao se espera que os pontos quanticos eletrostaticos modifiquem
significativamente o parametro de salto, assim consideramos a mesma energia de salto dentro
e fora dos aglomerados, também em conformidade com a referencia [18].

4.2 Distribuicao de pontos quanticos eletrostaticos

Para realizar a simulagdo de transporte superdifusivo de elétrons inspirado no voo de Lévy,
construimos um material denominado vidro de Lévy eletronico. Definimos dois tipos de regides
no grafeno: uma regido difusiva, onde definimos as barreiras eletrostaticas circulares, € uma
regido balistica, que ndo estd submetida a um potencial eletrostitico. A montagem desse arranjo
experimentalmente seria similar, com devidas adaptagdes, ao que € feito na referencia [1].

Para construir o vidro de Lévy eletronico, seguimos quatro instrucdes:

1. Aleatoriamente selecionamos um ponto (x,y) e um raio R de modo que definirfamos
uma circunferéncia dentro da rede, onde o ponto (x,y) é o centro do ponto quintico
eletrostético e R o raio do ponto quantico;

2. Atribuimos a todos os sitios dentro da drea da circunferéncia potencial eletrostatico de
valor de V;

3. Aleatoriamente selecionamos um novo ponto (x,y) e um novo raio R. Se a circunferéncia
do novo ponto quantico eletrostatico se sobrepuser a um ja existente, voltamos ao inicio
do passo 3 sorteando um novo ponto (x,y) e um novo raio R, caso contrario, vamos para
0 passo 2;

4. Paramos apds 5000 tentativas consecutivas fracassadas de introduzir um novo ponto
quantico.

O raio maximo do ponto quantico € limitado a um oitavo da largura da rede sem haver
perda de generalidade. Essa restricao (cutoff) é comum em estudos envolvendo distribuicoes
de Lévy devido a divergéncia de seu segundo momento. As instru¢des foram diagramadas na
figura 4.2. Ao realizar esse procedimento em uma nanofita, a disposicao resultante € ilustrada
na Figura 4.3. A distribuicao dos raios dos pontos quanticos pode ser observada na figura 4.4
que mostra o histograma dos raios obtido a partir de 10* amostras diferentes de AGNR com
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Figura 4.2: Diagramacgdo do algoritmo para construcdo dos clusters eletrostaticos para a pro-
ducdo do vidro de Lévy eletronico.

largura Wy = 49.5ap e comprimento L4 = 150.7a — 0, onde ap = 2.49 € a constante de rede do
grafeno.
O histograma foi ajustado a lei de poténcia

1
~ RP
com um expoente § = 1.22 +0.01, associado a dindmica de Lévy discutida no Capitulo 2.
Observa-se que, devido ao comportamento da distribui¢do de Lévy, um conjunto de pontos
quanticos com raio R ocupa aproximadamente a mesma drea que outro conjunto com um raio
diferente. Essa caracteristica é semelhante ao comportamento relatado pela referéncia [24].
Além disso, em nossas simulacdes, a fracdo da drea da nanofita ocupada por pontos quénticos €
de 42.24% £0.03, e este resultado mostrado na figura 4.4 permanece inalterado para diferentes
comprimentos de dispositivo L, larguras e tipos de borda.

P(R) 4.2)
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Figura 4.3: Exemplificagdo de um vidro de Lévy eletronico no AGNR com dimensdes Wy =
49.5a9 e Ly = 150.7ayp. Os sitios em verde tem potencial eletrostatico de valor V.
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Figura 4.4: Histograma dos raios dos aglomerados (simbolos). A linha sélida é um ajuste
obtido a partir da equagdo (4.2) com 8 = 1.22+0.01.




CAPITULO 5

Resultados e Discussao

Neste capitulo, serdo apresentados os resultados obtidos para as amostras de vidro de Lévy
eletronico AGNR e ZGNR, além de comparac¢des com o 2DEG, derivadas das simula¢des rea-
lizadas para investigar o comportamento da transmissdo em nanofitas de grafeno submetidas a
um cluster de pontos quanticos eletrostaticos.

Iniciamos nossa andlise examinando a transmissao média em fun¢do do comprimento das
nanofitas para diferentes energias de Fermi. Caracterizamos os regimes de difusdo nos dis-
positivos e observamos uma transicdo do regime superdifusivo (Lévy) para o regime difusivo
normal no grafeno conforme a energia aumenta. Em seguida, prosseguimos com andlises adici-
onais para identificar a possivel origem da transicdo Lévy-para-difusivo no grafeno. Para isso,
estudamos a densidade de corrente nos vidros de Lévy eletronico e a estatistica dos incrementos
de transmissao nesses dispositivos.

Os resultados apresentados neste capitulo foram publicados na referencia [26] e contribuem
significativamente para uma compreensdo mais aprofundada do comportamento eletronico em
nanofitas de grafeno com pontos quanticos eletrostaticos. Além disso, fornecem insights valio-
sos para o desenvolvimento de dispositivos eletronicos baseados nesses sistemas.

5.1 Transmissao

Comecamos mostrando o coeficiente de transmissdo como funcao da energia de Fermi na
figura 5.1 para amostra de comprimento Ly = 1050.7ayg e Ly = 1050.5ag. Para o vidro de
Levy eletronico, a transmissao (linha sélida) apresenta fortes flutuacdes mesoscépicas devido
ao cluster de pontos quanticos eletrostaticos. No caso de nanofitas sem impurezas (linhas pon-
tilhadas) temos os platds de transmissdo referente ao nimero de modos propagantes, como
discutido no Capitulo 3.

Para entender a influéncia do cluster de pontos quanticos eletrostaticos, analisaremos o coe-
ficiente de transmissao médio como funcao do comprimento L. Para calcular a media construi-
mos um conjunto de 6000 amostras de vidros de Lévy eletronicos AGNR e ZGNR. Mantivemos
as larguras fixas, Wy = 49.5a¢ e Wz = 49.6qy, e o potencial eletrostitico V = 0.25¢,, enquanto
variamos o comprimento até Ly = 1050.7ag e Lz = 1050.5a, respectivamente. Dessa forma,
pudemos observar o comportamento da curva do coeficiente de transmissdo médio em fun¢do
do comprimento das nanofitas. Além disso, para futura comparacao entre redes hexagonais e
quadradas, também construimos um conjunto 2DEG submetida a um cluster de pontos quanti-
cos eletrostaticos, com Wop = 50aq e Lyp até 1050ay.

A figura 5.2(a) mostra a transmissdo média através da AGNR como uma funcio do com-
primento L para trés energias de Fermi diferentes: E /tp = 0.2, 0.34 e 1.2, correspondendo ao
nimero de canais N = 8, 13 e 47, conforme discutido ao fim da secio 3.4. As transmissoes
médias (simbolos) foram calculadas a partir de um conjunto de 6000 vidros de Levy eletro-
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Figura 5.1: Transmissdo através do vidro de Lévy eletronico como funcio da energia de Fermi
(linhas sélidas). As linhas pontilhadas s@o para as nanofitas de grafeno puras.

T | T 1 (b) T | T
] ZGNR

AGNR |
0.8 e Y=0.4510.08 ] 0.8 e vy=0.3210.07 7
A 0.6 = v=10.80£0.06 4106 = v=0.80 +0.06 |

e v=0.99 £0.02 e v=0.99 £0.02

0 500 12)00 0 500 1000
L/a L/a0

Figura 5.2: (a) Transmissdo média como fun¢do do comprimento L para AGNR, com niimero
de canais N = 8 (circulos), 13 (quadrados) e 47 (diamantes). (b) A mesmo grafico para ZGNR,
com N =7 (circulos), 15 (quadrados) e 49 (diamantes). As linhas sdlidas em (a) e (b) sdo
ajustes obtidos a partir da Eq. (2.22).
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Figura 5.3: A transmissdao como funcdo do comprimento L para AGNR com potencial eletros-
tatico constante € =V em todos os sitios (circulos), e para AGNR com desordem de Anderson
(quadrados). Ambos para N =1 (preto), 6 (vermelho) e 15 (azul) (ou seja, para trés energias
de Fermi diferentes).

nicos diferentes e normalizadas convenientemente para variar entre 0 e 1. A figura 5.2(b) € o
equivalente para 0 ZGNR com E /ty) = 0.2, 0.4 e 1.2, onde N =7, 15 e 49, respectivamente.

Observamos que a transmissdo média nas figuras 5.2(a) e (b) decresce como funcdo de
lei de poténcia do comprimento L. Utilizamos os dados da figura 5.2 para realizar um ajuste
dos dados com a equagdo 2.22 e, assim, obter o expoente Y referente a cada valores de N (e
suas respectivas energias de Fermi). O expoente ¥, discutido no Capitulo 2, € utilizado na
caracterizacao do regime de difusdo, onde y = 1 representa transporte difusivo normal e y < 1
indica transporte superdifusivo. Obtivemos bons ajustes com os dados numéricos que nos
forneceram o expoente . As figuras 5.2(a) e (b) mostram que para muitos canais abertos (alta
energia de Fermi E /1o = 1.2), o expoente é v ~ 1 tanto para AGNR quanto para ZGNR. Por
outro lado, quando diminuimos o nimero de canais (consequentemente reduzindo a energia de
Fermi), o expoente diminui para y ~ 0.5, indicando uma transi¢ao ndo trivial do transporte de
Lévy-para-difusivo a medida que a energia de Fermi aumenta.

Diante deste resultado, surge a seguinte indagacao: "O comportamento da transmissao mé-
dia observado nas figuras 5.2(a) e (b) € realmente devido ao cluster de pontos quanticos ele-
trostaticos?"

Para responder a essa pergunta, € relevante examinar o comportamento do grafeno sob
outros tipos de desordem. Além disso, também € relevante investigarmos como se comporta o
2DEG, que possui uma relagdo de dispersao diferente do grafeno conforme mostrado na figura
3.1, quando submetido ao cluster de pontos quanticos eletrostéticos.

5.1.1 Grafeno submetido a potencial constante e a desordem de Anderson

Submetemos o grafeno a desordens tipicas, como o potencial constante e a desordem de
Anderson, para observar o comportamento das curvas de transmissdo em fun¢do do compri-
mento. Inicialmente, realizamos um calculo numérico da transmissio através do AGNR com
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Figura 5.4: Transmissao média como fun¢do do comprimento L para 2DEG, com numero de
canais N = 1 (circulos), 3 (quadrados), 4 (diamantes), 5 (triangulo cima), 10 (triangulo lado),
30 (cruz) e 51 (estrela). As linhas sélidas em (a) sdo ajustes exponenciais e linhas sélidas (b)
sdo ajustes obtidos a partir da equacao (2.22).

um potencial eletrostitico constante & = V em todos os sitios para trés energias de Fermi dife-
rentes. Na figura 5.3, observa-se que, para a AGNR, a transmissdo permanece quase constante
em funcdo do comprimento (representado pelos circulos).

Em seguida, realizamos um calculo numérico da transmissdo do AGNR submetido a uma
desordem de Anderson tipica [109, 110]. Nesse caso, o potencial eletrostatico &; varia aleatori-
amente de sitio para sitio de acordo com uma distribui¢do uniforme no intervalo (—V /2,V /2).
Novamente, constatamos que, para a AGNR, a transmissdo permanece quase constante em
funcdo do comprimento, conforme ilustrado na figura 5.3 (quadrados). Um comportamento si-
milar foi observado para a ZGNR. Concluimos que a transi¢dao de Lévy-para-difusivo indicada
na figura 5.2 € devida unicamente ao cluster de pontos quanticos eletrostaticos.

5.1.2 2DEG submetido ao cluster de pontos quanticos eletrostaticos

A outra verificagdo consiste em analisar o comportamento do 2DEG sob a influéncia do
cluster de pontos quanticos eletrostiticos para determinar se a superdifusao observada ¢ uma
caracteristica especifica do grafeno.

Para investigar se estdvamos realmente observando uma caracteristica inerente ao grafeno
ao submete-16 ao cluster de pontos quanticos eletrostdticos, geramos amostras da rede bidimen-
sional de gas de elétrons quadrada (2DEG) sujeita ao cluster de pontos quanticos eletrostaticos.
Em seguida, analisamos as curvas de transmissao para diferentes numeros de canais abertos.

Na figura 5.4, podemos observar a transmissao média em fun¢do do comprimento para o
2DEG submetido ao cluster de pontos quanticos eletrostiticos. Notavelmente, o 2DEG apre-
senta dois comportamentos distintos de localiza¢do da transmissdo. Para baixas energias de
Fermi (N < 10), o 2DEG exibe uma localiza¢do exponencial, como observado na figura 5.4(a).
Em contraste, para energias mais altas (N > 10), a localizacdo é descrita pela equacdo 2.22,
com todos os casos apresentando um expoente ¥ =~ 1. Isso indica que na rede quadrada, sem-
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pre observamos o comportamento difusivo normal, seja caracterizado pelo expoente y >~ 1 para
energias mais altas, quanto pela localizacdao exponencial (localizagdao de Anderson) para ener-
gias mais baixas.

Isso nos leva a conclusdo de que a transi¢cdo de Lévy-para-difusivo € de fato uma consequén-
cia da interacdo dos clusters de pontos quanticos eletrostaticos com o grafeno. Esta conclusdao
¢ sustentada pelo fato de que tal transi¢do ndo € observada ao submeter o grafeno a desordens
tipicas. Além disso, outros materiais com relacdes de dispersdo diferentes do grafeno, como o
2DEG, quando interagem com os clusters de pontos quanticos eletrostaticos, ndo exibem um
regime superdifusivo. Em vez disso, apresentam apenas um regime difusivo normal. Portanto,
isso confirma que a transi¢do de Lévy-para-difusivo € de fato devido a interacao dos clusters de
pontos quanticos eletrostaticos com o grafeno.

5.2 Transicao Superdifusivo para Difusivo

Para caracterizar a transi¢do de Lévy-para-difusivo, € conveniente utilizar a relagdo entre a
energia de Fermi e o numero de canais na nanofita N, como discutido na se¢do 3.4. Uma vez
que conhecemos essa relagdo, podemos estudar como o expoente ¥, obtido dos ajustes, varia
em funcdo de N.

Vamos apresentar duas abordagens: uma que mostra o comportamento médio de um con-
junto de vidros de Lévy eletronicos e outra que demonstra o comportamento médio de uma série
temporal da transmissdo de apenas uma amostra. Em seguida, iremos discutir se a transi¢ao de
Lévy-para-difusivo ocorre ao aumentarmos a largura W das nanofitas.

5.2.1 Abordagem 1: Varias amostras de Vidro de Lévy eletronico

A figura 5.5 mostra o expoente ¥ em funcdo de N, variando de 1 a 55 para o AGNR, ZGNR
e 2DEG. Quando N > 10, observamos um platd préximo a y = 1 para os trés tipos de vidro de
Lévy eletronico, indicando transporte difusivo regular. No entanto, quando N < 10, as redes
hexagonais e quadradas exibem comportamentos distintos. Para AGNR e ZGNR, observamos
um platd proximo a y = 0.5, consistente com o transporte superdifusivo de Lévy. Por outro
lado, para o 2DEG com N < 10, como discutido na subse¢do 5.1.2, a transmissdo média ndo
pode ser ajustada pela equagdo 2.22. Em vez disso, segue um perfil exponencial, compativel
com a localizacdao de Anderson [111].

Os resultados da figura 5.5 confirmam a presenga de uma transicao de Lévy-para-difusiva
em nanofitas de grafeno imersas no cluster de pontos quanticos eletrostaticos. Essa transi¢ao é
uma caracteristica exclusiva das nanofitas de grafeno, independente do tipo de borda (AGNR ou
ZGNR), e pode ser controlada pela energia de Fermi. No entanto, para acessar essa transi¢ao
na figura 5.5, foi necessario produzir um conjunto com 6000 amostras, o que de fato repre-
senta o comportamento médio do ensemble dos vidros de Lévy eletronico, mas torna o efeito
experimentalmente inacessivel. Diante disso, propomos uma segunda abordagem visando a
viabilidade experimental.



42 CAPITULO 5 RESULTADOS E DISCUSSAO

I I I | I | I | I | I
Diffusive

++ 2DEG
oo AGNR 1
== ZGNR 1

T I SR NI N
0 10 20 30 40 50 60
N
Figura 5.5: O expoente y como funcdo de N para um conjunto de amostras de vidros de Lévy

eletronico com Wy = 49.5a¢, Wz = 49.6ay e Wpp = 50ag. Linhas sélidas sao apenas para guiar
os olhos.

5.2.2 Abordagem 2: Series temporais em uma tinica amostra de vidro de Lévy
eletronico

Uma configuracdo que pode ser considerada experimentalmente vidvel pode a realizagdo
de uma tnica amostra do vidro de Lévy eletronico. Nessa abordagem, o potencial eletrostatico
V é aumentado linearmente de 0.237, para 0.27¢, enquanto € obtido os respectivos coeficientes
de transmissdo, formando assim uma série temporal ficticia T (V') com 6000 passos de tempo.
Aqui, V desempenha o papel de um tempo ficticio [112, 113].

A figura 5.6 apresenta as séries temporais T(V) para os vidros de Lévy eletronicos de
AGNR, ZGNR e 2DEG, com os respectivos comprimentos de Ly = 1050.7aq, Lz = 1050.5qa
e Lop = 1050ag. A partir dessas séries temporais, foram calculados os coeficientes de trans-
missdo médios, permitindo a constru¢do das curvas de transmiss@do média como fung¢do do
comprimento L para diferentes valores de N. Em seguida, procedemos com os ajustes para
extrair o expoente ¥, fornecendo assim y como funcao de N para os vidros de Lévy eletronicos.

Os resultados da figura 5.7, obtidos de apenas com uma unica amostra de vidro de Lévy
eletronico, sdo totalmente compativeis os mostrados na figura 5.5, o que demonstra a robustez
da transicdo de transporte Lévy-para-difusivo. Para afirmar ainda mais a robustez da transic¢ao,
desenvolvemos um cédlculo numérico incluindo pardmetros de hopping entre segundos vizinhos
[8]. Os simbolos triangulares na figura 5.7 correspondem aos dados para um AGNR incluindo
hopping entre segundos vizinhos com energia #j, = 0.17p [8]. Como esperado, observamos
uma transi¢ao de transporte Lévy-para-difusivo, o que mostra que a inclusdo de hopping entre
segundos vizinhos ndo altera nossos resultados.

5.2.3 Efeito da largura da nanofita na transicao de Lévy-para-difusivo

Por fim, também ampliamos a largura das nanofitas de grafeno para Wy = 59.5a¢p e Wz =
60.0agp. Implementamos o procedimento com apenas um exemplar de vidro de Lévy, conforme
descrito pela abordagem 2 apresentada na subse¢@o 5.2.2 acima, para obter a figura 5.8.
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Figura 5.6: Series temporais 7(V') para diferentes N, transmissdo em fungdo do potencial ele-
trostatico V para vidros de Lévy eletronicos de AGNR, ZGNR e 2DEG. As larguras das na-
nofitas sdo Wy = 49.5ay, Wz = 49.6ay e Wop = 50ay, e os comprimentos sdo Ly = 1050.7ay,
LZ = 1050.5610 € L2D = 1050a0.
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Figura 5.7: O expoente Y como func¢do de N para apenas uma amostra de ELG com Wy =
49.5a9, Wz =49.6ay e Wop = 50aq (Simbolos triangulares sao para um dispositivo AGNR com
saltos de segunda vizinhanga). Linhas s6lidas sdo apenas para guiar os olhos.
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Figura 5.8: O expoente ¥ como fungdo de N para uma amostra de ELG com W4 = 59.5q¢ e
Wz = 60.0ag. Linhas sélidas sdo apenas para guiar os olhos.

Mais uma vez, a transi¢do de transporte de Lévy-para-difusivo € visivel. O resultado apre-
sentado na figura 5.8 € consistente com os outros dois resultados apresentados nas figuras 5.5 e
5.7. Para ambas as bordas, a transicao de Lévy-para-difusivo ndo é suprimida pelo aumento da
largura da fita.

5.3 Discutindo possiveis origens para a transicao Lévy-para-difusivo

Uma nanofita de grafeno imersa em um cluster de pontos quanticos eletrostaticos apre-
senta uma transicao de transporte de Lévy-para-difusivo conforme a energia de Fermi varia.
O transporte é superdifusivo no regime quantico, onde N < 10, e difusivo normal no regime
semi-classico, onde N > 10 [112, 114]. Estudos anteriores, como a referencia [115], demons-
traram que as flutuagdes de transmissdao do grafeno em funcido do campo magnético exibem
comportamento multifractal préximo ao ponto de Dirac e monofractal longe dele. Essa multi-
fractalidade € atribuida as correlacdes quanticas induzidas por pardmetros externos, como um
campo magnético ou potencial eletrostatico, e diminui & medida que o nimero de canais N (ou
a energia de Fermi) aumenta [112]. No entanto, ¢ importante notar que o grafeno possui uma
dispersdo linear de energia préxima ao ponto de Dirac, o que preserva a simetria quiral. Entre-
tanto, tanto a dispersdo linear quanto a simetria quiral sdo quebradas pelo aumento da energia
de Fermi [116-118].

Considerando esse contexto, € crucial explorar a origem da nossa transi¢do de transporte de
Lévy-para-difusivo. Listamos duas possiveis causas:

1. Perda de multifractalidade induzida pelo aumento da energia de Fermi;

2. Quebra da simetria quiral também induzida pelo aumento da energia de Fermi.

A seguir, analisaremos ambas as possibilidades e concluimos que nossos resultados sdo mais
consistentes com a segunda hipdtese.
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Figura 5.9: Densidade de corrente para uma AGNR com Ly = 1050.7ap e N =1,2,5,10,20 e
47 (de cima para baixo). A densidade de corrente aumenta a2 medida que a cor muda de azul
para vermelho.

5.3.1 Densidade de Corrente

Para compreender o transporte eletronico em ambos os regimes e buscar a potencial causa
da transicdo, analisamos a densidade de corrente em uma AGNR com Ly = 1050.7aq para
diferentes niimeros de canais, N = 1,2,5,10,20 e 47 (de cima para baixo), conforme mostrado
na figura 5.9.

No regime quantico N < 10, caracterizado pela multifractalidade na transmissdo e uma di-
namica de transmissdo superdifusiva, observamos um desvio do fluxo de corrente em relagdo
aos pontos quanticos eletrostaticos. Além disso, neste regime, o transporte de Lévy d4 origem a
vértices que circundam os menores pontos quanticos, evidenciando um comportamento seme-
lhante a turbuléncia em uma transi¢ao de Hall quantica inteira, conforme relatado na referéncia
[113]. Por outro lado, no regime semi-classico N > 10, o fluxo de corrente preenche toda a
mostra devido a dindmica de transmissdo difusiva normal, sofrendo mais espalhamentos e des-
truindo os vortices. Resultados semelhantes foram obtidos para um ZGNR, como mostrado na
figura 5.10.
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Figura 5.10: Densidade de corrente para uma ZGNR com Ly = 1050.5ap e N = 1,3,5,21 e 47
(de cima para baixo). A densidade de corrente aumenta a medida que a cor muda de azul para
vermelho.

5.3.2 Analise g-Gaussiana das series temporais dos incrementos de transmissao

Para entender a dindmica de transmissao superdifusiva e difusiva, ou seja, a transicdo de
Lévy-para-difusiva e sua possivel relacdo com multifractalidade, investigamos as assinaturas
na distribuicdes dos incrementos de transmissdo (ou velocidade de transmissao) usando a série
temporal ficticia T(V). A velocidade de transmissdo € definida como 67 =T (V +AV)—-T(V)
[119].

Na figura 5.11, observamos as séries dos incrementos de transmissdo em funcdo de V,
que carregam assinaturas das correlacdes quanticas. Podemos notar que, para baixas energias
de Fermi (curvas pretas) em ambos AGNR, ZGNR e 2DEG, hd a ocorréncia de incrementos
maiores entre incrementos muito pequenos, indicando forte correlacao. Conforme aumentamos
a energia de Fermi, gradualmente os incrementos se tornam praticamente similares, observado
pela reducdo da amplitude dos grandes incrementos nas curvas vermelhas, até que, por fim,
chegam a incrementos praticamente idénticos nas curvas azuis, indicando perda de correlagdo.

Calculamos os histogramas das velocidades de transmissdo. As figuras 5.12(a) e (b) mos-
tram o histograma da velocidade de transmissdo para AGNR e ZGNR, respectivamente. Na
figura 5.12(a), os dados correspondem a uma AGNR com Ly = 1050.7ap e N = 1,10 e 33,
enquanto na figura 5.12(b), correspondem a uma ZGNR com Ly = 1050.5a¢p e N =1,11 e 33.

Para N = 1, tanto em AGNR quanto em ZGNR, observamos uma distribui¢io nao gaussiana
(circulos pretos) com um pico estreito ao redor de zero e caudas pesadas. No entanto, para
N =10 e 33 na AGNR e para N = 11 e 33 na ZGNR, a distribui¢do se aproxima de uma
distribui¢do gaussiana. De acordo com a referencia [112], essa transicdo de comportamento
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Figura 5.11: Series temporais 67 (V) para diferentes N, velocidade de transmissdo em fungao
do potencial eletrostatico V para vidros de Lévy eletronicos de AGNR, ZGNR e 2DEG. As
larguras das nanofitas sdo Wy = 49.5ag, Wz = 49.6ag e Wop = 50ag, € os comprimentos sdao
La =1050.7ag, Lz = 1050.5a9 e Lop = 1050aq
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Figura 5.12: Histograma da velocidade de transmissdo 6T e suas respectivas curvas de ajuste
g-Gaussiano a partir da equagd@o 5.1 para nanofitas de: (a) AGNR com Wy =49.5a9 e Ly =
1050.7ag com N =1 (preto), 10 (vermelho) e 33 (azul), (b) ZGNR com W4 =49.6ag e Ly =
1050.5ag com N =1 (preto), 11 (vermelho) e 33 (azul) e (c) 2DEG com Wy = 45ag e Ly =
1050ag com N = 6 (preto), 10 (vermelho) e 30 (azul).
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ndo gaussiano para gaussiano € atribuida a perda de multifractalidade induzida pelo aumento
da energia de Fermi.

Por outro lado, a figura 5.12(c) mostra que a amostra de 2DEG também apresenta uma
transi¢do de distribuicao nio gaussiana para gaussiana, o que indica que a perda de multifracta-
lidade ndo € uma caracteristica exclusiva da rede de grafeno. Portanto, podemos concluir que a
perda de multifractalidade ndo pode ser a causa de nossa transicdo Lévy-para-difusiva. Afinal,
a perda de multifractalidade também foi observada na amostra de 2DEG, enquanto a transicao
s6 foi observada nas amostras de grafeno.

Embora a perda de multifractalidade nao seja a causa da transicdo de Lévy-para-difusiva,
ainda podemos usar os histogramas para caracteriza-la. Os histogramas da figura 5.12 podem
ser ajustados por fun¢des de densidade de probabilidade g-Gaussianas

P(x) Z\é—f[lﬂq—l)ﬁ(x—m)z]l]q, (G.D

sendo

C ﬁr(%) 1<g<3 (5.2)
VgL T

onde f3 representa uma medida da largura da distribuicdo e xp sua média. A equacdo 5.1 pode
ser formalmente derivada da maximizagao da entropia de Tsallis [120]. Observa-se que, quando
q — 1, P(x) converge para a distribui¢ao gaussiana. Portanto, valores de ¢ diferentes de 1
podem ser considerados como uma medida de ndo-gaussianidade. Esses ajustes nos permitem
examinar a mudanca na forma da distribui¢do a medida que aumentamos a energia de Fermi, o
que pode fornecer informacdes adicionais sobre a transi¢ao de Lévy-para-difusiva nas amostras
de grafeno. As linhas sélidas na figura 5.12 representam os melhores ajustes a equagado (5.1).
E evidente que ¢ diminui 2 medida que N aumenta, possibilitando a associagdo do expoente de
transmissao Y com o parametro g.

A figura 5.13 mostra o expoente ¥ em fun¢ao de ¢ para AGNR e ZGNR, onde a transi¢ao
de Lévy-para-difusiva é evidente em torno de ¢ = 3/2, tanto para AGNR quanto para ZGNR.
Quando g < 3/2, a transmissdo € difusiva e monofractal, enquanto para g > 3 /2 é superdifusiva
e multifractal. Conforme relatado em referéncias anteriores [121-123], a transicdo de uma
distribui¢do ndo gaussiana para uma gaussiana estd frequentemente associada a uma transicao
de fase. Portanto, a figura 5.13 fornece uma forte evidéncia de que a transi¢ao de Lévy-para-
difusiva € uma transicao de fase fora do equilibrio.

5.3.3 Consideracoes sobre a Quebra de Simetria Quiral na Transicao
Lévy-para-Difusiva

A principal caracteristica da rede de grafeno € sua dispersao de energia linear proxima ao
ponto de Dirac, enquanto a rede quadrada tem uma dispersao parabdlica. Como consequéncia
da dispersao linear, os portadores de carga se comportam como férmions de Dirac relativisticos
sem massa e podem tunelar através de barreiras de potencial eletrostatico com probabilidade
nula de reflexdao, um fené6meno conhecido como efeito de tunelamento de Klein. No entanto, a
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Figura 5.13: O expoente ¥ como fun¢ao do parametro g, para AGNR e ZGNR.

dispersdo linear € perdida ao se afastar do ponto de Dirac, devido a um aumento da energia de
Fermi, levando os portadores de carga a se comportarem como férmions massivos.

Também podemos interpretar esse comportamento no contexto da Teoria de Matriz Ale-
atoria [124]. O transporte eletronico através da rede de grafeno, na auséncia de um campo
magnético e interacdo spin-Orbita, é descrito pela classe BDI dos conjuntos quirais, enquanto
para a rede quadrada € descrito pela classe Al dos conjuntos de Wigner-Dyson na nomenclatura
de Cartan [117]. A rede de grafeno preserva as simetrias de reversao temporal, particula-buraco
e quiral no ponto de Dirac [117]. Longe do ponto de Dirac, a classe BDI se transforma na classe
Al devido a quebra da simetria quiral [116-118], causada pelo aumento da energia de Fermi.
Isso explica o comportamento diferente entre as redes de grafeno e a rede quadrada no regime
quantico N < 10, e o comportamento semelhante no regime semi-cldssico N > 10, conforme
mostrado nas figuras 5.5 e 5.7.

Assim, chegamos a conclusdo de que o transporte superdifusivo € uma caracteristica exclu-
siva do vidro de Levy eletronico de grafeno no regime quantico (N < 10), enquanto o transporte
difusivo é uma caracteristica no regime semi-classico (N > 10). Portanto, a explicagdo mais
convincente para a transicdo observada de Lévy-para-difusiva em nossos cdlculos € a quebra de
simetria quiral. Além disso, as referéncias [125, 126] indicam que a quebra de simetria quiral
estd associada a uma transi¢ao de fase, reforcando que nossa transicao de transporte pode ser
uma transi¢do de fase fora do equilibrio associada a quebra de simetria quiral e, portanto, a
perda da dispersao de energia linear.

Por fim, € interessante comparar nossas descobertas com as da referencia [24]. A luz tem
uma dispersdo de energia linear semelhante a do elétron no grafeno perto do ponto de Di-
rac. No entanto, diferentemente da relacdo de dispersdao do elétron no grafeno, a relacdo de
dispersdo da luz é sempre linear. Portanto, ndo se espera que a luz apresente uma transicao
de Lévy-para-difusiva no vidro de Lévy &ptico; espera-se que ela sempre apresente compor-
tamento superdifusivo. Também € importante notar que o 2DEG nao possui uma relacdo de
dispersdo linear, e € por isso que ndo apresenta o comportamento superdifusivo no vidro de
Lévy eletronico.






CAPITULO 6

Conclusao

Neste estudo, propomos um dispositivo denominado de vidro de Lévy eletronico, inspirado
no vidro de Lévy 6ptico realizado experimentalmente. Exploramos a transmissao de elétrons
em nanofitas de grafeno com bordas armchair (AGNR) e zigzag (ZGNR), na presenca de clus-
ters eletrostéticos circulares cujo diametro segue uma distribuic@o de lei de poténcia. Ao anali-
sar o efeito desses clusters no transporte eletronico das nanofitas, comparamos com um sistema
de gas de elétrons bidimensional (2DEG). Através de cdlculos numéricos, observamos que a
presenca dos clusters induz no grafeno uma transi¢do de transporte do regime Lévy (superdifu-
sivo) para a difusdo regular conforme a energia de Fermi aumenta, corroborada por uma anélise
g-Gaussiana, como representado na figura 5.13. Concluimos que o transporte superdifusivo nos
vidros de Lévy eletronicos € uma caracteristica exclusiva do regime quantico de baixa energia,
enquanto o transporte difusivo € uma caracteristica do regime semicléssico. Portanto, é pro-
vavel que a transi¢cdo de transporte Lévy-para-difusivo observada seja causada pela quebra de
simetria quiral a medida que nos afastamos do ponto de Dirac do grafeno.

Algumas perspectivas que futuros trabalhos seriam:

* Investigar como a geometria dos clusters eletrostaticos afeta o comportamento do trans-
porte eletronico, incluindo a verificagao da possibilidade de regimes superdifusivos em
clusters ndo circulares.

» Explorar vidros de Lévy eletronicos baseados em interagdes diferentes de potenciais ele-
trostaticos, como campo magnético, interacao spin-orbita, entre outros.

* Estudar a influéncia de diferentes distribui¢oes de raios no cluster, variando o expoente f3,
para entender melhor a ocorréncia do regime superdifusivo. Embora tenhamos mantido
B = 1.22 neste estudo, a variacéo desse pardmetro pode fornecer insights adicionais sobre
o fendmeno.

Em resumo, este estudo ndo apenas contribui para o entendimento do transporte eletronico
em nanofitas de grafeno, mas também abre portas para uma variedade de pesquisas futuras
explorando as propriedades emergentes dos vidros de Lévy eletronicos.

6.1 Trabalhos publicados

» "Lévy flight for electrons in graphene: Superdiffusive-to-diffusive transport transition",
Diego B. Fonseca, Luiz Felipe C. Pereira, and Anderson L. R. Barbosa. Phys. Rev. B,
107:155432, Apr 2023.

* "Orbital Hall effect in mesoscopic devices", Diego B. Fonseca, Lucas L. A. Pereira, and
Anderson L. R. Barbosa. Phys. Rev. B, 108:245105, Dec 2023.
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"Magnon state transfer in chains with correlated disorder", M.S.S. Junior, W.V.P. de
Lima, V.A. Teixeira, Diego B. Fonseca, F. Moraes, A.L.R. Barbosa, G.M.A. Almeida,
and FA.B.F. de Moura. Journal of Magnetism and Magnetic Materials, 579:170880,
Aug 2023.

Trabalhos em redacao

"Electronic Lévy glass with spin-orbit coupling cluster in graphene", Diego B. Fonseca,
Luiz Felipe C. Pereira, and Anderson L. R. Barbosa.

"Heisenberg XYZ disordered magnetic chains with exponential correlations: localization
and quantum state transference", Diego B. Fonseca, A. L. R. Barbosa, F. Moraes, G. M.
A. Almeida, and F. A. B. F. de Moura.
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"Superdiffusion in graphene: Localization effects in graphene lattices due to electrostatic
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"A Lévy flight for graphene: Lévy-to-diffusive transport transition". Poster apresentado
no XXXVI Encontro de Fisica do Norte e Nordeste 2022.

"A Lévy flight for electrons in graphene: superdiffusive-to-diffusive transport transition".
Poster apresentado no encontro de Encontro de Outono da SBF 2023.

"Lévy flight for electrons in graphene: Superdiffusive-to-diffusive transport transition".
Poster apresentado no XXXVII Encontro de Fisica do Norte e Nordeste 2023.
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