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Resumo

Sistemas quanticos bidimensionais tém sido bastante estudados e utilizados na criagao
de novos dispositivos, sejam eles térmicos, mecanicos ou eletronicos. Com a evolucao
de técnicas experimentais, o controle na fabricacao desses sistemas se tornou possivel.
Nesse trabalho investigamos as propriedades de transporte desses sistemas explorando as
mudancas geométricas, como feito por [1] e [2], porém incluindo a massa efetiva dependente
da posicao. Noés encontramos a equagao de Schrodinger para uma superficie de revolugao
em geral com a massa dependente da posicao. Em um segundo momento nés estudamos
os efeitos nas propriedades de transporte causados nesses sistemas com a presenca de um
campo magnético. Para isso seguimos a equagdo de Schrodinger descrita por [3|. Para
ambos 0s casos nos encontramos expressoes para a transmitancia e reflexao para uma
superficie de revolugao. Como aplicacao, nds investigamos as propriedades de transporte de
nanotubos deformados. Noés encontramos que a inclusao da massa dependente da posicao,
particularmente uma dependéncia radial da massa, produz significantes mudancas nas
propriedades de transporte, revelando uma sensibilidade dos sistemas quanticos bidimensi-
onais. Encontramos também uma grande sensibilidade nas propriedades de transporte com
a insercao do campo magnético, que pode ser utilizado no controle dessas propriedades.
Dessa maneira, a inclusao da massa dependente da posicao, assim como a inclusao do
campo magnético, devem ser consideradas no modelamento de dispositivos de transporte

eletronico na superficie.

Palavras-chave: Massa efetiva; Nanotubos deformados; Transporte eletronico.
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Abstract

Two-dimensional quantum systems have been much studied and used for the criation of
new devices, be they thermal, mechanical or electronic. With the evolution of experimental
techniques, the control in the modeling of these systems became possible. In this work we
investigate the transport properties of these systems by exploring the geometric changes,
as done by [1] and [2], however including the position-dependent mass. We found the
Schrodinger equation for a generic surface with the position dependent mass. Afferwards,
we studied the effects on trasnport properties caused in this system by the presence of a
magnetic field. For this we followed the Schrodinger equation described by [3|. For both
cases we found expressions for the transmittance and reflectance for a general surface
of revolution. As an application we investigated the transport properties in deformed
nanotubes. We found that the inclusion of the position dependent mass, particulary a radial
dependence of the mass, produces significant changes in transport properties, revealing a
sensitivity of two-dimensional quantum systems. We also found a great sensitivity in the
transport properties with the insertion of the magnetic field, which can be used to control
these properties. In this way, the inclusion of a position-dependent mass, as well as the
inclusion of the magnetic field, should be considered in the modeling of eletronic transport

devices in surfaces.

Keywords: Effective mass; Deformed nanotubes; Eletronic transport.
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Introducao

O desenvolvimento tecnologico esta diretamente atrelado ao avanco da ciéncia, tanto
em teoria como experimentalmente. A historia da humanidade nos fornece exemplos claros
sobre essa questao. Alguns em grande destaque e importancia para a humanidade. Dentro
do eletromagnetismo podemos citar os desenvolvimentos tedricos de James Maxwell e de
suas importantes equacoes publicadas na metade do século XIX, que levaram Heinrich Hertz
a deteccao das ondas eletromagnéticas. Ondas essas que atualmente sao indispenséveis
nos meios de comunicacao. Outro grande destaque é atrelado a Thomas Edison com a
invencao e aprimoramento de lampadas, e a Nikola Tesla com seus trabalhos com correntes
alternadas, que sao considerados os principais responséveis por iluminar o nosso mundo.
Essas e outras grandes contribuigoes foram bastante influentes no desenvolvimento na historia

da humanidade.

Nao s6 a ciéncia determina o rumo de nossa historia, o contrario ¢ bem verdade. Um
grande exemplo vem no periodo da segunda guerra mundial (1939-1945) que exigiu avangos
na fisica nuclear para o desenvolvimento de armas. Outro momento, bem mais glorioso, se
deve a corrida aeroespacial. Em que grandes avancos foram realizados no que se diz respeito
a ciéncia dos materiais, e na eletronica. Dentro dessa época houve uma consideravel evolugao
no processo experimental de producao de materiais com grandes propriedades. Um desses
materias é a fibra de carbono, cuja a leveza e resisténcia eram ingredientes preciosos para a
industria espacial.

Com o aprimoramento das técnicas de fabricacao desses materiais outros foram surgindo,
como o caso do nanotubo de carbono, que surge dentro dos estudos com a propria fibra

de carbono. Os nanotubos de carbono foram primeiramente observados por Sumio lijima



[5] utilizando a técnica de microscopia de varredura eletronica. Os nanotubos de carbono
sao alvos de grande intensidade de estudos, pois possuem grandes propriedades térmicas,
mecanicas e eletronicas de grande interesse para a pesquisa basica e aplicada. Como eles sao
bem pequenos e com excelentes carcteristicas, muitos dipsositivos tém sido propostos com o
seu uso. Por exemplo, em [6] foi desenvolvido um dipositivo que reduz a resisténcia térmica
entre um dispositivo eletronico e uma solugao de resfriamento. Ja em [7] eles construiram
um atuador eletromecanico com um nanotubo de carbono de paredes multiplas que serve

como o principal elemento de ativacao de movimento.

Ja na area da eletronica, por possuirem caracteristicas de um condutor, semi-condutor
e até isolante sdo propostos intiimeros aparelhos. Na [8] alguns deles sdo apresentados, como:
fios metéalicos, transistores, sensores e displays. Ainda dentro da perspectiva da eletronica, é
proposto por [2] e [1] a modelagem de filtros eletronicos a partir de mudancas da geometria
dos nanotubos. Porém, & medida que a geometria é modificada outras propriedades eletro-
nicas sao modificadas, como a massa efetiva. Por exemplo, nanotubos de raios diferentes

possuem massas efetivas diferentes.

Aqui nesta dissertacdo estamos interessados também nos efeitos provocados pela geo-
metria dos nanotubos, contudo, levamos em consideracao a dependéncia da massa efetiva
com a posicao. A inclusao da dependéncia da massa efetiva é introduzida pelo hamiltoniano
proposto por [9]. Para o confinamento de um particula a superficie do nanotubo seguimos
o procedimento apresentado em [10]. Com isso derivamos a equacdo de Schrédinger com a
massa dependente da posicao para uma particula confinada a uma superficie. Além disso,

encontramos expressoes para a transmitancia e reflectancia.

Como primeira aplicacao modelamos o nanotubo apartir de uma curva de revolucao em
que sao incluidas deformacgoes no tubo. Para resolver a equacao de Schrodinger desenvol-
vemos um c6digo no MAPLE com condigoes de contorno aberta. Utilizamos a expressao
calculada por [4| para a massa efetiva de nanotubos de carbono, em que massa efetiva é
funcao do diametro do tubo e da quiralidade. Como resultado, fizemos uma comparacao
da transmitancia entre os casos com e sem a massa dependente da posicao, para diferentes

deformacgoes. Veremos uma relevincia significativa com a inclusao da massa variavel.

Na segunda parte do nosso trabalho estamos interessados na aplicagao do campo magné-



tico aos nanotubos. Diferente da consideracao com a massa efetiva dependente da posicao, a
aplicacao de campos eletromagnéticos é bem difundida em materiais bidimensionais. Com a
combinagao de sistemas que possuem curvatura e a presenca do campo elétrico e magnético
novos efeitos aparecem. Como por exemplo, a formacao de niveis de Landau [11] e [12],

oscilagoes Aharonov-Bohm [13], e o efeito Hall quantico [14].

Alguns dipositivos também sao criados a partir dos efeitos de campos elétricos e mag-
néticos. Por exemplo, em [15] foi elaborado um sensor quimico para detectar dioxido de
nitrogénio e amoénia. Aqui, além dos efeitos devido & geometria do sistema, iremos investigar

os efeitos criados pelo campo magnético aplicado a nanotubos deformados.

A equacao de Schrédinger que descreve a dinamica para uma particula em uma superficie
curva na presenca de um campo elétrico e ou de um campo magnético é proposta por [3]. La
o campo eletromagnético é introduzido via quadripotencial e foi encontrado que nao existe
acoplamento entre os campos e a curvatura da superficie. E visto também que com uma
escolha apropriada de gauge é possivel escrever a equacao de Schrodinger para a dinamica

superficial.

Nesse trabalho, aplicamos o campo magnético na direcao paralela ao eixo da curva
de revolucao que cria as deformidades. Porém, sem considerar os efeitos da massa efetiva
dependente da posicao. Como feito para o caso da massa efetiva, adaptamos o cédigo do
MAPLE para resolver a equagao de Schrodinger na presenca do campo magnético, e com

isso calcular a transmitancia.

Como resultado, é apresentada uma comparacao da transmitancia na auséncia e na
presenca do campo magnético. Mostraremos também a transmitancia para diversos tipos de
deformagao com o aumento do campo magnético. Veremos que existe uma grande influéncia

desse campo aplicado ao eixo de simetria do tubo.

Para o desenvolvimento desses trabalhos é necessario um conhecimento basico de geo-
metria diferencial. No capitulo 1 sao apresentados os conceitos bésicos sobre curvas, onde
surge o importante conceito de curvatura. Também discutiremos sobre superficies, onde
aparecem as definicoes de curvatura média e gaussiana. Essas curvaturas surgem natural-
mente quando aplicamos o procedimento apresentado no capitulo 2, desenvolvido por [10].

Nesse capitulo veremos que o confinamento de uma particula a uma superficie pré-definida é



realizada através de um potencial atrativo infinitamente forte. Veremos que para uma dada
parametrizacao da superficie esse procedimento nos leva a uma separacao da equacao de
Schrédinger. Uma para a dindmica da coordenada perpendicular a superficie e outra para
as coordenadas tangenciais.

Por fim, nos capitulos 3 e 4 sao apresentados os trabalhos desenvolvidos para a massa
efetiva dependente da posigao e para o campo magnético aplicado paralelamente ao eixo do

nanotubo, respectivamente.



Capitulo 1

(Geometria Diferencial

A geometria de maneira geral vem sendo usada desde povos muito primitivos, dentre eles
os babilonicos que em torno de 3000 A.C. ja sabiam calcular areas de triangulos e circulos.

Além disso, tinham conhecimento sobre o hoje conhecido teorema de Pitagoras.

A geometria até entdo era bastante utilizada para a medicao e construcao, por exemplo:
os egipcios sabiam calcular os volumes de tronco de piramides quadradas, o que proporcionou
a construcao das suas piramides. Ademais, com a construcao de instrumentos de medicao
mais sofisticados, calendarios precisos foram desenvolvidos com a localizagao dos astros, os
quais possuiam grande importancia na agricultura.

Outra notavel civilizacao foi a grega, a qual contribuiu a passos largos com a geome-
tria com sua forma de deducao logica. Um dos geometros grego foi Tales de Mileto que
conseguiu medir a altura das piramides egipcias através das suas sombras. Outro grande
destaque foi Euclides que escreveu o livro “Os elementos”. No qual se pode encontrar muitas
demonstragoes de postulados como: “Todos os angulos retos sao iguais”; “Juntando igual com
igual os totais sao iguais”; “O todo ¢ maior do que a parte”. Esses e muitos outros deram
suas contribuicoes para a geometria como: Pitagoras, conhecido pelo teorema que leva o seu
nome, e Platao, o qual creditava a origem do universo através de 5 figuras cosmicas perfeitas:

Ar-octaedro, Fogo-tetraedro, Universo-dodecaedro, Terra—cubo, Agua-icosaedro.

Outra grande época da historia da geometria estd por volta do século XVII, na qual

importantes contribuicoes foram dadas por Pierre de Fermat, Christiaan Huygens e Isaac
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Newton. Fermat descobriu como calcular tangentes de curvas representadas algebricamente.
J& Huygens provou muitas propriedades de curvas. E Newton, estava interessado no estudo
das curvaturas pro meio do calculo infinitesimal. Essa juncao pioneira de geometria e do

calculo é o surgimento do que conhecemos hoje como geometria diferencial.

Essa geometria nao so esta voltada para curvas, ela abrange também superficies e hiper-
superficies. Uma pertinente propriedade de superficies foi descoberta por Carl Friedrich
Gauss por volta do século XIX e ficou conhecida como teorema egrégio, o qual afirma que
a curvatura gaussiana pode ser determinada sem termos qualquer referéncia a forma da
superficie.

A geometria como um todo tem um prestigio fundamental em diversas areas do conhe-
cimento. Nesse trabalho ela terd um papel essencial, e muitas definicoes e construcoes que

serao apresentadas aqui terao grande valor para o entendimento dessa dissertacao.

Por questoes de simplicidade e cronologia comecaremos falando sobre curvas e defi-
niremos o importante conceito de curvatura. Em seguida, estudaremos superficies, onde
aparecem as definicdes de curvatura média e curvatura gaussiana, as quais irao aparecer
naturalmente no nosso trabalho na forma de um potencial geométrico para particulas per-

correndo superficies curvas.
Aqui nés nao utilizaremos um grande rigor mateméatico nas definigdbes. Também nos
limitaremos a superficies no R®, o que é suficiente para o nosso trabalho. Para uma leitura

com mais rigor matematico e mais aprofundada em superficies ( no R") veja as referéncias

[16] e [17].

1.1 Curvas

1.1.1 Curvas Parametrizadas

A grosso modo, uma curva é um subconjunto de pontos (x,y, z) de nimeros reais no
R®, que em certo sentido se restringe apenas a uma dimensdo. Esses subconjuntos de pontos
sao determinados por funcoes diferenciaveis de suas coordenadas. Com isso, podemos usar

as ferramentas do céalculo diferencial, como derivadas e integrais. A partir dessas ferramen-
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tas somos capazes de encontrar algumas caractéristicas de interesse no estudo de curvas e
superficies. Quando me refiro a funcoes diferenciaveis quero dizer que a funcodes possuem
derivadas de todas as ordens em todos os pontos. Essas coordenadas, por sua vez, podem
ser determinadas por um parametro em comum, que é chamado de parametro da curva. Por
exemplo, um circulo pode ser determinado por suas coordenadas radial (r), e angular (0),
que podem ser funcoes de uma variavel t. Assim podemos definir um circulo de raio r = 1,
figura 1.1, com a seguinte equagao paramétrica

a(t) = (cos(t),sen(t)), (1.1)

aqui a variavel ¢t é o parametro dessa curva. E esse parametro que determina cada ponto da

Yy

a(t)

Figura 1.1: Circulo parametrizado.

curva. Pela exigéncia da fungao ser diferencidvel algumas fungoes sao limitadas a um intervalo
onde de fato sao diferenciaveis. Entao, nada mais natural do que definir um intervalo I para a
curva. Por exemplo, na equacao 1.1 as fun¢oes seno e cosseno sao diferenciaveis em qualquer
ponto. Assim, [ = (—o0, +00).

A seguir definiremos um vetor que tangéncia «(t) em cada ponto da curva, esse vetor é

de grande importancia no estudo das curvas e superficies.

1.1.2 Vetor Tangente

Podemos extrair muitas caractéristicas e propriedades de uma curva através da definicao

de um vetor tangente a curva. Para construir tal vetor considere a figura 1.2 . Suponha que
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dt
a(t + dt)

O

Figura 1.2: Defini¢ao do vetor tangente.

percorremos a curva do ponto «(t) até o ponto a(t+dt), o vetor tangente sera definido como

o vetor unitario que liga esses dois pontos, no limite em que dt — 0. Assim, temos:
t+dt) — aft do(t
T(t) = tim AT Z0) _dolt) _ (1.2)

dt—0 dt dt
onde o/(t) é a derivada de «(t) em relagdo a t. Note que consideramos ¢ como sendo o

comprimento de arco, que serd formalmente definido na proxima secao. O vetor tangente é
conhecido também como vetor velocidade. E esse vetor que indica a mudanca da curva e o

quao rapido o faz a medida que variamos t, como podemos ver na figura 1.3.

Nesse caso podemos notar que o vetor tangente aponta em diferentes direcoes em pontos
distintos, ou seja, ele vai mudando a sua direcao & medida que percorremos a curva. Para
o caso do circulo, vale ressaltar que a inclinacao do vetor tangente com as vizinhancas da
curva nao muda, e assim podemos dizer que a velocidade de mudanca da curva é constante.
Definiremos mais a frente uma grandeza (curvatura) que mediré o quao veloz o vetor tangente
muda com o parametrizacao.

Um ponto em que o/(t) = 0 é um ponto em que o vetor tangente nao é diferenciavel.
A esse ponto chamamos de ponto singular. A figura 1.4 mostra um exemplo onde o vetor
tangente nao ¢ diferencidvel. Note que as derivadas vindo da esquerda e da direita sao

diferentes. Aqui consideraremos apenas curvas sem pontos singulares, ou seja, curvas que
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—
W

Figura 1.3: Circulo com véarios vetores tangentes em diferentes direcoes.

Yy

O

Figura 1.4: Ponto singular.

possuem derivadas, e que estas sejam diferentes de zero em todos os pontos. Essas curvas sao
chamadas de curvas diferenciaveis parametrizadas regulares. Veremos adiante que podemos
medir o comprimento de uma curva a partir do vetor tangente, e fazé-lo parametro dessa

curva.

1.1.3 Comprimento de Arco

Uma vez que fizemos as consideragoes anteriores sobre curvas podemos agora definir o

comprimento de arco delas. O comprimento de arco é definido como a integral do médulo
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do vetor tangente do ponto ¢y ao ponto ¢, isto é,

s :/t o/ (4)|dt, (1.3)

onde

o/ ()] = V(@' (8)* + (v (£))? + (/1)) (1.4)

Com o/(t) # 0, o comprimento de arco s é uma fun¢ao diferenciavel de t, e & = |o/(t)|. E
A P . . ’

comum termos como parametro o proprio comprimento de arco, nesse caso < =1 = |a (¢)];

isto é, o vetor velocidade tem comprimento constante igual a 1. Com isso, a equacao 1.3

torna-se:
t
s:/dt:t—to. (1.5)
to

A ideia por tras da definicdo da equacdo 1.3 é bastante simples. E ligar varios pontos
da curva por segmentos de reta como fizemos na figura 1.5, mas com muito mais pontos. Ao

somar o comprimento de cada segmento de reta teremos o nosso comprimento de arco

s = V(@1 () = 2a(£)? + (Yn1(t) = ya(0)? + (201 (1) — 2(1))?. (1.6)

E claro que com poucos segmentos a medida do comprimento de arco torna-se grosseira.
Assim, adicionando muitos segmentos de reta aumentamos a exatidao do comprimento do
arco. Ao fazer essa consideracao os comprimentos dos segmentos de reta tornam-se cada vez

menores e distam apenas de dt. De modo que a equacgao 1.6 torna-se:

s =Y (@t +dt) — 2,(6))% + (yalt + db) — ya(t))® + (za(t + db) — 2, ()2 (L7)
Sabendo ainda que:
x(t +dt) —z(t) = 2'(t)dt, y(t+dt)—y(t) =y (t)dt, z(t+dt) —=z(t) =2'(t)dt, (1.8)

a equagcao 1.7 torna-se:

s =Y ()2 +y, ()2 + 2 (t)%dt. (1.9)

Temos que o termo da raiz quadrada é igual ao modilo de o/(¢). No limite em que
n — oo ou dt — 0 o somatoério da equacao 1.9 passa a ser uma integral como em 1.3.
Estudaremos agora o conceito de curvatura, que basicamente nos diz como a curva vai

sendo modificada & medida que a percorremos.
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Figura 1.5: Curva formada por varios segmentos de reta.

1.1.4 Curvatura

Uma vez que, definimos o vetor tangente ?(t) podemos estudar o quanto esse vetor
muda de direcao com a variacao do parametro t, e de imediato obter a informacao de quanto

modificada a curva estd sendo.

De maneira mais formal, a curvatura é um vetor ?(t) normal ao vetor tangente, cujo
modulo é a taxa de variacao do angulo que os vetores tangentes fazem as vizinhacas da
curva a medida que percorremos a curva variando ¢t. A figura 1.6 ilustra a mudanca de
inclinacao dos vetores tangentes. Nas regioes onde a mudanca é grande, o vetor curvatura é

mais intenso.

Considerando agora uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s (seguiremos

com esse parametro até que seja dito o contrario) essa taxa de variacao é dada pelo modulo
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Figura 1.6: Vetor curvatura.

da derivada do vetor tangente ? = a/(s) e recebe o0 nome de curvatura
r=la ()], (1.10)

e ¢ medido em radianos ou graus por metro. Como ja mencionado o vetor de curvatura é
normal ao vetor tangente e pode apontar em qualquer dire¢cao, mas seu sentido pode ser
positivo ou negativo a depender da convencao adotada, até entao nao vamos nos preocupar

com 1Sso.

A curvatura nos diz como o comprimento de uma curva muda & medida que a curva é
deformada. Esse vetor também é conhecido como vetor aceleracao radial, ele é a velocidade

de mudanca do vetor tangente ao longo da curva.

Como exemplo, vejamos as curvaturas de uma “pista de corrida” como mostra a figura
1.7. Se movermos o vetor tangente do ponto A em qualquer ponto da vizinhaca desse ponto,
sem se importar com o sentido, a mudanca de direcao do vetor tangente sera brusca, entao
temos que a curvatura no ponto A é grande. J& se observarmos a mudanca de direcao do
vetor tangente na regiao do ponto B, veremos que ela nao muda muito de um ponto a outro,

portanto a curvatura é pequena nessa regiao.
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Figura 1.7: Pista de corrida.

Podemos descobrir também a curvatura de um ponto introduzindo um circulo, o de
maior raio possivel, que tangencia o ponto em questao. Esse circulo é conhecido como
circulo osculador, como mostra a figura 1.8. Para um circulo de raio a, o vetor w aponta

para o centro e temos a curvatura definida por
1
K= —, 1.11
: (1.11)

onde a é chamado de raio de curvatura. Por exemplo, da figura 1.7 se colocarmos um circulo
osculador no ponto A teremos um circulo pequeno, logo pela equacao 1.11 a curvatura sera
grande. J& no ponto B o circulo terd um raio maior e assim sua curvatura serd pequena.
Imagine agora uma reta. Nesse caso o maior circulo osculador é um circulo de raio infinito,

portanto pela 1.11 a curvatura é zero.
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Figura 1.8: Circulo osculador.

Com essas definicoes para curvas, conseguiremos introduzir o estudo de superficies e
trazer definicoes similares & curvatura. Aqui, serd necessario introduzir uma matriz conhecida
como a segunda forma fundamental. Além disso, veremos como calcular o comprimento de
arco em superficies, que estd associada a primeira forma fundamental, também conhecida
como métrica. Essas definicoes junto com as defini¢oes de curvaturas média e gaussiana

serao de grande utilidade no entendimento do cap. 2.

1.2 Superficies

Localmente uma superficie S, no espago tridimensional, é dada pelo grafico de uma

funcao de duas coordenadas
2= f(z,y). (1.12)

Por exemplo, a superficie da figura 1.9 é dada pelos seguintes pontos:

2 2
(,y,2) = (xy % + %) , (1.13)

onde x e y sao livres, e z é determinado por uma fungao deles. Por sua vez, x e y podem
ser fungoes de um parametro ¢ qualquer. Deste modo, os pontos na superficie sao dados por

funcoes desse parametro. E necessério, assim como para as curvas, que as superficies sejam

suficientemente suaves tal que as nocoes usuais do calculo possam ser estendidas a um tal
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Figura 1.9: Paraboloide eliptico.

conjunto. Baseando-se na secao de curvas seguiremos definindo entes geométricos que na

sequéncia tenham ideias e fungoes analogas para superficies.

1.2.1 Plano Tangente

O plano tangente é o andlogo do vetor tangente para superficies. Para o caso das
superficies a definicao de apenas um vetor tangente nos daria somente a informagao de
como a superficie varia no sentido desse vetor. Caso percorréssemos em qualquer outro
sentido precisariamos definir um novo vetor nesse mesmo sentido. Por isso, definimos o
plano tangente.

O plano tangente é um plano constituido pelos vetores tangentes que passam no ponto
P. Esse plano toca a superficie apenas uma vez em cada ponto, e cada ponto possui um
respectivo plano tangente. A figura 1.10 mostra um plano tangente no ponto P de uma
superficie. Para definir esse plano precisamos definir um vetor unitirio normal a superficie
nesse ponto.

Como veremos na proxima segido é conveninete definirmos novas coordenadas u;(t) a
depender da simetria da superficie. Essas coordenadas sao ortogonais entre si e possuem a

origem no ponto P. A partir dessas coordenadas nés construiremos o vetor normal. Na figura
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Figura 1.10: Plano Tangente ao ponto P.

1.11 estam representadas as coordenadas locais u; (t) e uy(t) em uma superficie esférica. Cada

Figura 1.11: Coordenadas locais no ponto P.

coordenada w;(t) delimita uma curva na superficie, e com isso podemos encontrar vetores

tangentes a essas curvas no ponto P. Os quais sao determinados por,
T = (1), (1.14)

Esses vetores seguirdao o sentido de u; e serao ortogonais entre si, como ilustra a figura

1.12. O vetor normal sera dado pelo produto vetorial dos vetores tangentes

T x T

=
|§1><§2|’

(1.15)
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Figura 1.12: Plano Tangente ao ponto P formado pelos vetores tangentes de u;(t) e ua(t).

e ¢ indicado na figura 1.12. Uma vez que temos o vetor normal, temos o suficiente para

determinar o plano tangente. Para isso, utilizamos a equacao geral do plano
a(x — xo) + b(y — yo) + c(z — 29) = 0, (1.16)

onde os termos a, b e ¢ sao as componentes do vetor normal, e xg, 1y € 2o sao as coordenadas

do ponto P.

Assim como para curvas, em que a mudanca do vetor tangente com a vizinhaca da
curva nos diz a respeito da curvatura em uma determinada regiao, o plano tangente pode
ser utilizado de forma semelhante. A curvatura em uma superficie pode ser vista como a
mudanca da inclinacao do plano tangente a medida que percorremos alguma direcao, ou
simplismente a variacao do vetor normal .

Introduziremos na secao de curvaturas de superficies uma matriz que nos informa tal
mudanca em relacao & direcao e ao sentido percorrido. Mas antes veremos como calcular os

comprimentos em um dada superficie.
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1.2.2 Comprimento e Métrica

Em uma dada superficie plana o comprimento de um ponto a outro é dado simplis-
mente pela raiz quadrada da soma dos quadrados das diferencas entre cada coordenada,

matematicamente falando é:

s = (r =202+ (y —0)? + (z — 20)*. (1.17)

Mas no que diz respeito a uma superficie S (ndo confundir com o comprimento de arco s)

- A{«U:hyu»zu)

B

Figura 1.13: Comprimento de arco entre dois pontos.

curva a equacao 1.17 torna-se diferente. No plano, é mais conveniente trabalhar com coorde-
nadas cartesianas. Ja em superficies curvas é mais conveniente trabalhar com coordenadas
curvilineas. Por exemplo, em uma superficie esférica é mais oportuno usar coordenadas
esféricas.

De uma maneira geral, essas coordenadas sao chamadas de coordenadas locais, que
denotaremos como u; e uy. Elas sao providas de parametrizacao entre o dominio no plano
ur-ug € a porcao de S. Sao fungoes dessas coordenadas que formam a superficie. Tomando

mais uma vez como exemplo a superficie de uma esfera de raio a, que é dada por
x = (z,y, z) = (asenpcosh, asengsend, acosg), (1.18)

temos que ¢ e 6 sao as coordenadas locais em toda a esfera exceto nos polos. L&, 6 é
indefinido e ¢ nao é diferenciavel.
Em geral, as posicoes sao dadas pelas coordenadas locais u;. Ao longo de uma curva,

essas coordenadas sdo, por sua vez, funcoes de um tnico parametro . As componentes do
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vetor posicao X de um dado ponto da superficie serao dadas pelas derivadas parciais em

relacao a u;

0x or 0Oy 0z
o - (2= 2 T 1.1
xi Guz (6U17 aUZ" 8UZ) ’ ( 9)
e a derivada em relacao a t
dx dx du; .

Aqui, temos que

% = T(t) = alt), (1.21)

¢ 0 nosso vetor tangente definido na equagdo 1.2. Aqui, a(t) é uma curva na superficie da

qual queremos calcular o comprimento de arco. Com isso, retornamos a definicao da equacao

t1 ,
s= [l
to

para o comprimento de arco s. Substituindo a equacao 1.20 ficamos com:

1.3

t1
S = / ’Xlul + X2’ll2|dt

to

t1
= / \/(Xlxl)’d% + 2(X1X2)ib1’llg + (Xng)’d%dt (122)

to
t1
= / E g uuyde,
to ij

onde

ox 0x

Como o comprimento de arco é dado por:

5= /ds, (1.24)

comparamos com a equacao 1.22 e percebemos que
ds® = Z gijdu'du’ . (1.25)
tj
A matriz formada por g¢;; é chamada de primeira forma fundamental ou métrica. Como

exemplo, vamos calcular a métrica de uma superficie esférica de raio a. Como ja mencionado,
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as coordenadas locais adequadas sao ¢ e 6 como indicado na equacao 1.18. Com isso podemos
calcular cada termo da matriz g;; derivando os termos da equacao 1.18 conforme indicado
na 1.23

Jop = a° cos’pcos?d + acos®psen’d + a’sen’p = a?,

9e0 = Gop = —a’sengpsenfcospeost + a’sengcosfeospsend = 0, (1.26)

goe = a’*sengsenfsengsend + a’senpeosfsenpeosd = a*sen?e.

Colocando na forma matricial, temos

a? 0
g= . (1.27)
0 a’sen?¢
Da equacao 1.25 temos entao
ds* = (a®d¢?® + a’sen’¢dh?). (1.28)

Como as coordenadas locais podem ser parametrizadas por ¢t temos que:

d¢ ; df ,
do="Ldt=gat e dy="rdt = ba (1.29)

assim ds? resulta em
ds* = (a®¢* + a®sen’ 62 )dt?. (1.30)

Na proxima secao estudaremos os tipos de curvaturas em uma superficie. Veremos
a definicao de curvaturas principais, cujas direcoes nos forneceram as direcoes de nossas
coordenadas locais. Através delas também ¢é possivel definir outros tipos de curvatura, como:
a curvatura média e a curvatura gaussiana. Essas curvaturas sao de grande importancia no
nosso trabalho e no estudo de superficies. No capitulo 2 quando aplicarmos o procedimento
de da Costa para o confinamento de uma particula percorrendo uma superficie curva surgira
um potencial em termos dessas curvaturas, chamado de potencial geométrico ou potencial

de da Costa.

1.2.3 Curvaturas

Para realizar o estudo da curvatura em um ponto P de uma superficie devemos antes

definir nosso conjunto de coordenadas. E mais conveniente trabalhar com coordenadas locais
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que sejam ortogonais entre si. Uma vez definidas as coordenadas precisamos definir outros
entes geomeétricos que nos auxiliem, pois de um mesmo ponto existem mais de uma curvatura,
a depender da direcao e sentido em que percorremos a superficie.

A determinacao da direcao de curvatura é determinada por um plano perpendicular a
superficie, no qual o ponto P esteja contido, e que serd determinado por dois vetores a serem

definidos a seguir. A figura 1.14 ilustra tal procedimento. Apods esse “corte” a intersecao da

Figura 1.14: Interseccao de um plano perpendicular a superficie S no ponto P.

superficie com o plano forma uma curva. Com isso, podemos resgatar tudo que foi visto na

secao 1.1.4.

Dessa secao vimos que o vetor curvatura é um vetor normal & curva e que seu modiilo é
determinado com a mudanca do vetor tangente. Entao, podemos extrair um vetor tangente
a curva de intersecao, que indica o sentido percorrido, e um vetor unitario 7 normal a
superficie, no ponto P, calculado na secao 1.2.1. Sao esses vetores que determinam o plano

que intersecta a superficie.

Como mencionado, o vetor curvatura estd na mesma direcao de w
=K1, (1.31)

dependendo da direcao de 7 a curvatura pode ser positiva ou negativa. A maior curvatura

K1 € a menor, ke, em um ponto sao chamadas de curvaturas principais. Elas ocorrem em
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direcoes ortogonais e determinam a curvatura em todas as direcoes, observe a figura 1.15.

Figura 1.15: Curvaturas principais.

Escolhendo as coordenadas com origem no ponto P e com a superficie S tangente ao

plano z-y nesse ponto, a curvatura na superficie formada pela funcdo z = f(z,y), na direcio

de ? é dada por

k= (DN),(T, T)=T"

1
0

Por exemplo, se ? =

k=11 0]

[ O°f(P) O*f(P) ]
0x? 0x0y
T (1.32)
*f(P) Pf(P)
0xdy 0y?
[ O°f(P) O*f(P) ]
0x? 0x 0y 1 - M (1.33)
erp) ey | LO] "
0x0y Oy?

Note que o vetor ? nos fornece a dire¢do e o sentido que estamos percorrendo a superficie

e os elementos da matriz nos diz a curvatura em uma determinada diregao.
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A matriz simétrica (D?f), é conhecida como a segunda forma fundamental IT da super-
ficie em P. Em qualquer outro ponto precisaremos definir outras coordenadas tangentes ao

ponto e reescrever a II.

Podemos fazer uma escolha de coordenadas ortogonais x, y de forma que II sera cons-

tituida por uma matriz diagonal com os elementos dados pelas curvaturas principais
II = . (1.34)
Dessa maneira, a curvatura em uma certa direcio o = (vs, vy), tal que \7| =1, & dada por

k1 O Vg
! = K102 + Kov? (1.35)

k= v'Tlv = [v,,v,] v

0 kKo Uy
que nada mais é do que uma média das curvaturas principais. Para esse caso, escolhemos as
coordenadas para o plano x-y como sendo as dire¢oes das curvaturas principais, que sao as
coordenadas locais. Essas direcoes sao conhecidas como direcoes principais ou direcoes de

curvatura.

Para esse mesmo sistema de coordenadas podemos, através da segunda forma funda-

mental, definir mais duas curvaturas, a curvatura média M dada por

1
M= Tyl = B 72 (1.36)
2 2
e a curvatura de gaussiana K
K = detIl = k1Ko, (1.37)

que aparecerao no capitulo 2 na forma de um potencial geométrico. Essas curvaturas estao
diretamente relacionadas no calculo da area de superficies. Aqui, ndo vamos explorar essas
propriedades. O leitor que tiver interesse deve recorrer as referéncias [16] e [17].

No proximo capitulo estudaremos o procedimento desenvolvido por da Costa [10] no
estudo da mecanica quantica em superficies curvas. Nesse procedimento, veremos o surgi-
mento de alguns ingredientes definidos nesse capitulo, como a primeira e a segunda forma

fundamental.



Capitulo 2

Procedimento de da Costa

Neste capitulo mostraremos o procedimento desenvolvido por da Costa [10], que descreve
o movimento de uma particula quantica confinada a uma superficie. Esse método leva em
consideracao o confinamento da particula através de um potencial atrativo infinitamente
forte, que a mantém presa a uma superficie pré-definida. A ideia é que esse potencial
seja constante ao longo da superficie, mas que aumente acentuadamente para pequenos
deslocamentos da dire¢ao normal. Isso nos levaré a uma separagao na equagao de Schrodinger
em duas. Uma que contém as coordenadas superficiais e outra que dependera da coordenada
transversal e do potencial confinante. Na secao a seguir iniciaremos o procedimento definindo

a parametrizacao da superficie proposta por da Costa.

2.1 Parametrizacao da Superficie

A superficie, que chamaremos de S, pode ser parametrizada por um vetor 7(q1, ¢2) que
nos promove as posicoes sobre a superficie. Ja o espaco tridimensional em que S esta contida

é parametrizada por

ﬁ(leQ?aqfi) = ?(QDQQ) +QSﬁ(Q1>QQ)a (21)

onde ﬁ(ql, ¢2) € o vetor normal no ponto P na superficie. A figura 2.1 ilustra tais vetores.

Apartir dessa parametrizacao, nos é permitido escrever o tensor métrico tridimensional
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ﬁ(‘h! qaz, Q3)

O 7(q1, q2)

Figura 2.1: Parametrizacao da superficie S.

G'i;. Lembrando que o tensor métrico bidimensional é dado por:

0T o7 2.2)
gij = Y .
7 9q;  Oq;
com 7,5 = 1,2. Temos também que a derivada do vetor normal é calculada através de
ON & o7
=) o, (2.3)
dgi <= " 0
onde o, sao os coeficientes de Weingarten, que sao dados por:
1 1
Q11 = 5(912}121 — g2h11), Q12 = E(hllgﬂ — ha1911), (2.4)
1 1
Qo1 = 5(%2912 — h12g22), Qg = E(hmgu — haag11), (2.5)

com g = det(g;;), € hi; sendo os termos da segunda forma fundamental. Assim, com a

equacao 2.1 e 2.3, é possivel escrever as seguintes relacoes:

oR & o7
o0 ;(5@ + Oéij%)a—%v (2.6)

OF _

dqs

N(QL(D)‘ (2.7)

Com o intuito de justificar a recorréncia que calcula os termos do tensor métrico G,

que serd apresentada mais adiante, calcularemos os termos G = G;. Pela definicao do
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tensor métrico

17 T ° 9 2.8
J @Qi aqj ( )
devemos calcular
o8 - )a?+ o7 25)
—_—= « — + apag3—, )
X 1193 X 1243 X
oF o7, " )a? -
— = Q913 —— « — )
86]2 2143 8q1 2243 8(]2
Portanto,
_ 2 2 2 2
G2 = a11001G3911 + 110022G3 912 + Q12021G3 921 + Q12062245 G2
+ 1193912 + 1293922 + Q21¢3g11 + Q22g3ga1 + g1, (2.11)

onde usamos a equacao 2.2. De maneira geral, para qualquer superficie que obedeca a
parametrizacao descrita, os termos do tersor métrico podem ser calculados pelas seguintes

relagoes
Gy = gij + [ag + (ag)T]ij g+ (aga”)iq5, Gis =G5 =0, i,j=1,2; Gz3=1. (2.12)

Note que nos casos em que temos o indice 3 teremos produtos internos dos vetores 7 e ﬁ,
o que justifica a recorréncia acima para esses casos.

Uma vez que conseguimos escrever o tensor métrico tridimensional, podemos partir para
a equacao de Schrodinger. Na proxima secao escreveremos essa equacao para uma superficie

qualquer, cuja parametrizacao foi mostrada aqui.

2.1.1 Particula ligada a uma superficie

Antes de escrever a equacao de Schrodinger devemos descrever o potencial que aprisiona
a particula & superficie. Como a nossa particula nao pode ser mais encontrada com total
precisao, devido ao principio da incerteza, é razoavel colocar apenas forcas confinantes na

direcao normal a superficie, uma vez que é mais provavel encontrar a particula na superficie.

Para tal aprisionamento, em uma superficie pré-definida, é considerado um potencial

atrativo infinitamente forte. Com essas ideias em mente, temos que o potencial confinante é
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dado por:
07 qs = 07

0, g3 #07

onde A é o parametro de compressao. Um exemplo de potencial confinante pode ser um

lim Vilgs) = { (2.13)

1
potencial harmonico, V) (gqs3) = Qm)\2q§, com A eventualmente indo para infinito.

Com o ja descrito potencial confinante, podemos escrever agora a equagao de Schrodin-

ger. Aplicando o laplaciano para coordenadas curvilineas (qi, g2, ¢3), nés obtemos:

h? 3 1 0 _ 8'¢ . ad)
Com ”21 ﬁaqi <\/E<G l)wa—q]) + Va(g3)Y = Zha’ (2.14)

onde G = det GG;;. Pela equacao 2.12 podemos re-escrever a equagao acima da seguinte forma

R, R (0 2 o
_% Y — 2_ <a_q?2) + 8_%(111\/@)8_%) + V,\((]g)lﬁ = ZhE, (2.15)

CcOo1m

o2 = i 1 a‘ <\/§(G1) 81/’) . (2.16)

i aq]
Podemos agora propor uma funcao de onda do tipo
X(q1, 42, 43) = X¢(q1, 42)Xn(43), (2.17)

onde o indice ¢ indica uma funcao de onda dependente apenas das coordenadas tangenciais a
superficie. Ja n é para a funcao de onda que depende da coordenada normal. Essa separacao
é natural uma vez que esperamos a funcao de onda na superficie depender apenas de ¢q, e
qe. Para realizar a transformacao de 1) — y necessitamos olhar para o elemento de volume

dV em coordenadas curvilineas, dado por

dV = f(q1, g2, g3)dSdgs, (2.18)

onde dS = ,/gdqidq,. Usando as equagoes 2.6 e 2.7, encontramos que

f(q1.q2,q3) = 1 + Tr(o;)gs + det(cuij) g (2.19)

Assim encontramos a relacao entre ¢ e x

X(a1, 2, 43) = [F(a1, 42, 43)] > (a1, g2, g3). (2.20)
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Aplicando essa transfomacao a equacao 2.15, encontramos:
h? n [ o2 1| fof\* .o
VE[ o ()] - L (oY o
2m i 2m | dgz  4f dqs 9q3

Pondo em pratica o limite em que A\ — oo na equacao 2.13, a funcao de onda tera apenas

L 0x
X} + Wi(g3)x = zha.

(2.21)

valor significantemente diferente de zero ao redor de g3 = 0, pois existird uma barreira de
potencial muito forte em ambos os lados da superficie. Com isso, podemos aplicar o limite
de g3 — 0, assim a equacao 2.21 torna-se:

2

K2 1 9 Loox\ m? (1 2 h2 9%y dx
2mij:1 V9 0G; (\/E(g )]8qi> 2m {2 r(ozj)} et(aij) | X 2m 8q§+ M) = ot
(2.22)
Essa equacao ¢ facilmente separavel através de 2.17. Isso resulta em duas equagoes
h? 82Xn 8Xn
- n = th——, 2.2

RS 1 0

“om 2= 0

(vatr52) - o ([éTr(az-nr - det(az-») =% (2

A primeira equagao é a equacao de Schrédinger unidimensional para uma particula
ligada por um potencial transversal, e podemos ignora-la em futuros calculos. Ja a equacao
2.24 contém toda a informacao da dinamica de uma particula em uma superficie. Nessa

mesma equacao encontramos um termo que depende apenas da geometria da superficie

Vieo = —% ([%Tr(aij)} - det(%‘)) 7 (2.25)

esse termo é conhecido como potencial geométrico ou potencial da Costa. Utilizando a
equacao 2.4 somos capazes de re-escrever esse potencial da seguinte maneira

h2

- 2m

Vieo = (M? - K), (2.26)

onde

1 1
M = %(Qllhm + g22hi1 — 2g12h12) = §(k1 + k2), (2.27)
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é a curvatura média e

1
K= —det(hij) = k’lkg, (228)
)

¢ a curvatura gaussiana. Os termos g;; e h;;, com 7,j = 1,2, sao os elementos da métrica e

da segunda forma fundamental. J& k; e ko s@o as curvaturas principais.

2.1.2 Potencial Geométrico para coordenadas cilindricas

Como estamos interessados em nanotubos, iremos agora calcular o potencial geométrico

para uma superficie de revolucao f(¢,q), cuja equacoes paramétricas sdo dadas por:

x=p(q)cosd, y=q, z=p(q)seng. (2.29)

O potencial geométrico que vamos derterminar seré de grande utilidade para os proximos
capitulos, pois a medida que aplicarmos o procedimento de da Costa ele surgira naturalmente.
Como mostrado na secao 1.2.2, iremos calcular primeiramente a métrica dessa superficie.

Temos que os termos sao dados por:

9o = p(q)sengp(q)send + p(q)cospp(q)cos = p(q)*, (230)
Gag = P (q)c0s6p (q)cosd + 1 + p(g) sengp(q) seng = 1+ p'(q)*, (2.31)
9sq = Gao = —p (q)cosdp(q)seng + p(q) sendp(g)cosd = 0, (2.32)
ou na forma matricial
gij = play: 0 . (2.33)
0 1+p(q)?

Prosseguindo, vamos calcular agora a segunda forma fundamental. Temos que a segunda

forma fundamental pode também ser calculada da seguinte maneira:

[ 0?f(d.q) Of(,q)
92 969q

hi; = 11 7, (2.34)

|+~

of(d,q) f(9.q)
0q0¢ 0¢?

onde 77 ¢ o vetor normal calculado pela equacgao 1.15. Calculando as segundas derivadas de

f(#,q), temos:

%ﬁ;q) = (—plq) cos ¢,0, —p(q)sengp), (2.35)
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0? " "
% — (" (q) cos 6,0, (q)send), (2.36)

0f(¢.q) _ 9f(¢,q)
dgdp  0ddq

J& o vetor normal, nao normalizado, é dado por:

= (=9 (¢)seng, 0, p'(q)cos0). (2.37)

7 = (—p(g) cos 6, p(q)p (q), —p(q)seng). (2.38)

Calculando o produto interno das segundas derivadas com o vetor normal, e utilizando a

equacao 2.33, podemos escrever a segunda forma fundamental da seguinte maneira:

A e U (2.39)

V1+0(9)? 0 —p'(q)

Com isso, podemos agora calcular o potencial geométrico usando as equacoes 2.27, e 2.28, o

que nos leva a
v 4@+ pl@p (9
o 8m o p(e)?[1+p (@)

A equagao 2.40 é o potencial geométrico geral para a parametrizacao do nanotubo p(q).

(2.40)

Esse potencial surgird em todas as situacoes em que usarmos tal parametrizacao. Nessa
dissertacao, trabalharemos em duas circunstancias bem diferentes, porém com a mesma
parametrizacao do nanotubo, e o potencial geométrico na forma da equacao 2.40 ird surgir
nas nossas equagoes.

Uma dessas condigoes sera vista no proximo capitulo, em que iremos realizar o proce-
dimento de da Costa partindo de um Hamiltoniano em que a massa efetiva ¢ dependente da

posicao da particula.



Capitulo 3

Efeitos da massa efetiva dependente da
posicao no transporte eletréonico em

nanotubos deformados

Com o passar dos anos o interesse em estudos da dinamica de particulas em superficies
bidimensionais tem aumentado cada vez mais. Isso é devido ao aprimoramento experimental
de se construir estruturas bidimensionais com bastante controle, como o grafeno, fulereno, e

nanotubos de carbono.

Em muitos estudos um fator importante é negligenciado, o de considerar a massa efetiva
dependente da posicao. Aqui nés encontraremos a equagao de Schrodinger para superficies
em geral levando em consideracao a massa variavel com a posicao. Temos como intuito
estudar propriedades eletronicas em estruturas bidimensionais como o nanotubo de carbono,
que como veremos possui uma massa efetiva distinta para diferentes diametros, como mostra
[4].

Para isso, seguimos o procedimento descrito por da Costa para o confinamento de uma
particula em uma superficie, e assim obtendo o potencial geométrico para sistemas com a
massa dependente da posicao. Esse potencial nao sofre mudancas na forma de sua equagcao,
porém a consideracao da massa variando com a posicao nos leva a algumas mudancas nas

propriedades de transporte. Além disso, na equacao de Schrodinger surgem dois termos
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extras devido a essa inclusao. Com isso, nos calculamos as expressoes para a transmitancia

e a reflectancia para superficies de revolucao em geral.

Como primeira aplicacao nos estudamos o transporte eletrénico em nanotubos defor-
mados, assim como feito por [1], porém considerando a massa efetiva variavel. Para isso,
desenvolvemos uma cédigo no MAPLE para calcular a transmitancia para diferentes tipos
de deformacoes do tubo. Isso nos revelou uma significante mudancga nas propriedades de
transporte, as quais sao sensiveis a massa dependente da posicao. Essa sensibilidade deve
ser levada em conta no desenvolvimento de dispositivos eletronicos bidimensionais.

Na proxima secao iremos introduzir o conceito basico de massa efetiva. Para isso,

descreveremos brevemente o modelo Tight Binding para uma rede cristalina unidimensional.

3.1 Massa efetiva

Em uma rede cristalina os elétrons podem ser transferidos de um atomo para outro.
Porém, essa passagem nao é realizada livremente. Existe uma interagao direta do elétron com
os atomos vizinhos a ele. Uma das principais interacoes é a presenca das forcas coulombianas
entre a rede e os elétrons transferidos. Para estudar a interagao da rede como o elétron foi
desenvolvido o modelo Tight Binding que nos fornece algumas informacoes.

Dentro desse modelo surge o conceito de massa efetiva. Aqui faremos uma pequena
introducao desse modelo com a finalidade de compreender a ideia de massa efetiva. O leitor
mais interessado no modelo Tight Binding pode conseguir mais informacoes nas referéncias
[18] e [19].

Por questoes de simplicidade trataremos aqui o caso de uma rede unidimensional. Ima-
gine agora uma cadeia de N atomos, igualmente espacgados e que cada dtomo possui apenas
um orbital. O orbital do 4&tomo n vai ser chamando de |n). A figura 3.1 ilustra o esquema.

Os elétrons em cada orbital podem se transferir de um orbital para o outro.

A funcao de onda geral é dada por:

() =Y ¢nln). (3.1)
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(1
e —

12 B 14 15 16

Figura 3.1: Cadeia tight binding.
Fonte: SIMON, S. H.. The Oxford Solid State Basics. Oxford University Press, 2003.

E a equacao de Schrodinger efetiva pode ser escrita como

> Humom = Edy, (3.2)
onde H,,, ¢ o elemento de matriz do hamiltoniano

Hym = (n| H |m) . (3.3)

O Hamiltoniano pode ser escrito como a soma da energia cinética K = p?/(2m) mais a

interagao coulombiana V; do elétron na posi¢ao r com os nucleos dos sitios j

H=K+>_Vj, (3.4)

J
onde V; é func¢ao das posigoes

V; =V(r— Rj), (3.5)

com R; sendo a posigao do j-ésimo nucleo. Ao aplicarmos |m) pela esquerda na equacao 3.4

temos que

Hm) = (K + V) |m)+ > _Vj|m), (3.6)
Jj#Fm
onde K +V,, é a energia de um simples niicleo e o somatorio corresponde aos outros nicleos

do sistema. Com isso, temos que os elementos do hamiltoniano podem ser escritos como
Hum = (0| H [m) = €adpm + Y (n|V;|m), (3.7)
i#m
em que €, corresponde a energia do elétron no nicleo m na auséncia de outro nicleo. O

ultimo termo da equagao 3.7 é entendido como a interagao entre um orbital e outro ntcleo
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proximo. Geralmente a transferéncia de um elétron entre os orbitais é realizada apenas entre

os primeiros vizinhos, ou seja, os &tomos n e m devem estar proximos. Assim, temos que

‘/07 n = m7
d | Vilm) =3 —t, n=m=+1, (3.8)

JjFm
0, outro caso,

onde o termo V[ representa apenas uma mudanca de energia no sitio e nao uma transferéncia

de elétrons. Com isso, os elementos da matriz do hamiltoniano sao dados por:
Hnm - 605n,m - t(5n+1,m + 5n—1,m)7 (39)

onde definimos

€0 = €+ V. (3.10)

O termo t é responsavel por permitir que o elétron va de um sitio para o outro, e possui
dimensao de energia. A magnitude desse termo depende diretamente das distancias de cada
ntcleo. Quanto mais proximos os atomos, mais intenso é t. Consequentemente, quanto mais

longe os sitios mais fraco é t.

A solugao do modelo Tight Binding para nossa cadeia unidimensional é dada por:

e—zk’na

On = Nl (3.11)

onde o fator vV N é devido a normalizacao de uma rede de N &atomos, a corresponde as

distancias entre os ntcleos, e k é o vetor de onda. Para essa solucao é considerada a equacao
de Schrédinger independente do tempo. Caso contrario, deverfamos ter um fator de ™.
Devido a periodicidade da rede temos que k — k+ 27 /a nos fornece a mesma solugao. Além
disso, se considerarmos condigoes de contorno periddicas, em uma rede com comprimento

L = Na, os valores permitidos de k sdo quantizados em unidades de 27/L. Dessa maneira,

existem IV solugoes para a equagao 3.11.

Substituindo a equacao 3.11 na equacao de Schrodinger ficamos com:

6—7Lkna e—ik(n—l—l)a e—ik(n—l)a

VN VN

Assim, o espectro de energia é dado por:

E =€y — 2t cos(ka). (3.13)
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A partir da equagao 3.13 podemos obter a curva de dispersao (figura 3.2) com periodicidade
k — k+ 2w /a. Note que a dispersao do elétron possui um minimo e um méaximo de energia,
E- €

+2t+

|
|
| +H4
|
|
|
|

—_— e d

k:—nmi | | / Ik:+nm

= i

Figura 3.2: Dispersao da cadeia tight binding. Energia versus o vetor de onda na primeira

zona de Brillouin.

Fonte: SIMON, S. H.. The Oxford Solid State Basics. Oxford University Press, 2003.

ou seja, eles s6 possuem autoestados em uma banda de energia. O que é diferente para um
elétron livre, o qual pode ter qualquer energia. A diferenga entre o méximo e o minimo de
energia ¢ conhecido como largura de banda. Vale destacar que a largura de banda depende
diretamente da distancia a entre os 4tomos. Neste modelo temos que a largura de banda é

de 4t.
Perceba que na parte inferior da banda a dispersao é aproximadamente parabolica, esse
comportamento é similar a dispersao de elétrons livres dada por:

h?k?

Elim‘e(k) = m .

(3.14)

Assim, podemos ver a parte inferior da banda de dispersao como sendo a de um elétron
quase livre, porém com uma massa diferente. Essa massa é denominada como massa efetiva
m*. Podemos calcular a massa efetiva igualando a equacao 3.14 com o ponto minimo da

dispersao

= ta’k?, (3.15)
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onde o membro direito calcula a dispersao minima. E assim temos que

h2
m* (3.16)

" 2la?’
Outra defini¢ao, mais geral é dada por:

PER)\ "

m = —=>) . 3.17
(o (317)
Portanto, resumidamente, a massa efetiva m* é definida como a dispersao da parte inferior

da banda, que é exatamente a dispersao de uma particula livre de massa m*.

Na proxima secao iremos apresentar os nanotubos de carbono. Veremos que a massa
efetiva deles, assim como outras propriedades, mudam de acordo com a construcao de sua
rede, a qual é determinada apenas por dois niimeros inteiros m, n. Apresentaremos a equagao
empirica desenvolvida por [4] que modela o valor da massa efetiva como uma fungao do
diametro do nanotubo de carbono. Sera essa funcao que usaremos para calcular o valor da

massa efetiva em cada ponto da deformacao do nanotubo.

3.2 Nanotubos de Carbono

Materiais formados por atomos de carbono sao encontrados em grande variedade na
natureza, como por exemplo o grafite, diamante, fibras de carbono, fulerenos, grafeno, e

nanotubos de carbono. Esses materias sao bastante estudados com diversas finalidades.

Por exemplo, a fibra de carbono por volta do século XIX foi utilizada por Thomas
Edison na criagao de filamentos para lampadas elétricas de bulbo. Uma grande intensidade
na pesquisa em fibras de carbono se deu apos a segunda guerra mundial. Nesta época, existia
a necessidade de se construir materiais mais resistentes e leves para a industria aeroespacial, o
que conduziu ao aprimoramento das técnicas de crescimento de fibras de carbono. Pesquisas
focadas no controle do processo de crescimento permitiu a comercializacao desse materiais.

Com o aperfeicoamento desses processos foi se observando o crescimento de filamentos de
diametros muito pequenos e ocos. Esses tubos foram denominados de nanotubos de carbono.
Os primeiros nanotubos foram primeiramente observados por Sumio Iijima [5] utilizando a

técnica de microscopia de varredura eletronica. O grande interesse nos nanotubos de carbono
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estd ligada diretamente a suas 6timas propriedades mecanicas, térmicas e eletronicas. Por
exemplo, o seu modulo de Young é cinco vezes maior do que o do ago. Ja no que diz a pro-
priedades térmicas, ele é considerado um bom condutor térmico com condutividade térmica
oito vezes maior que a prata. Além disso, existem nanotubos de carbono condutores, assim
como semicondutores. Os nanotubos de carbono sao encontrados em diversos tamanhos e

de diferentes formacoes. A seguir mostraremos as classificacoes dos nanotubos de carbono.

3.2.1 Classificacao dos nanotubos

Os nanotubos de carbono sao definidos como uma folha cilindrica de grafeno com dia-
metro entre 0.7-10 nm. Sendo que os mais observados sao os com didmentros menores que

2 nm.

Os nanotubos de carbono sao formados por um rede de hexdgonos de carbono, e de
acordo com o seu arranjo é classificado como aquiral ou quiral. Os nanotubos aquirais sao
aqueles que possuem estrutura que sao idénticas quando espelhadas. A presenca de um
espelho em uma parte da rede faz com que ele gere o restante da rede. Existem dois tipos de
nanotubos com essa caracteristica, o armchair e o zigzag. A figura 3.3 mostra a estrutura dos

diferentes nanotubos. Os nomes armchair (poltrona em inglés) e zigzag, estao diretamente

Armchair

Figura 3.3: Classificacao dos nanotubos
Disponivel em: http:
//www.understandingnano.com/electrical-properties-carbon-nanotubes.html

Acesso em: 02 de julho de 2018.

relacionados com a formacao da sua rede, como se pode notar na figura 3.3. Ja os nanotubos


http://www.understandingnano.com/electrical-properties-carbon-nanotubes.html
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quirais possuem simetria espiralar. Quando colocamos uma parte da rede em frente a um
espelho ela nao consegue gerar a parte que falta. A figura 3.3 mostra a estrutura chiral. Note

que cada hexéagono é colocado na “diagonal” de outro hexagono, formando assim a rede.

3.2.2 Vetor quiral

Para estudar os nanotubos de carbono é necessario definir dois vetores ortogonais entre

%
si. Sao eles o vetor translacional ? e o vetor quiral C}, como ilustra a figura 3.4.

(srr) armchair

Figura 3.4: Vetor quiral e translacional sobre a folha de grafeno.
Disponivel em: https://pt.wikipedia.org/wiki/Nanotubo_de_carbono Acesso em: 02

de julho de 2018.

O vetor translacional esta na direcao do eixo do tubo e sua diregao determina a direcao de

crescimento do comprimento do tubo. Ja o vetor quiral é definido como uma combinacao de

dois numeros inteiros n e m com oS vetores unitarios oz_l> e a_2> que formam a rede hexagonal

do grafeno:
= — _
Cy = nai +maz = (n,m), (3.18)
onde
— \/§ a — \/g a
=| 553 =\|—=a—= 1
aj < 9 a, 2)7 a2 ( 9 a, 2)7 (3 9)

com a sendo as distancias entre os carbonos da rede. O nanotubo pode ser representado

apenas por (n,m), sendo esses dois parametros responsaveis pela determinacdo de muitas
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de suas propriedades. Por exemplo, o tipo de formacao da rede é determinada pelo angulo

_>
0 entre C), e aj, dado por:

%
Ch - af 2

cos(f) = _}> 2 = ntm . (3.20)
IChlla|  2vn? +m?+nm

Quando tivermos n = m o angulo serd de § = 30° definindo um tubo do tipo armchair. Ja
quando m = 0 teremos um nanotubo do tipo zigzag com 6 = 0°. E com n # m o tubo sera
quiral com 0° < 6 < 30°.

Outra caracteristica importante para o nosso trabalho é a determinacao do diametro dos
nanotubos por esses dois numeros inteiros. Quando enrolada a folha de grafeno o vetor chiral
ird contornar o tubo, de forma que o seu médulo determina o comprimento de circunferéncia

L do nanotubo

L=|Ci=+/Ch-Cp = aVn® +mZ + nm. (3.21)

Com isso, podemos determinar o diametro d do tubo como sendo:

L
d=" =22 ¥ m? 1+ nm. (3.22)
T

Assim, mudando os parametros n e m muitas propriedades sao diretamente alteradas.

Dentre essas alteragoes, a massa efetiva é modificada para cada par n e m.

3.2.3 Massa efetiva em nanotubos de carbono

Como vimos, os dois parametros n e m determinam a forma da estrutura do nanotubo
e o seu diametro. Como consequéncia da mudanga da estrura da rede, ocorre a mudanca
nas propriedades eletronicas, diferenciando nanotubos condutores e semicondutores. Isso
estd diretamente ligado com a mudanga na banda de dispersao dos nanotubos. Para mais

detalhes ler o capitulo 4 da [20].

Na figura 3.5 vemos a estrutrura de banda de um nanotubo metélico (esquerda) e um
nanotubo semicondutor (direita). Como ilustrado, é razoavel propor que a massa efetiva do
nanotubo de carbono depende de n e m, e consequentemente do seu diametro. Essa proposta
foi feita por [4] onde foi determinada uma equacao empirica para a massa efetiva dependente

do diametro do nanotubo. Uma vez que, a parte inferior da banda de dispersao tem um
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E(K) (eV)

94 e O =il
-1.0-0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0-0.5 0.0 0.5 1.0
Kaﬂf:: Kasfr

Figura 3.5: Relacdo de dispersao para um nanotubo metalico (10,10) e um semicondutor
(17,0) calculados com uma aproximagao simples de Tight Binding.
Disponivel em:
http://www2.dbd.puc-rio.br/pergamum/tesesabertas/0321141_07_cap_02.pdf
Acesso em: 07 de julho de 2018.

formato parabélico, eles estimaram que essa banda tem um formato de um polinémio de

segundo grau

E(k) = Ak* + Bk + C. (3.23)

E usando o modelo Tight Binding, levando em conta interagoes até o terceiro vizinho mais
proximo, eles calcularam 133 estruturas de banda para nanotubos com diferentes didmetros
e quiralidades. A figura 3.6 mostra a massa efetiva em fun¢do do diametro apresentada por
[4]. Essa figura demonstra que a massa efetiva possui uma depedéncia da quiralidade, e que

a massa efetiva decresce com o aumento do didmetro.

Apods empregar uma técnica de regressao chegaram a seguinte equacao empirica:

= 8mgh2d*0'7835e7‘4xw_39, (3.24)
Nga

onde 7y ¢ a sobreposicao de energia, mgy ¢ a massa efetiva do elétron livre, d é o diametro

do nanotubo, e € é o angulo chiral que nos fornece o tipo do nanotubo. A sobreposicao
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Figura 3.6: Massa efetiva de nanotubos de carbono de parede simples da mais baixa sub-
banda de conducao para diferentes propriedades geometricas, d e 6. e e + representam

nanotubos aquirais e quirais, respectivamente. Resultados publicados em [4].

de energia é um fator de ajuste que é adicionada durante os calculos da banda de gap de
nanotubos semicondutores. A equagao 3.24 vai ser utilizada em nossos calculos niimericos
para determinar a massa efetiva do elétron em cada posicao da deformacao no nanotubo.
Na proxima secao iremos aplicar o procedimento de da Costa levando em consideracao a
dependéncia da massa efetiva com a posicao. L& veremos que surgem dois termos extras na
equacao de Schrodinger dependentes da massa. Teremos também que o potencial geométrico

serd afetado pela mudanca da massa efetiva ao longo do tubo.
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3.3 Procedimento de da Costa com massa efetiva depen-

dente da posicao

Considere uma particula com massa variavel dependente da posi¢ao m(qi, g2) perma-
nentemente presa a uma superficie S, descrita da mesma maneira que na secao 2.1. Quando
a massa efetiva depende da posicao, o operador energia cinética nao é mais hermitiano.
Varias modifica¢oes neste operador ja foram propostas para torna-lo hermitiano [9]. Uma
possibilidade é considerar todas as permutacoes entre os operadores na energia cinética, o
que da

. 1 1 1
H=——|—"A+v—v+A4A—], (3.25)
m m m

onde v/ é o operador del, e A é o operador laplaciano. Considerando F[zﬂ = E e usando as

identidades bem conhecidas

Vifg)=fvatagv/f,
V- (fo)y=fvutuv-(Vf) (3.26)

a equacao de Schrodinger para uma particula livre com massa variavel pode ser escrita de

maneira geral como

oot @re P @l e

Para calcularmos a equacao de Schrédinger com a massa dependente das coordenadas
da superficie iremos aplicar o procedimento de da Costa visto no capitulo anterior. No
procedimento de da Costa ¢ introduzido um potencial confinante V)(g3) que aprisiona a
particula & superficie curva de espessura d, em que d — 0. Em coordenadas curvilineas
(1,42, q3), a equacao de Schrodinger 3.27 é escrita como:

7 {ia <\/5Gwayw)1 " [G‘“’ (aﬁ) ® z/;)] - (3.28)

2m |G " 2 m) "
Rl

£l

onde, mais uma vez, GG, sao os termos da primeira forma fundamental, com p,v =1,2,3, e

o, (mcwa%ﬂ b+ Valas) = RO,

G = det(G,,). Vale esclarecer que as coordenadas ¢; e g2 sdo as coordenadas tangenciais a
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superficie, enquanto g3 é a coordenada normal. Também é necessario destacar que quando

consideramos a massa constante a equacao 3.28 retorna a equacao original de Schrédinger.

Como estamos utilizando o mesmo tipo de parametrizacao de da Costa, a primeira forma

fundamental é a mesma da equacao 2.12

Gij = gij + [ag + (ag)"] BT (aga™)ijqz, Giz=G3 =0, i,j=1,2; Gsz=1, (3.29)

8761‘

onde ¢,5 = 1,2, g;5 = dq; 0q; 7

e ay; sao coeficientes de Weingarten. Assim a equagao 3.28

pode ser escrita como

2 Z K1 1 K2
- % (\/—3 \/_gjaﬂﬂ) - (ﬁai\/ﬁgjajg> V-5 (353 + g (lnv ) ) -
2
-z (aQ W+ Oy <ln\/ ) q3¢) % - % (a%%) (D) + Va(gs)to = ihdyp. (3.30)

Como ja visto, esse tensor métrico tende a nos levar a uma separacao da equacao de Schrodin-
ger entre a coordenada normal e as coordenadas transversais a superficie. Isso s6 é possivel,
uma vez que consideramos a massa efetiva da particula dependente de ¢; e ¢o, dessa maneira
a primeira e a segunda derivada de 1/m em relagao a g3 sao nulas, e a equacao 3.30 é reduzida

a

n? 18\/‘” _h_z _a\/—wa 1/,__
“om 7 99 6 \ Vg 99 9"
h? 1
— 5 (20 + 0, (nVG) 0,0) — +Vala)v = ihd.(3.31)
Assim como feito no capitulo anterior, vamos introduzir uma nova func¢ao de onda do

mesmo tipo da equacao 2.17

X(q15 92, 43) = Xe(q1, ¢2) X (g3), (3.32)

onde n indica uma dependéncia com a coordenada normal e £ com as coordenadas tangenciais.

Como visto, essa mudanca de funcao de onda é realizada através de:

X(a1, 2, 43) = [ (a1, 42, 43)] > (a1, g2, 03), (3.33)

cOoI1

f(%, g2, Q3) =1+ Tr(aij)QB + det(aij)qg' (3-34)
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Aplicando essa transformacgao em 3.31 chegamos a
R [1 oy R (1 1
— — | —0; V0, =) — — | —0; Y0, — | x — 3.35
Vg (oo ) =15 (0w, ) (339

— fh—2 i(o,2) (X _ M~ 92 +i[(a P =2f02 f] x ) + Va(gs)v = ihdyp
29 ]m Z\/T om q3X 4f2 q3 q3 X Al43 - t¢-

No procedimento de da Costa (e aqui) a espessura d tende a zero, assim podemos fazer

q3 — 0, isto produz:

- % [%@(\/ﬁg“ajx)] —%2 {%@ (\/ﬁg”@%ﬂ X —%2 [g” (@%) (@-x)] -
~ % <[%Tr<%)] o det(a,-j)> Y — %ags + Va(ge)t = ihdyb. (3.36)

Temos que a equacao 3.36 pode ser separada em uma equacao que envolve x,,

h? )
—%833)(” + Va(@3)xXn = thOsXn, (3.37)

e outra que envolve Y;

—% %@(\/ﬁgij@jxt)} - %2 {%@ (x/ﬁgij@-%)} Xt —h; [g“ (@-%) (&Xt)] -

_ % ([%Tr(azj)} — det(aij)> Xt = 1hop. (3.38)

O tultimo termo da equagao 3.38 é o nosso potencial geométrico

Vi = _;L—m (Bmw} - det(czij)> _ _;_m M- K], (3.39)

onde M e K sao as curvaturas média e gaussiana respctivamente. Perceba que o potencial
geométrico nao muda de forma com a introdugao da massa efetiva. Porém ele é inversamente
proporcional a ela, e como veremos, o simples fato de introduzir a massa dependente da po-
sicao nos levara uma mudanca na intensidade desse potencial. Note também que a diferenca
é que a equacao de Schrodinger agora possui dois termos extras que contém a derivada em

relagdo a massa m(q, ga).

Em resumo a equacao 3.38 ¢ a equacao de Schrodinger para uma particula confinada

a uma superficie geral com a massa dependente da posicao. E nessa equagdo que contém a
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informagao da dinamica da particula ao longo da superficie, e por essa razao iremos trabalhar
apenas com ela daqui em diante neste capitulo.

Na préxima secao iremos fazer a primeira aplicagdo. Vamos introduzir o caso para
superficies de revolucao com simetria cilindrica. Obteremos expressoes para a transmitancia

e reflexao para superficies de revolucao em geral.

3.4 Superficie de revolucao

A superficie de revolucao é criada apartir de uma curva bidimensional rotacionada em
torno de um eixo. A parametrizacao adotada aqui é a de uma superficie cilindrica que é

dada por:
= p(q2) cos ¢, y = qa2, 2= p(go)seng, (3.40)

onde a curva é rotacionada no eixo y para criar a superficie de revolu¢ao. Ja p(gz) é o raio
da superficie, que depende apenas de ¢y. Temos aqui que ¢ e ¢ sao as nossas coordenadas

locais, e que sao tangenciais a superficie, assim o hamiltoniano torna-se:
. h? 0? 0? 1 0
H - _ —1 - -1 . i
om [(9 ipg T et G <8q2 ) 24 ]
h? 1 0% 1 1 0 0 1
— — (g~ —— — | =— - — 41
ot (58) b () (28] oo

[0 () (3)] + ¥

onde levamos em conta que a massa efetiva ndao depende da coordenada angular. Para a
parametrizacao da equacao 3.40 ja calculamos o potencial geométrico na secao 2.1.2

B (14 p(02) + p(g2)p” (q2))?

Veo - 7 7
T 8m p(g)?[1+ 0 (g2)?)

(3.42)

A dependéncia apenas de ¢» no potencial geométrico nos permite separar a equagao de

Schrédinger em duas equangoes diferenciais ordindrias. Uma para a parte angular

" 4+ Ad =0, (3.43)
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e a outra para a coordenada axial
" 6 1 ’
T + |F(g)+m Do T + (3.44)

T B () e

onde ®(¢) e T(q2) sdo as autofungoes angular e axial respectivamente. E G conjuntamente

com F' sao definidos como

G=1+,? r=2{1-_* | 3.45
e -t 58

Temos que a equacao 3.44 possui a forma da seguinte equacao diferencial

¥ (q2) + Vi) (g2) + Va(g2)¥(gz) = 0. (3.46)

Fazendo ¥(g2) = ¢(g2)\(g2) nos fornece

. Al , Al/ Al
¢ (q2) + (QX + Vl) ¢ (q2) + (7 + le + Vz) ?(q2) = 0. (3.47)
Agora, com
A/
QX +Vi=0 (3.48)
e
All Al
o 2 — A
VT =W, (3.49)
nos temos
¢ (q2) + Wolga) =0, (3.50)

com A(g2) dada pela solugao de 3.48:
Mge) = 727, (3.51)

onde P(g) é a primitiva para a funcio Vi(gz), tal que P'(g2) = Vi(gs). Com isso,

1 1

W= - VP 51/1’ + V. (3.52)

A solucao para a equacao 3.46 pode entao ser encontrada pela solucao de

)+ (3 - 5V1 T2 ) olan) =0, (3.53)
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Uma vez que estamos interessados na transmitancia devido a uma superficie de revolugao
com comprimento L e raio p(gz), n6s consideramos a injecao de elétrons de energia Ej, vindo

da parte negativa do eixo go. Assim, temos

U(g2) = ape™® + bye~*o para 72 <0,
= qpe tkr(e=L) 4 ¢ cikrle2—L) para g2 > L, (3.54)
onde
o =/ 23 (B — Vyeol0)), (3.55)
e
k= \/%(Ek — Vgeo(L)), (3.56)

sdo os vetores de onda incidente e transmitido, respectivamente. Perceba que Vi(gs) = 0
para ¢, fora do intervalo 0 < ¢ < L, o que torna as equacoes 3.46 e 3.53 idénticas. Entao,
a equacao 3.54 é também valida para ¢(gz), e assim temos que ¥(0) = ¢(0), tal como
Y(L) = ¢(L). Como iremos ver, isso implica que a reflectancia e a transmitancia ndo
dependem de A(g2) e pode ser obtida diretamente de ¢(qz2). Escolhemos a normalizagao
da funcao de onda incidente como ay = 1. Também consideramos apenas funcoes de onda
saindo na regiao de ¢ > 0, o que nos leva a a; = 0. Essas sao as condigoes de contorno do
problema. Pela normalizacao acima, a transmitancia e a reflectancia podem ser obtidas pela

corrente de densidade de probabilidade

h /
- b — ) 3.57
i =5 (v =) (3.57)
Tal que, a corrente incidente é obtida através de
hkq
inc — ) 3.58
Jine = 20 (3.58)
e a corrente refletida é fornecida pela expressao
hkq
ref = ——|bo|”. 3.59
Por fim, a corrente transmitida é dada por
hk
—L |, (3.60)

Jtrans = m*(L)
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Todas as correntes em valores absolutos. Dessa maneira, a transmitancia é obtida através

de:

jtrans m*<0) kL 2
T = = —~1b 3.61
jinc m*(L) kO | L| ( )

e a reflectancia, por sua vez, é determinada por

R="1r — p 2. (3.62)

wmc

Em termos da funcao de onda, as condigoes de contorno ag =1 e ay, = 0 sao

ao = % [qs(o) _ %} ~1 (3.63)
e 0 - % {Qa(L) + %1 —0, (3.64)

uma vez que ¥(q2) = ¢(g2) em x = 0 e x = L. Da equacao 3.54 nds temos que

b = $(0) — 1 (3.65)

by = ¢(L). (3.66)

Portanto, a transmitancia e a reflexao sao dadas por:

o m*(0) kr, 2
R =¢(0) — 1]*. (3.68)

Entdo, o problema se reduz a encontrar ¢(0) e ¢(L) que é realizado resolvendo a equagao
diferencial 3.53 acoplada as equacoes algébricas 3.63 e 3.64 no intervalo 0 < x < L. Essa é a
esséncia do método de condicoes de contorno aberta para resolver uma equacao diferencial
ordinaria com as condicoes de contorno de Robin, isso é, a especificacao de uma combinacao
linear dos valores de uma funcao e os valores de suas derivadas na fronteira do dominio.
Com as expressoes acima nds implementamos um cédigo no MAPLE, disponivel no
apéndice A, para resolver recursivamente o conjunto misto de equacoes diferenciais e al-
gébricas 3.53, 3.63 e 3.64 e encontrar, para cada energia injetada, ¢(0) e ¢(L). E conse-

quentemente, a transmitancia e reflectancia como especificado pelas equacoes 3.67 e 3.68,
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respectivamente. Usamos um sistema de unidades mistas, com as energias incidentes em
meV, as distancias em nm, a massa do elétron livre é m, = 5.68 x 1072"meV.s? /nm?, e a
constante de Planck é A = 6.58 x 10~ ¥meV.s.

Na préxima secao iremos apresentar a curva cuja revolucao em torno do eixo g9 cria a
superficie usada para modelar o nosso nanotubo. Faremos uma comparacao entre o caso em
que consideramos a massa efetiva constante, feita recentemente por |1], com o caso em que

levamos em conta a massa efetiva dependente da posicao.

3.5 Resultados

Vamos calcular aqui a transmitancia em nanotubos deformados. Para isso, vamos uti-

lizar a seguinte curva na criagao de ondulagoes e compressoes

plgz) = R+ % [1 — cos (QHZ%)} ; (3.69)

onde R é o raio inicial e final do nanotubo, € nos fornece a intensidade do crescimento (para
e > 0) ou decrescimento (para € < 0) do raio do nanotubo, L é o comprimento da superficie
deformada, e n é o niimero de ondulacoes ou compressoes. Como mencionado na secao 3.2.3

iremos utilizar a massa efetiva da equagao 3.70

8m0h2 _ -3
m* = - d 0.783567.4><10 9, (370)
IMga
que possui uma dependéncia em relacao ao didmetro do nanotubo. Consideramos os casos
para 6 = 0, caracterizando um nanotubo metéalico do tipo zigzag. A figura 3.7 ilustra algumas
das superficies consideradas com € > 0 e com n = 1,2,3. Para todos os casos considerados

aqui, tomamos R na equagao 3.69 como sendo igual a 5 nm.

No caso da massa constante, levamos em conta que a massa nao muda na deformacao, o
que significa usar a massa efetiva de um nanotubo com € = 0 na equagao 3.69. A massa efetiva
para esse caso pode ser visto na Tabela 3.1, onde nos definimos o parametro ¢ = m*/m.,
o qual nos fornece a intensidade da modificacao da massa efetiva comparada a massa do

elétron livre.

Nas figuras 3.8 a 3.12 estao os nossos resultados, onde consideramos os casos da massa

constante (linha continua) e variavel (linha pontilhada tracejada). Na figura 3.8 nos consi-



3. Efeitos da massa efetiva dependente da posicdo no transporte eletrénico em nanotubos
deformados 50

Figura 3.7: Tubos com e = 0.4 en =1, n =2, e n = 3 respectivamente.

Tabela 3.1: Valores do parametro ¢ no centro da deformacao para diferentes valores de e.

€ ¢(m”/me)

1 | 0.04353858056
0.6 | 0.05185650718
0.2 | 0.06496699234
0 ] 0.07494303341
-0.2 | 0.08926069477
-0.6 | 0.1536445870
-0.8 | 0.2644686912

deramos que a deformacao do tubo é dada por uma ondulagao, n = 1, como mostra a figura
3.7. Quando comparamos as equacoes 3.39 e 2.40 elas sao idénticas, de modo que a forma
das curvas para o potencial geométrico nao ¢ modificada. Porém, a equagao 3.39 possui
uma dependéncia da massa efetiva, que é inversamente proporcional a ela. Uma vez que o
crescimento do raio do nanotubo induz um decrescimento na massa efetiva, como podemos
ver na tabela 3.1, o caso da massa variavel terd um potencial geométrico mais profundo em
comparagio com o da massa constante, como mostra na figura 3.8 (b). E possivel perceber
que, & medida que o valor de e aumenta, o que significa uma ondulagao maior, a inclusao da
massa dependente da posicao torna-se mais importante. Isso pode ser visto claramente na
figura 3.8 (a). Podemos ver que a dependéncia da massa com a posigao corrige a localizacdo
dos picos ressonantes na transmitancia, revelando a importancia de considerar tal depen-

deéncia nas propriedades de transporte do sistema. E importante lembrar que a dependéncia
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Figura 3.8: (a) Transmitancia; (b) o potencial geométrico com n =1 e ¢ = 0.2,0.6, 1.

da massa com a posicao introduz dois termos extras no hamiltoniano, além de modificar o
potencial geométrico.

Na figura 3.9 consideramos nanotubos com mais de uma ondulagao; n = 2,3,4. A
ondulacao considerada aqui é mais sutil do que no primeiro caso. Com apenas uma ondulagao
e com um pequeno crescimento a inclusao da massa varidvel nao é muito diferente do caso da
massa constante. Porém, com o aumento das ondulagoes a influéncia da massa variavel torna-
se muito importante. De fato, aumentando o ntimero de ondulagoes o potencial geométrico
tende a um pente de Dirac, como mostra a figura 3.9 (b). Como consequéncia, gaps de energia
aparecem no espectro de energia. Esses gaps de energia tornam-se mais bem definidos com
o aumento de ondulagbes. A inclusao da massa efetiva variavel altera a largura do gap de
energia e sua localizagdo na energia, como mostra a figura (a). De fato, o gap de energia
para o caso da massa varidvel é mais largo comparado com o caso da massa constante. Isso
revela que, para usar a curvatura no desenvolvimento de dispositivos eletronicos baseados

em nanotubos, a dependéncia da massa com a posi¢ao desempenha um importante papel.

A figura 3.10 ilustra as superficies dos proximos casos, em que consideramos uma com-
pressao do nanotubo fazendo ¢ < 0 e n = 1,2,3. E as figuras 3.11 e 3.12 mostram a
transmitancia e o potencial geométrico para esses casos. Assim como nos casos das ondu-
lacoes, a relevancia da massa efetiva dependente da posicao é notada. Note também que a

consideracao da massa efetiva varidvel corrige a localizacao dos picos ressonantes da trans-
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Figura 3.9: (a) Transmitancia; (b) o potencial geométrico para n = 2,3,4 e e = 0.2.

Figura 3.10: Tubos com e =0.4 en =1, n =2 e n = 3, respectivamente.

mitancia como pode ser visto na figura 3.11 (a). E além disso, corrige a largura do gap de
energia, como mostra a figura 3.12 (a).

Em contraste com o caso das ondulacoes, em que € aumenta, e o potencial geométrico
torna-se mais profundo, isso se inverte no caso da compressio. A medida que o nanotubo
diminui, o valor de € aumenta, fazendo o potencial geométrico diminuir em relagao ao caso
da massa constante. Diferente do caso das ondulacgoes, o gap de energia torna-se agora mais
curto. Existe também outro importante resultado a ser apontado. Em [1], onde os nanotubos
deformados considerados aqui sao investigados com a massa efetiva constante, foi concluido
que os nanotubos comprimidos induzem um potencial geométrico mais profundo comparado

com o dos nanotubos ondulados. Como podemos ver em nosso resultados, a inclusao da
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Figura 3.11: (a) Transmitancia; (b) o potencial geométrico comn = 1ee = —0.2, —0.6, —0.8.

1
0

Y 1 %/ o i 4 5

Iy
-5
mV_IO
| | | | H

0 1000 2000 3000 4000 5000 -20

E(meV)

—n=2 n=3 — n=4|

b

‘— n=2 n=3 — n=4‘

(@)

Figura 3.12: (a) Transmitancia; (b) o potencial geométrico para n =2,3,4 e ¢ = —0.2.
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massa efetiva dependente da posicao revela que ocorre o oposto. Entao, para induzir um
potencial geométrico mais profundo, em vez de criar um nanotubo comprimido, como foi

concluido em [1], deve-se incluir ondulagoes.

No préximo capitulo estudaremos os efeitos do campo magnético aplicado a essas su-
perficies de revolucao, contudo sem a inclusao da massa dependente da posicao. Partiremos
da equagao de Schrodinger desenvolvida por |3] para particulas confinadas a superficies cur-
vilineas na presenga de campos eletromagnéticos. Veremos que a inclusao de um campo

magnético modifica drasticamente a transmitancia .



Capitulo 4

Influéncia do campo magnético no
transporte eletréonico em nanotubos

deformados

Com o desenvolvimento experimental na construcao de sistemas bidimensionais curvos,
como nanotubos de carbono e fulerenos, existe a necessidade do entendimento da dinamica
eletronica nesses sistemas. A aplicacao de campos externos a esses conjuntos é apenas uma

consequeéncia desses estudos.

De uma maneira geral, a investigacao de novos efeitos fisicos por meio de aplicagao de
campos externos em diferentes sistemas é bem intensa, e nos fornecem diferentes fénomenos.
Para os sistemas bidimensionais, podemos destacar as oscilagoes Aharonov-Bohm [13] | a
formacao de niveis de Landau [11], e o efeito Hall quantico [14].

Aqui estudaremos os efeitos no transporte eletronico em nanotubos com a aplicacao
de um campo magnético paralelo ao seu eixo de simetria. Para isso, vamos descrever o
procedimento realizado por Ferrari e Cuoghi [3], que obtiveram a equagao de Schrodinger
para particulas carregadas sem spin imersas em campos elétrico e magnético.

Esse procedimento levou em consideracao o método apresentado por da Costa, capitulo
2, para o confinamento da particula a uma superficie. O campo eletromagnético é introduzido

via quadripotencial e foi encontrado que nao existe acomplamento entre os campos e a
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curvatura da superficie. Com esse nao acomplamento e dada uma escolha apropriada de
gauge, podemos realizar uma separacao da equacao de Schrodinger em duas equagoes, uma
para a dindmica superficial e outra para a transversal.

Na préxima secao iremos apresentar tal procedimento seguindo a sequéncia desenvolvida

pelos autores.

4.1 Equacao de Schrodinger para uma particula em su-
perficie curva na presenca de um campo eletromag-
nético

Inicialmente é preciso escrever a equacao de Schrédinger usando as derivadas espaciais
covariantes e com o minimo acoplamento com o quadripotencial. O quadripotencial ¢ uma
funcao vetorial relativistica, do qual o campo eletromagnético pode ser obtido. A sua pri-

meira componente é o potencial escalar elétrico V' e as outras 3 componentes sao do potencial

vetor X

Aqui vamos utilizar as componentes dos tensores covariante e contravariante, além da

convencao da soma de Einstein. A derivada covariante de gauge é definida como

Dy=v;- 24

onde ) é a carga da particula e A; é a componente covariante do potencial vetor. J4 a

derivada covariante 57; ¢ dada por
Vvt = 0" + F];ivk, (4.2)

em que v’ sdo as componentes contravariantes de um campo vetorial tridimensional, Fék sao
os simbolos de Christoffel, e 0J; ¢ a derivada em relacao a varidvel espacial ¢;. Com isso,

temos a equacao de Schrodinger:

2

0 he .
h— . ALV ) . .
ihst) = =2 —-GYDDyb + Q. (4.3)

onde G% & o tensor métrico inverso. Como j4 visto, é esse tensor, junto com a segunda forma

fundamental, que carrega a informagao sobre a geometria do espaco.
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Definimos agora a derivada covariante de gauge para o tempo como

DO - 8t - %Ao, (44)
em que fizemos Ay = —V. Da equacao 4.3, passando o termo do potencial para o outro

membro e colocando 7h em evidéncia temos:

1o 0 or
ih [a - 7A0:| 1/} = —%G DZDJ’I/)

2

B2
hDyp = ——GY D; D ;1. 4.
ih 01/1 QmG 7 ﬂ/J ( 5)
A invaridncia de gauge pode ser demonstrada com relacao as seguintes transformacoes
de gauge:
Aj = Ay = Aj+ 0y Ay = Ay = Ao+ 0y =) =970, (4.6)
onde v é uma funcao escalar. Substituindo a equagao 4.1 na 4.5 ficamos com:
n: 1Q 1
hDyp = —GY ,— —A; = —A; . 4.
th 0770 2mG |:(VZ A z) (V] h ]):| 1/] ( 7)
Aplicando cada termo entre parénteses em 1 nos leva a
ihDoyp = %[—hz Vi (G7 ;j¥) +iQhGY (7:A;)¢ +iQRGY A; (Vi)
+iIQRGY AV ) + Q* G A A, (4.8)

onde os termos iQhGY A;(7:)) e iQhGY A;(57;4) sdo considerados iguais, uma vez que, i
e 7 sao apenas indices e podemos muda-los. Substituindo a derivada covariante definida na
equacao 4.2, e com um pouco de algebra chegamos a:

1Qh
VG

1 h? )
ihDot) = 5 ———=8(VGGI9;9) +

N 0;(VGGY A + 2iQRGY A0, + QQGiinAj@D] ,

(4.9)
onde G = det(G;;). Essa é a equacao de Schrodinger covariante para qualquer sistema de
coordenadas curvilineas tridimensionais, quando os campos elétrico e magnético sao aplica-
dos. Vale destacar que o gauge foi escrito de uma maneira geral e Z = (A1, Ag, A3) & valida

para qualquer gauge.
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4.1.1 Aplicacao do procedimento de da Costa

Com a equacao 4.9, precisamos agora descrever a nossa superficie antes de aplicar o
procedimento de da Costa. Seguindo a parametrizagao descrita por da Costa [10], a superficie
S & dada por 7 = ?(ql, q2), onde 7 é o vetor de um ponto arbitrario na superficie. J& o

espaco tridimensional na vizinhaca de S pode ser parametrizado como

B, a0 a) = 7 (a1, @) + a7 (a1, ), (4.10)

onde 7 é o vetor normal a superficie. Iremos introduzir os indices a e b para indicar os
parametros da superficie, os quais assumem os valores 1 e 2.
A relacao entre o tensor métrico tridimensional G;; e o tensor métrico bidimensional g,

induzido é dado por:
Gab = gab + [g + (a9) vz + (@ga")awgs; Gas = Gsa = 0; Gsz =1, (4.11)

onde

Gab = 0T O, T, (4.12)

e g ¢ a matriz de curvatura de Weingarten para a superficie. Uma vez que realizamos a
decomposicao através das equacoes anteriores, podemos agora separar a equacao de Schro-
dinger em duas partes. Uma contendo as coordenadas da superficie a e b = 1,2, e a segunda
contendo a coordenada normal & superficie.

Aplicando o procedimento de da Costa, introduzimos um potencial Vy(g3) que confina
a particula a superficie, onde X\ é o parametro que mensura a intensidade do confinamento.
O objetivo desse procedimento é obter um funcao de onda que dependa apenas de ¢; e go,
que sao as coordenadas que formam a superficie. Com isso, introduzimos uma nova funcao

de onda

x(q1, 92, 43) = Xs(q1, 2) Xn(q3), (4.13)

onde o indice s indica as componentes superficiais, e n a componente normal & superficie.

Vimos no capitulo 2 que a condicao de conservacao da norma é realizada através da relacao:

Vg1, g2, q3) = [1+ Tr(a)gs + det(a)g2] ™ *x(q1, g2, g3)- (4.14)
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O potencial confinante V)(g3) faz com que a fun¢do de onda esteja presa na superficie,
isso significa que a funcao de onda s6 sera diferente de zero em uma vizinhaca muito proxima
de S. Isso nos permite aplicar o limite g3 — 0 na equacao de Schrédinger. Com todas essas

consideracoes podemos chegar em:

| 1 2 ) iQh
thDyx = om | ﬁa‘l(\/gg POyx) + %aa

+ Qg™ AaAy + (A3)%)x — B*(03)°x + iQR(D3A3)x

(V99" Apx) + 2iQhg™ A0y x

+ 2iQhAs(d5x) — h? ([%Tr(a)} - det(a)) X] + Vi(g3)x, (4.15)

onde g = det(gq), e temos que todas as componentes de A, assim como as derivadas, sdo
calculadas em ¢3 = 0.

Note que na equagdo 4.15 ndo existem termos misturados de A; (j = 1,2,3) com
termos da matriz curvatura ag. Isso evidéncia o nao acoplamento do campo magnético com
a curvatura da superficie, independentemente da forma da superficie, do campo magnético, e

do gauge. Temos que o tltimo termo da equagao 4.15 é o ja conhecido potencial geométrico:

Vool ) = — o (EM] - det<a>> , (1.10)

onde o primeiro termo é o quadrado da curvatua média e o segundo é a curvatura gaussiana.

Definindo um novo tensor métrico G' como

gt giz2 O
G=| gu g2 0 |, (4.17)
0 0 1

podemos re-escrever a equacao 4.15 de forma compacta:
. 1 Nij 1y T
thDyx = %G D;Djx + Vyeox + Valgs)x. (4.18)

Temos que a separabilidade da equacao 4.15 em uma equacao a depender apenas da
componente normal (g3) e outra a depender das componentes superficiais (¢1, g2) até agora
nao é possivel. O termo [A3(q1, ¢2,0)05x| acopla a dindmica ao longo de g3 com a dindmica

da superficie S. Uma vez que o gauge é invariante, podemos escolher um gauge que cancele a
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componente Az do potencial vetor, eliminando assim o termo acoplado. A partir da equacao

4.6 a escolha mais adequada para v é:

q3
’y<cth2aq3) = _/ A3(q17q27z)dz' <419>
0

E obtido Ay = 0, 93A; = 0 quando fazemos o limite que g3 — 0. Temos que as componentes
A; e Ay permanecem inalteradas. Assim, ndés podemos realizar a separacao inicialmente

proposta da equacao de Schrodinger em duas equacoes:

2

ZhatXn = _%(83)2Xn + VA(QZ&)XW (420)
) 1 h? b iQh b )
— |- a 2 a A 2 abA
ihdyX s 5 \@0@(\/59 OoXs) + 77 0a(v/ 99" Ap) X s + 2iQhg™ AgOp X s +
+ Q%9 AuAvXs | + Vieo's + QV Xs- (4.21)

A equacao 4.20 é a equacao de Schrodinger unidimensional para uma particula confinada
a superficie pelo potencial V). J& a equacao 4.21 é a equacgao de Schrodinger que descreve a
dinamica de uma particula ligada a superficie sobre efeitos dos campos elétricos e magnéticos.
Essas equacoes demonstram que o desacoplamento da dinamica tangencial e tranversal na
superficie é realizada com uma apropriada escolha de gauge.

Na proxima secao construiremos a equacao 4.21 para uma superficie com simetria ci-
lindrica, uma vez que, estamos interessados em nanotubos. Em [3] se encontram também a

equacao 4.21 escrita para coordenadas esféricas e toroidais.

4.1.2 Aplicagao para superficie cilindrica

Para um dado sistema de coordenadas (6, g2, p), onde nossa coordenada ¢» é a coorde-
nada ao longo do eixo de revolucdo, e # a componente angular. Um campo uniforme §
aplicado a um cilindro de raio p pode sempre ser decomposto em uma componente By na
direcao de ¢, paralela ao eixo do cilindro, e uma componente B; perpendicular ao eixo p

em f = 0, como mostra a figura 4.1.

Para determinar a equacao 4.21 para coordenadas cilindricas precisamos antes calcular

o potencial vetor X = (Ay, Ay, Ap) adequado. Sabendo que o campo magnético tem como
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Figura 4.1: Decomposicao do campo magnético.

componentes E = (By, By, B,) = (0, %pBO, Bjcos(0)), podemos calcular o potencial vetor

Z pela equacao

B=vx4. (4.22)

O rotacional em coordenadas cilindricas de X é dado por:

~

| ppd @

%

v x A= AR (4.23)
AP pAg AQQ

Pela equacao 4.19 temos que a componente do potencial vetor que corresponde & componente
normal a superficie A, é nula. Calculando o rotacional e igualando cada componente, temos

o seguinte sistema:

apqu =0, (424)

1 3
;ap(PAe) = §pBO (4.25)
Og Ay, — Oy (pAp) = pBicos(6). (4.26)

Resolvendo primeiro a equacgao 4.25, o que consiste apenas passar o p para o membro direito
da equacao e integrar os dois lados em relacao a p, ficamos com:

1
@:§f&. (4.27)

Temos que o termo 0,,(pAg) da equacdo 4.26 nao depende de 6, quando integramos toda

a equacao em relacao a 6, esse termo sai da integral e surge um termo € multiplicando-o.
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Como nosso problema possui simetria angular em 6 e translacional em ¢, isso nos leva a
A,, = pBisen(d). (4.28)
O que é consistente com a equagao 4.24 para # = 0. Portanto, nosso potencial vetor é:

A= <%p2B0,pBlsen(9),0) . (4.29)

Como ja calculado no capitulo 2, dada a equacao 2.29 para coordenadas cilindricas, o

tensor métrico gy, e o ternsor inverso ¢*° sao dados por:

p(ga)? 0
Gab = ? y (430)

0 1+ PI(QQ)Q

9" = : (4.31)

onde p' = dp/dg, . E temos também que

V9 = Vdetg = p(g2)/1+ p'(g2)*. (4.32)

Temos agora que os indices sao a = g3 e b = 6. Dessa maneira, x, torna-se agora uma fungao

de ¢» e 0. Substituindo as equacoes 4.31 e 4.32 em 4.21 ficamos com:

1 h? p iQh p
Ey,=—| - AL, Y (S —
* 7 om { o0+ o7 ((1 + p’Q)Wa‘”XS) W TR ((1 +p2)12 q2> v

h? 1+p%)Y2 iQn 1+ p?)Y2
1/289(( Z) 3exs)+p ) 1/289(( ;}) Ae)xs

(14072 (1+p?)
2iQhA,, QA xs  2iQhA Q*A2x,
m qus (1 +q;/2) + p2 gaGXs + p2¢9 + ‘/geoXs + QVXsa (433)

onde, por questoes de simplicidade, suprimimos a dependéncia de p em relacao ¢o. Além

disso, nao levamos em conta o carater temporal da equagao 4.21.

A 4.33 é a equacao geral para uma superficie cilindrica com campos magnético e elétrico
em qualquer direcao. Essa equacao torna-se bastante complicada de se resolver para um
campo magnético em uma direcao qualquer.

Em [21] essa equagao é resolvida para um campo magnético transversal ao eixo de um

cilindro reto (nesse caso, p é constante). Para o nosso caso, em que estamos interessados
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em nanotubos deformados, ndao podemos considerar o p constante, e isso nos fornece uma
dose a mais de dificulade no problema. Porém, quando consideramos V' = 0 (auséncia de
campo elétrico) e com o campo magnético apenas na direcao de ¢o, a equacgao 4.33 torna-
se separavel. KEssa orientacdo do campo magnético em nada afetaria a dinamica de uma
particula carregada se o raio do tubo estivesse constante, contudo para o nosso caso o raio
do tubo nao é constante, e particulas carregadas sao afetadas pelo campo magnético quando
passam pela deformacdo. Na figura 4.2 (a) vemos um esquema do problema tratado aqui
com o campo magnético paralelo ao eixo de ¢y aplicado na superficie deformada, na parte (b)
podemos verificar a intensidade da for¢a magnética atuando em um elétron (fora de escala

na figura) em cada posicao do nanotubo.

o 0.020
e m—
0.015
Injecio de
Elétrons |F 0.010
Reflexio de 0.005
Elétrons?
— _—»
B e 0
0 e 0 1 2 3 4 3 6
q2
@ ®)

Figura 4.2: (a) Superficie deformada; (b) for¢ca Magnética ao longo da deformagao.

Com essa escolha, temos que By = 0 de modo que o potencial vetor torna-se:

A= (1p230,0,0> : (4.34)

2

Com esse potencial vetor, e realizando as derivadas até entao possiveis, a equacao 4.33

torna-se:

1 h2 thl pIOI/
Exs= 5| = g Ohxs =~ (1= 2 ) O x,
* 2m{ T+ %) =% 7 (14 7) (1+92)) w
h2 . 2 232
- ?862)(5 + ZQhBDGOXs + %Xs} ‘/geoX& (435)
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Temos que a equacao 4.35 é uma equacao diferencial separdavel. Assim, supomos que a
solucao seja do tipo:

Xs(q2,0) = x(g2)x(0), (4.36)

que consiste no produto de duas fungoes, uma a depender apenas de ¢, e a outra apenas de
0. Ao substituirmos tal solucao, teremos que a parte angular corresponde a uma equacao

diferencial ordinaria (E.D.O) do tipo:
5 x(0) — ildex(0) + 21*x(0) = 0. (4.37)

As solugdes dessa E.D.O. sao as autofuncoes do momento angular [h ao longo do eixo ¢,
sao do tipo:

x(0) = ™. (4.38)

Ja a parte axial pode agora ser escrita da seguinte maneira:

2m 12 QB()l Q2p2B2
aixqz + Fa‘hXQz +G ﬁ(E — Vgeo> - ? — A — 172 0 g = O) (439)
onde
' P Pp
G=1+p? e Fz—[l——/ ] (4.40)
p (1+p72)
Note que a equacao 4.39 é do mesmo tipo que a 3.46
Xay + V1(@2) X, + Val(g2)Xq, =0, (4.41)

e podemos utilizar a mesma metodologia realizada no capitulo 3 para solucioné-la, com o
mesmo modelo de nanotubo. Note também que a equacao 4.39 torna-se igual a equacao 8

de [1] quando os campos sao nulos. Utilizando a mesma mudanca de variavel do capitulo 3

Xgz = 0(q2)Ma2), (4.42)

na equagao 4.39, encontramos a seguinte equagao

1

o)+ (~P00) ~ W) + Vala) ) o) =, (4.49

que ¢ identica em forma a 3.53, contudo agora temos

Vi =F, (4.44)



4. Influéncia do campo magnético no transporte eletrénico em nanotubos deformados 65

e
2m > QByl Q%**B?
— Vi — — — — 4.4
=G { h? Y p? h 4h? (4.45)
sendo diferentes dos de la. Aqui, chamaremos o termo entre parénteses de potencial efetivo
1, 1.
Veretivo = | =7 Vi’ (@2) = 5Vi(@2) + Vala) | - (4.46)

Mais uma vez, estamos interessados na transmitancia devido a deformacao do tubo e
& influéncia do campo magnético. Noés consideramos a injecao de elétrons de energia Fj
vindo da parte negativa do eixo g2, onde consideramos a origem comecando no inicio da

deformacao. Assim, temos que as solucoes fora da deformagao sao ondas planas

Xgp = agettoe 4 pye~thod para g2 <0

= qpehrle=L) 4 p, pthrle=L) para g2 > L. (4.47)

Porém, temos agora que os vetores de onda incidente e o transmitido, kg e k; sao iguais,

uma vez que aqui iremos considerar deformacgoes comecando e terminando com o mesmo ¢

2m

ko = \/ T3 (Bk = Vieol0)) = b (4.48)

Perceba que Vi(q2) = 0 para ¢, fora do intervalo 0 < ¢ < L, o que torna as equagoes
4.41 e 4.43 identicas. Entdo, a equagao 4.47 é também valida para ¢(go), € assim temos que
X (0) = ¢(0), tal como x4, (L) = ¢(L). Da mesma forma que no capitulo anterior, temos
que a reflexdo e a transmissao nao dependem de A(g2) e podem ser obtidas a partir de ¢(gz).

Usamos também as mesmas condigoes de normalizagao, ag = 1 e a;, = 0, isto é, consi-
deramos apenas ondas saindo na regiao ¢; > 0. Com as condi¢des mencionadas, temos que

a transmissao e a reflexao sao dadas por:

T = Lo, (4.49)
0

R =¢(0) — 1. (4.50)

Assim, o problema se reduz a encontrar ¢(0) e ¢(L) para resolver o acoplamento diferencial

e as equagoes algébricas (equagao 4.43 e as condigoes de contorno) no intervalo 0 < g, < L.
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Com as equagoes acima, nés implementamos um codigo no MAPLE (Apéndice B) para
encontrar, para cada energia injetada, ¢(0) e ¢(L) e, consequentemente, a trasmissao e
reflexao pelas equacgoes 4.49 e 4.50 respectivamente. Usamos um sistema de unidades mistas
em que temos as energias incidentes em mel/, e as distancias em nm. Isso nos leva a
massa do elétron livre sendo m, = 5.68 x 107*'meV.s?/nm? e a constante de Planck a

h = 6.58 x 1073 meV.s. Para as unidades de campo magnético nos usamos a unidade em

meV.s/C.nm?.

Na préxima secao iremos apresentar nossos resultados com a presenca apenas do campo
magnético. Onde faremos uma comparacao entre os casos com e sem campo magnético.
Além disso, testamos a influéncia da variagdo do campo magnético para diferentes formas

de nanotubos.

4.2 Resultados

Nesta secao iremos apresentar os resultados obtidos devido a presenca do campo magné-
tico comparando com os casos sem o campo magnético. Mostraremos também as mudancas
causadas na transmitancia com a variacao da intensidade desse campo para diversas defor-
macoes de tubos. A criacdo da deformacao do nanotubo é realizada da mesma maneira que

no capitulo 3,

p(g2) = R+ % [1 — cos <2n72%ﬂ , (4.51)

onde R é o raio inicial e final do nanotubo, € nos fornece a deformacao da superficie, e n é

o nimero de ondulacoes ou compressoes.

Por possuirem raios muito pequenos os nanontubos de carbono nao permitem significa-
tivos efeitos para campos magnéticos acessiveis experimentalmente. Porém, efeitos induzidos
pelo campo magnético podem ser importantes em nanotubos de carbono de mualtiplas pare-
des, onde os raios sao da ordem de dezenas de nanémetro e um campo de dezenas de Tesla
¢ suficiente para ver efeitos no gap da banda de energia [22] e [23]. Dessa forma, para a
dimenssao do nanotubo modelado aqui ¢ necessario utilizar um campo magnético bastante

intenso.

Apresentaremos primeiro alguns resultados comparativos em casos que queremos chamar
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a atencao para a influéncia do campo magnético aplicado paralelamente na transmitancia. A
figura 4.3 e 4.4 mostram na parte (b) a transmitancia pela energia incidente e (c) o potencial
efetivo, com (linha vermelha) e sem (linha azul) a influéncia do campo magnético, onde By =

8.9 x 10°meV.s/C.nm?. Podemos perceber claramente uma sensibilidade na introdugao do

1 - \ /\ /
0'8(‘77 2 -1 o N2 N 5 6
-0.5 qz{nm}
0.6
T _—
0.4 v
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0.2
-2
0
0 1000 2000 3000 4000 5000 -2.5
E (meV)
(a) [—o0B,— 0225 [—0B,— 0225
() ©

Figura 4.3: (a) Tubo (¢ = 0.2),(b) a transmitancia pela energia incidente (meV), e (c) o

potencial efetivo (mV), com (vermelho) e sem (linha azul) a influéncia do campo magnético.
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Figura 4.4: (a) Tubo (e = —0.2), (b) a transmitancia pela energia incidente (meV), e (c) o

potencial efetivo (mV), com (vermelho) e sem (linha azul) a influéncia do campo magnético.

campo magnético mesmo para uma deformagdo pequena (¢ = —0.2). Vemos nas partes
(b) das figuras 4.3 e 4.4 um deslocamento para a direita das curvas de transmitancia com

o campo magnético em relagao as curvas de transmitancia sem o campo magnético. Os

6
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deslocamentos das curvas se dao pelo fato de que agora os potenciais efetivos sao mais
profundos, fazendo com que eletréns menos energéticos sejam refletidos e nao passem pela
deformacao, ou fiquem presos no potencial. Nota-se também o surgimento de picos de

ressonancia, que sao correspondentes a estados quase ligados.

Esses sao estados associados com um poco quantico onde uma particula é primariamente
confinada, mas possui uma probabilidade finita de tunelamento e escapar. No nanotubo, o
potencial efetivo (que contém o potencial geométrico), se profundo o suficiente, podem existir
semelhantes estados. Nos casos em que a energia do elétron coincide com a de um estado
quase ligado ele tunela facilmente para dentro da regiao do potencial, e assim tunela para o
lado oposto. Se o potencial torna-se profundo, os niveis de energia quase ligados mudam-se
para baixo implicando uma mudanca nos picos de ressonancia para baixas energias. Assim
como em [1] isso acontece aqui, porém mais intensamente para 0s casos em que O campo

magnético se faz presente, devido a sua maior influéncia no potencial efetivo.

Nao podemos comparar diretamente os nossos casos com [1] (sem campo magnético),
uma vez que la so existe o potencial geométrico, e aqui temos também a presenca do potencial
vetor. Para realizarmos tal analise precisamos olhar para o potencial efetivo nas partes (c)
das figuras 4.3 e 4.4. Quando comparados os casos com e sem campo magnético, tanto para
a ondulacao, tanto para a depressao, podemos perceber que had um grande decréscimo no
potencial efetivo, fazendo com que os vales sejam mais profundos, e os picos (em go = 2.5nm)
mais intensos. Isso favorece o acréscimo de estados quase ligados, e com isso o aumento de

picos de ressonancia na transmitancia.

Temos que na equagao 4.39 temos um termo repulsivo [?/p* para o caso em que | #
0. Assim o efeito do termo centrifugo faz com que o poco de potencial fique mais raso e
consequentemente reduza o ntimero de estados quase ligados, e portanto reduz também os
picos de ressonancia na transmitancia. Por isso, em nossos resultados consideramos apenas
os casos do momento angular nulo (I = 0), que d4 uma caracteristica fisica mais geral do
sistema.

Mostraremos a seguir alguns casos em que fixamos a geometria da superficie e variamos
a intensidade do campo magnético. A figura 4.5 mostra os diferentes tipos de superficies

comn =1,23ee=04. Janas figuras 4.6, 4.7 e 4.8 temos a transmitancia (a) e o potencial
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efetivo (b).
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Figura 4.6: (a) Transmitancia pela energia incidenete (meV) paran = 1 e € = 04; (b) o

potencial efetivo (mV) para diferentes campos magnéticos.

Obtivemos também os diferentes casos em que e = —0.4 e n = 1,2, 3, variando o campo
magnético. A figura 4.9 mostra os diferentes tubos e os resultados se encontram nas figuras
4.10, 4.11 e 4.12 em que (a) corresponde & transmitancia e (b) ao potencial efetivo.

Comparando agora os casos da ondulacao e da compressao variando o campo magnético
percebemos uma grande diferenca nas suas transmitancias. Mais uma vez vamos observar o
potencial efetivo. Olhando diretamente para esse potencial, podemos perceber que os vales
no caso da ondulacao sao mais profundos do que o caso da compressao. Ja quando olhamos
para os picos em (gz = 2.5 para o caso mais simples) temos que seu pico é menos intenso.

Essa diferenca entre o pico e os vales estao diretamente ligadas na quantidade de estados
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Figura 4.7: (a) Transmitancia pela energia incidenete (meV) para n = 2 e ¢ = 0.4; (b) o

potencial efetivo (mV) para diferentes campos magnéticos.
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Figura 4.8: (a) Transmitancia pela energia incidenete (meV) para n = 3 e € = 0.4;5(b) o

potencial efetivo (mV) para diferentes campos magnéticos.

quase ligados. Nota-se que as transmitancias, em todos os graficos apresentados nessa secao,
possuem mais picos de ressonancia no caso das compressoes, pois a diferenca entre os vales
e os picos no potencial efetivo sao maiores do que em relacao a ondulagao. Para entender
isso vamos nos direcionar para os termos (1)V, e (ii) Q*p*B§/4h? da equacao 4.39. Ambos
os termos sao negativos, e isso contribui para que o potencial efetivo seja negativo. Ja no
que diz respeito aos vales, o termo (ii) possui uma dependéncia com o raio do nanotubo e

com a intensidade do campo magnético. Isso explica porque os vales na ondulacao sao mais
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Figura 4.10: (a) Transmitancia pela energia incidenete (meV) paran =1e e = —0.4; (b) o

potencial efetivo (mV) para diferentes campos magnéticos.

profundos em relacao aos da compressao. Como o raio é maior na ondulagdo, mais intenso
é esse termo e consequentemente mais profundos sdo os vales. E também desse termo a
razao para o aumento da profundidade dos vales & medida em que aumentamos o campo
magnético. No que corresponde aos picos no potencial efetivo, no caso da compressao o
termo (i) possui curvatura gaussiana negativa, tornando-o negativo, e com isso mudando de
sinal na equacao 4.39. Que por sua vez, compete com o termo (ii), diferente do caso da

ondulacdo, no qual (i) e (ii) possuem o mesmo sinal.

Como esperado, para todos os casos com campo magnético, surgem faixas de energia em

que a transmitancia é nula, essas faixas sao chamadas de gap, essas sao as faixas de energia
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Figura 4.11: (a) Transmitancia pela energia incidenete (meV) paran =2 e e = —0.4; (b) o
potencial efetivo (mV) para diferentes campos magnéticos.
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Figura 4.12: (a) Transmitancia pela energia incidenete (meV) paran =3 e e = —0.4; (b) o

potencial efetivo (mV) para diferentes campos magnéticos.

em que o elétron nao é conduzido pela superficie. O tamanho dessas faixas é novamente
influenciada pelo potencial efetivo, quanto mais profundo os seus vales e mais intensos os
seus picos, mais elétrons sao refletidos ou presos no potencial. Aqueles com energia proximas
as energias de estados quase ligados tem sua probabilidade de transmitancia diminuida.
Quando comparamos com [1] percebemos que as faixas de gap surgem mais facilmente
para casos mais simples com a influéncia do campo magnético. Também podemos observar

o controle das faixas de gap & medida que aumentamos o campo magnético. Assim como
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proposto por [1] as deformagoes de nanotubos podem ser construidas com a finalidade de
construir filtros eletronicos, e com a influéncia do campo magnético controlar as faixas de

gap e de transmissao.



Conclusao

Nesse trabalho nés investigamos as propriedades de transporte eletrénico em sistemas
quanticos bidimensionais, mais especificamente em nanotubos, levando em consideracao duas
vertentes diferentes. Uma com a inclusao da massa efetiva dependente da posicao, uma
vez que, consideramos deformagoes nos nanotubos, que por consequéncia tem massa efetiva
diferente em cada posicao. E a outra com a imersao de um nanotubo a um campo magnético

aplicado paralelamente ao seu eixo.

Na primeira nos seguimos o procedimento descrito por da Costa [10] e obtivemos a
equacao de Schrodinger para particulas quanticas confinadas a uma superficie em geral com
a massa dependente da posicao. Vimos que a introducao da massa dependente da posicao
nao altera a forma do potencial geométrico, mesmo com a presenca de dois termos extras no

hamiltoniano devido a essa consideracao.

Obtivemos também expressoes para a transmitancia e a reflectancia para uma superficie
de revolucao, qual é obtida através da solucao de um conjunto misto de equacgoes algébricas

e diferenciais.

Como primeira aplicagao avaliamos os efeitos dessa consideragao em nanotubos defor-
mados. Podemos avaliar que para uma pequena deformagao, assim como para o aumento
de deformacoes, a massa dependente da posicao torna-se relevante. De fato, a massa de-
pendente da posigao corrige os picos de ressonancia na transmitancia e o comprimento do
gap de energia. O que deixa claro o importante papel da massa dependente da posi¢ao nas

propriedades de transporte de sistemas quanticos bidimensionais.

Ja no que diz respeito a inclusao do campo magnético, seguimos os passos de Ferrari e

Cuoghi [3] para reproduzir a equagao de Schrodinger para uma particula quantica confinada
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a uma superficie curva inseridos em um campo magnético.

L4 foi visto que existe um desacoplamento entre os campos e a curvatura da superficie. E
que dada uma escolha apropriada do gauge encontramos a equagao que descreve o movimento

da particula na superficie.

Com posse dessa equacao calculamos a equacao diferencial apenas com a presenca do
campo magnético aplicado na dire¢do do eixo de uma superficie de revolucao. Assim como
feito para a massa variavel, sao calculadas as expressoes para a transmitancia e reflectancia
de maneira similar. Uma vez que para uma superficie cilindrica a presenca do campo nessa

direcao nao afeta a transmitancia, recorremos mais uma vez a nanotubos deformados.

Os nossos resultados demonstraram um grande aumento no niimero de picos de resso-
nancia na transmitancia quando comparados na auséncia do campo. E nitida a abertura
de gaps de energia ji nos casos com poucas deformidades, o que ocorre apenas com muitas
deformidades sem o campo magnético. Além disso, a mudanca na localizacao dos picos de
ressonancia, assim como a largura nos gaps de energia sao alteradas com o aumento da inten-
sidade do campo. Isso deixa claro que o campo magnético pode ser de grande importancia
no controle da localizacao de gaps de energia e dos picos de ressonancia.

Assim, nesse trabalho mostramos as importantes contribuicoes que a massa dependente
da posigao, e o campo magnético desenpenham nas propriedades de transpote de sistemas
quanticos bidimensionais quando combinados com curvatura. Também fica claro que futuras
aplicagoes de curvatura para o desenvolvimento de dispositivos eletronicos baseados em na-
notubos, podem ser pensados com as propriedades especificas desejadas com escolhas sutis

da fungao m(z). Além do controle de suas propriedades por meio do campo magnético.



Apéndice A

Codigo Maple para Massa variavel



Planilha Massa variavel
Podemos imaginar a fun¢ao do nanotubo como
rl +r2/2*(1-cos(2*n*Pi*x/L))

Definindo a fun¢do do tubo: Em termos de rl(raio inicial ), r2(raio final) e L (Tamanho da jun¢do), n
(numero deoscilacdes) .

restart,

rl :==5;
5 1)

r2 = 5;
5 2)

L:=75;
5 3)

n:=1;
1 “4)

> e=1
=1 5)
ro :=proc(x,rl,r2, L,n) rl + (r2 €) ( ( 2:n-Pix j)endproc;

proc(x,rl,r2, L,n) rl —|— 1/2%r2%e* (1 — cos(2* *Pi*x/L)) end proc (6)

Vizualizacao do tubo.
plot3d([ro(x,rl,r2,L,n), t,x],t=0.2-Pi,x=0.. L, coords = cylindrical);




Definindo a primeira derivada do tubo (Rol)
Rol == proc(x,rl, r2, L, n) diff (ro(x,rl,r2,L,n),x) endproc;
proc(x, rl, r2, L, n) diff (ro(x,rl,r2, L, n),x) end proc @)

Tornando-a fun¢ao (rol)
rol = unapply(Rol (x,rl,r2,L,n), x);

xasin(% Tcx) r @)

Definindo a segunda derivada do rubo (Ro02)
Ro2 := proc (x,rl,r2, L, n) diff (Rol(x,rl,r2, L, n), x) end proc;
proc(x, rl, r2, L, n) diff (Rol(x,rl,r2, L, n),x) end proc )

Tornando-a fun¢ao (r02)
ro2 = unapply(Ro2(x,rl,r2,L,n), x);

2 2 2
X2 cos( - nxj . (10)

Definindo a massa efetiva variavel(m) dependendo do seu didmetro segundo o do artigo Karim. Em
termos da:
Massa efetiva do eletron em meV*s*2/nm”2:

me == 5.68-10"%";

5.680000000 1077 11)
Da constante de Planck em meV..s:
h= 658101,

6.580000000 107" (12)
Portanto:

8- (1) me- (2.(ﬂ 4 %(1 _Cos(w))))—m&s

3\ 2 _
9-(2.44-107%)7-0.142E—9 -10~°
proc(x, rl,r2, L, n) (13)

8000000000000000/9 * 1”2 * me/ ((2* rl +r2%e* (1 — cos(2*n*Pi*x/L)))"0.7835
*2.4472%1.42-107-10)
end proc
|:> m(2.5,rl,r2, L, n)

m :=proc(x,rl,r2, L, n) end proc;

2.472991376 102* (14)

Plotando a massa efetiva ao longo do tubo.
plot(m(x, rl, 12, L,n) ,x=0.. L, thickness=3, color =red , labels = ["x", "Massa efetiva variavel"]);
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Definindo o potencial da Costa (ou potencial Geometrico);
2
1 h
= 1,r2, L -—
Vgeo proc(x, rl,r2, L, n) 8 mi(x,rl, 12, L, n)

2 2
) ( 14+rol(x,rl,r2, L,n)" +ro(x,rl,r2, L,n) -ro2(x,rl,r2, L, n) ) end proc:

ro(x,vl, r2, L, n)z- ( 1 +rol(x,rl,v2, L, 11)2)3
proc(x, rl,r2, L, n) (15)
—1/8*h"2* (1 +rol(x,rl, 12, L,n)"2 +ro(x,rl, r2, L,n) *ro2(x,rl,r2, L,n))"2
[ (m(x,rl,r2, L,n) *ro(x,rl, r2, L,n)"2* (1 +rol(x,rl,r2, L,n)"2)"3)
end proc

Plotando esse potencial ao longo do tubo
V. (x,rl, r2, L n)

geo
P! Ot( 1000

,x=0..L, color =red, thickness =3 , labels = ["q2", "mV"] ) ;



Vamos construir o potencial efetivo. Para isso vamos definir varias equagoes.

1
ro(x,rl, r2, L, n)
Ln)- ( 1+ (rol(x,rl,v2, L, n) )2) i ) end proc;
proc(x, rl,r2, L, n) (16)
rol(x,rl,r2, L,n) * (1 —ro(x,rl,r2, L,n) *ro2(x,rl, r2,L,n)/ (1 +rol(x,rl, r2, L, n)
~2Y))/ro(x,rl, 2, L, n)
end proc

F = proc(x,rl,r2,L, n) rol(x,rl,r2, L, n)- (1 —ro(x,rl,r2, L, n)-ro2(x,ri,r2,

G :=proc (x,rl,r2, L,n) 1 + (rol(x,rl,r2, L, n) )2 end proc;
proc(x,rl,r2,L,n) 1 +rol(x,rl,r2,L,n)"2 end proc a7

Definindo a derivada do inverso da massa efetiva

. |
M1 ==proc(x,rl,r2, L, n) dlﬁ”( L2 L) ,X

proc(x,rl, r2, Lyn) diff (1/m(x,rl, r2, L, n),x) end proc (18)

) end proc;

Tornando-a como uma funcao

ml = unapply(M1(x,rl, r2, L, n), x);
6.060233993 10%° sin(% Ttx) n

2 0.2165
(15 -5 cos(; nx))

XxX—

(19)



Definindo a segunda derivada do inverso da massa efetiva
M2 = proc(x,rl,r2, L,n) diff ( MI(x,rl, r2, L, n), x)end proc;
proc(x,rl, r2, L, n) diff (MI(x,rl,r2,L,n),x) end proc (20)

Tonando-a func¢ao
m2 = unapply(M2(x, rl, r2, L, n), x);
2

2.624081319 10%° sin(% nx) T 2424093597 10% cos(% nx) T
r=- 5 2165 T 5 02165 21
(lS—Scos(—nx)) (15—5005(—nx))
5 5
Definindo V1
Vi :=vproc(x,rl,r2,L,n) F(x,rl,r2,L,n) +m(x,rl,r2, Lyn) -ml(x,rl,r2, L, n) end proc;
proc(x,rl,r2, L,n) F(x,rl,r2, Lyn) +m(x,rl,r2, L,n) *ml(x,rl,r2, L, n) end proc (22)

Definindo a primeira derivada de V1
vp =proc(x, rl, r2, L,n) diff (VI(x,rl,r2, L, n), x)end proc;
proc(x, rl, r2, L, n) diff (VI(x,rl,r2,L,n), x) end proc 23)

Tornando-a fung¢ao
Vip == unapply(vp(x,rl, 2, L, n), x) : Os dois pontos no final da expressdo serve para que ela ndo seja
mostrada, porém ela esta na memoria.

Definindo V2

m(x,rl,r2, L, n)

V2 :=proc(x,rl,r2, L, n, Ek) 3 (m2(x,vl,v2,L,n) + F(x,rl,v2,L,n) -ml(x,rl,r2,

G(x,rl,r2,L,n)- (Ek— Vgeo(x, rl,r2, L, n) ) 2-m(x,rl,r2, L, n)

hz

proc(x, rl, r2, L, n, Ek) 24)
1/3*m(x,rl,r2, Lyn) * (m2(x,rl,r2,L,n) + F(x,rl,r2, L,n) *ml(x,rl,r2, L,n)) + 2
*G(x,rl,r2, Lyn) * (Ek — V{geo](x,rl,v2, L,n)) *m(x,rl,r2,L,n)/h"2

end proc

|:> V2f:= unapply(V2(x, rl, r2, L, n, Ek), x, Ek) :
Defindo o potencial efetivo

VEFF = proc (x,rl,r2, L, n, Ek) - % Vi(x,rl, r2, L, n)2 — % Vip(x,rl,r2, Lyn) +V2(x,rl, r2, L,

Ln)) + end proc;

n, Ek) end proc;

proc(x, rl, r2, L, n, Ek) 25)
—1/4*VI(x,rl,r2, L,n)"2 — 1/2*Vip(x,rl,r2, Lyn) +V2(x,rl, r2, L, n, Ek)

end proc

>
I: VEFFf := unapply(VEFF (x,rl, r2, L, n, Ek), x, Ek) :

Plotando o potencial efetivo
plot(VEFF (x,rl,r2,L,n,0),x=0..L, color =red, thickness=3);
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X

Construindo o Potencial que descreve as condi¢des de contorno do problema

Vx == proc (x, rl, r2, L, n, Ek) piecewise(x < 0, VEFF(0,rl,r2, L, n, Ek),x <L, VEFF(x,rl, r2, L, n,
Ek), VEFF(L,rl, r2, L, n, Ek)) end proc;

proc(x, rl, r2, L, n, Ek) (26)
piecewise(x <=0, VEFF(0,rl,r2, L, n, Ek),x < L, VEFF(x,rl,r2, L, n, Ek), VEFF(L, rl,
r2, L, n, Ek))

end proc

Plotando esse potencial
plot(evalf (Vx(x,rl,r2,L,n,0)),x=-1..L+ 1, thickness=3 , color =red);



10

-‘1 0 N WS 6

Definindo a equacdo de Schrodinger e dividindo elas em duas EDO's, uma para a solucdo real e a outra a
imagindria. Primeiro a equagdo de Schrodinger

odex = diff (psi(x), x,x) + Vs(x) *psi(x);

gx—zz W(x) + Vs (x) w(x) (27)
Agora a de parte real
odel := eval(odex, psi(x) =u(x));

(i—zz u(x) + Vs(x) u(x) (28)
e a de parte imaginaria
ode2 = eval(odex, psi(x) =v(x));

(‘:x—zz v(x) + Vs (x) v(x) (29)

Definindo agora as condi¢gdes de contorno
cl =u(0)+2/2*(D(v))(0)/sqrt(4*0 +2*m(0,rl,r2, L,n)/ (h*h)*Ek+1/(4*ri"2))- (1
[2)*¥F(0,rl,r2, Lyn) *v(0) /sqrt(4*0 +2*m(0,rl,r2, L,n) / (h*h) *Ek+ 1/ (4*ri"2))

“F(0, 71,72, L, n) *v(0)/ (2% (1/rI*) ) =2*Re(a0) :

¢2 = (0)-2/2* (D(u)) (0) /sqrt(4*0 +2*m(0, r1,r2, L n) / (h* h) * Ek+ 1/ (4*r1*2)) — F(0,
rLr2, Lon) *u(0)/ (2% (1/717)) =2*Im(a0) :
¢3 = u(L)-2/2* (D(v)) (L) /sqrt(4* 0 +2*m(L, r1, 72, L,n)/ (h*h) *Ek+ 1/ (4*r2°2)) - (1/2)



*F(Lrl,r2,L,n) *r22*u(L) =2*Re(al) :

c4d:=v(L) +2/2% (D(u)) (L) /sqrt(4*0 +2*m(L, rl, 72, L,n) / (h*h) *Ek+ 1/ (4*r2°2)) - (1

[2)Y*F(L,rl,r2, L,n) *r2"2*y(L) =2*Im(alL) :
Tornando as condi¢des de contorno fungdes
bes == unapply({cl, c2, c3, ¢4}, a0, aL, Ek) :
Resolvendo as EDO's
res :==proc(W, L, rl, r2, n, a0, al, Ek)
local sol, u0, ul, v0, vi, k0, kL, b0, bL, Z,

sol == dsolve(eval({odel, ode2}, {Vs =W} ) union bcs(a0, aL, Ek), numeric, output = listprocedure,

maxmesh =20000);
u0, ul, v0, vl := op(subs(sol, [u(x), diff (u(x), x), v(x), diff (v(x),x)1));

kO == sqrt(2* (subs(x=0,m(x, rl,r2,L,n)))/ (h*h)* (Ek— (Subs(xZO, Vgeo(x, rl,r2, L, n) ) ) ) );
kL = sqrt(Z* (subs(x=L,m(x,rl,vr2,L,n)))/ (h*h)* (Ek— (Subs(x=L, Vgeo(x, rl, r2, L, n) ) ) ) );

b0 :=1/2* (u0(0) +I*v0(0) +I* (ul(0) +1*vI(0))/k0);
bL == 1/2* (uO(L) +I*vO(L)-I* (ul (L) +1*vI(L))/kL);

piecewise(x < 0,a0*exp(I*k0*x) +b0*exp(-1*k0*x),x < L, u0(x) +I*v0(x), aL* exp(I* kL

*(L—x)) +bL*exp(-I*kL* (L—x)));
Z = [b0, bL];

end proc;
proc(W, L, rl, r2, n, a0, aL, Ek)
local sol, u0, ul, v0, vi, k0, kL, b0, bL, Z,
sol .= dsolve( (eval({odel, ode2}, {Vs=W})) union bcs(a0, al, Ek), numeric, output
= listprocedure, maxmesh =20000);
u0, ul, v0, vl = op(subs(sol, [u(x), diff (u(x), x), v(x), diff (v(x),x)1));
kO :=sqrt(2 * subs(x =0, m(x, rl,r2, L,n)) * (Ek — subs(x=0, V[geol(x,rl, 72, L,n)))/ (h
*h));
kL :=sqrt(2*subs(x=L,m(x,rl, r2, L,n))* (Ek — subs(x=L, V[geol(x,rl,r2,L,n)))
[(h*h));
b0:=1/2*u0(0) +1/2*1*v0(0) +1/2*1* (ul(0) +1*vI(0))/k0,
bL:=1/2*u0(L) +1/2*1*vO(L) — 1/2*1* (ul (L) +1*vI(L))/kL;
piecewise(x < 0,a0*exp(I*k0*x) +b0*exp( —[*k0*x),x <=L, u0(x) +1*v0(x), aL
*exp(I*kL* (L —x)) +bL*exp( —I*kL* (L —x)));
Z:=[b0, bL]
end proc

Tornando o potencial concreto
w i=proc(x, rl, r2, L, n, Ek) unapply(evalf (Vx(x, rl, r2, L, n, Ek) ), x); end proc;
proc(x, rl, r2, L, n, Ek) unapply(evalf (Vx(x,rl,r2, L, n, Ek)),x) end proc

CV0 =proc(Ek, A0) res( w(x, rl, r2, L, n, Ek), L, v1, r2, n, A0, 0, Ek)end proc;
proc(Ek, AQ) res(w(x,rl, r2, L, n, Ek), L, rl, r2, n, A0, 0, Ek) end proc
evalf (CV0(50,1));
[0.109650843411460 + 0.482614949435848 1, 0.0558008989848321 + 0.0360618774243048 1]
B0 :=proc(Ek, A0) op(1, CVO(Ek, A0) ); end proc;
proc(Ek, A0) op(1, CVO(Ek, A0)) end proc

(30)

31

(32)

(33)

(34)



BL :=proc(Ek, A0) op(2, CVO(Ek, A0) ); end proc;

proc(Ek, A0) op(2, CVO(Ek, A0)) end proc 35

m(0, 71, r2, L, n)

m(L,rl,r2, L, n)

proc(Ek, A0) 36)
evalf (m(0, rl, r2, L, n) * ratio( Ek) * abs(BL (Ek, A0))"2/m(L,rl, r2,L,n))

end proc

ratio :=proc(FEk) sqrt( (Ek—subs(xZL V (x,rl,r2, L, n) ) ) / (Ek—subs(x=0 V. (x,rl,r2 L,

> " geo > " geo

T :==proc(Ek, AO)evalf( ratio(Ek) * abs(BL (Ek, A0) ) ** 2) end proc;

n))));endproc;

proc(Ek) 37
sqrt( (Ek — subs(x=L, V[geol(x,rl,r2, L,n)))/ (Ek — subs(x=0, V[geo](x,rl, r2, L,
n))))

end proc
> evalf (ratio(0) );
] 0.9999999999 (38)
m(0,rl,r2, L, n)
N .
evalf( m(L,rl,vr2, L, n) )’
1.000000000 39

;vith(plots) :

pointplot([seq([e, T(e, 1)],e=0.5000, 10) ], connect = true, thickness =3, labels = [ E, T], labelfont
= [Times, Bold, 14 ], thickness =3, font= [ Times, bold, 141, labelfont = [ Times, bold, 14 ], view= [0
..5000,0..1]);
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Apéndice B

Codigo Maple para o campo magnético

paralelo



Planilha Junc¢des de Nanotubos, com os raios iniciais e finais iguais, Inseridos em campos-Magnéticos

Paralelos a superficie

Podemos imaginar a fun¢ao do nanotubo como:

rl + (r2¢/2)*(1-cos(2*n*Pi*x/L))

Definindo a fun¢do do tubo: Em termos de rl(raio principal), r2(raio maximo de modifica¢do) e L

(Tamanho da juncdo), n(niumero deoscilagdes) .

restart,
rl == 5;

5
r2 :=35;

5
Comprimento da deformacao
L:=35;

5
Numero de ondulagdes (Ou compressoes)
n:=1

1

Campo magnético Paralelo
B0 = 0.63-8.9-10°

5.607000000 10°
Constante do momento angular

[:=0;

0
Parametro da intensidade da deformacao
€:=-04

-0.4

Potencial Eletrico(em 102 meV/C)
V=0

0
Carga do Eletron
0:=16-10"

1.600000000 107"°

ro :==proc(x,rl,r2, Lyn) rl + %-(l—cos(l nPl%))

end proc;
proc(x,rl,r2, L,n) ri +1/2*r2*e* (1 —cos(2*n*Pi*x/L)) end proc

|'> ro(4,5,5,5,1)

(0))

2)

3)

O]

)

®

©)

(10)



L 4.000000000 + 1.000000000 cos(% TC)

Vizualizagao do tubo.
plot3d([ro(x,rl,r2,L,n), t,x],t=0.2-Pi,x=0.. L, coords = cylindrical);

Definindo a primeira derivada do tubo(Rol)
Rol = proc(x,rl,r2, L, n) diff (ro(x,rl,r2,L,n),x) endproc;
proc(x, rl, r2, L, n) diff (ro(x,rl,r2,L,n),x) end proc

Tornando-a funcao(r01)
rol = unapply(Rol (x,rl,r2,L,n),x);

x— -0.4000000000 sin(% Tcx) n

>rol(1,1,1,1,1)
-0.4000000000 sin(% n) T

Definindo a segunda derivada do rubo(Ro02)
Ro2 = proc (x,rl,r2, L, n) diff (Rol (x,rl,r2, L, n), x) end proc;
proc(x, rl, r2, L, n) diff (Rol(x,rl,r2, L, n),x) end proc

Tornando-a funcao (r02)
ro2 = unapply(Ro2(x,rl,r2,L,n), x);

x— -0.1600000000 cos(% nx) ©

> evalf(ro2(2))
1.277548430

(11

(12)

(13)

(14)

15)

(16)

17)

Definindo a massa efetiva para o eletron livre (Aqui estamos considerando a massa constante ao longo



do tubo)

m:=0.173- 5.68-10"%’

9.826400000 107® (18)
Da constante de Planck em meV .s:
h=65810"";
6.580000000 107" (19)
Definindo o potencial da Costa (ou p;)tencial Geometrico);
1 &
Vgeo :=proc(x,rl,r2, L,n) - 2 m

2 2
) ( 1 +rol(x,rl,v2, L,n)" +ro(x,rl,v2, L, n) -ro2(x,rl, v2, L, n) ) end proc;

ro(x,rl, r2, L, n)z- ( 1 +rol(x,rl, r2 L, n)2)3
proc(x, rl,r2, L, n) (20)
—1/8*h"2* (1 +rol(x,vl,r2, Lyn)"2 +ro(x,rl,r2, L,n) *ro2(x,rl, r2,L,n))"2/(m
*ro(x,rl, r2, L,n)"2* (1 +rol(x,rl,r2, L,n)"2)"3)
end proc

Plotando esse potencial ao longo do tubo

plot( Vgeo(x,lz(f)](;(;fZ, Ln) ,x=0.. L, color =red, thickness =3 , labels = ["X", "V"]) ;

0

1 2 3 4 5
-0.05]

Vv -0.10

-0.151

-0.20- v




Criando as Fungdes F e G

F =proc(x, 1, 12, L n) rol(x,rl,r2,L,n) ( _ro(x,rl,r2, Lyn)-ro2(x,rl,r2, L, n)

ro(x, rl,r2, L, n) (14 (rol(x, 71,72, L n))?)
proc(x, rl,r2, L, n)
rol(x,rl,r2, L,n) * (1 —ro(x,rl,r2, L,n) *ro2(x,rl,r2,L,n)/ (1 +rol(x,rl,r2, L, n)
"2))/ro(x, rl, r2, L, n)
end proc
evalf(F(4,5,5,5,1))

0.5175204992
G :=proc(x,rl,r2,L,n) 1 +rol(x,rl, r2, L, n)2 end proc;
proc(x,rl,r2,L,n) 1 +rol(x,rl,r2, L,n)"2 end proc
evalf (G(2,1,1,2,3))
1.545578313
Vamos definir os termos V1, a derivada de V1 e V2

V1 :=proc(x,rl,r2,L,n) F(x,rl,r2, L, n) end proc;
proc(x,rl,r2,L,n) F(x,rl,r2, L, n) end proc
evalf (V1(1,1,1,2,3))
-2.232052343
Derivada de V1

vip :=proc(x, ri, r2, L, n) diff (VI(x,rl,r2, L, n), x) end proc;
proc(x, rl, r2, L, n) diff (VI(x,rl,r2,L,n), x) end proc
Vip == unapply(vip(x,rl,r2, L, n),x) :

evalf (VIp(1))

0.7559670874
Definindo V2

V2 :=proc(x, rl, 72, L n, V, BO, Ek 1) G(x,rl, 12, L, n)- [2;1_2m (Ek — Vgeo(x, r1, 72, L,n) —Q-V)
2 2
N ! . 0-BO-l sz(x,ﬂ,ﬂéL,n) Boz)endpmc;
ro(x,rl,r2, L, n) h 4-h

proc(x,rl,r2, L, n, V, BO, Ek, 1)
Gx,rl,r2, L,n)* (2*m* (Ek — Vgeo(x,rl,r2,L,n) — Q*V)/h"2 +1"2/ro(x,rl,r2, L,
n)"2 — Q*BO*1/h —1/4*Q"2*ro(x,rl, r2, L,n)"2* BO"2/h"2)
end proc
evalf (V2(1,rl,r2,L,n,V,B0,2,1))
-20.93116882

Construindo o potencial Efetivo

j end proc;

21

(22)

(23)

(24)

(26)



VEFF :=proc(x,rl,r2,L,n, V, B0, Ek, 1) - % Vi(x,rl, r2, L, n)2 L Vip(x,rl, r2, L,n) + V2(x,

2
rl,r2, L,n, V, B0, Ek, 1) end proc ;
proc(x,rl,r2, L, n, V, BO, Ek, ) 31
—1/4*VI(x,rl,r2, L,n)"2 — 1/2*Vip(x,rl,r2, Lyn) +V2(x,rl, r2, L, n, V, B0, Ek, [)
end proc
Construindo o Potencial que descreve as condig¢des de contorno do problema
Vx = proc (x,rl,r2, L, n, V, B0, Ek, ) piecewise(x < 0, VEFF(0,rl,v2,L,n,V, B0, Ek, 1), x <L,
VEFF(x,rl,r2,L,n,V, B0, Ek 1), VEFF(L,rl, r2, L,n, V, B0, Ek, 1)) end proc;
proc(x,rl,r2, L, n, V, BO, Ek, ) 32)
piecewise(x <=0, VEFF(0,rl,r2,L,n, V, B0, Ek, [),x < L, VEFF(x,rl,r2, L, n, V, B0, Ek,
l), VEFF(L,rl,r2, L, n,V, B0, Ek, 1))
end proc
plot(evalf (Vx(x,rl, r2, L, n, V,B0,0,1)),x=-1..L+ 1, thickness=3 , color =red);

X

_lU,

_12,

_14,

_16,

_18,

_20,

Definindo a equagdo de Schrodinger e dividindo elas em duas EDO's, uma para a solucao real e a outra a
imaginaria. Primeiro a equa¢do de Schrodinger



odex = diff (psi(x), x,x) + Vs(x) *psi(x);

jx—zz i) + Vs(x) ix) (33)
Agora a de parte real
odel = eval(odex, psi(x) =u(x));

;x_zz u(x) + Vs(x) u(x) (34)
e a de parte imaginaria
ode2 = eval(odex, psi(x) =v(x));

jx—zz v(x) + Vs(x) v(x) (39)

Definindo agora as condigdes de contorno
el =u(0) +2/2-(D(v))(0)/sqrt(4-0 +2- m/ (h-h)-Ek+1/(4- r1*2))-(1/2)-F(0, rl, r2,L, n)
v(0) /sqrt(4-0 +2-m/ (h-h)-Ek+1/(4- r1*2)) -F(0, 71,72, L, n) -v(0)/ (2-(1/r1*)) =2

- Re(al);
D(v)(0)

u(0) + =2 NR(a0) 36)

1
0.004539130274 Ek + ——
/ * 100

2 :=v(0) —2/2-(D(u))(0)/sqrt(4-0 +2- m/ (h-h)-Ek+ 1/ (4- rI*2)) —F(0, 71,72, L, n)-u(0)
/(2-(1/7%)) =2 Im(a0);

b(0) — D(u) (0)

=23(a0) 37

1
/0.004539130274 Ek + 100

c3=u(L) —2/2-(D(v))(L)/sqrt(4-0 +2- m/(h-h)-Ek+1/(4-r2"2))-(1/2)-F(L,vl,r2, L, n)
v2"2-u(L) =2- Re(al);

u(s) D) (5)

=2 NR(al) (38)

1
0.004539130274 Ek + ——
/ * 100

c4:=v(L) +2/2-(D(u))(L)/sqrt(4-0 +2- m/(h-h)-Ek+1/(4-r2"2))-(1/2)-F(L,vl,r2, L, n)
r2°2-v(L) =2-Im(al);
D(u)(5)

v(5) + =23 (al) (39)
1
/ 0.004539130274 Ek + 100
Tornando as condi¢des de contorno fun¢des
bes == unapply({cl, c2, c3, c4}, a0, al, Ek);
(a0, aL, Ek) — |u(0) + D(v)(0) =2 R(a0), u(5) (40)

1
/ 0.004539130274 Ek + 100



D(v)(5)

— =2NR(al),v(0) —
1 1
/0004539130274 Ek + 100 /0004539130274Ek+ 100
D(u)(5)

=23(a0), v(5) + =233 (al)

1
/0004539130274Ek+ 100

Resolvendo as EDQ's

res ==proc(W, L, rl, r2, n, a0, al, Ek)

local sol, u0, ul, v0, vi, k0, kL, b0, bL, Z,

sol == dsolve(eval({odel, ode2}, {Vs =W} ) union bcs(a0, al, Ek), numeric, output = listprocedure,
maxmesh =20000);

u0, ul, v0, vl == op(subs(sol, | ), diff (u dzﬂ v(x ,x)] );

kO == sqrt(2-m/ (h-h) - (Ek- (subs(x 0, Vgeo(x r] r2 L n))) —OV

kL = sqrt(2-m/ (h-h) - (Ek- (Subs(xZL, Vgeo(x,rl,r2, L,n))) — OV

b0 :=1/2-(u0(0) +1-v0(0) —I—I (ul (0) +1-vI(0))/k0);

bL :==1/2-(u0(L) +I-vO(L) —I-(ul (L) +1I-vI(L))/kL);

piecewise(x <0, a0-exp(l-k0-x) +b0-exp(-1-k0-x),x < L, u0(x) +1-v0(x), aL-exp(l-kL- (L —x))
+bL-exp(-I-kL-(L—x)));

= [b0, bL];

end proc;
proc(W, L, rl, r2, n, a0, aL, Ek) 41)
local sol, u0, ul, v0, vi, k0, kL, b0, bL, Z,
sol .= dsolve( (eval({odel, ode2}, {Vs=W})) union bcs(a0, al, Ek), numeric, output
= listprocedure, maxmesh =20000);
u0, ul, v0, vl = op(subs(sol, [u(x), diff (u(x), x), v(x) dlﬁ‘ x),x)1));
kO :=sqrt(2*m* (Ek — subs(x=0, Vgeo(x, rl, r2, Lyn) Q* VYl (h*h));
kL :=sqrt(2*m* (Ek — subs(x=L, Vgeo(x,rl,r2,L,n)) — Q*V)/(h*h));
b0:=1/2*u0(0) +1/2*I*v0(0) +1/2*1* (ul(0) +I*v1( )) / kO,
bL:=1/2*u0(L) +1/2*1*vO(L) — 1/2*1* (ul (L) +1*vI(L))/kL;
piecewise(x < 0, a0*exp(I*k0*x) +b0*exp( —1*k0*x),x <=L, u0(x) +1*v0(x), aL
*exp(I*kL* (L —x)) +bL*exp( —I*kL* (L —x)));
= [b0, bL]
end proc
w =proc(x, rl,r2, L, n, V, B0, Ek, l) unapply(evalf (Vx(x,rl,r2, L, n, V, B0, Ek, [) ), x); end proc;
proc(x,rl, r2, L, n, V, B0, Ek, I) unapply(evalf (Vx(x,rl,v2,L,n,V, B0, FEk 1)), x) end proc
CV0 =proc(Ek, A0) res( w(x,rl, r2, L,n, V, B0, Ek, 1), L, r1, r2, n, A0, 0, Ek)end proc;
proc(Ek, AQ) res(w(x,rl, r2, L,n, V, B0, Ek, 1), L, rl, r2, n, A0, 0, Ek) end proc
evalf (CVO(11,1))
[ -0.330420466126365 — 0.0985857880649677 1, 5.65566045485143 10710

—3.79521797476673 10 1]
BL :=proc(Ek, A0) op(2, CVO(Ek, A0)); end proc;
proc(Ek, A0) op(2, CVO(Ek, A0)) end proc 45)



Transmitancia
T :==proc(Ek, A0)evalf (ratio(Ek) * abs(BL (Ek, A0)) **2) end proc;
proc(Ek, AQ) evalf (ratio(Ek) * abs(BL(Ek, A0))”"2) end proc (46)
ratio ==proc(Ek) sqrt( (Ek-subs(x=L, Vgeo(x,rl,r2,L,n)) — Q-V)/ (Ek-subs(x=0, Vgeo( x, rl,
r2,L,n)) —Q-V)); end proc;
proc(Ek) 47)
sqrt( (Ek — subs(x=L, Vgeo(x,rl,r2,L,n)) — Q*V)/(Ek — subs(x=0, Vgeo(x, rl, r2, L,
n)) —Q0*V))

end proc

with(plots) :

pointplot([seq([e, T(e, 1)],e=0.5000, 10) ], connect = true, thickness =3, labels = [ E, T, labelfont
= [Times, Bold, 14 ], thickness =3, color = RED, font= [ Times, bold, 14, labelfont = [ Times, bold,
141, view=1[0..5000,0..1]);
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