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“O matemdtico joga um jogo no qual ele mesmo inventa as regras,
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natureza.”

— P.A.M. DIRAC



Resumo

Nesta dissertacao, estudamos o transporte eletronico quantico através de uma cavi-
dade quantica caotica com simetria de sub-rede (SSR) ou simetria quiral. O pré-requisito
para a simetria quiral ¢ a presenca da estrutura de rede bipartida com duas sub-redes in-
terconectadas. A SSR descreve sistemas com amplitudes de hopping aleatorios (desordem
nao diagonal) que sdo descritos pela equagao de Dirac, dando origem ao nome bilhar de
Dirac caotico. Por esses motivos, a matriz Hamiltoniana (#) deve ser definida em forma
de blocos fora da diagonal. Relacionamos a condutancia a matriz de espalhamento (S),
através do formalismo de Landauer-Biittiker, e desenvolvemos duas simula¢des numéricas
independentes, baseadas na teoria de matrizes aleatorias (TMA), para gerar a matriz S
dos ensembles quirais. Ambas dao suporte aos resultados analiticos e sao ferramentas
estritamente necessarias para encontrarmos a distribuicao da condutancia, haja vista a
nao existéncia de resultados exatos. Os métodos numéricos que serao utilizados sao: a
técnica da matriz de espalhamento, associada a tabela de Cartan do espago simétrico
Riemanniano, a qual se utiliza da decomposi¢ao QR (Fatoragao de Gram-Schmidt) para
construgao do ensemble circular, e o modelo hamiltoniano (Mahauz- Weidenmiiller), que
se utiliza do ensemble gaussiano. Os dados das duas simulagoes numéricas para a média,
variancia e distribuicao da condutancia, serao comparados entre si e com os resultados
analiticos, quando existirem. Como continuidade de nosso trabalho, investigamos a que-
bra de coeréncia de fase no bilhar de Dirac caotico conectado a dois terminais (guias de
onda ideais) acoplados a reservatorios de elétrons. A decoeréncia é modelada com a liga-
¢ao de um terceiro guia “ficticio” ao bilhar, acoplado a um outro reservatorio de elétrons,
de tal maneira, que em média nao exista corrente através dele.

Palavras-chave: Fisica Mesoscopica, Transporte Eletronico Quantico, Teoria de Ma-

trizes Aleatorias, Método da Decomposicao QR, Modelo Hamiltoniano, Simulagao Nu-
meérica.
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Abstract

In this work, we study the quantum electronic transport through a chaotic quantum
cavity with sublattice (SLS) or chiral symmetry. The chiral symmetry is present at bi-
partite lattice structure with two interconnected sublattices. The SSL describes systems
with random hopping amplitudes (off disorder diagonal) which are described by the Dirac
equation giving rise to the name chaotic Dirac billiard. In these case, the Hamiltonian
matrix (#) must be defined as an off block diagonal matrix. The conductance can be
written in function of the scattering matrix (S) within the Landauer-Biittiker formalism,
therefore we develop two independent numerical simulations, based on random matrix
theory (RMT), to obtain the S matrix with chiral symmetry2. Both numerical methods
are used to give support to analytical results and to analyze the distribution of con-
ductance for which there are no analytical expressions. The numerical methods, which
been implemented, are: the scattering matrix formalism associated with the Cartan table
of Riemannian symmetric spaces, which utilizes the QR decomposition (Gram-Schmidt
factorization) to build of the circular ensemble, and the Hamiltonian model (Mahaux-
Weidenmiiller) which utilizes Gaussian ensembles. The data were obtained by the two
numerical simulations to the mean, variance and distribution of conductance and are
compared with each other and with analytical results, when they exist. In addition, we
investigated the breaking of phase coherence in the chaotic Dirac billiard connected to
two terminals (ideal waveguides) coupled to electron reservoirs. The decoherence is mo-
deled with the binding of a third “fictitious” terminal to the billiard, coupled to a another
electron reservoir, so that on average there is no current through it.

Keywords: Mesoscopic Physics, Quantum Electronic Transport, Random Matrix The-
ory, QR Decomposition Method, Hamiltonian Model, Numerical Simulation.
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Na juncao entre o AlGaAs e o GaAs, podemos ver o perfil das bandas
de condugao (linha superior), e valéncia (linha inferior) e suas respectivas
energias, Ec e Ey além da energia de Fermi, Er, (a) antes e (b) depois
da transferéncia de carga, onde observamos a formacao do gas de elétrons
bidimensional 2DEG.

Desenho esquemético e a imagem de um ponto quéntico lateral feito no
aprisionamento de elétrons na juncao entre o AlGaAs e o GaAs.

Em (a), a rede bipartida é hexagonal, em forma de um favo de mel. Em
(b) a rede ¢ irregular e em (c) nao ha biparti¢ao. Sitios da sub-rede A
sao representados por bolas pretas, enquanto, sitios da sub-rede B sao
representados por bolas brancas. As bolas cinzas representam os sitios que
nao pertencem a nenhuma sub-rede.

No topo da figura, vemos a representacao de uma mono-camada de gra-
feno (a4tomos de carbono dispostos em uma rede hexagonal 2D) dando
origem a fulerenos quase-0D, nanotubos de carbono quase-1D e grafite
3D, respectivamente da esquerda para a direita.

(Esquerda) estrutura de banda da monocamada de carbono. As bandas
de valéncia (E < 0) e de condugao (E > 0) formam os cones. Os cones
marcados por pontos brancos (pretos) sao conectados por vetores da rede
reciproca, entdo eles sdo equivalentes. (Direita) sub-rede triangular do
grafeno. Cada atomo na sub rede (A) tem 3 vizinhos proximos na sub-
rede B e vice-versa.

(Esquerda) micrografia eletronica de um transistor de grafeno. O pequeno
ponto quantico (Quantum dot) no centro é conectado a regides de contato
(Contact regions) através de estritas constrigoes. (Direita) esquema mos-

trando um hipotético transistor baseado em um ponto quantico de grafeno.

Representacao do modelo de reservatorios do formalismo de Landauer. A
amostra bidimensional se comporta como uma regiao espalhadora e é co-
nectada a guias ideais semi-infinitos contendo canais de propagagao abertos
acoplados a reservatorios de elétrons.

(a) Ilustrag@o do ponto de contato quéantico construido sobre 2DEG, os tri-
angulos formam a constrigao. (b) A quantizacao da condutancia pode ser
obtida considerando a constricao como um guia de onda, no qual um pe-
queno numero de modos transversais de propagagao (canais) podem atra-
vessar a constricao.
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Condutéancia do ponto de contato quantico como funcao da voltagem de
porta aplicado na constricao. Observamos o comportamento tipo escada da
condutancia, revelando a quantizacao da condutancia em semicondutores
onde A\p ~ 30nm.

A esquerda temos a imagem da microscopia de forca atémica de um dispo-
sitivo de uma camada de grafeno entre dois eletrodos supercondutores de
aluminio. A direita vemos a representacio esquemética desse experimento.
Condutancia, G, em relagao a voltagem de porta, Vg, em alto campo
magnético, B = 107" e temperatura 7" = 100m K mostrando as séries de
degraus em valores semi-inteiros de 4e?/h, caracteristica da anomalia do
EHQ em uma camada de grafeno.

Resultado numérico da flutuacao da condutancia normalizada em e?/h
como fun¢ao da mudanca de fase no modelo teérico de distribuicao de
impurezas.

(Esquerda) condutancia medida em 7' = 50 mK para um ponto quantico
em forma de um bilhar tipo stadium. (Direita) medi¢do da condutancia
em T~ 1.5 K para dois diferentes dispositivos de uma tnica camada de

grafeno, a curva inferior corresponde ao experimento descrito na figura 1.10.

A esquerda, temos a conduténcia em funcio do campo magnético B para
um fio de ouro quase-unidimensional. A direita, vemos a distribuicao da
condutancia P(G) construida a partir da figura anterior. Percebemos que
P(G) é gaussiana em torno da média (G) e dominada, essencialmente, pela
variancia var(G).

Flutuacao da condutancia em funcao do voltagem de porta de um ponto
quantico de um isolante topolégico entre fonte e dreno de portadores de
cargas.

Duas medigoes subsequentes da condutéancia em fungao do campo magné-
tico a T~ 1,5 K para um dispositivo de uma tnica camada de grafeno,
como descrito na figura 1.10.

Condutéancia de um ponto quéntico de grafeno acoplado a fonte e dreno de
portadores de carga, como funcao da voltagem de porta.

Cavidade cadtica bidimensional conectada a L guias de onda ideais.

A esquerda, temos uma trajetoria classica que para em t = 0 e a direita o
movimento é revertido p;—g — —pi—o .

Fatoragao QR (Gram-Schimidt) da matriz aleatoria sem correcao de fase.
O histograma de fases foi plotado para uma matriz aleatéria de dimensao
Nr =50 e (10°) realizagoes.

Histograma de fases corrigidas. Desse modo, a matriz unitéaria, obtida pela
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Representacao de uma cavidade balistica cadtica modelada por um bilhar
quantico.
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CAPITULO 1

Introducao

O prefixo “nano” - deriva da palavra grega “nanos” que significa anao - é expresso
em notagao cientifica moderna como sendo um bilionésimo (107%) de uma certa escala.
Assim, um nanosegundo (ns), por exemplo, equivale a um bilionésimo de segundo, uma
escala de tempo bastante empregada na area de telecomunicagoes e em algumas areas
da eletronica. Lembramos também da molécula de DNA e de alguns virus, que possuem
respectivamente didmetro e comprimento na ordem de nanémetros (nm), uma escala
de comprimento onde os processos da miniaturizacao da eletronica se enquadra, concei-
tuando o que conhecemos como nanociéncia e nanotecnologia, ciéncia e tecnologia que
objetiva a construcao e controle dos objetos e dos dispositivos a escala atomico-molecular.
Obviamente, todo este “nano mundo”, se assim podemos chamar, s6 pdde ser explorado
gracas ao desenvolvimento da mecanica quantica, a partir do século XX. Hoje podemos di-
zer, que a fisica da matéria condensada se encarrega de estudar a nanociéncia, que por sua
vez, encara o transporte quantico como parte essencial e intelectualmente desafiadora [1],
fazendo com que pesquisas e tecnologias, voltadas para o controle da matéria e fabricagao
de dispositivos em pequenas escalas, sejam cada dia mais desenvolvidas.

Nesta dissertagao, estamos interessados no ramo da nanociéncia chamado fisica
do transporte eletronico quantico. Essa area da ciéncia tem como objetivo o estudo
teorico e experimental das propriedades de diferentes regimes do transporte eletronico
em dispositivos nanoestruturados.

Para compreender melhor os fenémenos de transporte eletrénico quantico em na-
noestruturas, devemos analisar sistemas onde os efeitos ondulatorios dos elétrons sao
absolutamente relevantes, de modo que possam afetar os observaveis fisicos do transporte
eletronico. Podemos entao dizer, que tais sistemas possuem propriedades que nao depen-
dem, necessariamente, do seu material, estrutura ou da sua composi¢ao atomica [1]. Além
disso, nao podem ser explicados pela fisica classica. Essas propriedades sao chamadas de
propriedades universais do transporte quantico.

Efeitos ondulatorios tem atraido o interesse de muitos fisicos ao longo dos anos, seja
em um sistema de um tinico corpo com elétrons nao interagentes se movendo em um meio
desordenado com distribuigao aleatéria ou em um ntcleo de muitos corpos, inicialmente
pouco explorados por sua complexidade e as vezes de pouco interesse fisico. Estudos de
tais sistemas tiveram algumas de suas caracteristicas primeiramente observadas na década
de 30, na fisica nuclear, onde a dimensao linear tipica é da ordem de alguns fermins (1fm
= 107 m) [2].

Sistemas dindmicos de uma particula com caracteristicas semelhantes ao problema
dos nucleos de muitos corpos tem sido estudados pela comunidade de caos quantico, com
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a finalidade de entender como a natureza da dinamica classica influencia as propriedades
quénticas [2]. E nesse tipo de contexto que encontramos a palavra Mesoscdpica, introdu-
zida por Van Kampen em 1981 [3], devido ao grande interesse em sistemas com dimensao
intermediaria, “Meso”, entre o microscopico e o macroscopico. A ideia era criar uma meso
escala, um reino diferente que s6 poderia ser explicado pela sintese da teoria quéntica,
governante do mundo micro, e a teoria cléassica, governante do mundo macro [1|. No en-
tanto, atividades experimentais a partir do final da década de 80, nao revelaram qualquer
fronteira nitida entre a meso e a micro escala. Desta forma, o termo mesoscopico passou
a se referir ao crossover entre os regimes de transporte quantico e classico. Por outro
lado, o termo transporte quantico tornou-se mais abrangente referindo-se as propriedades
de transporte eletronico em estruturas de escalas diminutas [1].

A partir de entao, introduziremos a fisica mesoscopica, alguns dos fenémenos presen-
tes no transporte eletronico em sistemas mesoscopicos e o formalismo tedrico construido
para seu estudo. A ideia inicial é apresentar conceitos fundamentais muito bem estabe-
lecidos na literatura, antes de abordamos o objeto de estudo desta dissertacao, o bilhar
de Dirac cadtico aberto. A nossa abordagem para o transporte eletrénico quantico nesse
objeto possibilitou a publicagao do artigo [4], no Physical Review B.

1.1 Fisica MesoscéOpica

Inicialmente a fisica mesoscopica concentrou-se no estudo de assinaturas quanticas no
transporte semiclassico em nanoestruturas [3,5|. Esses pequenos condutores, chamados
de mesoscopicos, sao muito maiores do que objetos microscopicos, como atomos, mas
nao grande o suficiente para serem 6hmicos, comportamento obtido caso suas dimensoes
sejam muito maiores que o comprimento de onda de de Broglie, o caminho livre médio e
o comprimento de relaxagao de fase |6] (também chamado de comprimento de coeréncia
de fase), trés escalas de comprimento caracteristicas dos sistemas eletronicos, as quais
abordaremos posteriormente.

O transporte de elétrons nos denominados dispositivos mesoscopicos, foram primei-
ramente realizados em condutores metalicos. Posteriormente, a maior parte do trabalho
foi realizada em heteroestruturas semicondutoras de GaAs/AlGaAs |7] - arseneto de gé-
lio e arseneto de galio dopado com aluminio - de modo que, experimentos feitos a baixas
temperaturas garantiam o comportamento nao 6hmico nessas estruturas, ou seja, a fase
da onda do elétron permanece coerente ao longo do sistema de interesse, conduzindo a
uma variedade de novos fenomenos [8]. Mais recentemente, novos materiais foram sendo
descobertos, como grafeno e os isolantes topolégicos, ampliando a gama de possibilidades
experimentais e tedricas [9,10]. Entao, podemos considerar o dispositivo mesoscopico
como um sistema de transporte de fase coerente [2|. Levando em conta esse fato, é bas-
tante instrutivo observar os diversos regimes de transporte mesoscopico analisando as
escalas de tempo e de comprimento caracteristicos. Faremos isso logo em seguida.



1.1 FISICA MESOSCOPICA 3

1.1.1 Regimes de Transporte

Podemos introduzir as varias escalas de tempo e de comprimento, que definem e
caracterizam os diferentes regimes mesoscopicos, a partir de uma amostra de um metal
desordenado de tamanho linear L, mantido a uma temperatura suficientemente baixa [2|.
Nessas condigoes, participam do transporte somente elétrons com energias proximas a
energia de Fermi, e = (hkp)?/2m, onde kr é o nimero de onda de Fermi. O transporte
eletronico em metais a baixas temperaturas, apresenta varias caracteristicas devido aos
efeitos de interferéncia entre as func¢oes de onda. Esses efeitos dependem das escalas
fundamentais que sao:

e Comprimento de Onda de Fermi, \r. Esta relacionado ao nivel de Fermi e é
definido pela relagdo A\p = 27 /kp. Esta é a menor escala de comprimento, vari-
ando de alguns angstroms em metais a centenas de angstroms em heteroestruturas
semicondutoras.

e Caminho Livre Médio Elastico, [.. Distancia média percorrida pelo elétron
antes de ter seu momento inicial destruido por colisoes elasticas. Essa importante
e elementar escala de comprimento, varia de alguns angstroms em ligas amorfas
a uma dezena de microns em heteroestruturas semicondutoras e é definida como
le = vp7. Onde vp é a velocidade do elétron no nivel de Fermi, e 7 é o tempo de
relaxacao do momento.

e Caminho Livre Médio Inelastico, [;,. Similar ao [, mas com colisoes inelasticas,
lin = vrTy, devido ao espalhamento por elétrons, por féonons e com impurezas da
amostra. Nesse limite determinamos 74, que é o tempo de defasagem (descoeréncia),
ou de quebra de fase.

e Comprimento de Localizagao, £. Relacionado & extensao espacial das funcoes
de onda eletronicas. Para condutores metélicos, essas fungoes se estendem por
toda a amostra. No entanto, em isolantes, as fungoes sao localizadas e decaem
exponencialmente a partir do centro de localizacao.

e Comprimento de Coeréncia de Fase, L. E a distancia média que os elétrons
viajam antes de perderem a coeréncia de fase de sua funcdo de onda. A partir
desse comprimento, podemos caracterizar os processos de transporte em conduto-
res mesoscopicos. Efeitos de transporte que dependem da interferéncia de fungoes
de onda eletrénicas podem ser utilizados para determinar o tempo de descoeréncia.
Portanto, podemos definir L, em duas condigoes: Ly = vpTy, para sistemas com
alta mobilidade, ou seja, (17, ~ 7), e Ly = /DTy, para sistema com baixa mobili-
dade (14 > 7) onde D = v%7/d é a constante de difusdo, d é a dimensao do gas de
elétrons e o movimento dos elétrons, neste tltimo caso, é considerado nao balistico,
definigao que veremos logo em seguida.

Para um condutor mesoscopico tipico a baixa temperatura temos [, < Ly < l;,,. Portanto,
pode-se definir trés regimes, experimentalmente distintos, para o transporte coerente de
condutores mesoscopicos em termos das escalas de comprimento, como:
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1. Regime Balistico ou Guia de Onda - (A\p < L < [.). Os elétrons movem-se
sem sofrer espalhamento eldstico. Como exemplo, temos as cavidades cadticas de
micro-ondas e pontos quanticos, que explicaremos na préxima secao.

2. Regime Difusivo - (A\p < [ < L < L,). A onda atravessa a amostra sem perder
a coeréncia, pois, sofre diversas colisoes eldsticas e nao inelésticas. E caracteristico
de fios quanticos desordenados.

3. Regime Localizado - O comprimento da amostra encontra-se entre o comprimento
de localizagdo e o comprimento de coeréncia de fase (§ < L < Ly). Esse regime ¢é
assim chamado, porque as fungoes de onda eletronicas ficam localizadas, de modo
que a amostra se comporta como um isolante.

4. Amostra macroscépica - (A\p < [, < Ly < L), a amostra se divide em sub-
amostras mesoscopicas de tamanho Ly do tipo difusivo. Assim, a onda se propaga
de forma coerente dentro de cada sub-amostra, mas nao existe coeréncia de fase de
sub-amostra para sub-amostra.

As escalas caracteristicas de comprimento e de tempo, aqui resumidas, assim como os
regimes de transporte, podem ser revistas com mais detalhes nas referéncias [2,6,7].

Além das condigoes e possiveis regimes de transporte em sistemas mesoscopicos que
acabamos de ver, devemos conhecer a importancia das heteroestruturas semicondutoras
de GaAs/AlGaAs no que diz respeito a fabricagdo de dispositivos mesoscopicos e aos
principais trabalhos desenvolvidos nesta area de transporte quantico.

1.2 Bilhar Quantico

Antes de explicarmos o nosso objeto de estudo, o bilhar de Dirac, e as nossas reais
pretensoes nesta dissertagao, falaremos sobre o bilhar quantico, ou “bilhar de Schrédin-
ger”, que modela uma estrutura chamada de ponto quantico e é construido a partir do
gas de elétrons bidimensional (2DEG). Posteriormente, abordaremos os fenémenos me-
soscopicos, bastante compreendidos na literatura.

1.2.1 Gas de Elétrons Bidimensional

Um dos desenvolvimentos mais importantes em semicondutores, tanto do ponto de
vista da fisica quanto da industria de dispositivos, tem sido a realizacao de estruturas nas
quais o comportamento da eletronica é essencialmente bidimensional (2D). Isso significa
que pelo menos para algumas fases de funcionamento do dispositivo os portadores de
carga estao confinados num potencial, de tal modo, que o seu movimento numa dire-
¢ao ¢ limitado e, consequentemente, quantizado. Isso é exatamente o que ocorre na fina
camada de conducao formada na interface dos heterocompostos semicondutores, que ci-
tamos anteriormente. Os elétrons sao confinados na interface entre o GaAs e AlGaAs,
onde se movem sem perder a coeréncia de fase. Essa estrutura é conhecida como gas de
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elétrons bidimensional (2DEG) [6]. Como se trata de uma estrutura semicondutora com
impurezas, é necessario conhecer os processos de dopagem, além de lembrar das condi-
¢oes referentes as bandas de energia. Portanto, para uma revisao rapida, recomendamos
a referéncia [1].

A figura 1.1 mostra uma representagdo do 2DEG. A banda proibida (band gap) em
AlGaAs é maior do que em GaAs. Em ambos os materiais o nivel de Fermi localiza-se
dentro do gap de energia, (figura 1.1 (a)). Por variagdo da dopagem ¢ possivel deslocar
o nivel de Fermi dentro da banda proibida. Quando os materiais sao aproximados, 0s
elétrons saltam para o GaAs, deixando o AlGaAs carregado positivamente. Devido ao
espago deixado pelas cargas, um nivel unificado de potencial eletroquimico é estabelecido
e uma camada de inversdo (curvamento das bandas de energia) ¢ formada na interface,
como podemos ver na figura 1.1 (b). No equilibrio, a energia de Fermi é constante em
toda parte, e na interface da heteroestrutura, aparece um poco de potencial que deixa os
elétrons confinados, formando o 2DEG [6].

@ =z (b)

GaAs

Energia
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4

Figura 1.1 Na jungao entre o AlGaAs e o GaAs, podemos ver o perfil das bandas de condugao
(linha superior), e valéncia (linha inferior) e suas respectivas energias, Ec e Ey além da energia
de Fermi, Fr, (a) antes e (b) depois da transferéncia de carga, onde observamos a formagao do
gas de elétrons bidimensional 2DEG.

1.2.2 Pontos Quanticos

Com o advento dos heterocompostos semicondutores e total controle do 2DEG, ficou
cada vez mais possivel observar e compreender o transporte eletronico em microestruturas
mesoscopicas de alta mobilidade, suficientemente pequenas e livres de impurezas, para
assegurar que o [, > L, ou seja, os dispositivos balisticos, ao invés de apenas sistemas
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desordenados, nos quais os elétrons se movimentam difusivamente. Além disso, o poten-
cial confinante pode ser extremamente bem controlado, e é possivel fabricar dispositivos
de formas muito diferentes, entre eles, os chamados pontos quanticos balisticos.

O ponto quantico nada mais é do que uma cavidade quéntica de dimensoes sub mi-
crométricas [8], pequenos dispositivos que contém uma pequena quantidade de elétrons
livres, normalmente construido pela formacao do 2DEG na regiao de interface de uma
heteroestrutura semicondutora [11], figura 1.2. A coeréncia de fase da mecénica quantica

GaAs Al Ga, As | 1um

Figura 1.2 Podemos ver respectivamente da esquerda para a direita um desenho esquemético
e a imagem de um ponto quéntico lateral feito no aprisionamento de elétrons na juncao entre o
AlGaAs e 0 GaAs. As estruturas mais claras sao os eletrodos que controlam o acoplamento entre
0 ponto e os reservatorios e recebem uma voltagem em suas extremidades causando o movimento
dos elétrons nas regides mais escuras. Figura retirada de [12]

afeta fortemente as propriedades eletronicas do ponto quantico, por isso, o termo “quén-
tico”. Além disso, o movimento classico dentro da cavidade pode ser considerado como
cadtico ! em longas escalas de tempo comparadas ao tempo ergodico?; 7.5, uma escala
de tempo relevante a pontos balisticos [11]. O tamanho e a forma dessas estruturas, além
do nimero de elétrons que elas contém, podem ser controlados com precisao. A fisica de
pontos quanticos mostra muitos paralelos com o comportamento de ocorréncia natural de
sistemas quénticos em fisica atomica e nuclear. Como em um &tomo, os niveis de energia
em um ponto quantico se tornam quantizados devido ao confinamento dos elétrons [13].
Ao contrario de dtomos, no entanto, os pontos quanticos podem ser facilmente conecta-
dos a eletrodos (partes mais claras na figura 1.2) que além de confinar os elétrons dentro
da cavidade também definem os pontos de contato que acoplam o ponto quantico aos
reservatorios de elétrons, este conceito explicaremos com detalhes posteriormente.

As propriedades de transporte de um ponto quantico podem ser medidas pelo aco-
plamento de guias de onda conectados a dois reservatorios de elétrons, “fonte” e “dreno”
de elétrons, fazendo com que uma corrente passe através do ponto aberto. Podemos por-
tanto, modelar o ponto quantico por um bilhar quantico, também chamado de “bilhar de

1O caos ¢é originalmente um fenémeno classico devido a grande sensibilidade das trajetérias do sistema
a pequenas varigoes nas condicoes iniciais.
2Tempo acima do qual a dindmica é ergodica
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Schrodinger”, eles sao o paradigma para sistemas hamiltonianos simples que caracterizam
dindmicas complexas [14]. O sistema aberto pode ser considerado caético, se o acopla-
mento é suficiente fraco para que o tempo médio de permanéncia dos elétrons dentro da
cavidade, Tgypen, €xceda o T4 € assim, a dindmica do sistema continua sendo universal [§].

1.2.3 Bilhar e Caos

Os bilhares sao modelos matemaéticos para muitas situagoes fisicas onde uma ou
mais particulas se movem livremente, sofrendo colisoes, em uma regiao delimitada. Eles
sao sistemas dinamicos muito utilizados para o estudo do caos cléssico, e também do
caos quantico [15-17]. Portanto sao empregados como sistemas modelos para o estudo
da dinamica classica e quantica.

Fundamentalmente o caos é uma propriedade da mecanica classica, pois, a maioria
dos movimentos sao altamente sensiveis a pequenas variacoes no estado inicial do sistema
[18] tornando-o imprevisivel. A sensibilidade em questao, resulta da nao linearidade dos
sistemas dinamicos classicos. Porém, a equagao de Schrédinger linear descreve a dinamica
na mecanica quantica, e a nao linearidade que o caos necessita nao existe.

Entretanto, o principio da correspondéncia da mecéanica quantica assegura que um
sistema quéantico vai para um sistema classico no limite em que a constante de Planck
vai a zero. Entao, uma forma de entender um sistema quantico cadtico é vé-lo como um
sistema cuja dinamica classica correspondente é cadtica. Nesse caso a dinamica quantica
¢ denominada caos quéntico [19].

Nesta dissertacao investigamos as propriedades de transporte do bilhar de Dirac cao-
tico aberto, bilhar mesoscépico com um tipo de simetria especifica chamada de simetria
quiral ou de sub-rede. Tudo isso explicaremos em seus detalhes nos préoximos capitulos.

1.3 Bilhar de Dirac

O Bilhar de Dirac tem recebido uma crescente atencao da comunidade cientifica,
pois complementa o bilhar classico e quantico (bilhar de Schrédinger), que tomaram palco
central em estudos elucidando o crossover quantico-a-classico em dispositivos regulares e
caoticos [14]. Bilhares de Dirac sao diferentes dos sistemas de onda cadticas que imitam
a mecanica quantica, além disso, também sao descritos pela relacao de dispersao linear
(6ptica, micro-ondas e cavidades acusticas) [20]. Além dessas consideragoes, o bilhar de
Dirac cadtico descreve novos dispositivos, cujas funcoes de onda dos elétrons incidentes
sao descritas pela equac@o de Dirac sem massa [21] da correspondente mecénica quantica
relativistica, em vez da equagao de Schrodinger [14,20]. Esses novos materiais, materiais
de Dirac, possuem bandas de conducao e de valéncia que se tocam em um conjunto
isolados de pontos, chamados de pontos de Dirac (ou vales), de maneira que o espectro
de energia proximo a esses pontos é linear, e a baixas energias as propriedades desses
materiais sdo bem descritas por um conjunto 2D de férmions de Dirac sem massa [22]
(particulas de spin 1/2).
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Os novos materiais em questao, assim como o bilhar de Dirac, possuem uma simetria
especifica chamada de simetria de sub-rede (SSR). Ela, pode ser quebrada, especialmente,
caso o termo de massa nao seja nulo [23,24].

1.3.1 Simetria de sub-rede

No estudo das propriedades do transporte eletronico em sistemas mesoscopicos de-
sordenados, sobrevivem apenas a simetria de reversao temporal (SRT), simetria parti-
cula buraco (SPB) e a simetria quiral, também conhecida como simetria de sub-rede
(SSR) [25,26]. Elas dao origem a dez classes de simetria, que sao divididas entre trés
classes de matrizes aleatorias, Wigner-Dyson [27], Quiral [28,29] e BAG (Bogoliubov-de
Gennes) [30]. Nos proximos capitulos, abordaremos matrizes aleatorias e as classes de
simetria Wigner-Dyson e quiral.

Na SSR, um conjunto de atomos pode se dividir em dois grupos, um grupo chamado
de sub-rede A e outro de sub-rede B. As sub-redes sao idénticas e interconectadas de
tal maneira que os sitios de uma estao ligados apenas aos sitios da outra, ou seja, a
estrutura é bipartida, resultando num espectro de energia simétrico em torno da energia
de Fermi [31]. Dessa forma, o hamiltoniano contém apenas elementos de matrizes entre
os dois grupos, mas nao pertencentes ao mesmo grupo [32].

Podemos observar, na figura 1.3, dois exemplos de uma rede bipartida e um exemplo

%) >P '\G\

“xi-ﬁ

c)

Figura 1.3 Em (a), a rede bipartida é hexagonal, em forma de um favo de mel. Em (b) a rede
é irregular e em (c) ndo ha bipartigao. Sitios da sub-rede A s@o representados por bolas pretas,
enquanto, sitios da sub-rede B sdo representados por bolas brancas. As bolas cinzas representam
os sitios que ndo pertencem a nenhuma sub-rede. Figura retirada de [32].

de uma rede sem biparticao. Em (a), a rede bipartida é hexagonal, em forma de um
favo de mel, tipico de uma rede de grafeno, um material intrinsecamente 2D [33| que
explicaremos posteriormente. Em (b), a rede é irregular e em (c) nao ha bipartigao.
Sitios da sub-rede A sao representados por bolas pretas e os da sub-rede B por bolas
brancas. As bolas cinzas representam os sitios que nao pertencem a nenhuma sub-rede.
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A seguir, apresentaremos os principais exemplos desses sistemas, que sao: algumas
categorias de isolantes topologicos e estruturas de grafeno. Estudos de sistemas de elé-
trons 2D baseados em grafeno e de isolantes topologicos 2D e 3D estao entre os temas
atuais mais interessantes e ativos na fisica de materiais [34].

1.3.2 Grafeno

Grafeno é o nome dado a uma mono-camada plana de atomos de carbono dispostos
em uma rede de “favo de mel” (estrutura hexagonal) bidimensional (2D). Além disso, ¢ a
base para materiais de grafite de todas as outras dimensoes, como os fulerenos quase-0D
e os nanotubos de carbono quase-1D, como podemos ver na figura 1.4. De modo geral,

Figura 1.4 No topo da figura, vemos a representagao de uma mono-camada de grafeno (4tomos
de carbono dispostos em uma rede hexagonal 2D) dando origem a fulerenos quase-0D, nanotubos
de carbono quase-1D e grafite 3D, respectivamente da esquerda para & direita. Figura retirada
de [35].

podemos dizer que o grafeno é amplamente utilizado para descrever as propriedades de
varios materiais & base de carbono [35].

No grafeno, os portadores de carga possuem uma caracteristica singular, eles imitam
particulas relativisticas, embora o hamiltoniano microscopico do d&tomo de carbono nao
seja relativistico [36]. Portanto, as propriedades eletronicas do grafeno sao descritas pela
equacgao de Dirac da mecéanica quantica relativistica (hamiltoniano de Dirac sem massa)
ao invés da equagao de Schrodinger que governa o mundo da matéria condensada [35].



1.3 BILHAR DE DIRAC 10

A estrutura eletronica do grafeno (estrutura de banda E(k,,k,)), ¢ tal como a de
um semicondutor sem gap, com bandas de valéncia (E < 0) e de condugao (E > 0) que
se tocam em dois pontos nao equivalentes K e K’ comumente chamados de vales [37] ou
pontos de Dirac, que pertencem a duas sub-redes de carbono equivalentes A e B [38], do
espago reciproco [14], como exemplificado na figura 1.5. A energia de portadores de carga

Figura 1.5 (Esquerda) estrutura de banda da mono-camada de carbono. As bandas de valéncia
(E < 0) e de condugao (E > 0) formam os cones. Os cones marcados por pontos brancos (pretos)
s@o conectados por vetores da rede reciproca, entao eles sdo equivalentes. Figura adptada de [36].
(Direita) sub-rede triangular do grafeno. Cada atomo na sub rede (A) tem 3 vizinhos préximos
na sub-rede B e vice-versa. Figura retirada de [39].

desaparece nesses pontos e dispersa-se linearmente com o momento na sua vizinhanca,
formando o chamado cone de Dirac [37|. Podemos observar a formacao desses cones na
figura 1.5 da esquerda.

Assim como nas heteroestruturas de AlGaAs, também é possivel construir cavida-
des (nanoestruturas) de grafeno [40]. Também neste caso, varios estudos ja podem ser
encontrados na literatura, por exemplo os efeitos dos diferentes tipos de borda sobre a
densidade eletronica de estados espectrais, que foram investigados na referéncia [41] e os
efeitos dos diferentes tipos de borda sobre as propriedades estatisticas (no limite semi-
classico) tanto da energia espectral do bilhar de grafeno fechado quanto da condutancia
da cavidade de grafeno, ambos abordados na referéncia [24|. Os resultados obtidos, moti-
varam por exemplo, os experimentos para as propriedades das func¢oes de onda do bilhar
de micro-ondas analogo ao bilhar de Dirac [42].

Portanto, podemos concluir que as excepcionais propriedades eletronicas do grafeno
possibilitam varios estudos e aplicacoes. Além dos que ja citamos, indicamos outros
exemplos, como os véarios estudos do bilhar de Dirac caético em pontos quéanticos de
grafeno [14,20], e o transistor, também baseado em ponto quéntico de grafeno [43], que
podemos observar na figura 1.6.
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Figura 1.6 (Esquerda) micrografia eletronica de um transistor de grafeno. O pequeno ponto
quantico (Quantum dot) no centro é conectado a regides de contato através de estritas constri-
goes. (Direita) esquema mostrando um hipotético transistor baseado em um ponto quantico de
grafeno. Figura retirada de [43]

1.3.3 Isolantes Topologicos

No inicio dos anos 80, a descoberta do efeito Hall quantico (EHQ) caracterizou um
novo estado da matéria, diferente dos que ja eram conhecidos pela fisica da matéria con-
densada e que eram descritos pela abordagem de Landau [10,44,45|. Essa descoberta,
revelou um estado, dito ser, topologicamente distinto dos outros. Posteriormente, con-
sideragoes similares as do EHQ deram origem aos isolantes topologicos (IT), materiais
eletronicos com forte intera¢do spin-orbita, que possuem um gap no interior (bulk), ou
seja, possuem um interior que é como um isolante, mas possuem estados de condugao
protegidos por simetria de reversao temporal em sua borda ou superficie [10,46]. Nesse
sentido, os estados da borda, que conduzem corrente, persistem mesmo na presenca de
impurezas [45], diferente do que ocorre nos estados ordinarios da matéria. Esses estados,
em todas as superficies, sdo chamados de estados de superficie de Dirac [47].

Assim como o grafeno, os IT 2D (rede quadrada) e 3D sao fontes de estudo de
pesquisadores tedricos e experimentais, e tém sido aplicados em uma enormidade de sis-
temas [46], assim como na concepgao de dispositivos mesoscopicos. Por exemplo, os pon-
tos quanticos e pontos de contato, que sao promissores tanto em pesquisas fundamentais
sobre modos topoldgicos confinados quanto para spintréonica e aplicagoes em informagcao
quéantica devido a nova estrutura eletronica dos estados de superficie [47], cuja dinamica
é governada pelo mesmo hamiltoniano de Dirac sem massa. A principal diferenca entre
o grafeno e a superficie de um isolante topologico 3D ¢é a falta de spin e degenerescéncia
do vale no tltimo caso [48|.

No que diz respeito aos sistemas mesoscopicos, foram observados na ultima década,
uma riqueza de fendmenos interessantes, particularmente, detectados experimentalmente,
em estruturas de bilhar quantico e bilhar de Dirac. Na préxima segao, conheceremos
alguns desses principais fené6menos.
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1.4 Fenomenos em Sistemas MesoscoHpicos

Como vimos anteriormente, a fisica mesoscopica esté relacionada a um regime de
transporte onde a coeréncia de fase eletronica durante o processo de transmissao de carga
¢ um ingrediente fundamental. Essa propriedade de transporte revela surpresas, como:
a quantizagao da condutancia, observada experimentalmente quando a resisténcia de um
condutor balistico revelou-se ser diferente de zero e quantifizada como funcao de sua
largura [49, 50]; a localizagao fraca [51,52]; a flutuacao universal da condutancia [53];
entre outros fené6menos importantes.

Landauer [54], introduziu o conceito do problema de transporte eletrénico numa rede
unidimensional. No tratamento de Landauer, uma corrente constante é injetada na amos-
tra mesoscopica, que é vista como um centro espalhador, implicando que a condutancia
pode ser interpretada como uma medida do coeficiente de transmissao. Para garantir um
fluxo constante através da amostra, Landauer introduziu o conceito de reservatorios ide-
ais, figura 1.7, que sdo conectados a regido de espalhamento cadtico (amostra) por guias
de condugao perfeitos, caracterizados por um nimero N de modos transversais (canais)
de propagacao, e tem a funcao de gerar uma forga termodinamica através de um gradiente
de potencial eletroquimico, p, levando a um regime de transporte. Os reservatorios sao

Reservatorios

Figura 1.7 Representagao do modelo de reservatorios do formalismo de Landauer. A amostra
bidimensional se comporta como uma regiao espalhadora e é conectada a guias ideais semi-
infinitos contendo canais de propagacao abertos acoplados a reservatorios de elétrons. Esses,
sao mantidos em equilibrio termodinamico e descritos por fungdes distribui¢ao f;(T, ;). Um
fluxo de corrente atravessa a amostra quando uma diferenca de potencial eletroquimico, Apu, é
estabelecida entre os reservatorios. Figura adaptada de [55].

formalmente descritos por suas func¢oes de distribuicao de equilibrio

1
fz<T7 /vbz) = ele—mi)/kpT +1 (11)
onde ¢ = 1,2,..., n é nimero de reservatorios, p; sao os potenciais eletroquimicos e 7' ¢é a

temperatura, que assumiremos ser a mesma em todos os reservatorios. Além disso, eles sao
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um ingrediente indispensavel na formulacao de Landauer, pois, introduz caracteristicas,
como irreversibilidade e dissipagao, que estdo sempre presentes nos experimentos |56].

Nesta dissertacao, utilizaremos o tratamento de Landauer, para o bilhar de Di-
rac acoplado a reservatorios de elétrons por dois e trés guias de onda. Descreveremos
o comportamento da média, variancia e distribuicao da condutancia, além das corre-
¢oes de localizagao e anti-localizagdo fraca (que explicaremos posteriormente). Portanto,
abordaremos em maiores detalhes alguns dos fendomenos mesoscopicos associados a nossa
pesquisa.

1.4.1 Quantizagao da Condutancia

Considerando a temperatura igual a zero, Landauer [54] introduziu a condutancia
(G), devido ao espalhamento elastico de um obstaculo caracterizado pelos coeficientes de
transmissao (7') e reflexdo (R) para o caso de quatro terminais e um tnico canal aberto
em cada um deles. Posteriormente a medicao de G em dois terminais foi estendida para
o caso de N canais abertos [57,58|

= (2 /mh)Tr(tth) = (2¢*/h)Tr(tth), (1.2)

onde t é a matriz de transmissao e a férmula em si é conhecida como férmula de Landauer-
Biittiker que explicaremos melhor nas proximas segoes.

Com o resultado da alta mobilidade atingivel no gas de elétrons bidimensional
(2DEG) em heteroestruturas de GaAs/AlGaAs, como a da figura 1.1, tornou-se possivel
estudar transporte balistico em pequenos dispositivos. O fenémeno conhecido como quan-
tizacao da condutancia constatou a validade da férmula de Landauer-Biittiker. Observado
primeiramente em 1988 [49, 59|, quando se introduziu “ Gates” (eletrodos carregados ne-
gativamente) no 2DEG, como na figura 1.8(a). Esses eletrodos formam uma constri¢ao

= Fechado Aberto Fechado r~
¢ 8 r_L_._ -H“ ] 8
2DEG S S
e c

Constrlgao ¥ el |

(a) (b)

Figura 1.8 (a) Ilustracdo do ponto de contato quantico construido sobre 2DEG, os triAngulos
formam a constrigao. Figura adptada de [60]. (b) A quantizacdo da conduténcia pode ser
obtida considerando a constricao como um guia de onda, no qual um pequeno niimero de modos
transversais de propagacao (canais) podem atravessar a constri¢ao. Figura adaptada de [1].

de largura ajustavel W e comprimento L, com abertura muito menor do que o livre ca-
minho médio, além disso, eles separam o 2DEG em duas partes, formando o ponto de
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contato quantico. A variacao na largura da constricao é controlada através da voltagem
de porta aplicada ao ponto de contato e provoca uma barreira de potencial efetiva de-
pendente do canal de propagagao. Em uma dada energia, somente alguns canais podem
ultrapassar a barreira, os quais sao abertos, nesse caso os elétrons conseguem ultrapassar
a constri¢do, caso contrario eles sao refletidos como na figura 1.8(b) [1]. Uma diferenca
de potencial V' entre os reservatérios, por exemplo, faz surgir uma corrente elétrica [
através da constricao.

Foi observado na referéncia [49] que a medida que W diminui a condutancia G
decresce em forma de degraus de altura 2¢?/h (o fator 2 ¢ devido a degenerescéncia de
spin), conforme podemos observar na figura 1.9.

,._.
o0 =

Condutancia (2e*/h)
o

4
2
ﬂ 1 i L i i
-2 -1.B -146 -14 -1.2 -1
Voltagem de porta (V)

Figura 1.9 Condutancia do ponto de contato quéntico como fun¢do da voltagem de porta
aplicada na constri¢ao. Observamos o comportamento tipo escada da conduténcia, revelando a
quantizagao da condutancia em semicondutores onde Ar ~ 30nm. Figura adaptada de [6,49].

Desta maneira, foi possivel obter

- (2 ke, 0

onde, 2¢?/h ficou conhecido como quantum de condutéancia Gy e kr ¢ o médulo do vetor
de onda de Fermi. Essa expressao é valida se [, > W. Desta forma, podemos concluir,
que o nimero de canais de propagacao abertos N esta relacionado com a largura da

constri¢ao por
2
N = int <kFW> = int (—W> . (1.4)
s )\F

Para metais, por exemplo, A\p < W, logo N > 1 e a resisténcia de contato é pequena.
Ja em semicondutores, A\p =~ 30nm, o que permite a observagao dos degraus. Portanto
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podemos resumir a condutancia da seguinte forma

I 2¢2
G=—=N""=NG,. (1.5)
V h
Ou seja, a condutancia varia com um namero inteiro do quantum de conduténcia.
Veremos em seguida, que a condutancia em estruturas de Dirac apresenta um com-

portamento similar ao que acabamos de descrever.
e Quantizacao da condutancia em estruturas de Dirac

Assim como para o gas de elétrons bidimensional (2DEG), obtido em heteroes-
truturas, diversos experimentos foram realizados em estruturas de Dirac. Se tratando
especialmente do grafeno “ideal” (uma tinica camada de atomos de carbono), muitas pro-
priedades anémalas foram encontradas, quando comparado com o (2DEG). Em especial,
experimentais descobriram dois fenémenos interessantes [61, 62|

1. Valor minimo para a condutividade. Esse limite é devido & propriedade intrinseca
dos férmions de Dirac 2D sem massa, na ordem de 4e?/h. O fator 4 é devido &
degenerescéncia do spin e do vale. Esse fenomeno é encontrado mesmo quando a
concentragao de portadores de carga tende a zero (ponto de Dirac).

2. Efeito Hall quantico semi-inteiro. A condutividade Hall (o,,) ocorre em uma
sequéncia de multiplos semi-inteiros da condutancia minima, o,,, = (4e%/h)(n+1/2),
n =0,1,2.... Esse Fendmeno é ocasionado, devido a existéncia de estados com
energia nula nos niveis de Landau para férmions com massa nula.

Esse tltimo resultado ¢é similar ao encontrado no experimento de uma tnica camada de
grafeno entre dois eletrodos supercondutores, como podemos ver na figura 1.10.

EALAT T 1R
LA

Figura 1.10 A esquerda temos a imagem da microscopia de forca atémica de um dispositivo de
uma camada de grafeno entre dois eletrodos supercondutores. A direita, vemos a representacao
esquemética desse experimento. Figura retirada de [63].

A medicao de G como fungao da voltagem de porta, Vg, quando o campo magnético
e temperatura sao respectivamente B = 107 e T = 100 mK, mostra saltos (ver figura
1.11) idénticos ao encontrados no EHQ, como descreve a referéncia [63]. De acordo com
o referido artigo, isso demostra que mesmo em amostras mesoscopicas o EHQ pode ser
usado para identificar os dispositivos de camada simples.
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Figura 1.11 Condutéancia, G, em relagao ao voltagem de porta, V7, em alto campo magnético,
B =10T e temperatura T" = 100 mK mostrando as séries de degraus em valores semi-inteiros de
4e?/h, caracteristica da anomalia do EHQ em uma camada de grafeno. Figura retirada de [63].

1.4.2 Localizacao Fraca

Considerando a figura 1.7 como uma cavidade mesoscopica cadtica, a baixissimas
temperaturas, temos que o comprimento de coeréncia de fase (L,) dos elétrons supera o
tamanho da amostra (L). Dessa forma, a dindmica classica nao se aplica [64], e quan-
ticamente um elétron ejetado em um dos guias possui probabilidade de reflexao (voltar
pelo mesmo guia) diferente da probabilidade de transmissao (sair por outro guia). Em
uma abordagem semiclassica, essa “anomalia” na propriedade de transporte dos elétrons
é essencialmente causada por interferéncia quantica entre pares de trajetorias invertidas
temporalmente [8], fazendo com que a conduténcia flutue. Para particulas sem spin, essa
interferéncia é construtiva. A fase quantica do elétron na trajetéria de retorno a origem é
a mesma fase da trajetoria revertida no tempo. Desse modo, a probabilidade de reflexao
e maior que a de transmissao, ou seja, a condutancia é menor que a condutancia no limite
semiclassico, dada pela lei de Ohm (G¢p). Esse fendmeno ficou conhecido como Loca-
lizagao Fraca (LF), originalmente observado em condutores desordenados com dinamica
difusiva. Para particulas com spin, o acoplamento spin-érbita gira o spin dos elétrons e
produz uma interferéncia destrutiva, diminuindo a probabilidade de retorno e causando
um aumento na condutancia. Esse outro fenémeno ficou conhecido como anti-localizacao
fraca [51,65].

Entendemos entao que para a conduténcia, a LF é a correcao quantica da lei de
Ohm. Dessa forma, no limite semicléassico, a corregao de localizagao fraca (C'LF') pode
ser dada pela expressao

0G = (G) — Goy, (1.6)

onde (G) é a média da condutancia na presenga da simetria de reversao temporal e Gor, € 0
resultado da média da condutancia quando a simetria de reversal temporal é quebrada [6].
De acordo com a figura 1.12, temos que G < 0 com magnitude §G ~ —e?/h.
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Figura 1.12 Resultado numérico da flutuacio da condutancia normalizada em e2/h como fun-
¢ao da mudanca de fase no modelo teérico de distribuicao de impurezas. Percebemos que a
média da condutancia (G) é menor que a conduténcia classica G, mostrada na figura para
comparagao. Figura adaptada de [6,66].

Ambos os fenomenos, localizacao e anti-localizacao fraca, sao universais. Eles de-
pendem apenas da simetria de reversao temporal, de modo que, um campo magnético
externo ¢é suficiente para quebrar a simetria de reversao temporal e, portanto, destruir
a interferéncia. Outros modelos tedricos como a forma do potencial desordenado e o
espagamento médio entre impurezas [66], confirmam essa universalidade.

Por completeza, mostraremos que é possivel encontrar o mesmo fené6meno em outras
estruturas, por exemplo, as estruturas de Dirac.

e Localizacao Fraca em uma Estrutura de Dirac.

Assim como para o bilhar quantico, podemos falar de localizagao fraca para o bilhar
de Dirac. Como ja vimos, o grafeno é uma estrutura de Dirac e pode ser utilizado na cons-
trugao de varios dispositivos, ele possui diferengas notéveis em relagao aos sistemas (2D)
convencionais, especialmente pela quiralidade dos portadores de carga. Os portadores de
cargas sao quirais, devido ao ntimero quéntico adicional, pseudo-spin [36], decorrente do
fato de que suas fungoes de onda sao compostas das contribuigoes das duas sub-redes [67].
Se o pseudo-spin é conservado, o retroespalhamento de portadores é proibido e ocorre a
anti-localizagao, ao invés da localizagao fraca [68,69]. Além disso, a interferéncia quantica
nessas estruturas é sensivel tanto ao espalhamento inelastico, quanto aos mecanismos de
espalhamento eléstico, como defeitos topologicos que afetam a quiralidade [70]. A figura
1.13, mostra o efeito de localizacao fraca para uma cavidade fabricada no 2DEG de uma
heteroestrutura de GaAs/AlGaAs, a esquerda, e vemos a localizagdo fraca para uma
mono-camada de grafeno utilizada no experimento citado na figura 1.10, a direita.
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Figura 1.13 (Esquerda) condutancia medida em 7' = 50 mK para um ponto quantico em forma
de um bilhar tipo stadium. (Direita) medi¢ao da condutancia em T & 1.5 K para dois diferentes
dispositivos de uma tnica camada de grafeno, a curva inferior corresponde ao experimento
descrito na figura 1.10. Figuras adaptadas de [8] e [63], respectivamente.

1.4.3 Flutuacao Universal da Condutancia

Os célculos que mostram que as flutuagoes da condutancia, da ordem de e*/h, sdo
caracteristicas universais do transporte quantico no limite de baixas temperaturas foram
primeiramente observados na referéncia [71].

Essas flutuacoes podem ser observadas de uma amostra para outra, mesmo se as
amostras pertencerem a estruturas mesoscopicas feitas de um mesmo material, isso ocorre,
porque a configuracao de impureza é modificada no processo de construcao da amostra.
Do mesmo modo, também ¢é possivel observar flutuacoes na condutancia em uma mesma
estrutura mesoscopica como fungao do campo magnético, ou seja, a aplicagao do campo
magnético causa os mesmos efeitos nos padroes de interferéncia causados pela mudanca
na distribuigdo de impurezas [8|. Por outro lado, para uma mesma amostra, mantida a
uma temperatura fixa, o padrao da flutuacao nao se altera.

Resultados experimentais que comprovam as flutuagoes da condutéancia, para uma
amostra especifica, em fung¢ao do campo magnético, podem ser encontrados na referéncia
[72], como podemos ver na figura 1.14. Observamos nesta figura, que a média, variancia
e a distribuicao da condutancia sao determinadas através da flutuacao da condutéancia.
Contudo, é preciso salientar, que em certos limites muitas distribui¢oes de interesse nao
tem o comportamento gaussiano como o da figura 1.14.

Na referéncia [8], encontramos que a amplitude das flutuagoes da condutéancia, dada
pela variancia da condutéancia, é da ordem de

var(G) = (G*) — (G)* ~ (%2)2 (1.7)

A variancia da condutéancia independe do formato da amostra e da for¢a da desordem |8].
Além disso, encontramos no mesmo artigo, alguns resultados teéricos e observagoes sobre
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a média e variancia da condutéancia, além da correcao de localizagao fraca para um bilhar
quantico acoplado a dois e trés guias de onda.

G(e’/h) G(e*/h)

- 374
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Figura 1.14 A esquerda, temos a conduténcia em funcio do campo magnético B para um fio de
ouro quase-unidimensional. A direita, vemos a distribuicio da condutancia P(G) construida a
partir da figura anterior. Percebemos que P(G) é gaussiana em torno da média (G) e dominada,
essencialmente, pela variancia var(G). Figura adaptada de [72].

e Flutuagao da condutancia em estruturas de Dirac

Assim como nos fenémenos anteriores, também foi encontrada a flutuacao da condu-
tancia em dispositivos que possuem a estrutura de Dirac. Como exemplos de experimentos
onde se observou esse fendmeno citamos:

1. Os experimentos de pontos quanticos com barreiras em isolantes topologicos [47],
cuja figura da flutuacao da condutancia em funcao do voltagem de porta pode ser
observada na figura 1.15;

2. O grafeno entre dois contatos supercondutores [63|. Podemos ver na figura 1.16 a
condutancia como fun¢ao do campo magnético;

3. E o ponto quantico de grafeno [73]. Na figura 1.17, podemos observar a flutuacao
da condutancia em funcao da voltagem de porta tanto para o elétron como para o
buraco, representando os dois cones de Dirac.
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Figura 1.15 Flutuacao da condutéancia em funcao do voltagem de porta de um ponto quantico
de um isolante topoldgico entre fonte e dreno de portadores de cargas. Figura adaptada de [47].
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Figura 1.16 Duas medi¢oes subsequentes da condutincia em fun¢do do campo magnético a
T ~ 1,5 K para um dispositivo de uma tnica camada de grafeno. Essa figura foi obtida através
do experimento que citamos na figura 1.10. Figura retirada de [63].

‘ buraco gap elétron

Voltagem de porta traseira (V)

Figura 1.17 Condutancia, de um ponto quantico de grafeno acoplado a fonte e dreno de por-
tadores de carga, como funcao da voltagem de porta traseira (Vyg), back gate voltage. Figura
adaptada de [73].

1.5 Formalismo de Espalhamento

H&a muito tempo que o espalhamento de ondas em sistemas complexos vem interes-
sando “grandes mentes” em diversas areas da fisica, como a 6tica, o eletromagnetismo e
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a fisica nuclear. Essa tltima por exemplo, oferece varios exemplos da mecénica quantica
de espalhamento por sistemas de muitos corpos complexos, como o espalhamento de um
nicleon por um nicleo atémico, num modelo chamado de modelo 6ptico [74]. No entanto,
caracteristicas similares as destes problemas nucleares complexos também foram encon-
tradas em certos sistemas “simples” de um particula, que em contraste com os sistemas
complexos podem conter resultados exatos |75].

O transporte de elétrons em microestruturas é um dos exemplos de sistemas de espa-
lhamento simples bastante estudados ao longo dos anos. Nesse contexto, o transporte ¢é
idealizado em guias de onda, que nao apenas ilustram os conceitos de transporte quantico,
mas também modelam situagoes experimentais concretas [1]. A equivaléncia da teoria
nuclear com a teoria de guias de onda e cavidades foi observada na referéncia |76]. No
referido artigo, foi observado, que o niicleo causa um movimento altamente complicado na
onda incidente. Movimento similar é encontrado, por exemplo, em nanoestruturas caoti-
cas. Uma cavidade mesoscopica pode possuir desordem proveniente de diferentes tipos de
defeitos inevitaveis no seu processo de fabricagao. Os defeitos presentes em uma regiao de
interagao estacionéaria espalham os elétrons, afetando as propriedades de transporte [1].

Conforme descrito por Landauer nas referéncias [58, 77|, a cavidade espalhadora ¢
conectada a guias de onda acoplados a reservatorios de elétrons, desse modo, ele estabe-
leceu a conexao entre a probabilidade de transmissao eletronica através da amostra e o
problema de espalhamento. Nessa abordagem, as propriedades de transporte sao obtidas
mediante a matriz de espalhamento (matriz S) correspondente [78]. No formalismo de
espalhamento, um sistema mesoscopico é descrito por uma matriz S que relaciona as
amplitudes das fun¢oes de ondas espalhadas com as incidentes e desempenha um papel
fundamental na teoria de transporte de Landauer-Biittiker [54,79] que discutiremos na
proxima secao.

1.5.1 Teoria e Matriz de Espalhamento

Para os conceitos abordados nesta subsegao, seguiremos as referéncias [2,75]. A
teoria de espalhamento leva em consideragao o problema proposto por Landauer. Nesse
caso, consideramos um sistema de elétrons nao interagentes, uma cavidade mesoscopica
2D conectada a reservatorios de elétrons, em equilibrio termodinamico, por L guias ideais.
O [-ésimo guia (1,. .., L) possui largura W, finita, causando um confinamento transversal
que produz quantizacao em modos propagantes e a presenca de canais de propagacao. Os
elétrons sao espalhados na cavidade, considerada estacionéaria no tempo, com energia de
Fermi (ep = h%k%/2m) e satisfazem a equagio de Schrodinger, que para campo magnético
nulo, B = 0, pode ser escrita da seguinte maneira

1 2\ 2
{— (—mv) + V(F)} U(7) = BV(7). (1.8)
2m
Devemos encontrar as solugoes dessa equagao em cada guia. Para isso introduziremos
um sistema de coordenadas em cada um deles, de modo, que o vetor posi¢ao é dado por

7 =7, = (x;,1;). Como podemos ver na figura 1.18 a coordenada x; representa a dire¢ao
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Figura 1.18 Cavidade caotica bidimensional conectada a L guias de onda ideais As setas dentro
dos guias indicam as ondas entrando a,, e saindo b,, da cavidade. Figura retirada de |75].

longitudinal e esta orientada para fora da cavidade, enquanto a coordenada y; representa
a direcao transversal de propagacao assumindo os valores 0 e W; nas paredes do guia,
de modo que a condigao de contorno ideal, devido a impenetrabilidade nos guias e na
cavidade, leva ao seguinte vinculo

U(21,0) = W(x, W) =0, (1.9)

além disso, como os guias sao considerados ideais, o potencial real devido as impurezas,
V(7), é nulo, portanto, a equagao de Schrodinger é separavel da seguinte forma

(w1, 1) = @n(@1) X (W) (1.10)

em que @, (z;) e xn(y;) sdo as fungoes de onda longitudinais e transversais. Desse modo
podemos encontrar as solugoes de uma parte tipo ondas planas propagantes

pu(1) oc X, (1.11)

onde definimos [k:g)P = 2mkE,, /h* e os sinais (+) e (—) representando respectivamente

as ondas saindo e entrando na cavidade, e uma parte tipo onda estacionéria

/2
Xn(U1) = WISGD(KS)ZJZ)’ (1.12)

KO="2" n=12..., (1.13)

onde,
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¢ o nimero de onda transversal. Nessa direcao temos a energia

- o (114)

EU

)
yn

e as solugoes transversais formam um conjunto ortonormal completo, isto €,
4
O b = [ s = b (1.15)
‘ [ee)
> xWxaly) = dly—y). (1.16)
n=1

Cada possibilidade definida por n é chamada de modos ou canais. O ntmero de onda
longitudinal e transversal se relacionam por:

kD)2 + (K0P = ki, (1.17)

n

e a energia de fermi do sistema é a soma das energias longitudinais (Ea(;l)) e transversais
(Eyn)
er=EY + E. (1.18)

. ~ . . . ~ o, [
Levando em consideracao a energia de Fermi, apenas n canais sao permitidos se E?S% < €p,

. 0 . PRONEE .
ou seja, b, >0e k;,g) ¢ real, desse modo, et #1 & uma exponencial complexa, e o modo
propagante é uma onda plana, chamado de canal aberto. Se

krW
Nl<F

< N+ 1, (1.19)

. ) . : L. . !
entao existem precisamente NV, canais abertos no [-ésimo guia. Por outro lado, se EZ(,% >

€r, entao B, <0 e k,(f) ¢ puramente imaginério e ek & uma exponencial real dando
origem a ondas de decaimento exponencial ao longo do guia. Esses modos sao chamados
de modos evanescentes ou canais fechados.

A grandes distancias ao longo do guia, isto é, * — 00, apenas canais abertos
contribuem para a funcao de onda. A forma mais geral das solugoes normalizadas da
equacao de Schrodinger no guia [ deve ser escrita como uma combinagao linear

Ny e—ikzg)zl eik‘ﬁll)atl 9

7Y — O] O] O]

V() = E a, " 7z + by, n 73 | \/ VVlsen(Kn Ur)s (1.20)
=i <hk:n /m> (hk;n /m)

onde m é a massa efetiva do elétron. Essas solu¢oes normalizadas asseguram a condic¢ao
de fluxo unitéario.

Os coeficientes ag) e b,(f) representam, respectivamente, as amplitudes de ondas
entrando e saindo do canal aberto n do guia [. Entao podemos definir o vetor N;—
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dimensional que contém as N; amplitudes das ondas incidentes na cavidade através do

guia [ da seguinte forma
0]

ay
al = | |, (1.21)
0
ay,
combinando todos os [ (I = 1,..., L) vetores, encontramos o vetor associado as ondas

que entram na cavidade a partir de todos os canais abertos em todos os guias
a®

a=| : |. (1.22)

b= : |. (1.23)

Essas amplitudes sao linearmente relacionadas com a matriz de espalhamento S por
b = Sa. (1.24)

A matriz de S pode ser representada na forma de blocos

rin tiz - tip
tor Tas - tor
trn tra -0 rrL

onde os elementos da diagonal principal sao blocos r;, matrizes N; x N; que contém
amplitudes de reflexao dos N, canais do [—ésimo guia nele mesmo, e os outros elementos
sao blocos t;,,, matrizes N; X N,, que contém amplitudes de transmissao dos N,, canais
do guia m para os N, canais do guia [. A matriz S é uma matriz quadrada de dimensao
Nr dada por

L
Nr=)_Nu. (1.26)
=1

Ela carrega toda a informagao do transporte de elétrons no sistema mesoscopico. Além
disso, possui vinculos, simetrias que podem ser gerais (presente em todas as matrizes S)
ou nao. Vejamos elas.

1.5.2 Simetrias da Matriz S

A conservacao do fluxo de corrente implica na unitariedade da matriz de espalha-
mento, inico vinculo geral imposto a S. Em outras situacoes, vinculos sao acrescentados
a matriz S. Vejamos entao essas simetrias.
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1.5.2.1 Unitariedade

De acordo com a referéncia [80], podemos escrever a densidade de corrente no guia
[ da seguinte forma

= —IHl/ \I’l (rl)—\lfl(rl) dyl. (127)
0

m 0x; =0

Substituindo na expressao acima a equagao 1.20 e 1.16 encontramos

N,

= (PP —]alP) . (1.28)

n=1

Ou seja, as correntes de entrada e saida em um modo particular n sdo proporcionais ao

. . 1 1 .
quadrado das magnitudes dos modos correspondentes as amplitudes all e bl respectiva-
mente, entao, a conservacao de corrente

> a=0, (1.29)

requer que [6]

L N L N
YD lalE= "% P (1.30)
I=1 n=1 =1 n=1

podendo ser escrita na forma matricial utilizando as equagoes 1.22 e 1.23
a'a =b'b, (1.31)
substituindo a equagao 1.24 (b = Sa) em 1.31 teremos
(a)'(a) = (Sa)'(Sa) = (a)'[S]"[S](a), (1.32)

entao

[SI'[S] =1 = [S][S]". (1.33)

que é a simetria fundamental da matriz S e tinico vinculo imposto na auséncia de qualquer
outra simetria.

1.5.2.2 Reversao temporal

Nos baseamos nas referéncias |2, 19, 80| para descrever a simetria de reversao tem-
poral. Classicamente, a transformacao ¢ — —t expressa essa simetria, assim como a
inversao do momento p;—g — —pi—g, como no exemplo da figura 1.19, no qual o sentido
de propagacao de uma particula submetida a um campo de forca é invertido. Supondo
que existam campos eletromagnéticos no sistema, as equagoes de Maxwell e a forca de
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/_\

— —v

Paraemt=0 Reverte
Pt=0=-Pt=0

Figura 1.19 A esquerda, temos uma trajetoria classica que para em t = 0 e & direita o movi-
mento é revertido pi—g — —Pi—o -

Lorentz sao invariantes para uma trajetoéria revertida no tempo com as seguintes condi-
¢oes para o campo elétrico, campo magnético, densidade de carga, densidade de corrente
e velocidade
E—E, B—>—B, p——p, j——j, T— —0. (1.34)

Entao, mantendo-se o sentido do campo magnético a simetria de reversao temporal é
quebrada.

Na mecéanica quantica, considerando a equacao de Schrodinger dependente do tempo
e U(x,t) como uma possivel solugao, é possivel perceber que ¥ (z, —t) ndo é uma solugao,
no entanto, ¥*(x, —t) representa uma outra solugao, a solu¢ao da equagao revertida no
tempo. Ou seja, a conjugacao complexa possui relagdo com a reversao temporal. Além
disso, operacoes de simetria sao representadas por operadores. O operador antiunitario
de reversao temporal, ©, também garante o estado revertido no tempo

(W(=t)) = O¥(1)), (1.35)

e satisfaz as seguintes condigoes para os operadores posi¢ao, momento linear e momento
angular
X0 '=X, ero!'=-P 6Jjo'=-J

Se o sistema quantico possui invariancia sob reversao temporal é possivel mostrar que o
hamiltoniano comuta com o operador de reversao temporal

[H,0] =0, (1.36)

particulas sem spin e com spin 1/2 sdo exemplos desses sistemas e acrescentam vinculos
a matriz de espalhamento.

e Particulas sem spin

Para um sistema sem spin, a funcao de onda para o estado revertido no tempo, diga-
mos em ¢t = 0, é obtida por uma conjugacao complexa. A forma particular de © depende
da representagao particular usada, o operador de reversao temporal na representacao de
coordenadas é o proprio operador C de conjugacao complexa

e=C. (1.37)

Sendo (7, t) solugdo da equagao de Schrodinger, entao ¢*(#, —t) ¢ solugao da equagao
revertida no tempo. Levando essa anélise a base de espalhamento, temos a inversao das
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ondas planas nos guias. Dessa forma, a matriz de espalhamento do problema revertido
no tempo é dada por

a* = Sb*, (1.38)
a partir da qual n6s encontramos
b= (S")'a. (1.39)
A invariancia sob reversao temporal e a equagao 1.24, nos leva a seguinte conclusao
S = (51, (1.40)
ou
SS§* =1. (1.41)

Esse vinculo, juntamente com a relagao da unitariedade 1.33, resulta na seguinte simetria
S=38". (1.42)
Nesse caso, a simetria de reversao temporal garante que a matriz S é real e simétrica.

e Particulas de spin 1/2

Para sistemas com spin, devemos levar em consideracao a forma geral do operador

antiunitario

0 =UC, (1.43)
onde U é o operador unitério. Além disso ©% = £1. Isso implica que a matriz unitaria
U é simétrica, ©? = 1, para particulas de spin inteiro ou antissimétrica, ©> = —1, para

particulas de spin 1/2. A operagao de reversao temporal para um sistema de spin 1/2
resulta em

eJe ' =, (1.44)

que se mantém nao apenas para o momento angular orbital, mas também para o spin.
Neste caso, o operador de spin pode ter a seguinte forma [19]

§:

DO | St

a, (1.45)
onde ¢ é composto pelas matrizes de Pauli

ax:((1)(1)>;ay:((26i>eaZ:<(1)_01). (1.46)

E possivel entdo reescrever o operador © como
© =—ioc,C, onde i=+v-1. (1.47)

Além disso, a funcao de onda da particula com spin é representada por um spinor de

Pauli - ( i*ﬁg ) _ ( wg ) | (1.48)
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onde |4 (7)|? representa a densidade de probabilidade da particula ser encontrada em 7
com spin para cima (1) ou para baixo (|.). Portanto, é possivel ver como as componentes
do spinor se transformam com a acao ©

oeirmomo (3 ) () () o

Incluindo, portanto, o spin na equagao 1.20, a fungao de onda no [- ésimo guia se
apresenta na forma

M @ —ik(l)xl @ +ik<l):v
. a, e ' b, e e 2 .
W) =) ( 0 ) YR ( ) ) e T sen (B y).
n=1 n,| <hkn /m) nyd (hkn /m)
(1.50)

Podemos escrever, também, o vetor com as amplitudes de todas as ondas que entram na
cavidade

a=| : |, (1.51)

e analogamente, o vetor b com as amplitudes de todas as ondas que saem da cavidade.

Podemos entao, através da equacao 1.49, escrever a funcao de onda revertida no
tempo e observar que a matriz de amplitudes do sistema revertido no tempo a,., € bjey,
se relaciona com a e b, respectivamente, pelas seguintes relagoes

a., = Ua", (1.52)
b,., = Ub”, (1.53)
onde U é a matriz antissimétrica
0 —1
1 0 0
U=1yn,®ioy = ) (1.54)
0 0 -1
1 0 2NT><2NT

Dessa maneira, a matriz de espalhamento do estado revertido no tempo é dada por
Arep = Sbyey. (1.55)
Usando as relagoes 1.52, 1.53 e a defini¢ao da matriz S concluimos que

SUS* =U. (1.56)
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Combinando esta equacao com a condi¢ao de unitariedade, temos que
S=-USs"U, (1.57)

ou seja, S é uma matriz unitaria auto-dual® de dimensao 2N7 devido aos graus de liber-
dade do spin. Dessa forma, pode ser escrita na linguagem dos quatérnions S = S¥, onde
o R indica o dual da matriz de quatérnios.

1.6 Teoria de Landauer-Biittiker

O formalismo de Landauer-Biittiker é uma abordagem utilizada para a compreensao
das peculiaridades do transporte mesoscopico. Como dissemos no segundo pardgrafo da
secao 1.4, Landauer, particularmente introduziu o conceito de reservatorios de elétrons
que atuam como fontes e drenos perfeitos de portadores de carga e energia conectados
a um dispositivo central por dois terminais contendo um tnico canal cada um. Esse
problema foi generalizado para o caso de muitos canais no artigo [58|. O sistema ¢ consi-
derado em equilibrio térmico & temperatura 1" e os estados dos elétrons sao preenchidos
pelos reservatorios de acordo com a distribuicao de Fermi

1
f(E - /M) = 1+ e(E—Mz‘)/kBT’

(1.58)

aqui, u; representa os potenciais eletroquimicos de cada reservatorio.

Em nossa dissertacao, estamos bastante interessados em descrever o que acontece
quando acrescentamos um terceiro guia na cavidade, entao, vamos nos basear nos artigos
do Biittiker [79,81], que levam em consideragao os conceitos de Landauer e sua genera-
lizagao para o espalhamento envolvendo varios guias. Portanto, podemos encontrar uma
expressao geral da corrente e a formula de Landauer para dois e trés guias.

Considerando um condutor como o da figura 1.18, os guias perfeitos sao estrita-
mente canais quanticos unidimensionais, desse modo, existem apenas dois estados, um
com velocidade positiva e outro com velocidade negativa, na energia de Fermi. As pro-
priedades de espalhamento na amostra sao descritas por probabilidades T;; e R;; para
portadores incidentes no guia j transmitidos pelo guia ¢ e portadores independentes no
guia i refletidos nele mesmo, respectivamente.

A formula de Landauer incorpora dois fatores [1]:

1. Existe uma resisténcia independente da interface do comprimento L da amostra;

2. A condutancia nao decresce com a largura W, em vez disso, depende do ntimero de
modos transversais no condutor e decresce em passos discretos.

Podemos entao relacionar as probabilidades como T'=1— R e T = N — R, para um e
vérios canais respectivamente. Introduzindo um potencial de referéncia pg < p;, podemos

30 dual, QF, de uma matriz @ com elementos quaterniénicos, Qnm = Gnml + ibpmos + 1Cnm 0y +
idpmo,, onde ¢ = y/—1, tem elementos Qfm = tpmll — ibpmor — iCmOy — tdpmo..
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dizer que abaixo de pg, ambos os estados sao preenchidos, entao, a corrente liquida que
flui em cada guia é zero, e acima de g, temos o intervalo de energia Ap; = p; — po. O
reservatorio ¢ injeta a seguinte corrente no guia %

evi(dn; /dE)Ap;. (1.59)
Onde, v; é a velocidade da energia de Fermi no guia 7 e
= 1.60
dE  2mhv; ( )

¢ a densidade de estados para portadores com velocidade negativa ou positiva na energia
de Fermi. Portanto, a corrente injetada pelo reservatorio i é

(&

I = —Ap. 1.61
P Au (1.61)
Considerando a corrente no guia 1. Uma corrente
e

é refletida de volta para o reservatorio 1. Assim, toda vez que portadores sao injetados
pelos outros reservatorios nos respectivos guias a corrente no guia 1 é diminuida da
seguinte forma

e
_ETI2A,U/2 N (163)
(&
——(TlgAIUQ + T13A,u3) y (164)
h
(&
——(TlgAILLQ + ..+ TlLA/LL) s (165)
h

onde L ¢ o nimero total de guias. Podemos entao determinar a corrente para todos os
guias

L
e

I; = 7 (1 — Ri)pi — ZTijﬂj (1.66)
J#i
Tomando a diferenga de voltagem, V; = p;/e, e considerando o caso de muitos canais e o
spin, encontramos a expressao desejada

2¢? &
Ii =~ [(Ni — Ri)Vi — ;Tijvj
VE=

. (1.67)

Podemos simplificar essa ultima equacao fazendo V; = V;. Portanto, I; = 0, N; — R;; =
ZJL ; Tij, e a corrente no guia ¢ torna-se

L L
> T,Vi— ) T,V
J#i J#i

onde o 2 é devido a degenerescéncia de spin, N; é o nimero de modos no guia i e se faz

necessario perceber e introduzir os tracos Ry = Tr(ryr);) e Tj; = Tr(tijtjj).

2 2
I, = % , (1.68)
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1.6.1 Condutancia

Considerando o caso da cavidade acoplada a dois guias temos que I = [} = —Is,
devido a conservagao de corrente, portanto, aplicando a equacao 1.68 na expressao da
condutancia G, obtida através da relagao

I

G=—— 1.69
7 (1.69)
teremos
G- 2 Tia(Vi — V3)] (1.70)
= Wi —1h) 12(V1 2)]5 .
ou seja,
2e? 2¢?
G = %Tw - %TT [t41], (1.71)

que é a tao conhecida formula de Landauer, onde ¢ é o bloco de transmissao da matriz de
espalhamento. A matriz hermitiana tt! possui autovalores de transmissdo compreendidos
entre 0 e 1 devido a relagdo de unitariedade da matriz de espalhamento [1]. Além disso,
seguindo o artigo [82], podemos reescrever a equagao 1.71 da seguinte maneira

2
G = 2%717“ (018(]28T) .

(1.72)

As matrizes C 5 sao matrizes de projecao sobre os respectivos terminais, e sao definidas
como
| 1IN O 10 0

onde 1y, ¢ uma matriz identidade N; x N; e INV; é o niimero de canais abertos no i-ésimo
terminal. As matrizes de projecao asseguram que C1Cy = 0 e C;+Cy = 1,.. Enceramos
este capitulo na proxima secao, onde apresentaremos nossos objetivos e os capitulos na
ordem em que se sucedem nesta dissertacao.

1.7 A Dissertacao

A partir deste ponto, podemos revelar nossas reais pretensoes nesta dissertagao. De
modo geral, estamos interessados em estudar o bilhar de Dirac cadtico aberto usando dois
métodos numéricos para:

1. Mostrar o surgimento da assinatura quantica caracteristica da simetria quiral,

2. Comparar a média, variancia e distribui¢ao da condutancia do bilhar quantico ca6-
tico, muito bem conhecidos na literatura, com os encontrados por nossa anélise;

3. Confirmar os resultados analiticos encontrados através do método diagramatico;
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4. Investigar os efeitos da quebra de coeréncia de fase (Descoeréncia) eletrénica com
a introducao de um terceiro terminal.

Os objetivos de cada capitulo sao descritos abaixo

1.7.1 Capitulo 2

Neste capitulo faremos uma revisao da teoria de matrizes aleatorias, veremos seus
principais aspectos aplicados ao estudo das propriedades do transporte eletréonico em
sistemas mesoscopicos, como em uma cavidade quantica cadtica. Nesse sentido, abor-
daremos o ja conhecido, e bastante estudado, bilhar de “Schrédinger” (quantico) caético
acoplado a dois guias de onda. Para descrever a dinamica desse sistema, revisaremos
os conceitos de ensembles Gaussianos e ensembles circulares. Como veremos, ambos os
ensembles nos conduzem, de maneira distinta, a matrizes de espalhamento (S) aleatorias.
Por fim, mostraremos dois métodos de simula¢ao numérica, decomposigao QR (Fatoragao
de Gram-Schmidt) e Modelo Hamiltoniano, que serao aplicados ao problema em questao
no intuito de recuperar os resultados conhecidos na literatura, como a média e a varian-
cia da condutéancia, além da distribui¢ao da condutancia, a qual faremos uma abordagem
apenas numérica.

1.7.2 Capitulo 3

No capitulo 3, aplicaremos as ferramentas que foram apresentadas no capitulo 1 e 2
ao bilhar de Dirac cadtico, também acoplado a dois guias de onda. Entenderemos melhor
as implicagdes que a simetria de sub-rede (SSR) ou quiral causa ao sistema, como a estru-
tura de blocos nao diagonal a qual o hamiltoniano ¢ sujeito, e o ponto de Dirac, associado
a interligacao de duas sub-redes independentes. A partir de entao, mostraremos como os
dois métodos de simulagao numérica se estende ao bilhar de Dirac e as classes de sime-
tria quiral. Apontaremos quais consideragoes foram feitas para a construgao dos nossos
algoritimos numéricos. Finalmente, apresentaremos os resultados numéricos encontrados
conjuntamente com resultados analiticos que foram recentemente encontrados pelo nosso
grupo de pesquisa através do método de integragao diagramatica sobre o grupo ortogonal,
e que deram total suporte a este trabalho. Mostraremos a equivaléncia dos resultados
da meédia e variancia da condutéancia usando os resultados numéricos e exatos, também
mostraremos uma relagao bastante peculiar, que encontramos, entre a variancia da con-
dutancia do bilhar de Dirac ca6tico para os ensembles quirais e o “bilhar de Schrodinger”
cadtico para os ensembles de Wigner-Dyson no regime quantico extremo. No mesmo
regime, também comparamos as distribui¢oes da condutancia dos dois sistemas numa
abordagem puramente numeérica, por motivos que ficarao bastante claros posteriormente.

1.7.3 Capitulo 4

O capitulo 4 é todo dedicado ao fenémeno de descoeréncia, quebra de coeréncia de
fase eletronica. Diferentemente dos capitulos 2 e 3, um terceiro guia é acrescido ao bilhar
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de Dirac cadtico. Exploramos entao, a magnitude dos efeitos do transporte eletronico
quantico como fun¢ao do niimero de canais de quebra de fase. A partir dessa abordagem,
aplicamos nossas simulagoes numéricas e encontramos novos nimeros universais, especi-
almente para a relagao entre as variancias da condutancia. Nossos resultados numéricos,
como variancia, localizagao e anti-localizacao fraca da codutancia , confirmam mais uma
vez os resultados analiticos da média e variancia da condutancia desenvolvidos pelo nosso
grupo [4]. Também abordamos com os nossos métodos numéricos a condutancia como
funcao da quebra de coeréncia. Mostramos os efeitos completamente esperados quando o
fenomeno de coeréncia é interrompido. Os resultados obtidos neste capitulo, juntamente
com os resultados obtidos no capitulo 3, foram publicados no Physical Review B [4].

1.7.4 Capitulo 5

Para finalizar, concluimos nossa dissertagao no capitulo 5, enfatizando os principais
resultados abordados. Apresentaremos as perspectivas de utilizacao dos nossos modelos
numéricos para a descricao de outros fenémenos inerentes a fisica mesoscopica.



CAPITULO 2

Teoria de Matrizes Aleatérias, Ensemble de
Wigner-Dyson e o Bilhar Quantico

Neste capitulo, faremos uma revisao da dindmica de transporte quando o movimento
dos elétrons em um sistema mesoscopico pode manter a coeréncia de fase. Essa coeréncia
é de extrema importancia para gerar os efeitos de interferéncia. Nesse sentido, a amostra
mesoscopica é uma cavidade quantica cadtica, um ponto quantico balistico, modelado por
um bilhar quantico (Schrodinger). Por isso, podemos utilizar a formulagao de Schrodinger
da mecanica quantica para descrever o movimento cadtico dos elétrons.

Por conta da complexidade dos sistemas cadticos, tornou-se necessério o tratamento
estatistico. Verificou-se que certos comportamentos macroscopicos podem ser melhor
expressos através de uma lei estatistica para flutuacoes como pertencentes a uma certa
classe de universalidade, que reflete as simetrias do sistema em questao e depende de um
numero bastante limitado de parametros relevantes, geralmente da natureza macroscopica
e com um claro significado fisico [2].

2.1 Teoria de Matrizes Aleatorias

A teoria de matrizes aleatorias (TMA) [27] lida com propriedades estatisticas de
grandes matrizes com elementos distribuidos aleatoriamente [8]. Introduzida em 1928
na matemaética estatistica por Wishart, ganhou destaque em 1950 dentro do contexto da
fisica nuclear com Wigner [83], que introduziu o conceito de distribuigao estatistica de
niveis de energia de ntucleos de atomos pesados e os ensembles de matrizes aleatérias em
1955. Segundo Dyson, que estabeleceu os fundamentos matematicos da TMA [84], ela, é
um novo tipo de mecénica estatistica, onde, a realizagao do sistema nao ¢é relevante [85].
Ele introduziu a classificacdo dos ensembles de matrizes aleatorias de acordo com suas
propriedades de invariancia sob inversao de tempo e rotagao de spin. Wigner propos
modelar o hamiltoniano do nicleo como uma matriz aleatéria, assim, ao invés de um
ensemble de estados temos um ensemble de hamiltonianos. A TMA, entao, fornece pro-
priedades universais do sistema, que depende da validade de uma hipotese ergodica, de
acordo com a qual, médias sobre certos intervalos contendo um nimero estatisticamente
significativo de niveis é equivalente a uma média sobre ensembles [2].

Com o passar dos anos, a TMA passou a ser aplicada em diversas areas da fi-
sica e da matematica. Além da sua motivagao inicial em problemas de espalhamento
de neutrons por nicleos pesados, podemos citar também as nanoestruturas, sistemas da

34
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matéria condensada, cromodindmica quéantica, teoria de cordas, analise harmoénica em
espacos simétricos classicos, teoria de campo supersimétrica e polinomios de Jack, além
de transmissao de ondas eletromagnéticas em meios desordenados [86] e transporte ele-
tronico em sistemas mesoscopicos como pontos e fios quanticos [§8]. Em ultima anélise,
podemos dizer que a TMA tornou-se uma poderosa ferramenta para estudar caos quan-
tico e propriedades de transporte, como flutuacoes universais da conduténcia em sistemas
mesoscopicos, que é um dos fendmenos de nosso interesse nesta dissertacao.

Nas proximas se¢oes, discutiremos os principais aspectos da TMA aplicados ao estudo
de sistemas mesoscopicos e as propriedades de transporte no regime balistico, através de
um bilhar quantico conectado a reservatorios de elétrons por dois guias de onda ideais.

Podemos fazer uso da TMA para obter grande parte da informacgao de um sistema
quantico aberto conectado a guias de onda através de experimentos de espalhamento.
Construimos a matriz de espalhamento, &, de um bilhar quéntico, utilizando dois al-
goritimos numéricos. O primeiro usa a formula de Mahaux-Weidenmiiller [87], a qual
expressa a matriz S em termos do hamiltoniano do sistema fechado. O segundo método
consiste em construir a TMA diretamente para a matriz S sem nenhuma referéncia ao
hamiltoniano.

Na proxima secao, apresentaremos os ensembles gaussianos da TMA, que sao utili-
zados para modelar o hamiltoniano de sistemas fechados. Explicaremos como podemos
montar o algoritimo numérico baseado nesse ensemble. Posteriormente, apresentaremos,
também, as matrizes de espalhamento aleatorias pertencentes a outro ensemble da TMA,
e mais uma vez, explicaremos como construir um outro algoritimo que leva em con-
sideragao essas matrizes e nao o hamiltoniano do sistema. Finalizamos este capitulo
apresentando os resultados recuperados pela aplicacao desses dois métodos numéricos.

2.2 Ensembles Gaussianos

Podemos descrever a dindmica universal no interior de uma cavidade quantica caé-
tica através de um ensemble de matrizes aleatorias hermetianas. Nesse sentido, estamos
interessados nos autovalores reais da matriz hamiltoniana aleatéria, H, pertencente ao
Ensemble Gaussiano.

O Ensemble Gaussiano de matrizes aleatoérias foi descrito por Wigner e Dyson,
quando se preocuparam em estudar matrizes H [84|, quadradas com dimensao M, cujos
elementos sao ntmeros aleatorios independentes distribuidos gaussianamente, de modo
que a densidade de probabilidade pode ser escrita da seguinte forma:

(2.1)

na qual A = MA/7 é um pardmetro numérico que esta relacionado com o espagamento
médio, A, entre os niveis de energia (autovalores de H) e § é o indice de Dyson, um
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parametro de simetria relacionado ao ntimero de graus de liberdade dos elementos da
matriz hamiltoniana, H,,, que podem ser reais, complexos ou quatérnions reais’, vinculos
matematicos ligados as simetrias basicas que o sistema apresenta. Em resumo:

e Apenas um grau de liberdade (8 = 1). A matriz H tém elementos reais e descrevem
dois tipos de sistemas fisicos que possuem simetria de reversao temporal: os de spin
inteiro ou spin semi-inteiro com invariancia de rotacao;

e Dois graus de liberdade (8 = 2). Os elementos da matriz sdo complexos e des-
crevem sistemas que possuem simetria de rotacao de spin irrelevante e simetria de
reversao temporal quebrada pela aplicagao de um campo magnético;

e Quatro graus de liberdade (8 = 4). A matriz é formada por elementos quaterni-
Onicos reais e descrevem sistemas fisicos com simetria de reversao temporal, mas
com simetria de rotagao de spin quebrada devido a interagao spin-orbita.

Como pudemos perceber, alguns vinculos sao impostos a matriz H devido as sime-
trias, mudando sua forma de uma classe para outra. Para 3 = 1 temos que H = H'
e HT = H' devido a hermiticidade, portanto, o hamiltoniano deve ser uma matriz real
e simétrica, isto ¢, H = H*. Para § = 2 o hamiltoniano nao precisa ser nem real nem
autodual, portanto, H = H'. Finalmente, para 3 = 4, temos que, H? = H devido a
reversibilidade temporal e Hf = H' devido a hermiticidade, neste caso, os elementos de
‘H podem ser escrito em termos de uma representacao quaternidnica na base de Pauli
como

3
H=H'@1+i) H'@oa, (2.2)
k=1

onde i = /—1, H* com k =0, 1,2 ou 3 é uma matriz aleatéria real, 1 e o}, sao respecti-
vamente a matriz unitaria e as matrizes de Pauli dadas por

(2o (0 )eme (0 5) e (1 0) e

Os ensembles gaussianos com distribuicao P(H) dada pela equagao 2.1 foram estu-
dados por Wigner, especialmente pelo fato de que

Tri? = TrHH =) |Hul, (2.4)
%
ou seja, suas entradas sdo estatisticamente independentes, assim, a distribuicao P(H)

s6 depende dos autovalores de H, e portanto é invariante no grupo de transformacoes
associadas a matriz U

H — UHU, (2.5)

onde U ¢ a matriz que diagonaliza H, de modo que o grupo da matriz U pode ser:

'Um quaternion real é expresso em termos das matrizes de Pauli ¢ = ag+i > h—1 Gr0k, com coeficientes
ap, a1, as € ag reais.
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e Ortogonal (3 = 1) - Correspondendo ao ensemble gaussiano ortogonal (EGO),
as matrizes aleatorias possuem entradas reais (R);

e Unitario (3 = 2) - Correspondendo ao ensemble gaussiano unitario (EGU), as
matrizes aleatorias possuem entradas complexas (C);

e Simplético B8 = 4 - Correspondendo ao ensemble gaussiano simplético (EGS),
as matrizes aleatorias possuem entradas quaternionicas reais (H).

Podemos resumir a classificagao dos ensembles de acordo com a tabela 2.1.

Tabela 2.1 Classes de universalidade da teoria da matriz aleatoria

£ | Ensemble | SRT Spin SRS H U

1 EGO sim inteiro irrelevante real ortogonal
1 EGO sim | 1/2 inteiro sim real ortogonal
2 EGU nao | irrelevante | irrelevante complexa unitaria

4 EGS sim | 1/2 inteiro nao quatérnion real | simplética

Nela, podemos ver a classificacao da matriz hermitiana H, e da matriz dos autovalores
U em termos das simetrias impostas e do indice 3, ou seja, dependendo da presenca ou
da auséncia das simetrias de reversao temporal (SRT) e de rotacao de spin (SRS).

A TMA de transporte através de um bilhar quantico pode basear-se tanto no en-
semble de matrizes de espalhamento como no ensemble de matrizes hamiltonianas. Nas
proximas secoes, introduziremos essas duas abordagem separadamente, também, descre-
veremos os métodos numéricos associados a cada abordagem, e mostraremos os resultados,
j& conhecidos na literatura, que recuperamos com esses algoritimos, afim de demonstrar
sua eficicia.

2.3 Abordagem Hamiltoniana

Para descrever a abordagem hamiltoniana e o algoritimo numeérico associado a ela
tomamos como base a referéncia [88]. De acordo com o que foi visto na segao 2.2, as
classes de universalidade de Wigner-Dyson (ortogonal, unitéaria e simplética) podem ser
descritas pela forma da matriz hamiltoniana. Sabendo-se que H = H', podemos analisar
cada ensemble separadamente da seguinte forma: .

1. Para o EGS podemos escrever o conjugado hermitiano de H 2, Eq.2.2 como
3
H=HY' @1—i) (H) @0, (2.6)
k=1
portanto, podemos perceber que a parte real de H deve ser simétrica, e as partes
imaginarias antissimétricas

2Utilizamos as propriedades do produto de Kronecker: (A® B)" = (At ® BY), (A® B)T = (AT @ BT)
e (A® B)* = (A* ® B*).



2.3 ABORDAGEM HAMILTONIANA 38

2. Para o EGU podemos escrever o hamiltoniano da seguinte forma
H=H"+iH, (2.7)

mais uma vez, H° é a parte real e deve ser simétrica e H! é a parte imaginaria e
antissimétrica de H.

3. Enquanto para o EGO, temos, H = H°, uma matriz real e simétrica.

Podemos, portanto, escrever a distribuicao para o hamiltoniano como a expressao 2.1,
onde, os elementos de H possuem média e variancia dadas por:

(Hr,) = 0 (2.8)
(2)\?
R sek=0epu=v,;
0,sek>0epu=uv;
((ME,)) = a (2.9)
)\2
ﬂ—M, se U # 1Z8

\

As expressoes, acima, estao deduzidas no apéndice A.

2.3.1 Geracao numérica

Numericamente, geramos niimeros gaussianos aleatorios da matriz real simétrica e
das 8 — 1 matrizes reais antissimétricas do hamiltoniano H, com dimensao M. Dada
as expressoes 2.8 e 2.9, percebemos a necessidade de gerar M elementos aleatorios com
média nula e com variancia 2)\?/M para os elementos da diagonal e \?/SM para os
elementos fora da diagonal (parte triangular superior e inferior) da matriz real simétrica
e das 0 — 1 matrizes reais antissimétricas, esta com diagonal nula e triangular inferior
oposta & superior.

Como vimos na secao 2.1, o bilhar quantico pode ser considerado como um sis-
tema fundamental para analise de fendmenos de transporte em fisica mesoscopica, haja
vista a possibilidade de encontrar os autovalores de transmissao, oriundos da matriz de
espalhamento do sistema, que sao o cédigo de identificacao do sistema mesoscopico. Pro-
priedades de transporte pode ser calculada pelo acoplamento de M auto-estados de H,
com Np canais de espalhamento [89,90], sendo Ny = Ny + No + ...+ N onde L é o
numero de guias acoplados ao bilhar. Uma vez que M > Np esta construgao introduz
um grande ntimero de parametros de acoplamento, enquanto que apenas alguns parame-
tros independentes determinam a estatistica do espalhamento da matriz S do sistema. A
matriz S deve ser gerada inumeras vezes, de modo a se obter um ensemble de matrizes
suficientemente grande para analisar estatisticamente o sistema. Ela pode ser obtida a
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partir do hamiltoniano H do bilhar quantico com a utilizagao da férmula de Mahaux-
Weidenmiiler [87]

1

Se) =1 27TZW6—7-[+7J7TWWTW’

(2.10)

onde W é uma matriz deterministica M x Np, nao aleatéria, que modela o acoplamento
dos M estados de ressonancia da cavidade com os Ny modos de propagacao dos guias.
Para um bilhar quéantico com dois terminais, a matriz YW contém informagdes sobre o
nimero total de canais abertos nos dois guias, podendo-se escrever explicitamente

W = (Wi, W), (2.11)

a partir de forma geral

W= Wi, W, W5, ..., W), (2.12)
onde as matrizes W, (M x N;) estao associadas aos [-ésimos guias. Além disso, a matriz
de acoplamento satisfaz o vinculo de ortogonalidade [89-91]

A
WIW, = ~0pa (2.13)

Assim, o processo de transmissao direta® de um guia para o outro ¢ desprezado [90].
Garantindo assim a universalidade dos resultados de Wigner-Dyson.

No problema em questao, consideramos apenas caracteristicas locais, portanto, nao
levamos em consideracao a dependéncia da energia na matriz de espalhamento, entao,
e = 0. Para garantir a universalidade dos observéaveis, construimos o ensemble gaussiano,
de modo que M — o0, ou como enunciamos anteriormente, M > Nr. Explorando
a relagao de ortogonalidade 2.13 e as relagoes de ortogonalidade da base discreta de

Fourier
/

N
2 nmTm nwTm
= O 2.14
N+1;SP’H(N+1>SG’H(N+1> (2.14)

podemos, entao, escrever a matriz de acoplamento como

O e 5 S

_ 2.1
man (M +1 M+1 ’ (2.15)

ondem=1,2,....Men=1,2,...,N,.

2.4 Abordagem da Matriz de Espalhamento S

Como vimos anteriormente, utilizamos a TMA para descrever o transporte quan-
tico em cavidades caoticas (bilhar quantico). Abordaremos agora como essa teoria pode
basear-se no ensemble de matrizes de espalhamento.

3Na transmissdo direta nao ha formacdo de um estado ressonante na cavidade.
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2.4.1 Ensemble Circular

O ensemble circular foi introduzido por Dyson em 1962 como alternativa mais tra-
tavel matematicamente para o ensemble gaussiano [8]. A partir de entdo, propriedades
estatisticas do transporte eletronico em sistemas abertos, como cavidades cadticas, pu-
deram ser analisadas diretamente de uma TMA voltada para a matriz de espalhamento.
Vimos anteriormente que uma cavidade conectada a guias pode ser descrita por sua ma-
triz de espalhamento S. Para contatos ideais ela é uniformemente distribuida no grupo
unitéario.

Em mecanica estatistica, nés equiparamos a média temporal de uma quantidade
fisica para uma determinada amostra com sua média no espago de fase em um tempo
fixo. Do mesmo modo, as estatisticas medidas para uma cavidade sobre o eixo de energia
sdo as mesmas obtidas para um ensembles de cavidades idénticas (matrizes S) com energia
fixa. Dessa maneira, podemos comparar o espaco de matrizes S ao espaco de fase em
mecanica estatistica, e perceber a ideia de medida invariante. Essa medida pondera
igualmente todas as matrizes que satisfazem a unitariedade e os vinculos de simetria.
Além disso, é definida sob a exigéncia de ser invariante sob um automorfismo de uma
determinada classe de simetria nela mesma [2].

dD(8) = dP(S". (2.16)

Essa medida invariante exigida é conhecida como a medida de Haar, onde &' = USV/,
sendo U e V matrizes unitarias arbitrarias, tal que o produto USV ainda satisfaz as
restricoes impostas a S, de modo que, V = UT quando f = 1 e V = U% quando
B =412,8]. A medida de Haar implica que os autovalores e autovetores da matriz de
espalhamento S sao distribuidos independentemente. A matriz de autovetores U, que
diagonaliza a matriz de espalhamento, é uniformemente distribuida no grupo ortogonal,
unitario ou simplético para [ = 1,2 ou 4, respectivamente, dando origem aos ensembles
de matrizes circulares, assim chamados, porque a densidade de autovalores é constante no
circulo unitario no plano complexo [8]. Sendo assim, enunciamos os seguintes ensembles
circulares

e 3 =1 - Ensemble Circular Ortogonal (ECO) - E o ensemble de matrizes
unitarias simétricas uniformemente distribuidas.

¢ 3 = 2 - Ensemble Circular Unitario (ECU) - E o ensemble que contém todas
as matrizes unitarias.

e 3 = 4 - Ensemble Circular Simplético (ECS) - Contém as matrizes unitarias
auto-duais.

A tabela 2.2 apresenta um resumo da classificagao de Dyson dos ensembles circulares.
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Tabela 2.2 Classificagdo de Dyson dos ensembles circulares

6 | SRT SRS S Ensemble
1 | sim sim unitaria e simétrica ECO
2 | nao | irrelevante unitéaria ECU
4 | sim nao unitaria e quatérnion auto-dual ECS

2.4.2 Técnica da Decomposicao QR (Fatoracao de Gram-Schmidt)

Antes de falarmos sobre a Decomposicao QR temos que lembrar que os nossos algo-
ritimos de transporte sao baseados em teoria de matrizes aleatérias, e por isso, devemos
gerar numericamente matrizes aleatorias, ou melhor, ensembles de matrizes aleatorias.

e Para o ECO as matrizes aleatorias possuem entradas reais (R);
e Para o ECU as matrizes aleatorias possuem entradas complexas (C);
e Para o ECS as matrizes aleatorias possuem entradas quaternionicas (H).

Para a construcao do algoritimo baseado na matriz S geramos matrizes aleatorias uni-
tarias distintas para cada ensemble, representando os espagos simétricos Riemannianos,
estocasticamente distribuidos de acordo com a medida de Haar. A profunda ligacao entre
as matrizes aleatorias e os espagos simétricos gragas a Dyson [92]| e é obtida através do
espago coset que definem as classes de simetria dos ensembles de matrizes aleatorias [93].
A matriz S é decomposta como uma funcao de uma matriz aleatéria, denotada por U,
que pode ser ortogonal, unitaria ou simplética dada pelo mapeamento de Cartan, como
mostrado nas colunas dois (U) e trés (S(U)) da tabela 2.3 4.

Tabela 2.3 A Tabela de Cartan dos espagos simétricos Riemannianos descreve as condigoes
impostas as trés classes de simetria Wigner-Dyson, Quiral e BDG e os respectivos vinculos
impostos aos ensembles. No nosso caso, mostramos e estudamos apenas as duas primeiras.

Classe U S\U)
A (ECU) U(Np U
AL (ECO)  |U(Ny) |UTU
All (ECS) U2N7) |UTJU
U
O

N)
iﬂz\_/v

AIIl (chECU) |U(2N7) |S.UTS.U
BDI (chECO) | O(2N7) | 2. UTS.U
CII (chECS) | Sp(4N7) | S.UTS.U

55

4Para detalhes sobre o espago simétrico e o mapeamento de Cartan consultar as referéncias [94, 95]
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Nela, J e ¥, sao definidos como

[0 -1y, C[1y, 0
A P Ll B

Na tabela de Cartan (tabela 2.3), a primeira coluna, da esquerda para a direita,
nomeia as classes A(CUE), AI (CUO) e AII (CSE) para a simetria Winer-Dyson e
AIII (chCUE), BDI (chCOE) e CII (chCSFE) para a simetria quiral, por isso as letras
ch antes das siglas da qual falaremos no proximo capitulo.

No nosso trabalho, levamos em consideracao apenas as classes de simetria Wigner-
Dyson e quirais tanto para garantir a eficiéncia do algoritimo, quando recuperamos re-
sultados conhecidos na literatura, quanto para encontrar novos resultados, que é a abor-
dagem principal desta dissertagao. Em nossa abordagem numérica Ny corresponde ao
ntmero total de canais nos guias acoplados ao bilhar quantico, portanto Ny = Ny + Ns.
A 1ltima coluna da tabela 2.3 impoe as condi¢Oes para a matriz S.

Aplicamos o método da decomposicao QR para produzir matrizes aleatorias unita-
rias, (), e matrizes triangulares superior, R a partir de matrizes aleatorias U. De forma
geral, em &lgebra linear, uma decomposicao QR é uma decomposicao de uma matriz
complexa A de dimensao m x n, em um produto A = QR de uma matriz unitaria () de
tamanho m X n e uma matriz triangular superior R de dimensao n X n com entradas
diagonais nao nula. Entao, quando A for uma matriz nao-singular, esta decomposicao
¢ Unica e sempre existe. Esse método pode ser aplicado em solugao dos problemas dos
minimos quadrados e problemas de autovalores. Além disso, é uma abordagem “padrao”
implementada em software de uso geral e mais robusta do que a abordagem por equa-
¢oes lineares. Existem varios métodos para calcular a decomposicao QR, como: reflexoes
Householder e ortogonalizacao de Gram-Schimidt, os quais nao abordaremos aqui, mas
sugerimos como leitura adicional as referéncias [96,97].

2.4.2.1 Decomposicao QR aplicada a simetria Wigner Dyson

De acordo com a tabela 2.3, precisamos apenas das matrizes unitarias com au-
tovalores complexos de magnitude 1, ou seja, distribuidos no circulo unitario no plano
complexo.

Podemos, em termos numéricos, testar se as matrizes unitéarias (geradas aleatoria-
mente) estao ou nao distribuidas na medida de Haar. Essa constatacao ¢ feita calculando-
se as fases associadas a matriz de autovalores. O processo é realizado vérias vezes e as
informagoes coletadas sao utilizadas para plotar um histograma de fases (em graus) nor-
malizados para ter drea com valor igual a um (1) [98]. Para a construcao do histograma,
que veremos na figura 2.1, usamos um ensemble com um milhao (10°) de matrizes ale-
atorias complexas de dimensao 50 x 50. Adotamos o software Matlab como ferramenta
computacional aplicada em nossa pesquisa.

Podemos perceber, observando os espagos vazios no meio do histograma, figura 2.1,
que a matriz aleatoria complexa, gerada, nao produz uma matriz unitaria distribuida com
a medida de Haar quando aplicamos diretamente a decomposicao QR, ou seja, as fases
de Q nao sao uniformemente distribuidas na medida de Haar. Isso se deve ao fato, de
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-3 Autovalores (eie) de Q
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Figura 2.1 Fatoracdo QR (Gram-Schimidt) da matriz aleatéria sem corre¢ao de fase. O histo-
grama de fases foi plotado para uma matriz aleatéria de dimensio Np = 50 e (10°) realizagoes.

que o algoritimo QR nao garante entradas diagonais nao negativas em R. A corre¢ao do
problema (com histograma representado na figura 2.2) pode ser feita por uma pertubagao
aleatoria de fases [98], como:

U = Qxdiag(exp(i* 2 pi*randn(Nr,1))), ou (2.17)
U = @ xdiag(exp(i* 2 pi*randn(2* Np,1))), se f =4, (2.18)

onde U é a matriz unitaria uniformemente distribuida com a medida de Haar, randn
indica geragao de nimeros aleatérios com média 0 e variancia 1 e diag constréi uma
matriz diagonal. Perceba, também, que para o caso simplético a dimensao da matriz ¢é
dobrada devido a degenerescéncia de spin.

i
o 107 Autovalores (e™) de U
T T T
i ‘ H 7
g o ]
@
o 15F i
5
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° 4l ‘ H J
B} ‘ H
0.5 ‘ H 8
0
-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200

Figura 2.2 Histograma de fases corrigidas. Desse modo, a matriz unitéaria, obtida pela decom-
posicao QR, é distribuida uniformemente com a medida de Haar
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Depois do problema corrigido podemos escrever a matriz de espalhamento de acordo
com a tabela 2.3

e 3=1=8 =U"U;
0/8:2:>82:U;
0/6:4:>S4:UTJU

Percebemos assim, que para as classes Wigner-Dyson precisamos apenas das matrizes
unitarias, U(N7) para os ensembles unitario e ortogonal, e U(2Ny) para o ensemble
simplético.

2.5 Resultados Analiticos

Ao longo dos anos, o transporte quantico em microestruturas balistica vem sendo
intensivamente investigado, assim como os efeitos de interferéncia quantica [99] e a coe-
réncia de fase da mecanica quéantica, que afeta fortemente as propriedades eletronicas [§],
como a condutancia e sua variancia. Os efeitos de interferéncia, devido a coeréncia de fase,
podem ser observados como flutuagoes na condutancia, essas flutuagoes, sao universais, e
dependem apenas de simetrias béasicas do sistema. Como podemos ver na representacao
da figura 2.3, os elétrons se movimentam balisticamente em uma regiao praticamente sem
impurezas. Desta maneira, a natureza caodtica do movimento classico dentro do bilhar

s

Figura 2.3 Representacao de uma cavidade balistica cadtica modelada por um bilhar quantico.
Figura retirada da referéncia [11]

pode se revelar na condutancia apenas se os elétrons sofrerem diversos espalhamento nas
bordas do bilhar antes de sairem pelo outro guia.

No artigo [100] Baranger e Mello obtiveram a corre¢ao da localizagao fraca (6G),
para os ensembles ECO (8 = 1) e ECU (8 = 2), posteriormente também sendo esten-
dido ao ensemble ECS (5 = 4). Sendo assim, entendemos que o bilhar quantico é bem
compreendido na literatura [8,100]. Portanto, listamos a baixo, as expressoes 2.19 e
2.24, que dizem respeito a média e variancia da condutancia, para os ensembles univer-
sais de Wigner-Dyson. Esses resultados, serao comparados com os modelos numéricos
apresentados na se¢ao seguinte.
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2.5.1 Meédia da Condutancia

As médias da condutancia para as trés classe de Wigner-Dyson sao:

262 N1N2
G e B—
< >wd h NT_1+2/5’

(2.19)
Na literatura, encontramos um interesse peculiar por dois limites distintos, sao eles:
¢ Regime quantico extremo

Quando tomamos o regime quantico extremo, N; = Ny = 1, as médias da condu-
tancia, em unidades de 2¢%/h, apresentam os seguintes valores

(1
3> Para ECO,
1
G -
(;eg;u;) _ | 5 para ECU, (2.20)
2
3> para ECS,

como poderé ser visto na figura 2.4.
e Limite semiclassico

A expressao 2.19 pode ser expandida assintoticamente em poténcias de Nr no limite
semicléassico, Ny, N > 1, da seguinte forma

N1N2 2 N1N2 2 2 N1N2
—— (1= ) st (1-3) g+
N, + N, B) (N1 + Ny) B) (Ni1+ Na)

2¢?
<G>wd = T

(2.21)
O primeiro termo (termo dominante) da equagao 2.21 é a condutéancia cléssica, lei de
Ohm, de dois contatos ((G1) = Ny, (G2) = Na) em série

i e

O segundo termo é a corre¢ao da localizagao fraca (0G) para f = 1 e anti-localizagao
para [ = 4. Para o caso de dois contatos idénticos, N; = N,, ela se revela como sendo o

termo de ordem N° s ) )
wd
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2.5.2 Variancia da condutancia

Para a variancia da condutancia temos o seguinte resultado

T W2 B(Np—1+4/B8)(Nr — 2+ 2/8)(Np — 1+ 2/8)%

var|Glwd

(2.24)

Aqui, também observamos os dois limites
e Regime quantico extremo

No regime quéantico extremo, N; = Ny = 1, temos os seguintes valores para a variancia

da condutancia
4

4
T para ECO,

1
var(Gluwa —, para FCU,

1
5 para ECS.

\

Assim como para os resultados das médias da condutancia no limite quantico extremo,
poderemos observar, também na figura 2.4, os resultados das varidncias da condutancia
que acabamos de mostrar.

e Limite semiclassico

Tomando o limite semiclassico, N1, Ny > 1, a expressao 2.24, expandida, simplifica-se
para a seguinte forma

4¢* [2  NEN2 1

Tomando Ny = N, (contatos simétricos) na equagao 2.26 ¢ possivel encontrar os seguintes
valores para a variancia da condutancia
(

é, para ECO,

1
var(Glua —, para ECU
o lwd ) ) 2.2
(de*/h2) 16 (2.27)

1

3 para ECS.

(

Essas sao as expressoes, e resultados universais dos ensembles de Wigner-Dyson
[8,100] a muito tempo ja conhecidos na literatura. A partir de entéo, utilizamos os dois
métodos numéricos para plotar os graficos referentes & média e a varidncia da condutancia,
assim como os da distribuicao da condutancia.
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2.6 Resultados Numeéricos

Comecamos mostrando os graficos das médias e das variancias da condutéancia para
todos os ensembles de Wigner-Dyson. Utilizamos os resultados exatos, mostrados na
secao anterior, juntamente com os dois métodos numéricos que modelamos. Inicialmente,
temos a intencao de validar o nosso algoritimo, recuperando os resultados ja conhecidos
na literatura.

Na figura 2.4, a coluna da esquerda representa, (a) a média da condutancia, e (b)
a variancia da condutancia, ambos para contatos simétricos (N = N; = N,) em fungao
do nimero de canais abertos para os trés ensembles da TMA, enquanto na coluna da
direita temos, (c) a média, e (d) a variancia da conduténcia para contatos assimétricos
(N7 # Ny), com Ny = 2 e Ny variando de 1 até 10, também para os trés ensembles. As
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Figura 2.4 A média (acima) e a varidncia (abaixo) da condutancia sao plotados em unidades
de 2¢2/h e 4e*/h?, respectivamente. (a-b) contatos simétricos N = N; = Ny e (c-d) contatos
assimétricos com N; = 2 e 0 < Ny < 10. As linhas pontilhadas, que estdo sobrepostas na
figura, sdo obtidas pelas simula¢oes numéricas fatoragao de Gram-Schimidt (QR) e pelo Modelo
Hamiltoniano (MH). As linhas solidas sao os resultados exatos.

linhas sélidas sao os resultados exatos, dados pelas equagoes 2.24 e 2.19, enquanto as
linhas pontilhadas, que estao sobrepostas, foram obtidas por nossas simulagoes QR (o) e
MH (x). Logicamente todos os resultados sao discretos e ndo continuos, entao as linhas
solidas se apresentam apenas para uma melhor visualizacao.
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Os resultados das médias e variancias da condutancia para as classes Wigner-Dyson
recuperados por nossas modelagens numéricas é apenas o primeiro passo para demostrar-
mos o quanto eles sao eficazes. De maneira similar, poderiamos apresentar os resulta-
dos numéricos para as distribui¢oes da condutéancia em conformidade com os resultados
exatos. No entanto, nesse caso, poucos sao os resultados exatos conhecidos (devido a
complexidade para obté-los analiticamente), restando apenas alguns casos particulares
como Ny = Ny = 1,2 e 3 [101,102]. Contudo, temos a intengao de ir além dos casos par-
ticulares, ou seja, queremos fazer uma abordagem mais generalizada. Por esse motivo,
abordaremos as distribui¢oes apenas numericamente.

Percebemos, através dos histogramas normalizados da figura 2.5, que para g = 1,2
e 4 (linhas de cima para baixo) a distribui¢do da condutancia tende a uma gaussiana
na medida que aumenta-se o nimero de canais nos guias, ou seja, quando o sistema sai
do limite quantico extremo em direcao ao limite semi-classico. Esse comportamento esté

N=1 N =2 N =3
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Figura 2.5 Distribuicao da condutancia P(G) para o bilhar quantico e simétrico dos ensembles
de Wigner-Dyson em unidades de 2¢2/h. Os pontos e as linhas representam respectivamente as
simulagoes numéricas fatoragao de Gram-Schimidt (QR) e o Modelo Hamiltoniano (MH) com
106 realizacoes da matriz S. As colunas, da esquerda para direita, correspondem a N = Ny =
Ny = 1,2 e 3, enquanto as linhas, de cima para baixo, correspondem a §=1,2 e 4.
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em comum acordo com os resultados de Wigner-Dyson. Construimos esses histogramas
utilizando os dois métodos numeéricos, mais uma vez, usando ensembles de 10 matrizes
de espalhamento.

Percebemos mais uma vez que os dois métodos se sobrepoem, no entanto, é preciso
salientar que essa convergéncia nao da-se facilmente, existe um custo computacional a ser
levado em consideracao. Para as médias e as variancias da condutancia, figura 2.4, a con-
vergéncia ocorre mais rapido do que as distribui¢oes da conduténcia, figura 2.5. Neste, o
processo de convergéncia ¢ bastante lento e por isso o ntimero elevado de realizagoes (10°).
Outra observacao a ser feita é que para todos os resultados o método da decomposicao
QR é sempre mais rapido do que o modelo Hamiltoniano. Pois, nao é necessario calculos
com matrizes de grandes dimensoes.

No préximo capitulo faremos uma abordagem similar, entretanto, passaremos a falar,
definitivamente, sobre o bilhar de Dirac cadtico associado as classes de simetria quiral.
Na tltima secao, faremos uma comparacao entre as duas classes de simetria.



CAPITULO 3

Bilhar de Dirac Cadtico

Vimos no capitulo anterior a existéncia de trés classes de simetria dos ensembles
de Wigner-Dyson, em termos da presenca ou auséncia da SRT e SRS. Descrevemos a
possibilidade de utilizagao desses ensembles para o estudo das propriedades de sistemas
mesoscopicos desordenados, em especial, as propriedades do transporte eletrénico no
bilhar quantico. No entanto, existem outros sistemas desordenados, nos quais as classes
de Wigner-Dyson nao se aplicam. Nestes casos, simetrias adicionais tornam-se relevantes
e surgem novas classes de universalidade e novos ensembles de matrizes aleatorias.

Com a descoberta dos novos materiais, sete outras classes de simetria comecaram a
ser estudadas, em termos da presenga ou auséncia da simetria particula-buraco (SPB) e
da simetria de sub-rede (SSR) ou quiral [25,26], e como ja dissemos anteriormente, foram
divididas em trés ensembles de matrizes aleatérias quirais e quatro BdG. Estas novas
classes de simetria receberam, recentemente, uma atencao renovada devido a existéncia
de fases topologicamente nao triviais [44,46|. Dentre essas classes, nos concentraremos,
de agora em diante, nas classes de simetrias referentes aos ensembles quirais.

Nesse capitulo, abordaremos as implicagoes da simetria quiral, no tocante ao bilhar
de Dirac cadtico acoplado a dois guias de onda com contatos ideais. Assim como fizemos
para o bilhar quantico, nés desenvolvemos duas simulag¢oes numéricas independentes para
gerar a matriz S dos ensembles quirais. Ambos os ensembles foram usados para calcular
a média, a variancia e, além disso, a distribuicao da condutancia. Perceberemos a con-
vergéncia dos nossos resultados em ambos os casos. Nossas simulacoes também deram
suporte aos resultados analiticos, que foram encontrados, recentemente, pela extensao do
método diagramatico de integragao sobre o grupo unitario, como pode ser visto no nosso
artigo [4]. Outra relevancia, no que diz respeito a utilizagdo e convergéncia de dois mé-
todos numeéricos, é o fato de podermos encontrar alguns resultados ainda nao alcangados
pelo célculo exato.

3.1 Simetria Quiral

A classe de simetria quiral foi introduzida no contexto de propriedades espectrais do
operador de Dirac em cromodindmica quantica (QCD). Essa informagao pode ser vista
no artigo [29]. Na abordagem descrita no referido artigo, o operador de Dirac pode ser
descrito pela teoria de matrizes aleatoérias, dessa maneira, assim como os ensembles de
Wigner-Dyson, podemos considerar trés casos diferentes: o ensemble quiral ortogonal
(chEO), o ensemble quiral unitario (chEU) e o ensemble quiral simplético (chES). A

20
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diferenga entre os ensembles Wigner-Dyson e quiral é a validade da simetria de sub-rede
(SSR) nos ensembles quirais.

Além de férmions relativisticos, as classes quirais também sao apropriadas para
descrever hamiltonianos de redes bipartidas com SSR mantida [26]. Vimos no capitulo 1,
que as redes 2D quadrada e hexagonal sao exemplos de estruturas que possuem a SSR, e
também, que a presenca do termo de massa quebra a SSR. Dessa maneira, o hamiltoniano
de Dirac descreve particulas de spin semi-inteiro sem massa [21]. A caracteristica da
simetria quiral é a presenca da estrutura de rede bipartida com duas sub-redes A e B
interligadas. Essa simetria descreve sistemas desordenados com amplitudes de hopping
aleatorio (também conhecido como desordem néo diagonal) [103|, como, por exemplo, o
modelo tight-binding com hopping aleatorio entre primeiros vizinhos [104] e o grafeno,
j& ilustrado na introducgao. Neste, a estrutura hexagonal possui dois sitios por célula
elementar, permitindo agrupar todos os atomos nas duas sub-redes A e B, de modo que
os vizinhos mais proximos pertengam as duas sub-redes [68|. Seguindo esse contexto, o
hamiltoniano tight-binding opera no espago AB das duas sub-redes e no espago K — K’ dos
vales, portanto, a fun¢ao de onda é descrita por um bloco spinor de quatro componentes

U = (Yax, Ypr, Yok, Yarr) (3.1)

satisfazendo assim a equacao de Dirac 4D, que pode ser escrita da seguinte forma [21,36,
68,105|

H=0r.®6-p. (3.2)
Para a notagdo compacta, temos dois conjuntos de matrizes de Pauli 7 = (7,,7,,7,) e
0 = (04,04,0,), com Ty € 0y matrizes unitarias de blocos 2 x 2, que atuam respectivamente
no espago dos vales (K — K') e no spinor ¥ (espago da sub-rede AB) [36,68,105]|, além
disso, v e p sao respectivamente a velocidade e o momento da particula. O grau de
liberdade do spin descrito pelas matrizes de Pauli o; é chamado de “pseudo-spin”, para
distinguir do spin real do elétron [36].
A simetria quiral, denotada por C no artigo |68, é gerada pela aplicagao simultanea
dos conjuntos de matrizes de Pauli

Co: A —0,10A0.79. (3.3)
Ela é produzida diretamente pelo hamiltoniano descrito pela equagao 3.2, sendo portanto

sua simetria bésica.

3.1.1 Hamiltoniano desordenado com simetria quiral

Como nas referéncias [26,68,103|, o hamiltoniano de Dirac sem massa com simetria
de sub-rede (SSR) ou quiral satisfaz a seguinte rela¢do de anti-comutagao

H=—0,Ho,,
L_I (3.4)
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de modo que,

0. = ( 184 _gM ) : (3.5)

onde, 1y é uma matriz identidade M x M e podemos interpretar o M dos 1’s e —1’s em
0, como o namero de atomos em cada sub-rede [32]. Genericamente, a simetria quiral
implica que o hamiltoniano pode ser escrito sob a forma de bloco nao diagonal por uma
transformagao unitaria adequada [68], isso leva a crer que de alguma forma a desordem
diagonal conecta cada sitio para si, quebrando a simetria quiral [103].

No nosso problema em questao, a aleatoriedade conecta sitios de duas sub-redes
diferentes (vizinhos mais proximos), nesse caso, o hamiltoniano ¢ entdo definido pelo
modelo de hopping aleatorio [103,106]

0 tanm
H = Z (tijCj»CJ) = ( tLB 0 ) s (36)
(i.7) ’

com (i, j) representando os sitios de vizinhos mais proximos da rede que pertencem as
duas sub-redes, cj e ¢; sao os operadores de criagao e aniquilagao dos elétrons no sitio 7 e ¢;;
é o parametro de hopping, integrais de hopping aleatorio dos vizinhos mais proximos que
sao variaveis aleatorias reais independentes, satisfazendo um quadro de probabilidade com
meédia zero e varidncia arbitraria [103]. A divisdo em duas sub-redes leva o hamiltoniano
a mudar de sinal sob uma transformacao onde a funcao de onda muda de sinal em uma
sub-rede, mas nao na outra [107]. Como consequéncia, temos um ponto especial no
espectro de energia no centro da banda, ¢ = 0, com autovalores que tornam-se pares
simétricos de energia (€, —¢) em torno do modo zero € = 0 [103|. Neste ponto especial, o
sistema mostra propriedades de transporte muito incomuns, que sao assinaturas da classe
de simetria quiral [102].

Nas proximas segoes, faremos uma analise similar a que foi feita no capitulo 2.
Descreveremos a abordagem hamiltoniana e de espalhamento separadamente, enfatizando
os algoritimos modelados por nos, para cada caso em aplicacao ao bilhar de Dirac cadtico
aberto.

3.2 Modelo Hamiltoniano

A presenga da SSR leva o hamiltoniano & seguinte forma [29, 106, 108|

H:<7QT 3) (3.7)

Aqui, 7 é uma matriz aleatéria quadrada de dimensao M x M, portanto, a matriz H tem
dimensao 2M x2M. Além disso, a natureza de T (simétrica real, complexa hermitiana ou
quatérnion real) caracteriza, respectivamente, os ensembles chEQO, chEU e o chES [106].
Como dissemos anteriormente, os M’s representam os niimeros de atomos em cada sub-
rede, em um total de 2M &tomos no bilhar de Dirac cadtico. Dessa maneira, esse é o
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numero total de ressonancias dentro do bilhar de Dirac, incluindo ambos os graus de
liberdade das duas sub-redes. A teoria de matrizes aleatorias estabelece que as entradas
da matriz 7 tem distribui¢ao gaussiana dada por [28,109]

P(T) ocexp{—B—MTr (ﬁT)},

22
(3.8)
2MA : .
onde A = , e os elementos de T possuem média e varidncia dadas por:
(Tw) = 0 (3.9)
k2 N
<(7:W) > = ﬁ_M (3.10)

Os céalculos utilizados para encontrar as expressos acima foram deduzidos no apéndice B.

Respeitando as condigoes impostas aos elementos da matriz aleatéria quiral, T,
(equagoes 3.9 e 3.10), podemos, assim como foi feito para as classes de Wigner-Dyson,
analisar separadamente cada ensemble gaussiano da classe quiral

e 3 =1 - Ensemble quiral gaussiano ortogonal (chEGO) - temos que os elementos
de H devem ser reais, portanto,

T =T (3.11)

e 3 =2 - Ensemble quiral gaussiano unitério (chEGU) - os elementos de H sao
complexos, entao,

T=T+iT" (3.12)

e 3 = 4 - Ensemble quiral gaussiana simplético (chEGS) - A matriz H possui ele-
mentos quaternionicos,

B—1
T=T'@1+i) T'®oa0, (3.13)

k=1

onde i = /—1, T% com k = 0,1,2 ou 3 é uma matriz aleatoria real, 1 e o}, sao respecti-
vamente a matriz unitaria e as matrizes de Pauli.

3.2.1 Geragao Numérica

De acordo com a equacao 3.7 o hamiltoniano do sistema é escrito em forma de
blocos fora da diagonal, onde seus elementos sao descritos pela matriz aleatéria T que
possui dimensao M x M, portanto, geramos M elementos aleatorios com média nula e
com variancia A\?/SM.
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Como no capitulo anterior, o modelo hamiltoniano para a matriz de espalhamento
pode ser escrito pela formula de Mahaux-Weidenmiiler 2.10. Para o nosso problema, a
matriz S possui dimensdo Ny x Ny, onde Np = N; + Ny + --- 4+ N é o ntmero total
de canais abertos nos L terminais, que sao conectados ao bilhar de Dirac cadtico. Além
disso, temos em nossa notacdo que, N; = 2N, representando o nimero de canais abertos
1no [-ésimo terminal (no problema deste capitulo L = 2). Desse modo, nos definimos cada
sub-rede com N, canais abertos e, o sistema é acoplado por duas sub-redes, portanto,
existem 2NV, canais abertos no [-ésimo terminal. Em resumo, devido a SSR, o menor
ntmero possivel de canais abertos em cada terminal ¢ igual a dois.

Outra mudanga na construcao do algoritimo para o bilhar de Dirac, em relacao
ao bilhar quantico, ocorre na matriz deterministica V. Ela passa a possuir dimensao
2M x Ny, e, continua representando o acoplamento dos estados ressonantes com os modos
propagantes, ou seja, todas as combinagoes ou interagoes das ressonancias do bilhar de
Dirac caético acopladas aos canais abertos dos L terminais, satisfazendo a condigao de
ortogonalidade, equagao 2.13. Além disso, devido a condi¢@ao imposta a matriz S, dada
pela equagao 3.16 que veremos logo abaixo, teremos uma outra relacao imposta a matriz

W, dada por

oW, =W.
(3.14)

No6s consideramos o sistema no ponto de Dirac. ¢ = 0. Como dissemos anteriormente,
é um ponto especial devido as duas sub-redes interconectadas e onde podemos observar
propriedades de transporte interessantes. Outro fator primordial para o nosso problema
e para o método numérico aqui abordado, é que temos que garantir o regime cadtico
e consequentemente a universalidade dos observaveis. Por isso, devemos impor que o
numero de ressonancias dentro do bilhar de Dirac seja grande, fazendo M > Np. Para
ser exato, consideramos M = 100, ou seja, geramos matrizes aleatérias de dimensao
100 x 100 e depois, impusemos as condigoes para média e variancia dos seus elementos,
como descrevemos anteriormente. Isso leva o hamiltoniano a ter dimensao 200 x 200 para
o chEGO e chEGU, e 400 x 400 para o chEGS devido a degenerescéncia do spin.

3.3 Matriz de Espalhamento

As simetrias que abordamos na introdugao continuam validas. Como ja sabemos, o
principal vinculo da matriz de espalhamento é a sua unitariedade

ST(e)S(e) = 1, (3.15)

devido a conservagao de carga eletronica. A matriz S também satisfaz esta outra relagao

S(e) = 2.S1(e)x..
(3.16)
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que pode ser encontrada combinando-se as equacgoes 3.4 e 2.10, conforme fizemos no

apéndice C. Aqui,
_ ]lNT O
Y, = ( 0 —ly, > , (3.17)

onde Ny = N1+ Ny +---+ Np. Nos assumimos o transporte eletronico através do bilhar
de Dirac caético no ponto de Dirac, € = 0. Nesta condi¢ao, podemos reescrever a matriz
de espalhamento da seguinte forma

S=%.5%.. (3.18)

De acordo com a equacao 1.25 a matriz de espalhamento é escrita em forma de blocos,
de modo que para o bilhar de Dirac cadtico, os blocos de transmissao t;; e reflexao ;5
tém dimensao Ny X Ny, com 4,57 =1,..., L.

3.4 Decomposicao QR Aplicada a Simetria Quiral

Mais uma vez, assim como para as classes de Wigner-Dyson, usamos a tabela de
Cartan, tabela 2.3, e consequentemente os ensembles circulares, para reescrever as matri-
zes de espalhamento para as classes de simetria quiral. Mas, diferentemente das classes
de Wigner-Dyson, a matriz S possui dimensao Ny x Ny, que corresponde a 2Ny x 2Np.
Além disso, as matrizes unitarias nao sao mais suficientes, se fazendo necessario, além
da matriz unitaria, U(2Nr), para o ensemble circular unitario (chECU), uma matriz or-
togonal, O(2Nr), para o ensemble circular ortogonal (chECO) e uma matriz simplética,
Sp(4Nr), para o ensemble circular simplético (chECS).

Para o chECO, a matriz ortogonal é construida quando aplicamos o método da
decomposicao QR em uma matriz aleatoéria real, o resultado, é uma matriz unitéaria e
ortogonal, no entanto, ainda nao distribuida na medida de Haar. Para o outro caso,
chECS, construimos primeiro a matriz simplética (Sp) da seguinte forma:

3
Sp=DBy®oo+iy By®oy (3.19)

k=1

onde By e By, com k = 1,2 e 3, representam as matrizes aleatorias reais e o, as matrizes
de Pauli. Depois desse processo, podemos aplicar o método da decomposicao QR e entao
teremos uma matriz unitaria simplética, que também nao esta distribuida na medida de
Haar. Novamente, para constatar se as matrizes obtidas através da decomposicao QR
estavam ou nao uniformemente distribuidas, testamos numericamente as fases associa-
das & matriz de autovalores e plotamos o histograma de fases de modo idéntico ao que
descrevemos em 2.4.2.1.

Para corrigir as fases e tornar as matrizes distribuidas na medida de Haar, em todos
os ensembles, procedemos de forma anéaloga as equagoes 2.17 e 2.18

U = @ xdiag(exp(i* 2 pi*randn(2Nr,1))), ou (3.20)
U = Qxdiag(exp(i*2x*pi*randn(4* Np,1))), se § = 4. (3.21)
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Salientamos novamente, que para a simetria quiral as matrizes sao dobradas, devido as
duas sub-redes existentes em cada guia. O resultado, do histograma que representa a
correcao para a matriz aleatoria simplética, pode ser visto na figura 3.1.

,3 Autovalores (€°) de Q <107 Autovalores (€°) de U

Probabilidade

0.5

i

‘ | ‘
|
‘ 3 ‘
-50 50 10

Y
200 -200 -150 -100 0 150 200

6 (gl?aus) 0 (g?aus)
Figura 3.1 Fatoracao QR (Gram-Schimidt) da matriz aleatoria simplética sem correcao de fase,
a esquerda, e com fase corrigida, a direita. O histograma, de fases, normalizado foi plotado para
uma matriz aleatéria de dimensao N = 100, por conta da duplicidade do ensemble simplético, e
um milhdo (10°) de realizagoes.

Apos todo esse o processo que acabamos de descrever, podemos mais uma vez, obter
as matrizes de espalhamento conforme a tabela 2.3

e B=1=38 =x.Us.U,
e B=2=38=x.UTS.U,
e B=4=8,=x.Us.U,

3.5 Resultados Analiticos

Para encontrar os resultados exatos, foi aplicado o método diagramatico de inte-
gragao sobre o grupo ortogonal. Esse método é uma extensao do método diagraméatico
de integragao sobre o grupo unitario [82]. Ele permitiu calcular a média e variancia
da conduténcia para o bilhar de Dirac cadtico conectado a L terminais. O processo de
integracao possibilitou a obtencao de novos resultados exatos sobre o grupo quiral ortogo-
nal. Mas, é importante observar sua generalidade, pois, permite estudar todas as classes
quirais. Por razoes pedagogicas, comegamos nossa analise pelas configuragoes relevantes
de dois terminais (L = 2). Os detalhes sobre o método diagramético de integragao so-
bre o grupo ortogonal, podem ser encontrado no nosso artigo [4]. Ressaltamos, que os
resultados exatos nao sao prioridades nesta dissertagao, contudo, apresentaremos aqui,
os resultados que foram encontrados, com o intuito de confirma-los através dos nossos
métodos de simulagao numérica.
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3.5.1 Meédia da condutancia

Comegamos por considerar o coeficiente de transmissao da condutancia de Landauer
dado pela equacgao 1.71 e 1.72, como sabemos, ¢t ¢ o bloco de transmissao da matriz de
espalhamento e o fator 2 é usado para dar conta da degenerescéncia de spin. As matrizes
de projecao sobre os respectivos terminais, podem ser reescritas da seguinte forma

| 1y O 10 0
o[t 0] a0 0] o

Aqui 1y, ¢é uma matriz identidade N; x N; e N; = 2N, é o numero de canais abertos
no i-ésimo terminal. Mais uma vez, as matrizes de projecao asseguram que C;C5 = 0 e
Ci+0y,=1 Np-

Foi substituido na equacao 1.72 a decomposicao da matriz de espalhamento como
funcao da matriz unitéria, S = X, UT ¥, U, caracteristica do chECO, como pode ser visto
na tabela de Cartan (tabela 2.3), e consequentemente obtido a seguinte expressao

2 2
G = %TT (CXUTSUCUTS.US,),

92 2
- %TT (CUTS.UCUTS,U), (3.23)

onde a relacao »,C Y, = (4 é satisfeita. Conforme ja salientamos, a matriz aleatéria U
¢é ortogonal, isto €, as entradas da matriz sao nmeros reais.

Aplicando a técnica diagraméatica (comentada acima) na equagao 3.23, foi possivel
calcular a média da condutéancia, obtendo-se resultados para os trés ensembles de simetria
quiral. Esses resultados, podem ser apresentados em uma forma compacta através da
seguinte equagao geral

<G> - 262 4BN1N2NT

" h (BNr+1)(2Ny — 1)
(3.24)

A equagao 3.24 ¢ o primeiro principal resultado do artigo [4], podendo ser utilizado
para estudar alguns limites relevantes, como o regime quantico extremo e o limite semi-
classico. Na proxima secao, veremos a confirmacao desta equacao através das simulagoes
numéricas, tanto para contatos simétricos (N; = Ns) quanto para contatos assimétricos

(N7 # Ns).
e Regime quantico extremo

Tomando o regime quantico extremo, N; = N, = 1, a média da condutancia na
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escala de 4e?/h se apresenta da seguinte maneira

(4
3 para chECO,
8
G — E
(422}}1) _ 5 para chECU, (3.25)
16
77 para chEC'S,

\

como poderé ser visto na figura 3.2(a).
e Limite semiclassico

Expandindo a equacgao 3.24 em poténcias de Ny obtemos o seguinte resultado

. 262 N1N2 o g NlNQ 1 B g i N1N2 o
<G>_T[2—N1+N2+(1 5)—(N1+N2)2+2(1 5+62)—(N1+N2)3+ ( }.)
3.26

Essa equacao pode ser escrita alternativamente como funcao de Ny = 2N;, resultando na
seguinte expressao

. 262 NINQ 2 NlNQ 2 4 NlNQ
=% ik (15)m+<15+@)m+“j' |
3.27

Identificamos o primeiro termo da equacao 3.27 como a lei de Ohm e o segundo termo
é conhecido como localizagao fraca, para [ = 1 e anti-localizagao fraca, para § = 4.
Podemos notar também, que o segundo termo da expansao é nulo para § = 2, mas o
terceiro nao, representando uma contribui¢cao nao nula para as correcoes de interferéncia.
Na configuracao simétrica, N = N; = Ns, os dois primeiros termos da equacao 3.27
simplificam-se para

(@) = 2—22 g + % (1 - %)] | (3.28)

3.5.2 Flutuacgao universal da condutancia

Com a aplicacao do método diagramatico desenvolvido, também foi encontrado
expressoes exatas para a variancia da condutancia nos ensembles quirais. Primeiramente,
foi observado a definicao da variancia da condutancia

var [G] = (G*) — (@), (3.29)
onde (G) foi obtido na equacio 3.23 e (G)? ¢ definida como

455}; = {[rr (1)) = ([1r (C15Cu5T)]?).

— ([T (GEUTSUCUTS.UR))), (3.30)
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para o chECO.
Apos isso, fez-se uso do método comentado e foi encontrada as expressoes a baixo

16 N1 No N7 (3 + 2N3 + 4Ny Na N2 — ANy — 4Ny Ny — 5N — 5N2)
(2NT — 3)(2NT — 1)2(NT + 3)(NT + 1)2(2NT + 1)

4e* ) 8N1Ny(3+4 16N NoN7 — 6NF — 6N7 — 6N3)
h? (QNT — 3)(2NT -+ 3)<2NT + 1)2(2NT — 1)2

32N1NoNrp(3 — 16N1 Ny + 8Ny — 20N — 20N3 — 16N3 + 64N, NoN2)
(AN7 + 3)(4N7 + 1)%2(2Np — 3)(2Np — 1)2(4Np — 1)

(3.31)

A equagao 3.31 é o segundo principal resultado do artigo [4], também podendo ser
usada para o estudo no regime quantico extremo e no limite semicléssico. Enfatizamos
novamente, a necessidade da simulagao numérica para confrontar esses novos resultados.
Veremos, na proxima se¢ao, que os nossos métodos numéricos garantem a validade das
expressoes 3.31 em qualquer condigao, seja contatos simétricos ou contatos assimétricos.

¢ Regime quantico extremo

Tomando N; = N, = 1, a variancia da condutancia, em unidades de 8¢*/h?, revela
os seguintes valores
(228

— E
5025 para chECO,

124
var |G| = hECU
®eif/ng) — | 1575 pata ¢ ’ (3.32)
416

m , para ChEOS,

\

como poderé ser visto na figura 3.2(b).
e Limite semiclassico

Para o estudo do limite semiclassico, foi expandida a equacao 3.31 em termos de Ny
e obtido a expressao que segue

_ 4e*[4 NEN 1
UCLT[G] = ﬁ{gm‘i‘(o(_)}a

_wf w01
- X [5(N1+N2)4+O L] (3.33)

(6=4)
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3.6 Resultados Numeéricos

Utilizamos nossos dois modelos de simulagao numérica, modelo Hamiltoniano (MH) e
fatoragdo de Gram-Schimidt (QR), a fim de confirmar os resultados analiticos encontrados
através da método diagramatico (MD), equagbes 3.24 e 3.31, para cada uma das trés
classes dos ensembles quirais. As duas simulagoes, produzem a figura 3.2, que mostra
tanto a média quanto a variancia da condutancia, obtidos através de 10° realizacoes. Nos
usamos a matriz 7 com dimensdo 100 x 100 (M = 100), e as correspondentes matrizes
H com dimensao 200 x 200 (200 ressonancias). As figuras 3.2(a) e 3.2(b) s@o plotadas
para contatos simétricos N = N; = Ny, enquanto as figuras 3.2(c) e 3.2(d) mostram
o comportamento para contatos assimétricos, com N; = 2. A média e a variancia da
condutéancia sao plotadas em unidades de 4e*/h e 8¢*/h?, respectivamente.

Como podemos observar na figura 3.2, as linhas sélidas sao os resultados exatos das
equagoes 3.24 e 3.31. Esses resultados estao em comum acordo com as linhas pontilhadas,

6
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Figura 3.2 A média (acima) e a varidncia (abaixo) da condutéancia sao plotados em unidades
de 4e%/h e 8e*/h?, respectivamente. (a-b) contatos simétricos N = N; = N3 e (c-d) contatos
assimétricos com N7 = 2. As linhas pontilhadas sdo obtidas pelas simula¢oes numéricas fatoracao
de Gram-Schimidt (QR) e pelo Modelo Hamiltoniano (MH). As linhas s6lidas sao os resultados
exatos 3.24 e 3.31.

que foram obtidas pelas simulagbes numéricas, QR (o) e MH (%), que desenvolvemos.
Sendo assim, os nossos métodos de simulacao numérica garantiram que os novos resultados
exatos realmente descrevem o bilhar de Dirac catdtico aberto.
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Analisando os gréficos da figura 3.2(a) e (b) (contatos simétricos), notamos que as
médias das conduténcias crescem, praticamente, de forma linear com o ntimero de canais
abertos, enquanto suas respectivas variancias tendem para valores constantes. Compor-
tamento bastante diferente do que ocorre para contatos assimétricos.

Os resultados analiticos recuperados (resultados de Wigner-Dyson) e os novos resul-
tados para o bilhar de Dirac ca6tico que encontramos pela aplicagao dos nossos métodos
numeéricos, ja deixaram bastante evidente a eficacia de nossas simulagoes. Esses resul-
tados, nos deram uma seguranc¢a maior para aplicagao em outras situagoes, como, para
a construgao dos histogramas normalizados das distribui¢oes da conduténcia, P(G), de
todos os casos, f = 1,2,4, do bilhar de Dirac cadtico. Como ji comentamos para o
bilhar quantico, é grande a dificuldade de se obter resultados exatos para as distribuicoes
também para o bilhar de Dirac, por isso, na construcao dos gréficos das distribuicoes
faremos uso apenas das simula¢oes numéricas.

Observaremos na figura das distribui¢des da condutancia uma impressionante con-
vergéncia entre os dois modelos numéricos. No entanto, é importante salientar, que essa
convergéncia s ocorre para um numero de realizagoes bastante alto. Mais uma vez cons-
truimos um ensemble com 10° matrizes de espalhamento, sendo assim, temos um ntimero
suficiente de dados para uma anélise estatistica. Como ilustragao, mostramos na figura
3.3, um ensemble com 3 x 10* realizacdes, cada realizacao nos fornece apenas uma matriz

N =2 N =3
T T

3 T T

40 | 0 1 I 1 I 1 0
30000 O 10000 20000 30000 O 10000 20000 30000

Numero de realizagoes

Figura 3.3 O ensemble de 3 x 10* elementos de G para o caso ortogonal (3 = 1). Da esquerda
para a direita temos os nimeros de canais Ny = No = 1,2 e 3 respectivamente. A figura diz
respeito & um tnico método numeérico.
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de espalhamento e consequentemente um valor para a condutancia (G), que calculamos
de acordo com a equacao 1.72. O ensemble de G mostrado na figura 3.3 diz respeito
apenas ao caso ortogonal (f = 1) e um tnico método numérico. Da esquerda para a
direita temos os numeros de canais N; = Ny = 1,2 e 3 respectivamente. Como ja era
de se esperar, a regiao com maior aglomerado de valores, diz respeito ao valor médio da
condutancia em cada caso.

A partir de uma construcao como a da figura 3.3 podemos construir os histogra-
mas das distribui¢oes. Na figura 3.4 mostramos nossos resultados para os dois métodos
numeéricos aplicados aos trés casos chEO, chEU e chES, de cima para baixo § = 1,2 e
4 respectivamente, e da esquerda para a direita Ny = Ny = 1,2 e 3 respectivamente.
Os pontos (e) dizem respeito a simulagdo QR e as barras (ou linhas) foram obtidas pela
simulagao MH. O ntmero de realizagoes e a dimensao das matrizes sao os mesmos que
foram apresentados para as médias.
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Figura 3.4 Distribui¢ao da condutancia P(G) para o bilhar de Dirac dos ensembles quirais em
unidades de 4e2/h. Os pontos e as barras representam respectivamente as simulacoes numéricas
fatoragao de Gram-Schimidt (QR) e o Modelo Hamiltoniano (MH) com 10° realizagdes da matriz
S. As colunas, da esquerda para direita, correspondem a N = Ny = Ny = 1,2 e 3, enquanto as
linhas, de cima para baixo, correspondem a § =1,2 e 4.
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Analisando os graficos da figura 3.4, notamos que a distribuicao da condutéancia para
o bilhar de Dirac tende para uma gaussiana mais rapidamente do que o observado para
o bilhar quéantico, figura 2.5. Percebemos também, que a nossa maneira de abordar o
problema faz com que o caso N = 1 tenha um comportamento correspondente ao caso
N = 2 estudado no artigo [102].

Em resumo, concluimos que os nossos métodos de simulagao numérica podem muito
bem ser aplicados a uma gama de problemas inerentes a estruturas mesoscopicas, haja
vista que pode representar, de forma bastante eficaz, o bilhar quantico e o bilhar de Dirac
caodtico.

3.7 Comparacao com o Caso Wigner-Dyson

Nas tltimas se¢oes mostramos algumas expressoes e resultados para as médias e
variancias da condutancia, assim como para a distribuicao da condutancia, encontrados
para o bilhar de Dirac conectado a dois terminais. Faremos aqui, algumas comparacoes
com as expressoes e resultados apresentados no capitulo 2 para o bilhar quantico.

Primeiramente, comecamos por observar os resultados para a média da condutancia,
equacgoes 3.24 e 2.19, no limite quantico extremo N; = Ny = 1, com respeito a esse limite,
resumimos os resultados, 3.25 do caso quiral e 2.20 do caso Wigner-Dyson, na tabela 3.1.

Tabela 3.1 Resumo dos resultados para as médias e varidncias da condutancia nos casos Quiral
e Wigner-Dyson, ambos, considerados no limite quantico extremo.

B Quiral | Wigner-Dyson
4/9 1/3
8/15 1/2
16/27 2/3

228/2025 4/5

124 /1575 1/12

416/8019 1/18

Média

Variancia

A~ DO — | i~ DN —

Percebemos que no regime quantico extremo os resultados sao notavelmente distintos.

Comparando as equagoes, 3.27 e 2.21, da média da condutancia obtidas no limite
semiclassico para o bilhar de Dirac e para o bilhar quantico, percebemos que os dois
primeiros termos da expansao sao equivalentes,

NN, 2 NiN, NiN, 2 NiN,
e 1 - = = — <a —_— + 1 Y ) 334
|:N1+N2 ( 6) (N1+N2)21 ¢ {N1+N2 ( ﬂ) (N1+N2)21 (3:34)
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pois correspondem, respectivamente, a lei de Ohm e a correcao de localizacao, ou anti-
localizacao fraca, resultados que ja eram esperados, haja visto todo o histérico de re-
sultados tedricos e experimentais obtidos nesse limite. No entanto, os resultados sao
completamente diferentes apos o segundo termo, essencialmente devido a validade da
SSR no bilhar de Dirac. Concluimos que no limite semicléassico, N1, Ny > 1, a SSR afeta
apenas os outros termos de interferéncia.

Também no limite semiclassico, encontramos outra relagao de extrema importancia
para a nossa pesquisa. Observando as equacoes da varidncia da condutancia, equacao
3.31, para os ensembles quirais e considerando contatos simétricos, N; = Ny, obtivemos

(1
4 para chECO,
1
var [G] —, para chECU,
e R (3.35)
1
6 para chEC'S,
(

1
que sao, respectivamente, 4, 2 e 1 vezes I do resultado previamente obtido, veja 2.27,

para o ECU. Resumimos da seguinte maneira
(4 x var[G]ZZQ, para chECO,

var [G] | 2x var[G)P=?, para chECU,
(4et/h2) - (3.36)

1x var[G]ﬁ:2 para chECS,

wd

\

Foi possivel encontrar outras peculiaridades, entre ambos os ensembles, quando
comparamos os resultados exatos da variancia var[G] (em unidades de 8¢*/h?) do Bilhar
de Dirac caotico para os ensembles quirais (Eq. 3.31), com a variancia var|[Gl,q (em
unidades de 4e?/h?) do “bilhar de Schrédinger” cadtico (ou ensembles de Wigner-Dyson)
(Eq. 2.24), para contatos simétricos N = N; = N,. Mais uma vez, recorremos as
nossas duas simulagoes numéricas, QR e MH, para juntamente com os resultados exatos
confrontar os dois sistemas. Plotamos na figura 3.5 a comparacao descrita.

Analisando os graficos da figura 3.5, notamos que as variancias apresentam fortes
diferengas para N = 1 e converge para os mesmos valores quando N > 2. Esse compor-
tamento nos leva a estabelecer a seguinte aproximacao entre os dois “tipos” de variancia
da condutancia no limite semicléassico,

var|Gls = 2 X var|Gya,p- (3.37)
3.3



3.7 COMPARACAO COM O CASO WIGNER-DYSON 65
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Figura 3.5 A figura indica a comparagdo entre a variancia var[G] (em unidades de 8e*/h?)
do bilhar de Dirac dos ensembles quirais (CH) e a variancia var[GJ,q (em unidades de 4e*/h?)
do bilhar cadtico de Wigner-Dyson (WD), ambos com terminais simétricos, N = N; = Nj. As
linhas pontilhadas sao os graficos da equagao 3.31, método diagramatico aplicado aos ensembles
quirais (MD-CH) e as linhas solidas sao os graficos da equagao 2.24, método diagramatico apli-
cado a Wigner-Dyson (MD-WD). Os simbolos se referem as simulagoes numéricas fatoragao de
Gram-Schimidt (QR) e modelo hamiltoniano (MH) para os ensembles quirais (CH) e ensembles
Wigner-Dyson (WD).

Para finalizar nossa comparacao, enfatizamos, ainda mais, as peculiaridades do re-
gime quantico extremo, N; = Ny. Nos comparamos numericamente, usando um ensemble
de 10° realizagoes da matriz aleatéria S, a distribui¢ao da condutancia P(G) do bilhar de
Dirac cadtico (em unidades de 4¢2/h) com o “bilhar de Schrédinger” cadtico (em unidades
de 2¢?/h) dos ensembles de Wigner-Dyson. A comparagao ¢ apresentada na figura 3.6,
que nos mostra a formagao de um comportamento completamente diferente entre os dois
bilhares. Por exemplo, apenas para o bilhar de Dirac (Coluna da direita da figura 3.6), a
distribuicao da condutancia apresenta a formagao de uma singularidade para o ensemble
unitario e uma forma nao uniforme no ensemble ortogonal.

Neste capitulo, verificamos a consisténcia dos resultados exatos do bilhar de Dirac
caotico acoplado a dois terminais. Essa constatagao se deu através dos dois métodos de
simulagao numérica (QR e MH), desenvolvidos por noés, constituindo a primeira parte
da nossa pesquisa e base desta dissertacao. Percebemos que os nossos resultados para a
média e variancia da condutéancia, no limite semiclassico, estao em comum acordo com
as referéncias 23| e [24] que resolveram o problema para 5 = {1, 2}.
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Figura 3.6 A figura mostra a comparagao da distribuigdo da conduténcia P(G) no regime
quantico extremo (N7 = No = 1), entre o bilhar de Dirac caotico dos ensembles quirais (coluna
da direita) em unidades de 4e%/h, com o bilhar quantico cadtico dos ensembles de Wigner-Dyson
(coluna da esquerda) em unidades de 2e?/h. Todos os gréficos foram feitos com 108 realizagdes

da matriz aleatoria S.

Para concluir, investigaremos no proximo capitulo a quebra de coeréncia de fase no
bilhar de Dirac cadtico, haja vista que a nossa abordagem numérica se apresenta bastante

robusta.



CAPITULO 4

Descoeréncia no Bilhar de Dirac Cadtico

Vimos no capitulo 2, a eficacia dos métodos de simulagao numérica ao reproduzir
os resultados conhecidos na literatura, como a média, variancia e distribuicao da condu-
tancia do bilhar quéantico cadtico acoplado a dois terminais. Esses resultados serviram
de motivagao para que pudéssemos, no capitulo 3, obter de modo similar, a média, va-
riancia e distribuicao da condutancia do bilhar de Dirac caético, também acoplado a
dois terminais. Além disso, a aplicacao dos nossos métodos possibilitou a confirmacao de
novos resultados analiticos, como a peculiar relacao entre as variancias dos ensembles de
Wigner-Dyson e os ensembles quirais, no limite semicléssico. Todo essa abordagem inicial
acabou por revelar grandes resultados, deixando bastante claro o quao eficaz pode ser
o algoritimo numérico desenvolvido. Esse cenario nos deixou bastante confortaveis para
dar continuidade ao nosso trabalho em busca de novas abordagens e novos resultados.

Em ambos os casos, bilhar quantico e de Dirac, foi assegurado a existéncia dos
efeitos quénticos de interferéncia devido a coeréncia de fase no transporte eletronico
quantico. A partir de agora, estudaremos o desaparecimento desses efeitos como processos
de defasagem no transporte através de sistemas balisticos, ou seja, observando a quebra
de coeréncia de fase eletronica (descoeréncia).

Ao longo dos anos, varios modelos de descoeréncia, principalmente os fenomenolo-
gicos, foram propostos [81,110-114|. Noés utilizamos a formulagao proposta por Biitti-
ker [79,81], que, assim como os experimentos indicados nas referéncias [115,116], foi bem
sucedida na descricao do bilhar quéantico caético. O método foi originalmente usado no
quadro da teoria de matrizes aleatorias e mais recentemente na referéncia [117].

4.1 Formulacao do Problema

Para formulagao do problema, um terceiro terminal “ficticio” é acrescentado ao bilhar
de Dirac (nossa cavidade balistica cadtica) e conectado a um terceiro reservatorio com
potencial u3, como podemos observar na figura 4.1. Esse terceiro terminal induz a quebra
de coeréncia ou descoeréncia. Nessa modelagem, o potencial u3 é ajustado de tal maneira,
que em média nao existe corrente através do terceiro terminal, I3 = 0, de modo que, s6 ha
corrente eficaz entre os terminais identificados por 1 e 2. Ou seja, o guia adicional induz
defasagem sem perda de particulas. Outra condi¢ao de consisténcia é a conservacao de
corrente eletronica, I = I; = —I5. Os elétrons que deixam o sistema pelo terceiro guia
sdo, portanto, reinjetados em algum momento posterior com fase aleatorizada [117].

Escrevendo I, I e I3 a partir da equacao 1.68 e aplicando as condigoes iniciais,
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B2
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Figura 4.1 Modelo esquemético da descoeréncia por inclusdo de um terceiro guia. O sistema
é um bilhar de Dirac cadtico aberto com um guia adicional, cuja tensao é escolhida para fazer
o fluxo de corrente, em média, igual a zero. O guia adicional, portanto, induz defasagem sem
perda de particulas.

I =1 =—1,e I3 =0, teremos
R [T12(Vi — Vi) + Tis(Vi — V3)] (4.1)
WV —Va) 12(V1 2 13(V1 3)] .
e
I3 =0 =Ty (Vs = Vi) + T(V5 — Va), (4.2)

de onde podemos obter
T Vi + TV,

V3= 4.3
’ Ty + T3 (43)
Substituindo 4.1 na equacao da conduténcia, teremos
I 2e?
G T2 (Vi = Vo) 4+ Ths (Vi — V3)], (4.4)

TVi—Va h(Vi—Vh)

e consequentemente substituindo 4.3, encontraremos a condutancia para o nosso caso em
questao

(4.5)

Onde, T;; =T r(tijtlj), sao os coeficientes de transmissao e podem ser escritos como

funcao da matriz de espalhamento

com i’i =1,2,3. A matriz S tem portanto, dimensao Ny x Ny, onde Ny = Ny+No+Ns e
N3 = N, = 2N, é o nimero de canais abertos no terceiro terminal. O regime semiclassico
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pode ser alcancado através da expansdo da equacdo 4.5 em poténcias de Ny, e tomando
sua média é possivel obter [115]

(G (Th3) (T32) 1
ae2fh ~ e iy O (N) ' (4.7)

A média dos coeficientes de transmissao, (1};), foi obtida através da método diagramaética
para integragao sobre o grupo ortogonal. De modo que, a equagao 4.7 pode ser escrita
da seguinte forma

2¢? NN 2 NN 1
<G>:i{2#+<1__> 1772 ]
Ny + Ny B) Ni+ Ny Ny + Na+ Ny

(4.8)

Assim como foi dito nos dois tltimos capitulos, também lembramos aqui, que os resultados
analiticos apresentados nao sao frutos do nosso trabalho de pesquisa, para o bilhar de
Dirac, foram encontrados por Marilia Santos. No entanto, foram confirmados por nossas
modelagens numéricas [4].

E possivel tornar a equacio 4.8 um pouco mais abrangente (em termos teoricos),
para isso, devemos acrescentar o tempo de permanéncia dos elétrons dentro da cavidade
e o tempo de defasagem eletronica [117]. Introduzimos entao a seguinte relagao

Ny/(Ny + Ny) = 7p /7y, (4.9)

onde ) )
Tp = 2rmA/h(Ny + N3) (4.10)

é o tempo de permanéncia através do bilhar de Dirac cadtico e
T¢):27Tm14/h]\7¢ (411)

é o tempo de defasagem do transporte eletronico. Além disso, m e A sao respectivamente
a massa eletronica e a area litografica do bilhar de Dirac. Noés podemos reescrever a
equagao 4.8 como fun¢ao do tempo de defasagem e do ntimero de canais abertos no

1-ésimo terminal, N; = 2N; como segue

NN, (1 2) Ny N, 1
Ny, + N, (

(4.12)

4.1.1 Correcao de Localizagao e Anti-localizacao Fraca

Utilizando a equagao 4.12, podemos obter dois limites para testar sua consisténcia.
O primeiro deles é para 7, > 7p, para o qual recuperamos a equacao 3.27. O segundo
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¢ para Tp > T4, para o qual, as correcoes de localizacao e anti-localizagao fraca sao
suprimidas e apenas o termo da lei de Ohm sobrevive.

Como vimos, a equagao 4.8 surge de uma expansao semiclassica, de modo que nao
aparecem os outros termos de interferéncia, devido a expansao, portanto, as afirmagoes
a respeito dos termos de corregoes precisam ser testadas. Simulamos numericamente os
efeitos da descoeréncia nos termos de correcao de localizacao e anti-localizagao fraca como
funcao do nimeros de canais abertos no terceiro guia. Ajustamos os nossas algoritimos
para inclusao do terceiro terminal utilizando as equacoes 4.5 e 4.6, e para as corregoes de
localizagao e anti-localizacao fraca usamos a defini¢ao

5G = ()P — (&)= (4.13)

Assim, como esperado, temos que 6G = 0 para 5 = 2. Plotamos, entretanto, a corre¢ao de
localizacao fraca, 8 = 1, e a correcao de anti-localizacao, = 4, como fun¢ao do namero
de canais de quebra de fase, N, em unidades de 4e?/h. Em nossa simulagao, consideramos
o caso do regime quantico extremo, N; = N, = 1. No6s observamos na correcao de
localizagao fraca, figura 4.2(a), uma peculiar transigao decrescente e monotonicamente

0 T | T | T | T T

L@ g

Figura 4.2 Correcao de (a) Localizagao fraca e (b) anti-localizagdo como fungao do ntamero
de canais de quebra de fase, Ny, para o regime quantico extremo, N1 = Ny = 1, na escala
linear e log-log (painel menor). Os simbolos representam as simulagbes numéricas fatoragao de
Gram-Schimidt (O QR) e o Modelo Hamiltoniano (e MH) para um ensemble quiral com 10°
realizagoes. As linhas solidas sdo formulas de interpolagéo.
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crescente em Ny = 1 (regime quéntico extremo), e para a corre¢ao de anti-localizacao
fraca, figura 4.2(b), podemos ver um comportamento monotonicamente decrescente.

As simulagoes numéricas das figuras 4.2(a) e 4.2(b), também sao validas para o regime
semiclassico, é neste contexto que os nossos métodos confirmam os resultados analiticos
da equagao 4.12, pois, como podemos observar, ambas as corregoes tendem para zero a
medida que N, > 1, similarmente ao que haviamos observado na equagao 4.12 quando
Tp > T4. Entretanto, essa convergéncia se da de forma bastante lenta, informacgao que
pode ser observada na mesma figura, onde plotamos dentro do painel maior um painel
menor em escala log-log, nele, podemos ver, que mesmo quando Ny = 100 6G ainda nao
esta completamente anulado, refor¢ando ainda mais o resultado da expansao.

Plotamos esses efeitos do transporte quantico como fungao de Ny, utilizando nossas
duas simulagbes numéricas que representamos pelos simbolos [ QR (fatoragao de Gram-
Schimidt) e (¢ MH) (Modelo Hamiltoniano). Para ambas, construimos um ensemble
quiral com 10° realizacoes da matriz S aleatéria. As linhas solidas, que também podem
ser vistas na figura 4.2, sao formulas de interpolagao obtidas através do software Xmgrace.

4.2 Flutuacao Universal da Condutancia

A flutuacao universal da conduténcia para a equacao 4.5 pode ser escrita como na
referéncia [117]. Esta expressao foi também desenvolvida no limite semiclassico

var|G| var (Tso)* var[Ts] + (Ts1)* var[Ts,) (Ty2)* (T1)? covar [Ty, Ty
4et /h? Thal + ((T52) + (T51))* i ((T32) + (T31))*
<T31>2 covar [T21, ng] <T32>2 covar [T21, Tgl] L
e 2 w0 () )

Mais uma vez, usando os diagramas obtidos pelo método diagramético, é obtido no limite
Ny > 1(1,/7p < 1) 0 seguinte resultado

var[G] 4 NN} (&)2+ (%—1) NyNy(N? — Ny N, + N3) (E)z
464/h2 N 6(N1+N2)4 D (N1+N2)5 '

™D

(4.15)

Analisando a equacao 4.15, percebemos mais uma vez, que no limite 7p > 7,
ou seja, Ny > 1, a variancia tende a ser suprimida. Percebemos nos gréficos gerados
pela nossas simulagoes numeéricas para todos os ensembles, figura 4.3, a validade dessa
condicao. Vemos que a variancia decresce muito rapidamente no inicio, e vai a zero
lentamente como mostrado nos graficos que se encontram plotados no painel menor, em
escala log-log.

Entendemos que a magnitude das corregoes quanticas diminuem a medida que a
quebra de fase aumenta. Isso diminui a var[G] com Ny, refletindo o fato de que cada
elemento da matriz S flutua menos com o aumento de Ny.
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Na medida que nossos algoritimos numéricos deram suporte aos novos resultados
analiticos encontrados, no limite assintoético, foi possivel a observacao de outros com-
portamentos. O primeiro deles se deu, quando foi considerado terminais simétricos
(N = N; = N;) na equagao 4.15. Nessa abordagem, foram obtidas as seguintes rela-
¢oes para a variancia da condutancia no regime quantico extremo (N = 1), para as trés
classes de simetria quiral designadas por f =1,2,4

(5 (r¢>2 51
— £ -, ara chECO(B = 1),
6\m) —anz P (=1
1/7,\> 11
var [G] - <_> =__ ara chECU (S = 2),
e | S\ TN o (410
7 m)? 71
— | — | =—=-—, parachECS(p=4).
128 <TD 2Nz P (5=4)
\
012 . I . . I : ;
R B:l |
01 — B=2[o QR B
[3:4 e MH 4

10

var|[G] (8e*/h?)

Figura 4.3 Variancia da condutancia como funcao de Ny no regime quantico extremo, Ny =
Ny = 1, na escala linear e log-log (painel menor). As curvas, de cima para baixo, especificam o
comportamento de 8 = 1,2, 4, respectivamente. Os simbolos representam as simulagées numé-
ricas (0 QR) fatoracdo de Gram-Schimidt e (¢ MH) o Modelo Hamiltoniano para um ensemble
quiral com 10% realizaces. As linhas solidas sdo formulas de interpolacao.
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Os resultados da equacao 4.16, sao refletidos na figura 4.3. Mais uma vez, plotamos
o comportamento da variancia como funcao do nimero de canais de quebra de fase, Ny,
utilizando os dois modelos, 0 QR e (¢ MH). Para N = 1, construimos um ensemble com
10 realizacoes. As linhas solidas sao formulas de interpolacao.

Outro comportamento, que nos deixou bastante satisfeitos, surgiu quando tomamos
a razao entre as variancias da condutancia a partir da equagao 4.16. Essa razao nos
revelou novos niimeros universais para a descoeréncia no bilhar de Dirac cadtico

5

2
var |Gl
_ 7 = 4.1
var [Gls_, s (4.17)
16

Nessa altura, os nossos métodos numéricos ja haviam se demostrado bastante competen-
tes. Mesmo assim, plotamos na figura 4.4 a razao de 5 = {1,4} para = 2 em funcao
de Ny, e percebemos, claramente, a tendencia das simulagoes para os nimeros universais

0 5 10 15 20 25

Figura 4.4 A razao entre as variancias da condutancia para N4 > 1 elas tendem para 2,5
devido ao chECO/chECU, e 0,44 devido ao chECS/ECU, como obtido na equacao 4.17. Os
simbolos representam as simulagdes numéricas fatoracao de Gram-Schimidt (l QR) e o Modelo
Hamiltoniano (e MH) para um ensemble quiral com 10° realizages. As linhas solidas sdo
formulas de interpolagao.
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(obtidos assintoticamente) no limite N, > 1, de forma que, para (8 = 4)/(8 = 2), a
convergéncia acontece muito mais rapidamente do que a razao (8 =1)/(5 = 2).

Conforme as referéncias [115,116], os resultados da descoeréncia para o bilhar quéan-
tico caotico (ensembles de Wigner-Dyson) apresentam uma razao das variancias da con-
dutéancia de 3,0 para ECO/ECU, enquanto nés obtivemos 2,5 para chECO /chECU, além
de 0,44 para chECS/chECU, como mostra a figura 4.4, confirmando os belos resultados
da equacao 4.17.

Por fim, para a abordagem da descoeréncia, no bilhar de Dirac cadtico, resta apenas
a confirmacao de que a distribuicao da conduténcia tende ao resultado classico a medida
que aumentam-se o nimero de canais de quebra de fase, ou seja, tende a uma gaussiana.

4.3 Distribuicao da Condutancia

Levando em consideracao que o comportamento da distribuicao da condutancia como
funcao da quebra de coeréncia de fase, do bilhar quantico, j& estava bem estabelecido no
regime quantico extremo (N; = Ny = 1) [115], e que nossos métodos de simulagao
numérica se estendem do bilhar quantico ao bilhar de Dirac, plotamos no mesmo regime,
figura 4.5, as distribui¢bes para ambos os casos (para efeito de comparagao), onde na
coluna da direita podemos observar os nossos resultados.

Como esperado, a figura 4.5 apresenta a convergéncia da distribui¢ao da condutan-
cia do bilhar de Dirac cadtico (coluna da direita) para um comportamento Gaussiano
conforme N, aumenta. Nesse caso, P(G) ¢ descrito através da sua média e variancia,
equacoes 4.8 e 4.16.

A distribui¢ao da condutancia do bilhar quantico (Schrédinger) cadtico [115], foi
plotada na coluna da esquerda, da mesma figura 4.5 do bilhar de Dirac cadtico (coluna
da direita) para uma comparagao direta. Podemos entdo notar que no limite N, = 0,
P(G) é altamente nao Gaussiano para ambos os casos, como podemos observar pelas
linhas pretas tracejadas. Por outro lado, no limite N, = 1 (curvas em vermelho), P(G)
tem comportamento essencialmente Gaussiano, tanto para chECU quanto para chECS,
diferente dos ECU e ECS que continuam nao gaussianos. O comportamento gaussiano
atinge chECO quando N, = 2 (curvas laranja), portanto, em um limite diferente dos
outros ensembles quirais.

Na figura 4.5, plotamos a distribuicao da condutancia, para todos os ensembles de
Wigner-Dyson e quiral, como fun¢ao do nimero de canais de quebra de fase, utilizando um
ensemble de 10° realizacoes da matriz S. Mostramos em nossa figura os resultados para
N, variando de 0 a 5, enquanto N; = Ny = 1. Mais uma vez ressaltamos a necessidade
de ambos os métodos de simulagao numérica, o QR e + MH, haja vista a nao existéncia
de resultados exatos para a descoeréncia.
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Figura 4.5 Distribuigdo da condutancia para o bilhar de Dirac (coluna da direita) e para
o bilhar quantico cadtico (coluna da esquerda). A distribuigdo P(G) tende a gaussiana com
Ny aumentando. Mostramos o resultado para Ny variando de 0 a 5. Os simbolos sao as
simulagoes numéricas o QR (fatoracdo de Gram-Schimidt) e + MH (Modelo Hamiltoniano) para
os ensembles quirais e de Wigner-Dyson, ambos com 108 realizacdes.



CAPITULO 5

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacao, apresentamos um estudo numérico de um bilhar de Dirac caético
aberto, na presenca de desordem, em duas abordagem distintas. Primeiramente aborda-
mos o bilhar de Dirac cadtico conectado a dois reservatorios de elétrons por dois guias
de onda ideais. Nessa abordagem prevalece a coeréncia de fase eletronica. Posterior-
mente, mostramos uma das formas de quebra de coeréncia de fase (descoeréncia) quando
acrescentamos um terceiro guia a cavidade estudada.

Para o nosso trabalho, desenvolvemos dois métodos de simulagao numeérica, decom-
posicao QR e modelo hamiltoniano, baseados em teoria de matrizes aleatorias. Com eles
fomos capazes de obter a condutancia, um dos observaveis de transporte eletronico, atra-
vés do formalismo de Landauer-Biittiker. Consequentemente, encontramos a distribuigao,
a média e a variancia desse observavel em todos os ensembles quirais. Especialmente as
meédias da condutancia e as respectivas variancias (ou flutuac¢do universal da condutancia)
deram suporte a resultados exatos, recentemente encontrados pela extensao do método
diagramaético.

Constatamos que o bilhar de Dirac cadtico conectado a dois guias, apresenta média
e variancia da conduténcia bastante diferente do “bilhar de Schrodinger”. Esse resultado
é bastante significativo no regime quéantico extremo, definido no caso de um tnico canal
aberto em cada terminal. Também mostramos outra relagao entre esses dois sistemas.
Percebemos que no limite de um grande nimero de canais abertos (ou limite semiclassico)
a variancia da condutancia dos ensembles quirais converge para o dobro da variancia da
condutancia dos ensembles de Wigner-Dyson.

Outro resultado, também apresentado aqui, diz respeito a descoeréncia no bilhar
de Dirac cadtico. Mais uma vez, paralelamente aos resultados analiticos, obtidos através
do método diagramatico de integragao sobre o grupo ortogonal, nossas simulagoes nu-
méricas revelaram novos niimeros universais da pertinente relacao entre as variancias da
conduténcia, em diferentes classes de simetria, no limite semiclassico.

Nossos métodos nos permitirao, em investigacoes futuras, estudar através do terceiro
terminal os efeitos de particulas interagentes e o bloqueio Coulombiano. Além disso, fu-
turas investigacoes poderao incluir o efeito do mecanismos de defasagem sobre a poténcia
do ruido de disparo, o que pode gerar impressoes digitais adicionais ao bilhar Dirac ca6-
tico. Outra investigacao interessante inclui os crossovers magnéticos e spin-6rbita entre
as classes de simetria quiral. Por fim, acreditamos que nossos resultados serao tteis para
controlar experimentalmente novos graus de liberdade em pontos quanticos mesoscopicos
como o grafeno e isolantes topologicos.
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APENDICE A

Distribuicao Gaussiana de Matrizes Aleatoérias

Primeiramente lembramos que a expressao geral para uma distribuicao gaussiana é
dada pela seguinte expressao

P(X) = — M} 7 (A1)

vV 27r02€Xp [_ 202

onde Z = (z) e 02 = (z2) — (z)? representam respectivamente a média e a variancia dos
elementos de X. Por sua vez, a distribuicao de probabilidade para o hamiltoniano H,
uma matriz M x M pertencente ao ensemble gaussiano de matrizes aleatoérias, pode ser
escrito da seguinte forma

M
P(H) o exp (—%T?‘HHO : (A.2)
a qual reescrevemos da seguinte maneira
P(H) o exp (—aTrH?), (A.3)

de modo que pela condicao de hermiticidade H = H', temos entdo

TrH?* = TrlH|?

= Z ’HW/|2
nyv

= Z |Huu|2 + Z |HMV|2
"

wFV

= S P 23 [l (A4)
w

pu<v

ou seja, as entradas do hamiltoniano sao estatisticamente independentes.
Podemos entao escrever a distribuicao dos elementos de H como:

exp (~a[H,uf?) . so p=v:
PlHu) o { exp (~20[H, ), s0 1 v, (A5)

Portanto,

P(H) =[] P(Huw). (A.6)
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Em geral, cada elemento de ‘H ¢ um quatérnion real da seguinte forma
Hu =H,, +Hyen + 1o e0 +H e,
Hy, € R,
’Hﬁl, =0, para k > — 1, (A7)
’Hﬁu =0, para k > 0,
-1
Hwl® = 3050 (1)
Sendo e, = io,, onde 0, com n = 1,2 ou 3, sao as matrizes de Pauli e i = /—1.
Observando A.6 e A.7, temos que

(M) = (Ho,)+ (H,)er+ (Ho,) e2+ (HD,) es, (A.8)
<Hw/> = 0,

entdo a variancia dos elementos de H, que sao independentes, pode ser escrita como o2 =
<(7—[W)2> e portanto podemos encontra-la para cada ensemble a partir das distribuigoes

9 [ exp(=2a|Hw|?), se u=v,
P(Huy) — P(H#V)P(H#y) - { eXp (—4G‘H#V|2), se ILL # I/’ (Ag)
e Para g =1
|”H/W|2 = (Hgy)Q? (A.lO)
portanto,
1
%7 Se pu=r,
(| Huwl?) = (A.11)
1
1 S H # v.
e Para =2
[How|* = (Hy)* + (Hy)%, (A.12)
portanto,
1 1 2
20 T 95 =gy H=Y
([Huwl?) = (A.13)
1 1 2 y
40 da  4a M7V
e Para =14
Hywl* = (H,)" + () + (H,)" + ()%, (A.14)
portanto,
SN R S S SR
) 2 2 2a ' 2a 20 KT
(Huwl?) = (A.15)
1 1 1 1
—F+—+ —+ = , se [ F# .
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Entao, para k de0a g —1

k
(Hy,) = 0, (A.16)
s
) 20 = ((Hp,)?) s se p=w,
(IHwl?) = 5 (A.17)
T (M) se A
. M
Comparando as equacoes A.2 e A.3 concluimos que a = EeR portanto, de modo geral
(Hy,) = 0, (A.18)
( 2)\2
%, sek=0epu=v,
<(,HZV)2> _ 0,sek>0epu=uv, (A.19)
2
A se L # v




APENDICE B

Distribuicao Gaussiana da Matriz Aleatéria
Quiral

Modelamos o hamiltoniano do bilhar de Dirac cadtico com uma matriz aleatoéria

quiral 2M x 2M
0 T
HZ(T*O)’ (B.1)

H=—-0,Ho.,. (B.2)

que satisfaz a seguinte relagao

Em nossa abordagem, 7 ¢ uma matriz aleatoria quadrada M x M com a seguinte distri-
buicao gaussiana

BM 2MA
P(T) o exp [—Q—MTT(’TTT)} , onde \ = — (B.3)
a qual reescrevemos da seguinte forma
P(T) o exp [—aTr(TTT)], (B.4)

onde,

(T = D TwTi+ 3 T T

Iz %24
= D ATl + 2 1Tul” (B.5)
1% KFV

Escrevemos, entao, a distribuigao dos elementos de 7 da seguinte maneira
P(Tuw) o exp (—a|Twl?) . (B.6)
Em geral, cada elemento de 7 é um quatérnion real da seguinte forma

€ e
124 )
Towl? = S0 (T )2,

Sendo e,, = io,, onde 0, com n = 1,2 ou 3, sao as matrizes de Pauli e i = /—1.
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Observando B.3 e a defini¢ao

P(T) =] P(Tw), (B.8)
temos entao que
(Tw) = (Tu) + (T er+(Tu) ea+(To) es, (B.9)

<77W> = 0,

. o . 2
entdo, a variancia dos elementos de 7, pode ser escrita como o2 = <(7L,,) >, e portanto,
podemos encontra-la para cada ensemble a partir das distribuigoes

P(Tw)* = P(Tw)P(Tw) = exp (—2a|Tou|) (B.10)
e Para =1
[T * = (Tin)? (B.11)
portanto,
1
2\ .
(ITwl?) = 5 (B.12)
e Para g =2
‘7:11/|2 = ( ,ul/)2 + (nly)Q? (B13)
portanto,
n_ 1, 1 _2
(Tl) = % 24 20 (B.14)
e Para g =14
| Towl® = (T)? + (Ta)* + (T)* + (To)%, (B.15)
portanto,

1 1 1 1 4
D= — 4+ — 4 — 4 — = —. B.16
<|7’;|> 2a+2a+2a+2a 2a ( )

Entao, para k de O a f —1

(Tw) =0, (B.17)
g
ITul?) = S =BT, (5.18)
. M
Comparando as equacoes B.3 e B.4 concluimos que a = EYeR portanto, de modo geral
(Th) = 0, (B.19)
)\2

(Ta)?) = BT (B.20)



APENDICE C

Relacao de Simetria da Matriz S Devido ao
Hamiltoniano Quiral com SSR

Vimos no capitulo 3 que a SSR leva o hamiltoniano a seguinte relagao de anti-

comutacao
H=—0.Ho,, (C.1)

com a matriz de Pauli o, atuando no espago das sub-redes, portanto,

azz(ﬂéw ! ) , (C.2)
M/ onxoM

satisfazendo as seguintes relagoes, o, = O'Z, = 0!, de modo que 02 = Taprxon-

A matriz de espalhamento S(¢), para o sistema, possui dimensao 2N x 2Nr, podendo
ser obtida a partir do hamiltoniano pela féormula de Mahaux-Weidenmiiler, que pode ser
escrita da seguinte forma

S(e) = 1+ 2mW! (H — e —imWWH ' W), (C.3)
da mesma forma podemos obter S(—¢), para o sistema no ponto de energia —e
S(—€) = 1+ 2mW! (H + e —imWWH ™' W), (C.4)
e calcular a sua complexa conjugada
St(—e) =1 — 2miW'! (H + e +imWWH) ' W. (C.5)

Aqui, usamos a propriedade (AB)" = BVAT, portanto, (WTW)T = W1V, além disso,
sabemos que o hamiltoniano é hermitiano. Portanto, Podemos manipular a equacao C.3,
utilizando a relacao C.1, como abaixo

Se) = 1+2miW' (0. Ho, — e —inWWH W), (C.6)
— 1 - 2miWio. (1 + e+ iraWWia.) " oW, (C.7)

Por conveniéncia, introduziremos na equagao C.7 matrizes identidade de dimensao (2N7 x
2Nr), através da matriz 3., generalizagao 2/Np-dimensional da matriz de Pauli

zzz(ﬂNT 0

S , (C.8)

) 2NT ><2NT
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dessa forma, ¥, = 3 = %71 e X2 = Ty, x2n,. Portanto,

Sle) = 1-2mix. 2 Wio, (7—[ +e+ i?TJZWEzZZWTO'Z)_l o WX, (C.9)
= . |1 - 2miB Wl (H + € +imo WSS Wie.) T W] 3. (C.10)

Tomando-se o limite da independéncia estatistica da matriz S, M — oo, e considerando
a forma dos elementos da matriz W,

[ 2A m (3P Ni+n)w
(Wp)m,n_ ’/T(M—i—l)sen[ M—|—1

onde m =1,2,...,2M en = 1,2,...,2N,, comparamos a expressao entre colchetes da
equacao C.7 com a equacao C.5, chegamos, entao, a seguinte conclusao:

: (C.11)

o WS, = W. (C.12)

Portanto, a SSR e a relacao de anti-comutacao imposta a H leva a matriz S a seguinte
simetria

S(e) = B.8T(—e)2.. (C.13)

Simetria similar a encontrada no artigo [26].
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