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Resumo

Neste trabalho é apresentado um estudo da criticalidade do modelo φ4 em duas

dimensões, discretizado em uma rede quadrada com interações entre primeiros vizinhos e

condições de contorno periódicas. O sistema é preparado para um estado completamente

ordenado e a simulação é realizada resolvendo, em cada passo de tempo, as equações de

movimento aclopadas para cada sítio da rede. A evolução dinâmica do sistema é analisada

em Tempos Curtos. A energia crítica do modelo é estimada utilizando um método, que

analisa o comportamento da derivada temporal do parâmetro de ordem(ψ(t, ε)). A partir

da análise da quantidade ψ(t, ε), expoentes críticos são estimados e foi utilizada a técnica

de colapso de dados, a�m de se obter uma maior precisão nos resultados. Alguns dos

resultados encontrados, foram comparados com valores obtidos em simulações já realizadas

com modelos de mesma classe de universalidade existentes na literatura. Os expoentes

estimados estão de acordo com os encontrados na literatura atual, exceto o expoente

dinâmico z, que apresenta uma discrepância da ordem de 15% em relação a resultados

publicados anteriormente. Este fato deve ser investigado de maneira cuidadosa, para

compreender as motivações dessa mudança. .
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Abstract

This paper presents a study of the criticality of the model φ4 in two dimensions,

discretized on a square lattice with interactions between nearest neighbors and periodic

boundary conditions. The system is prepared for a completely ordered state and solving

simulation is performed in each time step, the coupled equations of motion for each site in

the network. The analyzes are based on the dynamics for short times. The critical power

model is estimated using a new method that analyzes the behavior of time derivative of

the order parameter (ψ(t, ε)). From the analysis of the amount ψ(t, ε), critical exponents

are estimated and the collapse data technique is used in order to obtain a greater precision

in the results. Some of the results were compared with values obtained from simulations

with model of the same class of universality existing in the literature. The estimated

exponents are consistent with those found in the literature, except the dynamic exponent

z, which shows a discrepancy of about 15% compared to previously published data. This

should be investigated in a careful way, to understand the reasons of this change.
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1
Introdução

As transições de fases e os fenômenos críticos têm sido objeto de estudo nos últimos

anos em diversas áreas da ciência [5�7]. A Mecânica Estatística (ME), que possibilitou o

estudo estatístico dos sistemas com elevado número de graus de liberdade, os chamados

sistemas complexos [8], deu origem a vários procedimentos a partir de uma visão mi-

croscópica dos sistemas. Essa abordagem possibilitou a investigação por meio de diversos

métodos. A exemplo dos ensembles estatísticos, que são capazes de descrever uma enorme

classe de sistemas [9]. O interesse de diversos pesquisadores pelo tema se dá, em parte,

pelo grande progresso que o uso dos computadores tem proporcionado em simulações

numéricas, que possibilitam uma investigação cuidadosa de modelos e teorias [10, 11]. O

primeiro experimento em simulações usando computadores foi realizado por volta de 1950,

por Enrico Fermi e colaboradores. Eles realizaram experimentos numéricos de uma corda

vibrante, que incluía um termo não linear na energia potencial do sistema [12]. A partir

de então, houve um grande avanço na investigação das propriedades de sistemas descritos

em simulações numéricas. Por sua vez, as transições de fases são classi�cadas como um

dos fenômenos da natureza mais fascinante já observado. A física que governa esse tipo

de fenômeno tem chamado a atenção de muitos pesquisadores [13,14]. Um dos fatos mais

curiosos, em fenômenos críticos, é que diferentes tipos de sistemas, quando analisados em

seu estado crítico, exibem um mesmo conjunto de informações em comum. A exemplo

dos sistemas magnéticos que apresentam transição de fases de segunda ordem e mostram

propriedades críticas que são equivalentes a uma transição líquido-gás [9, 15,16].

Muitos pesquisadores acreditam que a ME tem sua origem das equações funda-

mentais do movimento para sistemas com in�nitos graus de liberdade ou da teoria de

campos, no entanto ainda se busca uma evidência geral para essa a�rmação [2,12,17�21].

1
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Para se ter uma ideia qualitativa do experimento numérico desse trabalho, imagine

um sistema ferromagnético exatatamente em sua temperatura crítica Tc e submetido a

um campo magnético externo que proporcione o alinhamento de todos os spins. Em um

dado instante, esse campo desaparece subitamente. A evolução dinâmica de um experi-

mento como esse tem sido sistematicamente investigada para diversas classes de sistemas,

Tanto do ponto de vista experimental como em simulações de modelos matemáticos. O

comportamento desses sistemas tem revelado aspectos gerais dos fenômenos críticos.

Neste trabalho é realizado um estudo da criticalidade da teoria φ4 em duas dimen-

sões. A escolha da teoria φ4, foi motivada por já existir resultados aproximados obtidos por

simulações e também, por está na mesma classe de universalidade do modelo de Ising [22],

onde existe solução exata e tem diversos resultados numéricos na literatura [3, 4]. Além

disso a teoria φ4 é amplamente utilizada e testada em diversas classes de sistemas [2,21].

Tem-se como objetivos deste trabalho: analisar a criticalidade da teoria φ4 utili-

zando um método para obtenção do parâmetro crítico aplicado a dinâmica em tempos

curtos e ao mesmo tempo testar a e�ciência do método. Assim como, complementar os

trabalhos realizados por Zheng em [2], onde a dinâmica, para a teoria φ4, foi realizada para

um estado inicial desordenado e com pequena magnetização. Além de veri�car, através

dos resultados, se a dinâmica determinística está ou não na mesma classe de universalidade

da dinâmica estocástica.

Na seção 2.1 é feita uma breve introdução as transições de fase, caracterizando os

tipos de transição e como é possível identi�car esse fenômeno.

Na seção 2.2 é discutido alguns aspectos dos fenômenos críticos e é apresentado os

expoentes críticos associados aos observáveis termodinâmicos.

No capítulo 3 é feita uma breve descrição da hipótese de escala a partir de um

exemplo de um sistema Ising e é feita a descrição da Dinâmica Crítica em Tempos Curtos

onde é apresentada uma lei de escala generalizada obtida por Janssen e colaboradores.

O capítulo 4 faz referência aos materiais e métodos utilizados nesta investigação.

Nesse capítulo apresentamos o Hamiltoniano da teoria φ4 na rede bidimensional, o método

de derivação numérica que dá suporte a análise proposta, a técnica de colapso de dados

utilizada na obtenção dos expoentes a partir de leis de escala, a descrição do algorítimo

de solução numérica das equações diferenciais, o método de análise aplicado em dinâmica

de tempos curtos e em seguida, o protocolo computacional para realizar a simulação.
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O capítulo 5 é destinado à investigação e análise dos resultados e discussões da te-

oria φ4 discretizada na rede bidimensional, partindo de um estado inicial completamente

ordenado, onde é investigada, em diagramas, as séries temporais dos observáveis de inte-

resse, que são obtidas tirando-se as médias, sobre con�gurações iniciais, das simulações

numéricas.

No última capítulo 6 são feitas as considerações �nais e perspectivas futuras para

novos trabalhos



2
Transições de fases e fenômenos críticos

2.1 Transições de fases

A termodinâmica do equilíbrio, em geral, trata de sistemas que são uniformes na

escala macroscópica, ou seja, que apresentam a mesma estrutura, composição, densidade

em todos os pontos do espaço ocupado pelo sistema e ainda apresenta volume com or-

dem de grandeza muito superior em relação ao �volume ocupado� por um átomo. Como

se trata de sistemas no equilíbrio, implica que variáveis termodinâmicas intensivas como

temperatura, pressão e o potencial químico são constantes em todos os pontos do sistema.

Diz-se que um sistema que exibe estas propriedades é composto por uma única fase. O

chamado estado físico, como é conhecido na linguagem corrente, é substituído e genera-

lizado pelo conceito de fase. A exemplo, sólido, líquido e gasoso são nomes usualmente

dados as fases de uma substância. Ao variar essas grandezas intensivas (temperatura,

pressão, potencial químico, etc.) propriedades que caracterizam o sistema (densidade,

estrutura, composição, etc.), em geral, variam de maneira contínua. Porém, em certas

condições, pode ocorrer variações bruscas ou até mesmo divergências destas propriedades.

Quando isso ocorre estamos em presença de uma transição de fases.

As transições de fases são fenômenos que ocorrem em uma variedade de sistemas

físicos. Por exemplo: �uidos, materiais magnéticos, supercondutores, ligas metálicas,

etc [9, 15]. Uma das primeiras teorias que mostraram resultados satisfatórios sobre as

transições de fases, foi proposta por Van der Waals, em sua tese de doutorado [23, 24].

Essa teoria foi utilizada como ferramenta relevante para uma análise de sistemas �uidos.

As transições em sistemas ferromagnéticos, tem o comportamento descrito por uma teoria

proposta por Pierre Curie [25], que foi desenvolvida mais tarde, por Pierre Weiss [26].

4
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Essas teorias, apesar de tratarem de sistemas distintos, apresentam pontos em comum.

As teorias que reúnem essas características, que são conhecidas como teorias clássicas das

transições de fases, têm sido amplamente utilizadas para descrever os aspectos qualitativos

de uma variedade de transições de fases.

Estritamente falando, no momento em que uma transição de fases ocorre, observa-

se singularidades das funções termodinâmicas (energia livre e suas derivadas). Na medida

que varia-se os parâmetros de controle de um dado sistema, por exemplo, temperatura ou

pressão, ocorre uma mudança entre os estados de equilíbrio do sistema. Esse comporta-

mento singular é motivado por �utuações microscópicas que afetam os estados macroscó-

picos. O conjunto de �utuações dão origem a um comportamento coletivo do sistema que

�ca caracterizado, de maneira e�caz, quando se analisa as correlações entre os elementos

do sistema [27].

A �gura 2.1 mostra o diagrama, pressão (P ) versus temperatura (T ), típico de uma

substância pura. As curvas formada pelo conjunto de pontos, caracterizam a coexistência

de fases da substância. As regiões I, II e III, separadas pelas curvas de coexistência,

caracterizam as fases. O ponto em comum que delimita as três regiões é chamado de

ponto triplo, onde as três fases coexistem. A pressão (Pt) e temperatura (Tt) são medidas

no ponto triplo. A curva que delimita I e II termina no ponto crítico. Nas linhas descritas

anteriormente as transições ocorrem com descontinuidades de algumas funções termodi-

nâmicas. No ponto crítico, as Transições são ditas de segunda ordem ou contínuas. Neste

tipo de transição alguns observáveis termodinâmicos, sofrem mudanças continuas em seus

respectivos valores.



CAPÍTULO 2. TRANSIÇÕES DE FASES E FENÔMENOS CRÍTICOS 6

Figura 2.1: Diagrama de fase típico de uma substância pura.

Nos sistemas ferromagnéticos as transições de fases exibem fortes semelhanças

com as transições de sistema �uidos. A �gura 2.2 mostra o diagrama de fases de um

ferromagneto simples. Semelhante aos �uidos existe uma linha de transição de primeira

ordem onde é �nalizada no ponto crítico T = Tc. As transições mostradas na �gura

2.2 acontecem em um campo magnético H = 0. Em sistema magnéticos como este, a

magnetização é o observável que indica a transição. Em T < Tc, a magnetização por

spin sofre um salto(descontinuidade), ao passar de um estado de magnetização negativa

para um estado com magnetização positiva, caracterizando a transição de primeira ordem.

Em T ≥ Tc a transição ocorre continuamente, o que con�gura uma transição de segunda

ordem.
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Figura 2.2: Diagrama de fases de um ferromagneto simples.

Tanto nas transições líquido-gás quanto nas ferromagnéticas, o comportamento do

parâmetro que indica a transição (parâmetro de ordem) próximo ao ponto crítico exibem

fortes semelhantes.

2.2 Fenômenos Críticos

Os fenômenos críticos, em geral, são observados em sistemas fora do equilíbrio. A

experiência mostra que alguns observáveis termodinâmicos, a exemplo, calor especí�co,

susceptibilidade magnética, compressibilidade, entre outros, exibem um comportamento

singular ou divergem assintoticamente nas proximidades do ponto crítico. O comporta-

mento dessas grandezas na região crítica tem caráter universal e formam um conjunto de

expoentes, conhecidos por expoentes críticos. Os crescentes estudos e a compreensão das

transições de fase e fenômenos críticos, têm proporcionado grandes avanços na base de

teorias consistentes e e�cazes, a�m de explicar esse comportamento universal. A exemplo

do grupo de renormalização, universalidade e invariância de escala [28,29].

A partir do diagrama de fases da �gura 2.1, considerando um �uido simples como

a água, vamos dar um exemplo de expoente crítico. Percorrendo a linha de coexistência

entre as fases líquidas e gasosas, a diferença de densidade entre as duas fases, vai dimi-
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nuindo a medida que nos aproximamos do ponto crítico. Exatamente no ponto crítico

essa diferença nas densidades vai a zero, onde ocorre a transição de fases de segunda

ordem. A partir desse momento diz-se que o sistema está na fase desordenada. Saímos

de uma região onde existia uma ordem, líquido ou gás e agora, no ponto crítico, não é

possível estabelecer a ordem. Para isso é de�nido uma grandeza que informa a fase que o

sistema se encontra, o chamado parâmetro de ondem. Esse observável, que na transições

líquido-gás é a diferença de densidade entre a fase líquida e a fase sólida, assume valor

diferente de zero para a fase ordenada e zero na fase desordenada. Para uma transição

de segunda ordem, como a descrita o parâmetro de ordem (PO) tem seu comportamento

próximo ao ponto crítico,

PO = ρL − ρg ∼
(
Tc − T
T

)β
(2.1)

O expoente β é chamado de expoente crítico. Ele traduz o comportamento nas

proximidades do ponto crítico do parâmetro de ordem. Ele assume valores universais para

algumas classes de sistemas, a exemplo da transição ferromagnética e líquido-gás.

Como já é de conhecimento que algumas grandezas termodinâmicas apresentam

descontinuidades ou divergências no ponto crítico, e que estes comportamentos são de-

�nidos por expoentes críticos, tem-se uma de�nição mais rigorosa de expoente crítico

seguindo [30].

De�nimos primeiro, a grandeza adimensional conhecida como temperatura redu-

zida,

τ =
T − Tc
Tc

=
T

Tc
− 1 (2.2)

que mede a �distância� à temperatura crítica. Se F (τ) é uma função de τ , o objeto de

interesse é o comportamento de F (τ) nas proximidades do ponto crítico, ou seja, para

|τ | � 1. Assim temos o limite

ϑ = lim
τ→0

lnF (τ)

ln(τ)
(2.3)

existindo o limite, ϑ é o expoente crítico associado a função F (τ). De acordo com essa

maneira de de�nir o expoente crítico de F (τ) que, em geral, é apresentada em sua forma

reduzida,

F (τ) ∼ τϑ (2.4)
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Na maioria dos casos não é possível encontrar a forma funcional de F (τ), e os expo-

entes críticos são obtidos a partir da inclinação do grá�co de F (τ) versus τ , em escala

logarítmica, nas proximidades do ponto crítico.

Para alguns observáveis termodinâmicos temos as seguintes relações para os prin-

cipais expoentes críticos associados em T < Tc

Parâmetro de ordem

PO ∼ (−τ)β (2.5)

Função resposta

χ ∼ (−τ)γ
′

(2.6)

Calor especí�co

C ∼ (−τ)−α
′

(2.7)

Comprimento de correlação

ξ ∼ (−τ)−ν
′

(2.8)

Para um �uido

P − Pc ∼
(
ρ− ρc
ρc

)δ
(T = Tc) (2.9)

Para sistemas magnéticos

H ∼M δ (T = Tc) (2.10)

A tabela 2.1 resume alguns valores experimentais, teóricos e de simulações numé-

ricas para os principais expoentes críticos.

Tabela 2.1: Alguns valores dos principais expoentes críticos extraídos de dados experi-

mentais e modelos matemáticos [1].

Expoente Experimental Teorias clássicas Ising (d = 2) Ising (d = 3)

α 0,110 - 0,116 0 0 0,110

β 0,316-0,327 1/2 1/8 0,325

γ 1,23-1,25 1 7/4 1,24

ν 0,6-0,7 1/2 1 0,64

δ 4,6-4,9 3 15 4,82



3
Dinâmica crítica em tempos curtos

3.1 Introdução

Em geral, nos sistemas hamiltonianos que exibem transição de fases envolvem mui-

tos parâmetros. Porém, a ideia de "universalidade", introduzida por Kadano� em 1966,

sugere que o comportamento crítico desses sistemas não, necessariamente, dependa de

todos os parâmetros do hamiltoniano. No ponto crítico, quando o comprimento de cor-

relação vai para in�nito, os expoentes críticos e o comportamento de escala, depende de

poucos parâmetros como a dimensão espacial do sistema e o número de componentes do

parâmetro de ordem. Dessa maneira, como já foi dito, sistemas distintos podem apresen-

tar o mesmo comportamento no estado crítico. Kadano� mostrou, em seus trabalhos, que

propriedades de escala nos sistemas nas proximidades do ponto crítico, podem ser expli-

cadas fazendo considerações que as interações resultantes que exibem o comportamento

do sistema não seriam alteradas, se os graus de liberdade fossem agrupados e tomados

como uma só entidade, do ponto de vista matemático. Dessa maneira os detalhes das

interações microscópicas seriam cancelados, em favor das grandes �utuações observadas

no ponto crítico. Portanto, a descrição qualitativa do sistema não seria alterada à medida

que fosse reduzido o número de graus de liberdade. Mais tarde, as ideias de Kadano�

tornaram-se a base para a construção do "grupo de renormalização"(GR) [31]. O GR,

consiste em um conjunto de operações matemáticas que permite a investigação sistemá-

tica de sistemas físicos, observados a partir de diferentes escalas. Este fato re�ete que, em

diferentes escalas os sistemas físicos podem apresentar invariância ou não. Essa mudança

de escala recebe o nome de transformação de escala. O grupo de renormalização está in-

timamente relacionado com "invariância de escala", simetrias no qual um sistema parece

10
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o mesmo em todas as escalas (a chamada autosimilaridade ). A ideia de como a escala

varia, é como se o sistema fosse investigado com "várias lupas". Na medida que mudamos

as lentes, para aumentar a resolução, o sistema preserva suas característica/propriedades,

a exemplo das estruturas fractais que preservam as suas característica geométricas [32].

3.2 Lei de Escala

Para uma melhor ideia da hipótese de escala segue-se um exemplo clássico de uma

transformação de escala. Foi considerado uma redução de um dado sistema por um fator

"b", tomando o modelo de Ising, por ser um modelo relativamente simples.

Considerando o modelo de Ising com dimensão d, em um campo magnético H,

H = −1

2
J
∑
i,j

σiσj −H
∑
i

σi (3.1)

os parâmetros do hamiltoniano (3.1) são a interação de spins J e o campo magnético

aplicado H. Agrupando os spins individuais em blocos de spins, a interação efetiva dos

spins no bloco dá origem a um spin global. Se o número total de spins na rede é N , agora

tem-se N ′=N/bd blocos de spins. Considerando que a forma funcional do Hamiltoniano

não mude é possível escrever o novo Hamiltoniano em função dos novos parâmetros de

J̃ e H̃, que re�etem a interação entre blocos e de um bloco com o campo exterior, nesta

ordem. Esses novos parâmetros dependem de b. Como os Hamiltonianos têm a mesma

forma funcional, a energia de Gibbs segue,

g(τ̃ , H̃) = bdg(τ,H) (3.2)

onde temos a energia de Gibbs para os blocos é obtida a menos de um fator bd da energia

de Gibbs por spins.

τ̃ = byτ

H̃ = bxH
(3.3)

Das equações (3.2) e (3.3), obtém-se,

g(τ,H) = b−1g(by/dτ, bx/dH) (3.4)
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a energia de Gibbs é uma função homogênea das variáveis τ e H.

Das relações de Maxwell M = −(∂G/∂H)T da termodinâmica [9] temos a magne-

tização,

M(τ,H) = bx/d−1M(by/dτ, bx/dH) (3.5)

para H=0 quando τ → 0,

M(τ, 0) = bx/d−1M(by/dτ, 0) (3.6)

como b é arbitrário, toma-se b = τ−d/y,

M(τ, 0) = τ (d−x)/yM(1, 0)

M(τ) ∼ τβ, β = d−x
y

(3.7)

De maneira análoga, para b = H−d/x, τ=0 e H → 0 obtém-se,

M(0, H) = H(d−x)/xM(0, 1)

M(H) ∼ H1/δ, δ = x
d−x

(3.8)

β =
d− x
y

, δ =
x

d− x
(3.9)

Através de outros observáveis termodinâmicos é possível se chegar a outras relações entre

os parâmetros x e y, que quando combinados resultam em relações entre expoentes críticos.

A partir da suscetibilidade magnética a temperatura constante,

χT =

(
∂M

∂H

)
T

= −
(
∂2G

∂H2

)
T

(3.10)

Chega-se

χT (τ,H) = b2x/d−1χT (by/dt, bx/dH) (3.11)

Novamente para H=0, quando τ → 0 e tomando b = τ−d/y chega-se,
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γ =
2x− d
y

(3.12)

fazendo a substituição de (3.9) em (3.12), obtém-se a relação de Windom,

γ = β(δ − 1) (3.13)

Portanto, través da hipótese de escala é possível deduzir relações entre expoentes

críticos, embora não determine os seus valores.

3.3 Dinâmica Crítica em Tempos Curtos

Até pouco tempo acreditava-se que o comportamento universal, só era observado

em sistemas no estado estacionário, ou seja, que já obedeciam a distribuição de Boltzmann

no equilíbrio [9,15,33]. Por esse fato, os expoentes críticos eram obtidos, numericamente,

a partir con�gurações de equilíbrio. Uma das grandes di�culdades encontradas é o fato

que os sistemas em estudo, nas proximidades do ponto crítico são fortemente correlaciona-

dos. Este fato implica grandes esforços para obter con�gurações descorrelacionadas, a�m

de medir os observáveis termodinâmicos desejados. Esses fatos motivaram o interesse nos

trabalhos de Huse [34] e Jansem [35]. Esses trabalhos revelam um comportamento univer-

sal bem antes do sistema atingir o equilíbrio. A proposta se dá com o tempo assumindo

uma especie de comprimento, na teoria de escala para sistemas �nitos.

Por meio de simulações numéricas é feita a análise das séries temporais de alguns

observáveis, quando os parâmetros de controle são sintonizados no ponto crítico. Em geral,

os observáveis utilizados são o parâmetro de ordem e seus momentos ou cumulantes [36].

Na análise, se faz necessário que a con�guração inicial do sistema seja controlada. No

caso de sistemas magnéticos podemos ter o caso ordenado e desordenado, caracterizando

as con�gurações iniciais.

É observado que em uma grande variedade de sistemas hamiltoniano dinâmico, a

evolução temporal dos observáveis no ponto crítico obedece uma certa lei de potência, logo

após um tempo microscópico inicial tmic. Em simulações Monte Carlo [37], esse tempo
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tipicamente �ca compreendido entre 10 e 100 passos Monte Carlo. Essa abordagem de

curta duração é utilizada, em geral, para identi�car os valores críticos dos parâmetros de

controle. A partir dessa análise, os expoentes universais da transição, podem ser relacio-

nados com os expoentes das leis de potências observadas, durante a evolução dinâmica das

quantidades medidas. Esta técnica tem por objetivo, obter os expoentes críticos universais

e o parâmetros crítico de controle [36].

A Dinâmica Crítica de Tempos Curtos (DCTC), tem sua base teórica desenvolvida

a partir das contribuições de Janssen e colaboradores [35]. Primeiramente os trabalhos

foram concentrados em resfriar o sistema a partir de temperaturas críticas elevadas [36].

Desde então, muitos trabalhos em simulações numéricas, tem sido realizados utilizando

esta técnica [38,39]

A partir de uma con�guração desordenada, podemos descrever uma experiência

típica de DCTC seguido o roteiro. O microestado inicial é escolhido de forma que o sis-

tema apresente uma baixa magnetização inicial (m0 << 1). Em seguida o sistema evolui

durante um tempo curto, em relação ao tempo necessário para o equilíbrio. Esse procedi-

mento é repetido centenas de vezes e é realizada uma média, sobre as con�guração iniciais,

para obter a série temporal das quantidades de interesse [36]. O mesmo procedimento é

realizado para um estado completamente ordenado (m0 = 1), o sistema é preparado para

que a magnetização por sítio assuma o mesmo valor. Em seguida o sistema relaxa para o

equilíbrio e o protocolo é repetido várias vezes.

Embora o tratamento realizado por Janssen seja so�sticado, a aplicação dos resul-

tados obtidos tem um tratamento operacional relativamente simples e é possível analisar

simulações de sistemas próximo do ponto crítico.

Em geral, os resultados da experiência dependem de m0, do parâmetro de con-

trole e do tamanho do sistema. Na vizinhança do ponto crítico uma relação de escala

generalizada, para o regime de tempos curtos, foi obtida por Janssen e colaboradores em

uma análise do grupo de renormalização para sistemas de tamanho �nito para um estado

completamente ordenado [35],

M(t)(k) ≡ 〈M(t)k〉 = b−kβ/νM(k)(b−zt, b1/νε, b−1L) (3.14)

onde 〈· · · 〉 indica médias sobre diferentes realizações da dinâmica, com valores iguais
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do parâmentro de ordem e diferentes con�gurações iniciais; b é um parâmetro espacial

de redimensionamento da rede; ε mede a distância ao ponto crítico (diferença entre o

valor crítico do parâmetro de controle e o valor usado no �experimento�), β e ν são os

expoentes críticos associados ao parâmetro de ordem e à divergência do comprimento de

correlação, respectivamente, e z é o expoente crítico dinâmico [28, 29], relacionado ao

tempo de correlação. Os expoentes críticos β e ν não tem relação com os detalhes, como

a escolha da geometria da rede ou a dinâmica envolvida, enquanto o valor de z depende

fortemente destes detalhes [36].

Nos primeiros passos de uma simulação MC nas proximidades do ponto crítico,

as correlações espaciais não são signi�cativas e o sistema tem um comportamento dado

pela aproximação de campo médio [25]. Logo em seguida em um determinado tempo

t > tm, com a evolução temporal do sistema, as correlações passam a ser signi�cativas e

M(t) decresce para seu valor de equilíbrio. O comportamento em (3.14) pode ser obtido

fazendo algumas considerações sobre a sua forma funcional. Primeiramente, assumindo

que o comprimento de correlação, que depende do tempo, ξ(t) ∼ t1/z é pequeno em relação

as dimensão linear do sistema L e também em relação ao comprimento de correlação do

equilíbrio ξeq(T ) ∼ τ−ν [36]. Como b é um fator de redimensionamento da estrutura,

podemos de�nir b = t1/z e reescrever 3.14,

M(t)(k) ≡ 〈M(t)k〉 = t−kβ/νzM (k)(1, t1/νzε, t−1/zL) (3.15)

essa relação vale apenas para o regime de tempo L/t1/z � 1 e ξeq(T )� 1.

Tomando agora a relação de escala no ponto crítico ε = 0 temos,

M(t)(k) ≡ 〈M(t)k〉 = t−kβ/νzM (k)(1, 0, t−1/zL) = t−kβ/νzG(k)(t−1/zL) (3.16)

fazendo a consideração que a funçãoG(x) é universal, logoG(x) ∼ constante, reescrevemos

M(t)(k) ∼ t−kβ/νz (3.17)
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Uma outra quantidade que exibe um comportamento de lei de potência, na região

crítica é a �utuação do parâmentro de ordem. Esse observável é de�nido como,

∆M(t)(2) ≡ 〈M2(t)〉 − 〈M(t)〉2 (3.18)

A medida que o comprimento de correlação, que depende do tempo, ainda é muito pequeno

comparado com o tamanho L, o comportamento ∆M(t)(2) ∼ L−d de acordo com o teorema

do limite central [40]. Feita a consideração b = t1/z, no ponto crítico ε = 0, tomando

∆M(t)(2) ∼ L−d, chega-se ao comportamento ∆M(t)2,

∆M(t)(2) ∼ t−2β/νz(Lt−1/z)
−d ∼ td/z−2β/νz (3.19)

usando a relação de hiper-escala γ = dν − 2β [9], a expressão acima pode ser reescrita

como

∆M(t)(2) ∼ tγ/νz (3.20)

Para determinação do expoente z usamos o cumulante de Binder de segunda ordem

que é de�nido como,

U (2)(t) =
〈M(t)2〉
〈M(t)〉2

− 1 (3.21)

usando as relações obtidas anteriormente chegamos a lei de escala,

U (2)(t) ∼ td/z (3.22)

Agora, usando a relação de escala (3.14) com b = t1/z, ainda no regime L/t1/z � 1

o primeiro momento da magnetização é,

M(t) = t−β/νzM(1, t1/νzε, t−1/zL) = t−β/νzF (t1/νzε) (3.23)
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Tomando a derivada do logaritmo da magnetização ln(M) com respeito a ε, calculada em

ε=0 chegamos ao comportamento em lei de potência,

(
∂ln(M)

∂ε

)
|ε=0 = F̃ (0)t1/νz (3.24)

para obter o expoente 1/νz.



4
Modelo, materiais e métodos

4.1 Teoria φ4

A teoria φ4 é uma teoria clássica de campos, onde existe um termo quártico no

hamiltoniano que dá origem ao seu nome. As teorias clássicas de campos estudam sistemas

físicos cujas quantidades que os de�nem são funções (ou campos) do espaço e do tempo.

Essas funções determinam um estado do sistema e são chamados graus de liberdade da

teoria. A ideia da teoria é encontrar uma forma explícita para os graus de liberdade,

de forma a determinar os possíveis estados do sistema. A descrição das teorias clássicas

de campos é feita para sistemas com graus de liberdade contínuos. Em geral, é usado

na descrição uma formulação lagrangiana ou hamiltoniana. A distribuição espacial dos

campos in�nitesimais, que interagem em uma certa vizinhança, re�ete o comportamento

desse fenômeno nessa região. Um exemplo bem familiar é a teoria eletromagnética da

matéria. O modelo φ4 utilizado neste trabalho, pode representar algumas classes de

sistemas físico e, em particular, são utilizados parâmetros que aproximam o modelo para

a descrição de sistemas magnéticos. O hamiltoniano do modelo discretizado em uma rede

bidimensional é,

H =
∑
i

[
1

2
π2
i +

1

2

∑
µ

(φi+µ − φi)2 −
1

2
m2φ2

i +
1

4!
λtφ

4
i

]
, (4.1)

onde φi é o campo escalar do i-ésimo sítio na rede, πi = φ̇i, os parâmetros m2 e λt de�nem

uma particular realização da teoria. Neste trabalho foi utilizado os valores m2 = 2 e

λ = 0, 6 seguindo os mesmos utilizados em [2]. Utilizando as equações de Hamilton [41],

18
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o hamiltoniano (4.1) nos leva a seguinte equação de movimento para os campos

φ̈i =
∑
µ

(φi+µ + φi−µ − 2φi) +m2φi −
1

3!
λtφ

3
i . (4.2)

Na evolução governada por (4.2) a energia é conservada. Nesta abordagem do

modelo φ4, as equações foram resolvidas para uma rede quadrada, com interações entre

os primeiros vizinhos e fronteiras periódicas.

4.2 Algoritmo de Verlet

Para obtenção das soluções das equações diferenciais de cada sítio na rede (4.2), foi

utilizado o algoritmo de Verlet [11, 42]. Esse algoritmo é bastante utilizado em dinâmica

molecular [43]. O método consiste em obtermos duas expansões de Taylor de terceira

ordem dos campos φi(t) locais, uma deslocada temporalmente um passo a frente e outra

com um passo atrás.

φi(t+ ∆t) = φi(t) + φ̇i(t)∆t+
1

2
φ̈i(t)∆t

2 +
1

6

...
φ i(t)∆t

3 + ϑ(∆t4) (4.3)

φi(t−∆t) = φi(t)− φ̇i(t)∆t+
1

2
φ̈i(t)∆t

2 − 1

6

...
φ i(t)∆t

3 + ϑ(∆t4) (4.4)

Das equações (4.3) e (4.4) temos:

φi(t+ ∆t) = 2φi(t)− φi(t−∆t) + φ̈i(t)∆t
2 + ϑ(∆t4) (4.5)

A partir de (4.5), veri�camos de imediato, que o erro do algoritmo é da ordem de ∆t4.

Para efeito de nossa simulação, esse algoritmo é de fácil implementação e relativamente

preciso. A expressão para a aceleração dos campos �ca:

φ̈i(t) = [φi(t+ ∆t) + φi(t−∆t)− 2φi(t)]/∆t
2 (4.6)
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4.3 Método de cálculo de derivadas numéricas

4.3.1 Introdução

É muito comum em investigações cientí�cas, a medida de observáveis ou determina-

das análises, que exigem a obtenção de cálculos das primeiras derivadas a partir de dados

experimentais. A diferenciação direta numericamente é, em geral, não aconselhável pois,

o ruido dos dados é ampli�cado, gerando resultados não con�áveis. A base do método de

análise dos observáveis para esse trabalho, exige os cálculos da primeira derivada e essa

foi a motivação para o uso de um método de diferenciação numérica. Utilizamos o método

descrito em [44], que consiste em usar um processo inverso aos comumente utilizados. A

diferenciação dos dados é convertida em resolver uma equação integral, de um grande nú-

mero de pontos espaçados uniformemente da segunda derivada. Este é então, integrado

para dar a primeira derivada. As vantagens apresentada em [44] é que o método não

impõe suposições da forma funcional dos dados e que existe uma variedade de métodos

con�áveis para resolver equações integrais numericamente. O método de regularização de

Tikhonov, utilizado no presente método de diferenciação numérica introduz um parâme-

tro de regulação interno que garante um equilíbrio em manter as características dos dados

e, ao mesmo tempo, manter a ampli�cação do ruído sob controle.

4.3.2 Equação integral do primeiro tipo

Os dados experimentais são dispostos em pares coordenados: (xM1 , y
M
1 ), (xM2 , y

M
2 ),

(xM3 , y
M
3 ), ..., (xMi , y

M
i ), ..., (xMND

, yMND
), em ordem crescente da variável independente x.

Neste caso, y é a variável depende que iremos calcular a derivada. ND é o número pares do

conjunto de dados. O sobrescritoM indica os dados originais medidos experimentalmente.

Toma-se a primeira derivada por r(x) = dy(x)/dx e a segunda por f(x) = d2y(x)/dx2.

As relações exatas da variável y(x) com as derivadas são,

yC(x) =

∫ x

x′=x0

r(x′)dx′ + y0 (4.7)

e

yC(x) =

∫ x

x′=x0

(x− x′)f(x′)dx′ + (x− x0)r0 + y0 (4.8)
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x0 é um ponto de referência arbitrário, que neste método é o primeiro ponto xM1 . O

subscrito C indica o valor a ser calculado a partir do valor medido experimentalmente.

É possível notar que as equações (4.7) e (4.8) são exatamente, o primeiro e o

segundo termo, respectivamente, da expansão de Taylor entorno de x0 da função y(x)

e os termos restantes então expressos na integral. As equações são resolvidas para as

funções desconhecidas r(x) e f(x), com as constantes, também, desconhecidas r(x0) = r0

e y(x0) = y0. A equação integral (4.7) é resolvida numericamente a partir de um esquema,

baseado na regulação Tikhonov, para se obter r(x). O mesmo esquema numérico pode

ser utilização, com algumas alterações, para a solução numérica de (4.8).

4.3.3 Equações discretizadas

Na prática, os dados experimentais são armazenado em vetores coluna yM =

(yM1 , y
M
2 , ..., y

M
i , ..., y

M
ND

) e xM = (xM1 , x
M
2 , ..., x

M
i , ..., x

M
ND

). Embora não haja nenhuma

exigência, os dados correspondentes ao intervalo xMND
− xM1 são discretizados em Nk pon-

tos, uniformemente espaçados xC = (xC1 = xM1 , x
C
2 , ..., x

C
j , ..., x

C
Nk

= xMND
) distância que

separa os novos dados é ∆ = (xMND
− xM1 )/(Nk − 1).

Primeiramente é discretizada a equação (4.8),

yCi =

NK∑
j=1

Bijfi + (xMi − x0)r0 + y0 com i = 1, 2, ..., ND (4.9)

Em uma notação matricial temos:

yC = Bf + 1(xM − 1x0)r0 (4.10)

Aqui B é uma matriz ND × NK de coe�cientes numéricos conhecidos, que são obtidos

por uma aproximação da integral (4.8) por um método de quadratura numérica como o

trapezoidal ou Simpson. 1 é uma matriz coluna com todos os elementos iguais a 1. As

incógnitas f1, f2, f3,...,fNK
, y0, e r0 devem ser obtidas de forma a minimizar:

(a) O somatório dos quadrados dos desvios (S1) entre yCi (xMi ) e yMi S1, com i = 1 a ND



CAPÍTULO 4. MODELO, MATERIAIS E MÉTODOS 22

(b) O somatório dos quadrados de d2f(x)/dx2 (S2) no interior dos pontos xCj , ou seja,

para j = 2, 3, ..., NK−1

A condição (a), garante um ajuste mais estreito entre yC(x) e yM(x), já a condição (b) a

suavidade dos dados, evitando possíveis oscilações espúrias.

Na regularização Tikhonov, é feita uma combinação linear das duas condições (a)

e (b), que deve também seguir o critério de minimização,

R = S1 + λS2 (4.11)

o parâmetro de regularização λ controla a força das duas condições. Para um λ grande a

condição de suavidade dos dados é melhor satisfeita, enquanto para valores pequenos de

λ favorece uma melhor precisão. De acordo com [44], o λ apropriado depende de ND, NK

e também do ruido dos dados.

É possível mostrar que para qualquer valor �xo de λ, as variáveis f1, f2, f3,...,fNK
,

y0, e r0 que minimizam (4.11) são,

f ′ =

(
B′TB′ +

λ

∆4
β′Tβ

)−1
B′TyM (4.12)

onde f ′ = (f1, f2, f3,...,fNK
, y0, r0) é a matriz das variáveis a determinar e B′ é a matriz

B com mais duas colunas, 1 e (xM −1x0), devido a inclusão de y0 e r0 em f . β é a matriz

tridiagonal construída pela aproximação das segundas derivadas de d2f(x)/dx2. Os zeros

nas duas últimas colunas de (4.13) é devido incorporação de y0 e r0.

β =


1 −2 1 0 0

1 −2 1 0 0
. . .

1 −2 1 0 0

 (4.13)

Usando agora, B' e f ' temos a matriz dos dados suavizados,

yC = B′f ′ (4.14)
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A equação algébrica linear (4.12) fornece os valores da segunda derivada(f(x)) para

os dados experimentais yM . De posse dos valores de f(x), para uma grande quantidade

de pontos estreitamente espaçados e livre de oscilações espúrias, o conjunto é integrado

numericamente para obtenção da primeira derivada r(x). Na integração de r(x), r0 é

utilizado como condição de contorno. De maneira semelhante, o resultado de r(x) é

integrado para gerar o conjunto yC(x) e y0 como condição de contorno. Desta maneira,

ao comparar os valores de yC(x) e yM(x), é possível medir o nível de con�abilidade das

primeiras e segundas derivadas, r(x) e f(x), respectivamente [44].

4.3.4 Validação Cruzada Generalizada(VCG)

A VCG, é utilizada para escolha adequada do parâmetro de regularização λ e é

baseada no princípio �deixa um fora�. Vamos apresentar de maneira bem prática esse

princípio. Para um dado valor de λ o cálculo da regularização Tikhonov é repetido ND

vezes e em cada repetição, é retirado um ponto dos dados. O somatório dos quadrados

de V (λ), que é a diferença entre o valor computado pelo valor real para cada ponto dos

dados da esquerda para fora, depende de λ. No princípio �deixa um fora� o λopt, é o que

minimiza V (λ). Na implementação de VCG do princípio "deixa um ponto fora"V (λ) é

dado como,

V (λ) =
(yC − yM)

T
(yC − yM)/ND

(1− Tr[A]/ND)2
(4.15)

onde Tr[A] é o traço da matriz quadrada A, conhecida como matriz de in�uência, de�nida

por,

A = B′
(
B′TB′ +

λ

∆4
β′Tβ

)−1
B′T (4.16)



CAPÍTULO 4. MODELO, MATERIAIS E MÉTODOS 24

4.3.5 Testando o método

A �m de testar con�abilidade do método, foi realizado um ajuste dos dados ori-

ginais e calculada a derivada numérica de primeira ordem. Os resultados obtidos foram

comparados com os dados originais para o ajuste e a primeira derivada foi comparada

com um método de diferenciação numérica direta. A �gura 4.1 mostra o ajuste com os

dados originais e em seguida a �gura 4.2 com as derivadas. Os dados utilizados nas �guras

foram coletados de uma das amostras desse trabalho.

Figura 4.1: Ajuste de curva feito a partir de dados gerados em simulação numérica.
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É possível perceber através da �gura a qualidade do ajuste, portanto a con�abili-

dade do método. Nesse ajuste foi utilizamos λ da ordem de 102.

Figura 4.2: Ajuste para primeira derivada numérica, a partir dos dados brutos.
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4.4 Colapso de Dados

4.4.1 Introdução

O colapso de dados é uma técnica bastante utilizada para estabelecer escala e ex-

trair expoentes associados em diversos problemas, com características auto-similares [8].

Nesta abordagem foi utilizado um método numérico para extrair expoentes baseado

em [45]. A escolha foi motivada pelo método não oferecer grandes di�culdades de im-

plementação e ao mesmo tempo oferecer uma boa precisão nos resultados.

4.4.2 Descrição do método

O método consiste em analisar a quantidade m(t, L), que é uma de�nição opera-

cional de escala, em função de duas variáveis, t e L. A escala considerada pode ser do

tipo

m(t, L) = Ldf(t/Lc) (4.17)

onde a quantidade m(t, L) depende da natureza do problema a ser considerado, podendo

assumir observáveis como a magnetização, calor especí�co, tamanho ou qualquer outra ca-

racterística do sistema observado. De acordo com a descrição do problema os parâmetros

L e t podem representar qualquer variável de controle ou evolução do sistema. A equação

(4.17) é uma escala de tamanho �nito (ETF) [46] L a dimensão linear do sistema e t é

uma outra variável qualquer, que pode assumir o papel do tempo dinâmico. Para sistemas

de tamanho muito grande, ou seja, no limite termodinâmico (Número de componentes do

sistema indo para o in�nito), L e t representariam parâmetros termodinâmicos, como o

campo magnético, potencial químico, pressão, etc. Tal escala teria t e L representando

dois parâmetros termodinâmicos, como campo magnético, potencial químico, etc ou o

tempo. Sendo L um observável da escala de comprimento, d seria um tipo de dimensão

da quantidade m(t, L) e c da variável t. Em geral é regra para sistemas dominados por

�utuações que os expoentes d e c assumam valores difíceis de ser obtidos, ao contrário de

uma análise dimensional. Tando os expoentes quanto a função f(x) de�nem o compor-
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tamento do sistema. Dessa formas duas variáveis, que são independentes uma da outra

(tanto de maneira conceitual como controladas em experimentos) combinam em uma es-

cala para dar origem a uma nova variável que leva a uma simpli�cação na descrição do

fenômeno. Esse fato reforça ainda mais a importância da hipótese de escala.

O colapso de dados é uma maneira quantitativa de se obter escala, a partir da

observação de curvas em determinadas regiões, para muitos sistemas simples, podem ser

feitas cair em uma única curva [46]. Como exemplo, tomando os valores de m(t, L) em um

conjunto de t e L pode ser feito um colapso em uma única curva se usarmos o grá�co de

mL−d versus tL−c. O método de colapso de dados aparece como uma poderosa ferramenta

para estabelecer escala. A partir de simulações numéricas este método tem sido utilizado

para analisar e extrair expoentes em diversos problemas [36]. Desta maneira é essencial

ter uma medida adequada para que se possa ter uma con�abilidade do colapso.

Em alguns problemas, são esperadas leis de potência pura, em outros os expoentes

são conhecidos aproximadamente, porém o colapso de dados é passível de correções em

termos do escalonamento. Nessas situações existem métodos conhecidos para extrair os

expoentes ou para adicionar os termos de correções [45]. No método proposto em [45] a

aplicação torna-se e�ciente, em situações onde existem conhecimentos prévios da faixa de

tais expoentes. Este fato se aplica porque muitos fenômenos estão sendo analisados para

possíveis comportamento de escala.

Em [45] é proposto uma medida que pode ser utilizada para quali�car o colapso.

Essa medida utiliza um princípio de minimização, para uma busca dos expoentes exatos

ou mais precisos.

Se a função f(x) em (4.17) é conhecida, a soma dos resíduos é dada por

Er =
1

N

∑
| L−dm− f(t/Lc) | (4.18)

neste caso a soma é superior a todos os pontos dados e é mínima para a escolha correta

dos expoentes (d, c). Na ausência de qualquer erro, estatístico ou sistemático, o valor

mínimo é igual a zero.

Na maioria dos casos, a função f(x) não é conhecida, mas é, em geral, uma função

analítica. O método sugere que se faça uma interpolação de f(x) . Colocando em ordem

os valores dos dados, de modo que mij e tij representem o i-ésimo valor de t para o j-ésimo

valor da variável L. É de�nido o erro residual,
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Er =

 1

Np

∑
p

∑
j 6=p

∑
i,Np

| L−dj mi,j − εp(L−cj tij) |q
1/q

(4.19)

onde εp(x) é a interpolação da função f(x) para os valores do conjunto de dados p e Np

é o número de pares. Na expressão do erro residual q tem caráter geral, embora neste

trabalho foi utilizado o mesmo valor da referência [45] q = 1.

A título ilustrativo, em uma �gura tridimensional os expoentes c e d podem ocupar

o plano da base e o erro residual pode ser localizado no eixo-z. A projeção do menor valor

do erro conduz ao valor mais provável dos expoentes a determinar. Para que se encontre

o valor dos expoentes é necessário ter conhecimento da faixa de valores no mesmo. Esse

fato pode ser visto, em determinadas situações, como uma desvantagem do método.

4.5 Método para Análise de Dados em Simulações em

Tempos Curtos

A partir da dinâmica em tempos curtos é feita uma nova proposta para análise de

dados de Simulações MC. O método descrito em [47] apresenta uma maneira sistemática

e precisa para obtenção do ponto crítico. A descrição aqui realizada é feita de maneira

objetiva. A análise é realizada a partir da quantidade ψ(ε, t), que é derivada do logaritmo

do PO.( na teoria φ4 a magnetização M(t)) em relação ao logaritmo do tempo ln(t).

Partindo de um estado completamente ordenado e tomando o fator arbitrário de

redimensionamento b = t1/z a equação (3.15), no regime L/t1/z � 1, para o primeiro o

momento da magnetização assume a forma,

〈M(t)〉 = t−β/νzY (t1/νz) (4.20)

ψ(t, ε) =
∂

∂ln(t)
ln(〈M(t)〉) = − β

νz
+ t1/νzεF(t1/νzε) (4.21)

onde F(x) é uma função de escala universal e ε pode ser dado por ε = (T − Tc)/Tc onde

T é a temperatura do sistema e Tc a temperatura crítica. Desta maneira ψ(ε, t) vai para

zero ou tende a −∞ com a evolução temporal, quando ε < 0 ou ε > 0, respectivamente.

No ponto crítico ψ(ε = 0, t) = −β/νz, para qualquer valor de ln(t).
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Na �gura 4.3 é ilustrado o comportamento de ψ(ε, t) para dois valores de tempe-

ratura T1 e T2, acima e abaixo da temperatura crítica, respectivamente para um modelo,

Ising por exemplo, com dinâmica Monte Carlo. A partir desta �gura, em tempos �-

xos, os valores ψ(ε, t) são associados aos respectivos valores da temperatura T . Com as

informações da �gura 4.3 é construído um diagrama de ψ(ε, t) em função de T .

Figura 4.3: Comportamento de ψ(t, ε) função do ln(t).
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Desta maneira são construídas várias curvas, para cada t, com um ponto de inter-

secção comum a todas as curvas (Tc,−β/νz). A �gura 4.4 ilustra duas curvas para dois

instantes de tempos distintos.

Figura 4.4: ψ(ε, t) função da temperatura T
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Também é sugerido em [47], uma maneira de encontrar o expoente 1/νz é através

da derivada de ψ(ε, t) com respeito a distância ao ponto crítico, tomado em ε = 0

(
∂ψ(ε, t)

∂ε

)
|ε=0 = F(0)t1/νz (4.22)

4.6 Simulação

A partir do hamiltoniano (4.1) foi resolvida numericamente, de acordo com o mé-

todo de Verlet descrito na seção 4.2, as equações de movimento acopladas (4.2) como segue.

Inicialização da implementação

O sistema foi preparado para um estado completamente ordenado, para isso, o

valor inicial do campo para cada sítio da rede foi �xado em φi(0) = a. O valor a de�ne

o sistema em seu estado fundamental. O valor dos campos que leva o sistema ao estado

fundamental, para a con�guração inicial de um estado completamente ordenado, é obtido

fazendo,

∂E

∂φi
= 0 (4.23)

dessa forma o valor dos campos no estado fundamental para a con�guração citada é,

φi = a =

√
6m2

λt
(4.24)

De�nida a energia para o estado fundamental, fornecemos uma energia cinética capaz de

levar o sistema para uma particular energia total desejada, agora a energia total é,

E =
1

2

∑
i

φ̇2
i + EF (4.25)

onde EF é a energia do sistema no estado fundamental, os valores de φ̇i(0) são escolhidos

aleatoriamente de −∞ a +∞. Porém para que se possa levar o sistema a uma energia E
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conhecida é necessário introduzir um fator de correção α no termo de energia cinética,

E = α
1

2

∑
i

φ̇2
i (0) + EF , logo α =

E − EF
1
2

∑
i φ̇

2
i (0)

(4.26)

Feita a primeira parte da inicialização do programa, agora é realizada a inicialização do

algoritmo de Verlet. Para a solução da equação (4.5) é necessário conhecer os campos no

instante −∆t. Dessa maneira tomamos a equação (4.4) em t = 0 até o termo de segunda

ordem e seguimos,

φi(−∆t) = φi(0)− φ̇i(0)∆t+
1

2
φ̈i(0)∆t2 (4.27)

onde φ̈i(0) é calculado através da equação (4.2). Agora o sistema evolui e as soluções são

armazenadas em vetores. Esse protocolo é repetido várias vezes para diferentes con�gu-

rações iniciais de φi(0), com o objetivo de obter as médias das quantidades de interesse.

As soluções aqui são consideradas para gerar um ensemble microcanônico. Como

a temperatura não pode ser introduzida como variável do sistema, ela assume o lugar da

energia cinética média. Nessa abordagem a energia total é um parâmetro de controle do

sistema, já que é conservada e pode ser introduzida a partir do estado inicial da energia

cinética. Dessa maneira, τ em (2.2) passa a ser a densidade de energia reduzida ε ou como

já foi dito a distância ao ponto crítico,

ε =
e− ec
ec

(4.28)

ec é a densidade de energia crítica, que corresponde a uma transição de fase de segunda

ondem. Como o parâmetro de ordem do modelo φ4 é a magnetização, o primeiro e o

segundo momento podem ser calculados numericamente para uma rede quadrada,

M (k)(t) =
1

L2k

〈[∑
i

φi(t)

](k)〉
, k = 1, 2 (4.29)

O programa foi feito na linguagem de programação C [48] e testado na CPU.

Porém, como se trata de um sistema muito grande, do ponto de vista computacional,
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os dados foram obtidos em processamentos paralelos na GPU, utilizando a linguagem de

programação C CUDA oferecida pela NVIDIA [49]. A conversão entre as linguagem C e

C CUDA foi realizada por um programador experiente.



5
Resultados e Discussões

O modelo φ4 foi estudado em uma rede quadrada dentro do procedimento da

dinâmica de tempos curtos, como descrito anteriormente. O modelo foi resolvido numeri-

camente na rede quadrada de tamanho L = 1024. Algumas simulações foram realizadas

com redes de L = 256 para alguns valores de densidade de energia, a�m de identi�car

dependências com o tamanho da estrutura. Nas simulações realizadas não foram encon-

tradas nenhuma evidência dos efeitos de tamanho �nito. O passo de tempo utilizado

na solução do sistema de equações diferenciais acopladas foi ∆t = 0, 05, o mesmo passo

utilizado em [2]. O erro do algoritmo de Verlet, utilizado para resolver o conjunto de

soluções das equações de movimento (4.2), foi estimado na ordem 10−6. As simulações

foram realizadas para um número da ordem de oito à dez mil amostras (con�gurações

iniciais distintas das velocidades dos campos) e tomadas as médias dos observáveis dese-

jados, a�m de se obter as séries temporais das quantidades de interesse. Para que se possa

da ênfase na exibição do método, não foi utilizado barras de erros nos grá�cos, uma vez

que os erros estatísticos são muito menores do que o tamanho dos símbolos. Esses erros

estatísticos, foram estimados na ordem de 10−5 a 10−4.

Primeiramente a análise se refere ao comportamento do parâmetro de ordem do

modelo φ4, a magnetização. Esta quantidade é peça chave na análise proposta neste

trabalho, uma vez que fornece as condições para que se possa sintonizar o sistema no pa-

râmetro crítico de controle. A �gura 5.1, exibe o decaimento da magnetização em tempos

curtos, para diferentes valores de densidade de energia na faixa 10, 800 ≤ e ≤ 11, 200.

Em cada caso, o sistema é iniciado a partir de um estado completamente ordenado, em

uma janela de tempo de 50 à 10000.

O grá�co da evolução temporal deM(t) na escala logarítmica, está exibido na �gura

34
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Figura 5.1: Decaimento da magnetização para vários valores da densidade de energia em

função do tempo.

5.2, para os mesmos valores da densidade da energia da �gura 5.1. Esses valores estão

compreendidos entre 10,800≤ e ≤11,200. Na �gura 5.2 não é possível perceber a curva que

representa a melhor lei de potência, como é sugerido em [2]. No entanto, o comportamento

da derivada do logaritmo da magnetização com respeito ao logaritmo do tempo, de�nida

na equação (4.21), con�gura uma melhor estimativa para esse comportamento em lei de

potência.

A �gura 5.3 exibe o comportamento de ψ(ε, t) com a evolução de ln(t). De acordo

com [47], no ponto crítico ψ(ε, t) assume um valor constante para toda a evolução tempo-

ral. E o seu valor exatamente no ponto crítico, determina o valor de β/νz. Nesta �gura

5.3 é possível eleger através das curvas, uma largura onde está a provável densidade de

energia crítica. Os valores observados �caram no intervalo de 10, 944 ≤ e ≤ 10, 986. Para

se ter uma melhor visualização a �gura 5.3 foi ampliada para uma faixa de densidade de

energia representada na �gura 5.4. Nesta �gura 5.4 é possível perceber que o comporta-

mento de ψ(ε, t) é tal, que as curvas se afastam da região central a medida que o módulo

de ε aumenta ou aproximam-se com a diminuição do módulo de ε. Também é observado
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Figura 5.2: Mesmos dados da �gura 5.1 mostrados numa escala logarítmica.

que ψ(ε, t) crescem monotonamente para e ≤ 10, 944, que corresponde que o sistema está

na fase ordenada. Já para e ≥ 10, 986 é evidente que ψ(ε, t) diminuem monotonamente,

isso indica que o sistema está na fase desordenada. Para uma outra análise das informa-

ções da �gura 5.3, são feitos cortes com linhas verticais, com cada linha em um instante

de tempo distinto. A partir dos pontos obtidos pela intersecção das linhas verticais com

as curvas da �gura 5.3 foi construído o diagrama da �gura 5.5 com os respectivos valores

de densidade de energia. Tem-se agora o comportamento de ψ(ε, t) em função de e para

valores �xos de t. Cada curva na �gura 5.5 representa um instante t e a intersecção destas

curvas informa o valor crítico ec. De acordo com �gura 5.5 esse valor foi estimado em

ec = 10, 955± 0, 015.

Agora, uma nova análise é realizada utilizando o colapso de dados. A partir das

curvas da �gura 5.5 foi realizado o colapso dos dados, de acordo com o procedimento

descrito da seção 4.4. A lei de escala da equação 4.20 foi utilizada para realizar o colapso

e o expoente 1/νz foi determinado junto com o valor crítico mais provável para densidade

de energia.

A �gura 5.6 mostra o erro Er(x) em função dos valores de 1/νz para alguns valores
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Figura 5.3: Derivada do logaritmo da magnetização em relação a ln(t) em função de ln(t),

obtida a partir do método descrito na seção 4.3. Os ajustes das derivadas foram obtidos

para valores do parâmetro de regularização (λ) da ordem de 102.

da densidade de energia. O resultado que reproduz o menor erro leva a uma densidade

de energia crítica ec = 10, 964 e 1/νz = 0, 410. O valor de 1/νz = 0, 410 foi utilizado

para o reescalonamento da distância ao ponto crítico ε e a �gura 5.7 mostra o colapso das

curvas. Na �gura 5.7, para ε t1/νz = 0 o expoente β/νz é determinado com o valor de

ψ(t, ε t1/νz = 0). Esse valor foi estimado em β/νz = 0, 0510 ± 0, 00035. Combinando os

resultados obtidos para 1/νz e β/νz, o valor de β é estimado em β = 0, 124± 0, 001, que

deve ser comparado com o valor exato β = 0, 125 [3].

Agora, com valor estimado para densidade de energia crítica, foi realizada uma

nova simulação para o sistema na ec = 10, 964. A partir dos dados obtidos na densidade

de energia crítica, foi tomada as médias para os observáveis de interesse. A �gura 5.8

exibe o comportamento da magnetização com a evolução temporal em escala logarítmica

na densidade de energia crítica e em uma janela de tempo curto de 200 < t < 500.

Baseado na equação (4.20) , tomado no ponto crítico a inclinação da reta, obtida por

regressão linear, na �gura 5.8, utilizando a lei de escala (3.17), revela o valor estimado
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Figura 5.4: Derivada do logaritmo da magnetização em relação a ln(t) em função de ln(t),

com valores de densidade de energia em uma região mais estreita, em relação aos valores

da �gura 5.3.

do expoente β/νz = 0, 0507 ± 0, 0003. De maneira semelhante é mostrado na �gura 5.9

o segundo momento da magnetização com a evolução temporal em escala logarítmica e

extraído o expoente 2β/νz no mesmo intervalo de tempo da �gura 5.8 e utilizando a

equação (3.17), o resultado obtido foi 2β/νz = 0, 102± 0, 002.

Seguido a análise do sistema na densidade de energia crítica, foi medido a �utuação

do parâmetro de ordem. A �gura 5.10 mostra o comportamento da �utuação do parâmetro

de ordem no tempo, novamente em escala logarítmica. De acordo com a equação (3.19)

foi feita a estimativa do expoente (d − 2β/ν)/z = 0, 737 ± 0, 002. Por �m, é exibido na

�gura 5.11 o comportamento do segundo cumulante de Binder. Por regressão linear dos

dados e utilizando a lei de escala (3.15) é estimado o expoente d/z = 0, 829± 0, 005.

As tabelas 5.1 e 5.2, resume todos os valores encontrados dos expoentes críticos

discutidos neste trabalho, juntamente com obtidos por Zheng em [2] e valores exatos [3] e

aproximados [4] para o modelo de Ising em duas dimensões obtidos a partir de processos

seguindo o padrão Monte Carlo de simulação.
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Figura 5.5: Diagrama da derivada do logaritmo da magnetização em relação a ln(t)

(ψ(ε, t)) em função da densidade de energia e.

Tabela 5.1: Expoentes críticos obtidos nesta trabalho utilizando o modelo φ4 a partir de

um estado inicial completamente ordenado em uma rede quadrada 1024x1024, em com-

paração com resultados obtidos para uma rede quadrada 256x256 com o mesmo modelo

partindo de um estado inicial quase desordenado em [2].

1/νz γ/z ν z 2β/νz

φ4 0,410 0,737±0,002 1,011±0,006 2,412±0,015 0,102±0,002

φ4 [2] 0,492 0,819 0,95 2,148 0,112

Tabela 5.2: Resumo dos expoentes críticos obtidos para o modelo φ4 neste trabalho e os

resultados obtidos para o modelo de Ising exato [3] e aproximado em [4].

ν β γ z

φ4 1.011±0,006 0,124±0,001 1,77±0, 02 2,412±0,015

Ising 1 0,125 1,75 2,140
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Figura 5.6: Erro no cálculo do colapso dos dados Er(1/νz) em função de 1/νz para alguns

valores da densidade de energia. Os valores do erro, em cada densidade de energia, foram

obtidos utilizado o método descrito na seção 4.4 com o conjunto de dados da �gura 5.5.
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Figura 5.7: Colapso das curvas com reescalonamento de εt1/νz.

Figura 5.8: Decaimento crítico da magnetização em função do tempo em escala log-log.
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Figura 5.9: Segundo momento da magnetização em relação ao tempo na escala log-log.

Figura 5.10: Evolução temporal da �utuação da magnetização em escala log-log.
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Figura 5.11: Segundo cumulante de Binder em função do tempo na escala log-log.



6
Considerações �nais

Neste trabalho foi estudado o comportamento do modelo φ4 discretizado na rede

quadrada. A análise teve como um dos objetivos encontrar a densidade de energia crítica,

onde ocorre uma transição de fase de segunda ordem, com uma maior precisão. Como

esperado, os resultados possibilitaram encontrar os expoentes críticos estáticos e o expo-

ente dinâmico z. A forma sistemática e precisa para encontrar o ponto crítico, revelou

consistência nos resultados. Por ser φ4 um modelo clássico, com dinâmica própria, em

princípio era de se esperar resultados diferentes comparados a modelos com dinâmica es-

tocástica. No entanto, os resultados são comparáveis com aqueles obtidos em dinâmicas

estocásticas em modelos com a mesma classe de universalidade. O valor da densidade

de energia crítica foi estimado com uma precisão de 1% em relação ao resultado obtido

em [2]. Esses fatos fortalecem e evidenciam a aplicação do método proposto em [47].

Embora os resultados foram satisfatórios, em relação a modelos com mesma classe de

universalidade, o expoente z apresentou um aumento em seu valor, em relação ao traba-

lho anterior com o mesmo modelo [2], que partiu de um estado inicial desordenado. É

possível atribuir esse aumento do expoente z ao vínculo microcanônico de conservação

da energia, intrísico do modelo φ4. Embora os resultados dos expoentes estáticos, para o

modelo φ4, mostram uma mesma classe de universalidade em relação ao modelo de Ising,

em [36] �ca claro a dependência do expoente dinâmico z com a estatística dinâmica do

modelo estudado. Desta maneira podemos con�rmar, através dos resultados, as hipóteses

levantadas em [2], que a teoria φ4 descrita pelas equações determinísticas de movimento

estão em uma mesma estatística, assim como classe de universalidade, do modelo de Ising

com norma dinâmica Monte Carlo. Para uma melhor análise do modelo φ4, podemos

sugerir a realização de novas simulações com os mesmos tamanhos de redes e parâmetros

44
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deste trabalho partindo de um estado desordenado, a �m de veri�car o comportamento

do expoente dinâmico z.
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