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Resumo

No processo fisico de transporte em condutores mesoscépicos observamos flutuacoes na
corrente. Surgindo observaveis como a poténcia do ruido de disparo que estao intimamente
ligadas a quantizacao das cargas. Atualmente existe interesse no comportamento do
processo de espalhamento em dispositivos mesoscépicos, damos um destaque nas jungoes do
tipo normal-supercondutor topoldgico com simetria quiral. Que apresentam como principal
peculiaridade as reflexdes de Andreev. A teoria de matrizes aleatérias foi utilizada para
interpretacao desta dissertacao, reobtendo as distribuicoes de probabilidade da condutancia
em funcao de um parametro topologico () com o nimero N de canais abertos N = 1,2, 3,4
[Diez e colaboradores] e como resultado inédito desta dissertacao o caso N = 5. Obtemos as
distribuicoes de probabilidade para poténcia do ruido de disparo em funcao do parametro
topoldgico () com o numero de canais para os casos N = 1,2,3,4,5, sendo a segunda

contribuicao inédita desta dissertacao.

Palavras-chave: transporte eletronico; juncao normal-supercondutor topoldgico; si-

metria quiral; nimero quantico topoldgico; poténcia do ruido de disparo.
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Abstract

In the physical process of transport in mesoscopic conductors, we observe fluctuations
in the current. Observing as the power of the shot noise is closely related to the charge
quantization. Currently there is interest in the behavior of the scattering process in me-
soscopic devices, we give a prominence in the normal-superconductor topological junctions
with chiral symmetry. Which present the main peculiarity of Andreev’s reflections. The
theory of random matrices was used to interpret this dissertation, retrieving the probability
distributions of the conductance as a function of a topological parameter () with the number
N of open channels N = 1,2, 3,4 [Diez and collaborators| and as an unprecedented result of
this dissertation the case N = 5. We obtain the probability distributions for power of the
shot noise as a function of the topological parameter () with the number of channels for the

cases N = 1,2,3,4,5, being the second unpublished contribution of this dissertation.

Key-words: electronic transport; topological-superconducting junction; chiral sym-

metry; topological quantum number; .
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo iniciamos com uma revisao dos conceitos de transporte eletronico em
fisica mesoscopica. Usaremos como principais referéncias [1, 2, 5, 6, 7, 8, 9] para elaboracao

do capitulo 1.

1.1 Fisica mesoscopica

Nos anos 80 surgem os primeiros experimentos envolvendo juncoes de arseneto de galio
(GaAs) e arseneto de gélio aluminio (AlGaAs) formando um gés bidimensional com canais
de condugado com baixo ruido e boa condutividade, veja figura (1.1). Experimentalmente
a aplicacao de uma diferenca de potencial nos terminais da estrutura ocasiona o fim do
regime de equilibrio gerando uma direcao preferencial, ou seja, um regime de transporte
[10]. As pesquisas nas dreas da fisica mesoscopica tornaram-se constantes tanto na parte
tedrica quanto experimental [2, 7, 8]. Algumas grandezas como a condutéancia e a poténcia
do ruido de disparo vém sendo intensamente estudadas [11, 12, 13, 14, 15, 16].

Em principio a condutancia num condutor com largura W, comprimento L e conduti-
vidade o é descrita pela lei de Ohm

W
G=o—r. (1.1)

A equacao acima nos leva a seguinte questao: qual o limite da validade da lei de Ohm O

comprimento da amostra na equacao (1.1) nos revela uma divergéncia na condutancia no
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Condutancia {Zesh)

-2 -18 16 g -1z -1

Voltagem (V)
{a} (b}

Figura 1.1: (a) O ponto quantico de contato sobre um Gés de elétrons bidimensional. (b)
Medida da condutancia vs voltagem aplicada na constricao. Figuras retiradas das referéncias

[1, 2] respectivamente.

limite L — 0, mas no regime mesoscépico isto ndo é observado experimentalmente [2].
Com a diminui¢ao da amostra as particulas nao se comportam de forma cléssica, passam

a assumir comportamento ondulatério [2]. Os efeitos de interferéncia passam a ter um papel

de destaque no processo de transmissao. Devido a diminuicao do comprimento do condutor

surgem comprimentos caracteristicas relacionados a fisica mesoscépica, sao eles [2]

e Comprimento de Fermi Ap: comprimento de onda relacionado as particulas que apre-

sentam energia de Fermi, responsaveis pelo transporte a baixa temperatura. O com-

primento tem a forma

onde d, representa a densidade de elétrons.

e Livre caminho médio [: é a distancia que as particulas percorrem antes de sofrer

qualquer interacao que modifique o seu momento [2]. Pode ser calculada por
l=v FTm, (13)

onde vr é a velocidade de Fermi e 7, é o tempo de relaxacdo do momento.

e Comprimento de localizacao £: extensao espacial das funcoes de onda da particula.
As ondas se estendem por toda a amostram em condutores metalicos, ja em isolantes

decaem exponencialmente [2, 17].
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e Comprimento de relaxacao de fase L,: comprimento méximo em que a particula se

propaga antes de perder a coeréncia de fase, dada por

TmTe
2 )

(1.4)

ch = VUf
onde 7, representa o tempo em que a particula perde a coeréncia de fase.

Os quatro comprimentos caracteristicos descritos acima, representam as fronteiras dos

regimes de transporte eletronico em sistemas mesoscépicos, se classificam em

e Regime balistico (L < [): a particula atravessa o condutor sem sofrer espalhamento.

Exemplos desse regime sao encontrados em pontos quanticos.

e Regime difusivo (I < L < §): as particulas sofrem uma sequéncia de colisoes elasticas.

Exemplos desse regime sao fios quanticos desordenados.

e Regime localizado [17] (£ < L < L,): as funcoes de onda estao localizadas e nao ocorre

transporte eletronico.

e Regime Ohmico (L, < L): é o regime representado pela equacao (1.1).

O resumo para os diferentes tipos de regime de conducao pode ser observado na figura (1.2).

difusivo localizado
——@ ® ® > L,
L §
|

A L
u A

Mesoscépico

Figura 1.2: Relacoes entre o regime de conducao e o comprimento caracteristico para baixas

temperaturas.
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1.2 Isolantes e supercondutores topoldgicos

A topologia é aplicada a uma nova variedade de fendbmenos que envolvem a interagao
entre o invariante topoldgico e a presenca ou auséncia de simetrias basicas no sistema anali-
sado [18]. Influenciando de forma direta com o comportamento dos fenémenos, englobando
dois paradigmas-chaves na fisica da matéria condensada: a relacao entre a perca da simetria

que ocorre de forma espontanea em fungao da variacao do parametro topolégico [18].

[B) rsulting Eiale b} [ ich’
A Ce e ’

= e = T
CEa TR (g I A

e — _— -
C#a &l [ &5 —_—

{d) Quanium Hal Siaie {8) [——— (i)

Q0 9 e|—1—
Bl@l [ o
-__‘: i ] L B

¥
i i
e s

[ | { 2 { |
b - b

Figura 1.3: (a)-(c) O estado isolante. (a) Estado isolante. (b)Uma estrutura de banda de um
isolante comum. (d)-(f) O estado do Hall quantico. (d) O movimento ciclotron dos elétrons.
(e)Os niveis de Landau, que podem ser vistos como uma estrutura de banda. (c) e (f) Duas
superficies que diferem em seu género, g. (¢) g = 0 para a esfera e (f) g = 1 para o donut.
O numero Chern n que distingue os dois estados é um invariante topolégico semelhante ao

género, figura retirada da referéncia [23].

Nos tltimos 30 anos, o estudo do efeito Hall quantico induziu ao paradigma de classificar
diferentes estados da matéria condensada baseada na variacao de um parametro topoldgico
[19, 20]. O efeito Hall quantico se apresenta como invariante topolégico o nimero de Chern
(1982), figura 1.4. Sistemas topoldgicos ganharam destaque em 2005 pela descoberta da fase
isolante do efeito hall quantico em duas dimensoes [21, 22].

Mudangas suaves nao perturbam esse tipo de sistema e nao podem ser alterados, e nao
podem ser alterados, exceto quando existe mudanca da fase quantica tem estados protegido

pela simetria de reversao do tempo [23]. Propriedades essas que tem aplicacao na area de
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E Conduction Band
Insulalor M=

LB} Itl_l
- =
A, ."'\-\..'I'.,.-'I:'. .-""\-\..'I'- - El

Quanium Hall

Staba n=1

Vaksnos Band
1
. A [K) K ia

Figura 1.4: A interface entre o estado de Hall quantico e um isolador apresenta uma borda
com banda de energia com simetria quiral. (a) As drbitas de ciclotron saltando. (b) Um
unico estado de borda conecta a banda de valéncia com a banda de conducao, figura retirada

da referéncia [23].

spintronica e computacao quantica.

O acoplamento da spin-6rbita pode levar a matéria a assumir o comportamento de um
isolante topoldgico. A superficie ou a borda em isolantes topoldgicos apresentam auséncia
de gap entre as bandas de conducao surgindo a simetria de reversao temporal. As bordas
dos isolantes podem ser alteradas para um estado condutor com a mudanca topolégica do
sistema, podemos observar o comportamento de estrutura de isolantes topolégicos e um
isolante comum e uma exemplificacao do que se pode entender por parametro topoldgico na
figura 1.3.

No caso do modelo supercondutor topoldogico precede os recentes sistemas quanticos
topoldgicos propostos e estudados [21, 24, 25]. Contudo ideias concretas para realizar tais
supercondutores topoldgicos surgiram somente apds a descoberta de isoladores topologicos,
que fornecem uma plataforma convencional para a supercondutividade. O nimero quantico
topoldgico possui uma correlagao com o processo de conducao e o numero de canais na

fronteira do condutor. Algumas propriedades dos supercondutores topologicos:

e Sao descritos pelo hamiltoniano BdG. Neste trabalho utilizaremos a Classe BDI da

teoria TMA que serd abordado numa secao adiante.

e Os estados com energia negativa do hamiltoniano tem equivaléncia com os estados
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ocupados no supercondutor.

e A superficie desses materiais apresenta auséncia de corrente elétrica e presenca de

conduc¢ao térmica, enquanto internamente se comporta de forma inversa.

e Assume diferentes comportamentos no processo de transporte de particulas, variando

de um isolante a um supercondutor conforme o ajuste do niimero quantico topoldgico
Q 21]
e A classificacao de supercondutor ou isolante topoldgico é dada pela simetria e pela

dimensionalidade do gap desses sistemas.

Informagoes sobre o processo de classificacao de matérias topoldgicos podem ser encon-
tradas nas referéncias [26, 27, 28, 29]. No caso dos supercondutores topolégicos a classifica¢ao
do nimero quantico topoldgico @), onde Q € Z. No caso do sistema normal-supercondutor
() representa o nimero de canais abertos no condutor normal que estao abaixo no nivel de
Fermi. O processo de espalhamento nesses materiais esta intimamente ligado ao parametro
topoldgico ). Um supercondutor topoldgico conhecido é o (NbTiN), quando conectando
com um guia de (IsSb) representa o tipo de jungao normal-supercondutora que encontramos

a distribuicao dos observaveis de transporte desta dissertagao, figura 1.5.

Supercond utor

NBTiN
NbTiN

Insh

G0 nm

Figura 1.5: Aplicamos uma d.d.p entre (IsSb) e (Au). O elemento (Au) que neste experi-
mento tem o papel de reservatério de elétrons, que estd conectado ao guia normal formato

um material semicondutor de(IsSb) forma uma jungao com o supercondutor (NbTiN) [3].
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1.2.1 Reflexao de Andreev

Na interface entre um metal normal e um supercondutor, a corrente normal é convertida
numa corrente tipica de um sistema supercondutor [4, 17, 30]. O processo de condugao
numa jung¢ao normal-supercondutora foi descoberto em 1964 por Andreev. Ele observou a
excitacao de elétrons ligeiramente acima do nivel de Fermi no metal normal que incidem na
juncao parte era refletida na forma de buracos ligeiramente abaixo do nivel de Fermi. Mais
tarde batizado de reflexao de Andreev, figura 1.6. O sistema no geral apresenta algumas

propriedades

e Na reflexao de Andreev ha conservacao da carga. De forma local ndo temos conservacao
da corrente (condutor normal). Contudo quando englobamos os dois condutores, ob-
servamos um buraco retornando como —e no guia normal enquanto temos +2e no guia
supercondutor encontrado assim a conservacao da carga. Os pares de elétrons recebem

o nome de pares de Cooper [31];

e A reflexdo de Andreev apresenta conservacao de spin, os buracos refletidos apresentam

spin contrério aos elétrons incidentes;

e O momento se conserva na reflexao de Andreev, a particula refletida volta pelo mesmo

caminho do elétron incidente com buraco com energia —F;

e A energia é conservada, portanto a reflexdo de Andreev é um processo eldstico. Em
resumo, na reflexao de Andreev um elétron com energia (F) acima do nivel de Fermi

¢ convertido em um buraco com energia (—E) abaixo do nivel fermionico.

A formacao de um par de Cooper ocorre pela interagao entre elétrons, a qual é inter-
mediada por um foénon associado a deformagao da rede, criando um estado ligado entre dois
elétrons [31]. Devido ao fonon apresentar uma velocidade menor que do elétron, o sistema
possui menor velocidade em relacao a corrente normal, o que leva a existéncia dos pares de

Cooper com um maior tempo de permanéncia.
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MNormal MNormal

e e

2

Figura 1.6: Observamos uma reflexao normal do elétron que incide num isolante no lado

esquerdo e na direita temos a reflexao do elétron no supercondutor, figura adaptada da

referéncia [4].

1.3 A teoria de espalhamento

Rolf William Landauer [14] foi o primeiro a estabelecer a relagao entre os processos de
espalhamentos quanto-mecanicos e a condutancia entre dois terminais, vaja a figura (1.7).
Posteriormente Biittiker generalizou [13] para o caso de M terminais. Hoje o modelo é
conhecido como formalismo de Landauer-Biittiker e tem sido utilizado amplamente na fisica-

mesoscopica. O formalismo é baseado na matriz de espalhamento S, definida por
b= Sa, (1.5)

onde a e b representam as amplitudes das ondas de entrada e saida no centro espalhador

respectivamente, veja na figura (1.7).

Para um sistema de dois terminais, como na figura 1.7 a matriz S apresenta as seguintes

estrutura de blocos

/
TN1><N1 tN1><N2

S = (1.6)

tN2><N1 r?Vngz
onde (t,t') sao os blocos de transmissao, (r,r’) referentes a reflexao e os indices inferiores Ny
e Ny o numero de canais abertos em cada guia. A probabilidade de transmissao ou reflexao
de uma certa particula é proporcional ao modulo quadrado do elemento da matriz S na

forma

qu = |Spq|27 (1-7)

onde P,, representa a probabilidade da particula ser transmitida do guia ¢ para guia p.
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2
Centro b1 —_— >

espalhador 2
) ay

a

Figura 1.7: Espalhamento genérico com 2 terminais ligados em guias ideais com trés canais
abertos. Os reservatorios possuem potenciais eletroquimicos j; e o, respectivamente. As
letras a representam as amplitudes das ondas que incidem no condutor coerente e b as

amplitudes das ondas que saem do centro espalhador.

O principio de conservacao de carga no processo de espalhamento pode ser escrito na

forma
Z|am’2 :Z‘bm|27 (18)
m m

isto impae um vinculo de unitariedade da matriz de espalhamento que passa a ser unitaria

St =571 (1.9)

Na préoxima se¢ao mostraremos como os observaveis do sistema podem ser escritos em termos

da matriz espalhamento.

1.4 A teoria de Landauer-Biittiker para metais nor-
mais (N)

Nesta secao iremos aplicar a teoria de espalhamento para encontrar a férmula de
Landauer-Biittiker. Em seguida usaremos o mesmo método para obter a expressao da

poténcia do ruido de disparo. Para este fim usaremos as referéncias [12, 21].
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Iniciaremos o cdlculo a partir da densidade de probabilidade da corrente [32], dada por

J= ;h (TVE — OV, (1.10)

onde ¥ representada a funcao de onda da particula.

A corrente de elétrons que atravessa o guia é definida pela integral da densidade de

corrente. Na visao da segunda quantizacao o operador corrente assume a forma

=y (w TR AL Ny >M> (111)

2im ox; ox;

onde 0! 1 (71,t) é uma combinacao linear das funcoes de onda no guia ! denominada operador

campo, que assume a forma

G5 1) = D [Py (1) + 90 (DB (1.12)
(70, 1) = 3 [l (Al + o (FBE] (1.13)

n

Os operadores @ e b sao operadores aniquilacao, enquanto a' e b sdo os operadores criacio.
Temos que ¢ é dado por

exp (iky, nxl)

Tra— Xn (Y1) (1.14)

SD(iz,n) () =

onde o sinal + representa as ondas incidentes e o sinal — as refletidas. Por sua vez x,(y;) é
a solucao transversal da funcao de onda, o remanescente representa a solucao longitudinal.
Para reescrevemos a corrente em funcao da energia, aplicamos a seguinte transformada de

Fourier,

- \/%/dEa;(E) exp(—iE%), (1.15)

onde os operadores ak (t), B!, (t) e b (t) sdo escritos de forma semelhante.

Substituindo a equagao (1.15) na equagao (1.13), obtemos

\ifl(ﬁ,t) = /exp (—zE ) Z \/% [ w(E) exp (ikynx;) + bl ! (E) exp (zk:lna:l)]l,6>
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Ui, t) = /exp < ) Z X () [A (E) exp (—ikynz;) + DY (E) exp (z’kl,nxl)] :
V/ 2mhuy
(1.17)
onde v;, representa a velocidade do elétron no n-ésimo canal do guia /. Finalmente, substi-

tuindo as equagoes 1.16 e 1.17 na equagao 1.11, obtemos

“ e t 1
1 = — EdE' (E — E')—
(1) m;//d B expi(E — B~ e

X ([in(E) + vipn(BE)[exp iz (kin(E') — ko (E))al (E)al, (E')
— expizy(kin(E) — k(BB (E)]

+ [oa(B) = v (B)]fexp iy (kin(E) = kin(E"))al! (E)b, (E')

n

— expia(kin(E) - kia(ENBHE)A(E).

Para simplificar a equacao acima, assumimos que as particulas apresentam velocidade
préximo a velocidade de Fermi. Desta forma, podemos assumir que vy, (E) ~ v ,(E'),

simplificando a equacao acima da seguinte forma

//dEdE'exp{ (E — E’)h} [al'(E)al (E") — bl (B (E")). (1.18)
Seguindo a referéncia [12] é possivel relacionar os operadores criagao e aniquila¢do com os

elementos da matriz espalhamento da seguinte forma

Al (E)a, (E') = bl (E)OL(E') = Y al(E) [abs10mndun — (ST () Sy (E')] @l (E).

a,B,k,m,n
(1.19)
Substituindo a equagao (1.19) na equacao (1.18) obtemos
/ / dEdE’ exp { (E—E) h} [al*(B)A% (I, E, E')al (E")] (1.20)
onde
Ak (L B E') = [00,05.10m,(S ) mn (B) Sy (E)] - (1.21)
1.4.1 Condutéancia (G)
No regime linear a condutancia é obtida da seguinte forma
G = lim @ (1.22)
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Devido ao sistema ser considerado em equilibrio, sao representados pela mesma distribuicao
de Fermi para os reservatérios, a média do operador criacao e aniquilagao se igualam. Entao

podemos utilizar a identidade para a média da corrente [12, 33]
(@l (B (E")) = 0a,50m:0(E — E') fo(E), (1.23)

onde fo(E) = (1 +exp(—E/kgT))™! é a funcao de Fermi que representa a distribuigao dos

elétrons nos reservatérios. Substituindo a equagao (1.23) na equagao (1.20) obtemos

hZZ/dEAw (- B)f.(E). (1.24)

Dispondo-se da relagao da equacao (1.21) e aproveitando da unitariedade da matriz espa-

lhamento, a corrente para 2 terminais assume a forma

(i) = 5 [ BT (A(E) - f(E) (129

onde f1(E) = f(E— Erp —€eV) e fo(E) = f(E — Er). Tomando o regime linear e aplicando

o teorema fundamental do céalculo, obtemos

G = %/dE (—%) Tr(t(E)t (E)). (1.26)

Tomando o limite 7" — 0 a derivada da funcao de Fermi se transforma numa funcao delta

Of(E—Er)

55—~ = 0(E — EF), finalmente a equagao (1.26) assume a forma

de Dirac

2
G = %Tr(ttT), (1.27)

que é a formula de Landauer-Biittiker.

1.4.2 As flutuacgoes temporais da corrente

A poténcia do ruido de disparo se origina das flutuacoes dependentes do tempo e estao
intimamente ligadas a quantizacao das cargas. Toda vez que observamos um pico da corrente

significa que uma particula foi conduzida no guia, gerando flutuacoes temporais na corrente
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1.4.3 Poténcia do ruido de disparo (P)

Tomando o limite para baixas frequéncias (w — 0) na equagao (?7), a densidade

espectral assume a forma
2e?
_ § § af Ba _
P = ]’L /dEAmﬁ(Eu E)Anm(Eu E)fOz(‘E)[l fﬁ(E)] (128>

A equacgao (1.28) pode ser reescrita em termos da matriz espalhamento, a qual é dada

por

B 2¢?

P === [dE{[AQ = fi) + Lol = P Tr("tr'r) + [1(1 = fi) + fo(1 = L) Tr (e Tr(terr)]}
(1.29)

Admitindo o sistema no regime de resposta linear, a equagao (1.29) assume a forma

p_ 263V

Tr(titrir). (1.30)

Novamente usufruindo da unitariedade da matriz espalhamento a equacao (1.30), ad-

quire a forma

2e3V

P = Trt't(1 — tt)], (1.31)

que é conhecido como poténcia do ruido de disparo.

Na préxima segao mostraremos como adaptar o formalismo para a obtencao dos ob-
servaveis de transporte numa juncao metal normal-supercondutor para o caso normal-

supercondutor semelhantes aos utilizados no caso normal [12, 16].

1.5 Estruturas hibridas: Juncoes metal normal-

supercondutor (NNJS)

Devido a reflexao de Andreev na interface NS devemos levar em conta os graus de liberdades
de elétrons e buracos na matriz espalhamento. Por exemplo, a matriz de reflexao pode ser

descrita na forma

Tee Teh

r= , (1.32)
The Thh
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onde os indices e e h representam elétron e buraco, respectivamente. O bloco de reflexao 7,
tem o indice ¢ representando o tipo de particula que incide na juncao NS, enquanto p o tipo
de particula que é refletido.

As amplitudes de incidéncia a. ) e saida Z;eJL estao relacionados com a matriz r da

seguinte forma

~

be Tee Teh de
= . (1.33)
br The Thh an
As equagbes (1.12) e (1.13) sao reescritas na forma matricial como se segue
- t E 8 be
U(r,t) = /dE' exp (—iE—) W E) exp (tkpz) + | . exp (—ikpz)| ,
h 2rhu(F) ap by,
(1.34)

UH(7 1) = /dE exp (ZEE) X, B) [(&l d;:) exp (—ikpz) + (Bl BL) exp (lk‘FZ)] ~

h'\/2nhu(E") L35)

Substituindo as equagaes (1.34) e (1.35) no operador corrente, equagao (1.11), podemos

demostrar que

A

i (& / . / t AT AR /
=7 %;//dEdE exp |:Z(E - FE );J Tr(al Aas(E, ENag(E")], (1.36)
onde a matriz A(F, E') é dada por

AB,E)=A—r'Ar(E'). A= : (1.37)

1.5.1 Condutancia (Gyy)

A condutancia para o caso normal-supercondutor ocorre no regime linear equagao (1.22).

Neste caso a média dos operadores dados por

(L (B)ag(E)) = 6asd (B — E') fa(E). (1.38)

«

Substituindo a equagao (1.38) na (1.36) obtemos a média do operador corrente na forma

(I) = % 3 / AETr[ A f.], (1.39)
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A expressao para condutancia de uma juncao normal-supercondutor é obtida substi-

tuindo a equaga@o (1.39) na equagao (1.22) resultando

2
(&
Grs = — Te[r] rae. (1.40)

1.5.2 Poténcia do ruido de disparo (Pygs)

Para calculamos a poténcia do ruido de disparo substituindo as equagoes (1.35) e (1.34)

na equacao (1.28) e reescrevemos a mesma na forma
2¢?
P(0) = e Z dETr[Ans(E, E)Apo(E, E)| fo(E)(1 — f3(E)). (1.41)
af

Substituindo a defini¢do da matriz A, equacao (1.37), na equagao (1.41), obtemos

8¢

P
h

AETe[r] rher rnel[fo(1 — fo) + fa(l = fo) + fo(1 = f) + fu(1 = fi)].  (1.42)

Tomando 7' — 0 a equagao (1.42) se reduz

8e3
P= T|V|TT[T‘;TLJhe7"2h7"hh]- (1.43)
Utilizando da unitariedade da matriz espalhamento, a equagao (1.43) pode ser escrita na

seguinte forma

4e3
P = %|V|Tr[r;wrhe(1 — 7 rhe)]. (1.44)

1.6 Teoria de matrizes aleatorias

A teoria de matrizes aleatérias (TMA) assumiu um papel importante na drea da fisica
matematica na década de 1960. Pesquisadores como Wigner, Dyson, Mehta e Gaudin obti-
veram destaque no desenvolvimento da teoria e na aplicacdo em suas pesquisas [35, 36, 4].
A TMA foi inicialmente aplicada em estudos do comportamento das distribuicoes dos niveis
de energia em nticleos pesados medidos em reagoes nucleares e ganhou destaque na década

de 80, como uma ferramenta no estudo de sistemas quanticos cadticos[37].

A TMA é fortemente afetada por simetrias fundamentais do hamiltoniano como reversao

temporal (SRT), rotagdo de spin (SRS), quiral /subrede (SSR) e particula buraco (SPH). A
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presenca ou ausencia dessas simetrias leva a dez classes de universalidade que seguem uma
relacgdo 1 a 1 com a tabela de Cartan de espagos simétricos [38]. Estas classes podem ser
divididas em trés categorias: Wigner-Dyson [39, 40], Quiral [41] e BAG [38]. Em transporte
quantico as classes Wigner-Dyson sao apropriadas no estudo de condutores desordenados
convencionais e cavidades cadticas balisticas. A classe Quiral se aplica a sistemas com
simetria de subrede e as classes BAG sao apropriadas para sistemas supercondutores [42, 39].

A tabela (1.1) representa a classificacdo dos ensembles da TMA.

Classe de simetria | Ensemble SRT | PHS | SRS | SSR
A(unitéria) 0| o |o 0
Wigner Dyson Al(ortogornal) 1 0 |0 0
All(simplética) 1 0 |0 0
All(unitaria) 0 0 |1 1
Quiral BDI(ortogornal) | 1 1 |1 1
CII(simplética) 1 1|1 1
D 1 1 0 0
Altland-Zimbauer ¢ ! Y !
DIII 1 1 1 0
CI 1 1 1 0

Tabela 1.1: Classes de simetria da teoria de matrizes aleatérias. Onde 0 e 1 representa a

auséncia e presenca das simetrias, respectivamente.

Na abordagem da TMA para o estudo de propriedades estatisticas de transporte em
pontos quanticos cadticos é modelada por uma matriz aleatoria pertencente a um dos dez
ensembles circulares [4]. Em fios desordenados a modelagem é feita a partir da matriz de

transferéncia.
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1.6.1 Teoria de matrizes aleatorias aplicada a uma juncao normal-

supercondutor topoldgico

A matriz de reflexao r responsavel por representar o espalhamento no caso normal-
supercondutor topoldégico apresenta a mesma estrutura do caso normal-supercondutor,

equagao (1.45), que assume a forma [35, 36|

Tee Teh

r= : (1.45)
The Thh
O sistema apresenta simetria quiral pelo ensemble circular (BDI), podendo ser vista na
tabela (1.1). As propriedades de simetria das matrizes aleatdrias para o caso de uma juncao
normal-supercondutor topolégico apresentam simetria particula buraco e quiral como se
segue

(), = r*(F), ( simetria e — h) (1.46)

rT(E), simetria quiral,

que resultam nas identidades

T

ee’

. R —
Tee =Thp =T The = Ten = The- (147>

A matriz r pode ser decomposta da seguinte forma

U 0 r A ur o
r = ) (148)
0 Ux AT T 0 Ut

onde U representa uma matriz unitaria N x N. Por usa vez I' e A sao matrizes N x N

definidas respectivamente por

cos (@m) 0 EB Do) @ 1c. (1.49)

0 cos ()

P=

3
I

A== 0 isinfan) P10 P 2. (1.50)

m=1 \ @sin (ay,) 0
Onde 1,,, @, representam respectivamente matriz unitaria e matriz nula. O indice ¢ = 1

ocorre quando N — |@Q] resulta em um nimero impar, ( = 0 ocorre quando N — |Q)| resulta
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, N—|Q|—
em um numero par. Por sua vez M = % e

-5 < a, < 5. Comparando a equagao

(1.45) com equagao (1.48) encontramos
The = (UAUT)T. (1.51)

Substituindo a equagao (1.51) na equagao (1.40) obtemos a expressao para a condutancia

na forma

G M
9=5 = Q+2) R (1.52)
m=1

Onde R = sin® (a,,) representa o autovalores da matriz 7., que por sua vez apresentam
um indice 2 multiplicando o somatério por questao da degenerescéncia dos autovalores. A

variavel () representa o nimero quantico topoldgico representado por
Q = Trrp] (1.53)

A poténcia do ruido de disparo é obtida a parti da substituicdo da equagao (1.51) na

equagao (1.44) resultando na forma
p=2Y R,—2)> R} (1.54)

1.6.2 Meédia da condutancia e poténcia do ruido de disparo numa

juncao normal-supercondutor

A média da condutancia para o caso normal-supercondutor topolégico com simetria
quiral pode ser encontrada na referéncia [9]. Para este resultado foi utilizado a integral de
Selberg, que tem solucao em funcao do parametro topoldgico () e o nimero de canais N que

assumindo a forma

N(N -1)+@?
= ) 1.
(o) = XD (1.55)
além de termos a variancia [9] na forma
4(N? —Q*)(N? —Q? —2N +1
var(g) = ( eall ¢ +1) (1.56)

(2N —1)2(2N 4+ 1)(2N - 3)
A média da poténcia do ruido de disparo pode ser encontrada na referéncia [43]. Para o

célculo foi utilizando o método diagramético, obtendo o resultado na forma [43]

- W -QW-1- QW + QN ~1+0)
P (2N —3)(2N — 1)(2N + 1) '

(1.57)
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1.7 Nesta dissertacao

Neste capitulo foram expostos os conceitos basicos da fisica mesoscopica com o objetivo
de deduzimos os principais observaveis de transporte via a teoria de matrizes aleatérias
(TMA). Para o caso no espalhamento gerando em uma jungdo de um metal normal com
um supercondutor, onde a reflexdo de Andreev rege transporte nesses tipos jungoes com
supercondutores. Finalizamos com uma breve introducao a respeito dos supercondutores
topoldgicos e pontos quanticos balisticos [44, 14, 13].

No capitulo 2 iremos abordar os calculos das distribuigoes de condutancia e poténcia de
ruido de disparo para Ensemble Wigner-Dyson [45]. Utilizaremos a interpretagao via teoria

de matrizes aleatdrias (TMA).

No capitulo 3 iremos calcular as distribuicoes de probabilidade da condutancia e da
poténcia do ruido de disparo para o caso normal-supercondutor topoldgico, calculando a
distribuicao de probabilidade da condutancia e poténcia do ruido de disparo, em funcao do
nimero quantico topoldgico Q [9, 5]. Mais uma vez utilizaremos a interpretacao via teoria

de matrizes aleatérias TMA.

No capitulo 4 apresentaremos as conclusoes a respeito do que foi desenvolvido nesta
dissertacao e perspectivas para trabalhos futuros. No apéndice A encontraremos o procedi-
mento de expansao do delta de Dirac, uma revisao breve de conceitos estatistico e uso da
funcao delta para distribuicoes de grandezas de interesse. No apéndice B encontramos os

procedimentos logicos aplicados na mudanca de variaveis em nossas distribuigoes.



Capitulo 2

Distribuicoes de probabilidade da
condutancia em um bilhar quantico

Wigner-Dyson

2.1 introducao

Neste capitulo calcularemos as distribuigoes de probabilidade da condutancia e poténcia
de ruido de disparo de um bilhar quantico cadtico, o qual estatisticamente é descrito pelos
ensembles de Wigner-Dyson no contexto da Teoria de Matrizes Aleatérias [45, 46]. Para os
casos em que o sistema apresenta simetria de reversao temporal(SRT) representado por(f8 =

1) e auséncia por (5 = 2).

2.2 Distribuicao de probabilidade da condutancia no

ensemble Wigner-Dyson

A fungao distribui¢do densidade probabilidade conjunta Ps(7,), onde 7, representa os

autovalores da matriz [tt1] [45] é dada pela expressdo

N N
B—2
Ps(ri,....7n) = Cs | [ 1ra = nl* [ [ 77 - (2.1)

a<b n
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onde Cy € o fator de normalizacao da funcao de probabilidade, N representa o nimero de
canais abertos. A condutancia de um sistema normal dada pela equagao (1.27) pode ser

reescrita da seguinte forma
g= Z ;. (2.2)
i=1

Através da equagao (2.1), obtemos a fungao densidade probabilidade

N1

PB(T) == C@T 71. (23)

A equagao densidade de probabilidade da condutancia, obtida através da equagao

(A.21), assume a forma 1
P(g) = /0 dré(g — 7)Ps(7). (2.4)
O suporte da distribui¢do é o intervalo [0, 1], onde 7 representa a probabilidade de uma
particula ser conduzida pelo canal.
A funcéo densidade d probabilidade representada pela equagao (2.3) assume

1
N

Através da substitui¢do da equagao(2.5) na equagao (2.4), temos a distribuigao da con-

Pi(7) (2.5)

dutancia na forma
1

=57

Os célculos das distribuigoes para o bilhar quantico de Wigner sao semelhantes ao caso

Pi(g) (2.6)

desenvolvido acima. Contudo no caso N = 2 8 = 1 se diferencia por ser necessario uma

mudanca de varidveis que pode ser encontrada no apéndice B.

Temos as distribuicoes de probabilidade da condutancia representadas pelas express?es

L, Se :]_,
N=1:P(g) = { 29 ’ (2.7)
1, se fB=
39,5 g < 1.
N=2:P(g) = { 3(g—2/g—1D),sel<g<2 se B=1, (2.8)

21—[1—gl? se f=2.
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Podemos encontrar as representacoes das distribuicoes de probabilidade da condutancia na

figura 2.1.

0

P IR I I 0 L
0 02 04 06 08 1 0 05
g

15 2

oa—

Figura 2.1

A tabela 2.1 contém o valor da Média da condutancia em funcao do nimero de canais e

auséncia/presenga da SRT.

(9p |B=1|p=
N =110,300 | 0,500
N=21]0,750 | 1

Tabela 2.1: Média da condutancia em funcao da auséncia ou presenca da simetria de reversao

temporal para os diferentes nimeros de canais.

A tabela 2.2 contém o valor da variancia da condutancia em fun¢ao do nimero de canais e
auséncia/presenga da SRT.

Os resultados das distribuicoes de probabilidade da condutancia, média e da variancia
foram obtidos primeiramente por Baranger e Mello [46]. Uma revisao detalhada pode ser

encontrada na referéncia [45].
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var(g) | =18 =2
110,900 | 0,400

N
N=210,180 | 0,067

Tabela 2.2: Média da condutancia em funcao da auséncia ou presenca da simetria de reversao

temporal para os diferentes nimeros de canais.

2.3 Distribuicao de probabilidade da poténcia do ruido

de disparo

A poténcia do ruido de disparo apresenta sua origem das flutuagoes temporais da cor-
rente que esta intimamente ligada a quantizacao da carga, ja que toda vez que uma particula
é detectada é detectado um pico na medida da condutancia. Podemos reescrever a poténcia

do ruido de dispara, equacio (1.31), em funcoes dos autovalores da matriz ¢! na forma
p=3,Tn(l — ). (2.9)

A funcao densidade probabilidade da poténcia do ruido de disparo é escrita em funcao
dos autovalores de transmissao da matriz espalhamento. Utilizando a equagao (A.24) escre-
vemos a distribuicao em funcao da poténcia do ruido de disparo para o caso de N canais

que assume a forma

P(p)z/o /0 dry - dr,0(f(p) — ) Ps(71, -, ). (2.10)

As distribuicoes de probabilidade da poténcia do ruido de disparo para os caso N = 1,2

assumem a forma

1 1 1
=+ , se =1,
N=1": P(g) — \/2(17417) \/1—\/1—4p \/1+\/1—4p 5 (211)

2
=5 se b =2.

6sin~! (2—p> —14+2)se0<p<i
N=2:P(g) = i) ( ) ! (2.12)

3m(1—2p)se;<p<3, se B=2

Podemos encontrar as representacoes das distribuicoes de probabilidade da condutancia na

figura 2.2.
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Figura 2.2: Distribuicao da poténcia do ruido de disparo para os casos N = 1,2 em funcao

da auséncia ou presenca da SRT.

No caso da Média da poténcia do ruido de disparo em funcao do ntumero de canais e

auséncia/presenga da SRT podem ser encontradas na tabela 2.1.

(p) |B=1|8=2
N=110,133 0,167
N =210,256 | 0,267

Tabela 2.3: Média da poténcia do ruido de disparo em funcao da auséncia ou presenca da

simetria de reversao temporal para os diferentes nimeros de canais.

A tabela 2.4 contém o valor da variancia da poténcia do ruido de disparo em funcao do

nimero de canais e auséncia/presenga da SRT.
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Var(p) | B=1| =2
N =1 10,008 | 0,006
N =2 10,105 | 0,260

Tabela 2.4: Variancia da poténcia do ruido de disparo em funcao da auséncia ou presenca

da simetria de reversao temporal para os diferentes niimeros de canais.



Capitulo 3

Condutancia de uma Juncao
normal-supercondutor topolégico com

Simetria Quiral

Neste capitulo iremos calcular as distribuigoes da probabilidade da condutancia e
poténcia do ruido de disparo e suas respectivas médias e variancias para juncao metal normal

com um supercondutor topolégico em fungao do ntiimero quantico topolégico Q [9][5].

A funcao densidade de probabilidade para juncao normal-supercondutor topoldgico

apresenta a forma geral[5]

M M
P(Ry) o [] Bor 21 = R [T (R — Ry)™ (3.1)
n=1 i<j=1
onde R?,, representa os autovalores da matriz Tethh, onde R,, € [0,1]. Por suavez |Q| € Z tem
significado de um nimero quantico topoldgico que representa o niimero de estados protegidos
no supercondutor. O indice ¢ = 1 ocorre quando N — |@| resulta em um nimero impar e
¢ = 0 ocorre quando N — |@Q| resulta em um nidmero par. Aqui M representa a dupla

degenerescéncia dos autovalores que se repelem de forma quadratica, definido por

M= W (3.2)
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3.1 Distribuicao de Probabilidade da Condutancia

Nesta secao vamos recuperar as distribuicoes de probabilidade da condutancia para o
caso normal-supercondutor topoldgico obtidos anteriormente pela referéncia [9] para os caso

N =1,2,3,4. E por fim como primeira contribuicao da dissertacao o caso N = 5.

Para que esta dissertacao apresente uma leitura dinamica iremos calcular o caso a dis-
tribuicao da condutéancia para o caso N = 1 e |@| = (0,1), que apresenta o mesmo roteiro
para obtencao das outras distribui¢oes da condutancia ou a poténcia do ruido de disparo.
Contudo nos casos (N=4/Q=0),(N=5/Q=0) e (N=5/Q=1) sao obtidos a parti na mudanga
de variaveis que esta exemplifica no apéndice B, encontrado o resultado para estes casos de

forma numérica.

A partir da equagao (3.1) podemos obter a densidade de probabilidade para @ = (0, 1),
a qual é dada por
P(R) =1. (3.3)

Substituindo a equagao (3.3) na (A.24) resulta na integral que define a distribui¢ao de

probabilidade da condutancia na forma

Plo)= [ dritg - R+ Q) 34

o0

A equagao (3.4) tem como solugao

P(g) =d(9 —1QI)- (3.5)

A média da condutancia assume

{9) =1Ql- (3.6)

enquanto a variancia assume o valor

var(g) = 0. (3.7)
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As distribuicoes de probabilidade da condutancia quando o sistema apresenta o niimero

de canais para os caso N = 1,2,3,4,5 em funcao do parametro topoldgico |@Q| assumem a

forma

N =1:P(g)
N =2:P(g)
N =3:P(g)
N =4:P(g)
N =5:P(g)

\

d(g —1Ql),
6(g—1Qf), se |Q=1,2,

(V8g)~', se Q=1
o(g—1Ql), se [Q=2,3,
2V2B-9)(Vg—1)72, se |Q=1,
2(v29)0(2—g), se |Q[=0.

(g —1Ql),

BV2(4 - g)* (g —2)720(3 —
2(3 — 9)v/g — 126(g — 1)0(3 -

Lrg - & [Vaa- VT2 4 g anctan g — 2)] (g -
(g —1QI),

11258 2(9—3)(g 2)7%
35 V2(9 —4)(g - 2)7,

1575(g— 1)26(259174434g+g 7r0( 1)9(3 . g)

—LIR (9 — 349 — 4T) + V2(g — 1)2(4(5 — 9)v/g — 3x

(g* — 349 + 97)(tan_1(\/9>%3) —gin™! g%l])),
2B Ar0(2 — g) — 222-(1024 — 12809 + 544g? — 88¢°% + g*s

32768 16384
g*")(sin™" (1/277) —sin™! (2)),

N\)—l

)
9),
9);

2),

Se

se

se

se Q=34
e Q=2
se Q=1
se |Qf =
Q= 4,5,
Q=3

QI =2

QI =1,

QI = 0.

As médias da condutancia se encotram na tabela 3.1 e a variancia esta disposta na tabela

3.2 ambas em fun¢ao do parametro topolégico |Q).

As distribuigoes calculadas para o caso N = 5 representa um resultado inédito desta

dissertacao.
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(9) |1QI=0]Q=1|]Q=2]1Q[=3]|Q=4|[Q[=5
N=1| 0 1 . _ _ :
N=21 0,236 1 2 ; _ _
N=3]| 0248 | 1,400 2 3 - -
N=4| 1,714 | 1,857 | 2,286 3 4 -
N=5| 2222 | 2333 | 2667 | 3,222 4 5

Tabela 3.1: Média da condutéancia em fungao do parametro topoldgico |Q| para os diferentes

numeros de canais.

var(g) | 1QI=0|1QI=1]1QI=2]101=3|1QI=4] Q| =5
N =1 0 0 - - - -
N=2] 0,130 0 0 - - -
N =31 0,010 0,183 0 0 - -
N=4] 0261 | 0217 | 0,108 0 0 -
N =51 0,256 0,231 0,162 0,072 0 0

Tabela 3.2: Variancia da condutancia em func¢ao do parametro topoldgico |Q| para os dife-

rentes numeros de canais.

3.2 Distribuicao de Probabilidade da poténcia do ruido

de disparo

Nesta secao encontramos a distribuicao de probabilidade da poténcia do ruido de disparo,
média e variancia com numeros de canais N = 1,2, 3,4,5 variando o parametro topolégico

|Q|. Os resultados obtidos nesta segao sao contribuigoes inéditas dessa dissertagao.
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N=1:P(p) = 6p),

(
i(p), se |Q]=1,2,
N=2:P(p) = | 1V1-vI=2p+4/1+v1=2p
l_l \/‘_1_’_2 9 s€ |Q| = 0
L pl/P
(
i(p), se |Q]=2,3,
\/1+ VI=2p(14+v/T=2p)++/ 1—/T=2p(1—/T=2p) _
N=3:P(p) = NS , se Q] =1,
18 [ A/ 1+VT=2p+/1-vI=2p _
\ 64 \/\—1+2pl » 56 ’Q|_O'
(
i(p), se |Q]=3,4,
15 vV 14+v1=2p(1—p+I=2p)++/1—I-2p(1—p—/1-2p) _
N=4:P(p) = T ,ose Q=2
15\/\/1+ VI=2p(1—/1=2p)++/1—v1=2p(1++/1=2p) se Q] =1
\ VI-1+2p| ’ )
(
i(p), se |Q]=4,5,
/1—vI=2p[vT=2p(2— +3+2+\/1+ T—2p[vI—2p(p—2)+3p+2
N=5:P(p) = X« 256( v AR ] o e ]>a se|@| = 3,
15\f\/1+121p\/ﬁ \/712(1p+\/ﬁ) se |Q|=2
( 128 VI-1+2p) .

As médias da poténcia do ruido de disparo estao dispostos na tabela 3.3.

) [1QI=01Q=1]|Q/=2]]Q[=3|1Q|=4|]|Q=5
N=1| 0 0 - - - -
N=2]| 0267 0 0 ; _ _
N=3| 0343 | 0,228 0 0 - -
N=4| 0229 | 0381 | 0,190 0 0 -
N=5| 0289 | 0260 | 0,367 | 0,162 0 0

Tabela 3.3: Média da poténcia do ruido de disparo em funcao do parametro topoldgico |Q|

para os diferentes ntimeros de canais.

A distribuigdo da poténcia do ruido de disparo para os casos N = (1,2,3,4,5) sao
contribuicoes desta dissertacao. Para os casos em que obtemos o resultado numérico para

poténcia do ruido de disparo (N = 4/Q = 0) e (N = 5/Q = (0,1)) ndo aplicamos a
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A variancia da poténcia do ruido de disparo em fungao do nimero topolégico |@| esta

disposta na tabela 3.4.

var(p) | QI =0][QI=1]|Q[=2 Q=3 ||Q=4]]Q=5
N=1| 0 0 - - - -
N =2 0030 0 0 - - -
N=3| 0030 | 0031 0 0 - -
N=4| 0010 | 0015 | 0,028 0 0 -
N=5/| 0008 | 0006 | 0016 | 0,024 0 0

Tabela 3.4: Variancia da poténcia do ruido de disparo m funcao do parametro topolégico

|Q| para os diferentes niimeros de canais.

propriedade da expansao da funcao delta de Dirac, pois ela sé é 1til para caso em que a

variavel do argumento da funcao delta estd na forma linear.

3.3 Discussao: Juncao normal-supercondutor to-

pologico com simetria quiral

O comportamento da distribuicao de probabilidade da condutancia em uma juncao NS nos
casos N = (2,3, 4e5) podem ser observadas na figura (3.1). A distribuigdo de probabilidade
da condutancia para jungao NS se comporta como condutor normal no caso em que () = 0,
contundo quando N = ) ou N —1 = @ a juncao apresenta uma distribuigao de probabilidade
tipica de supercondutor, figura (3.1). Com o aumento do parametro topolégico que o valor
médio da condutancia aumenta e a variancia diminui até obter o comportamento de um

supercondutor.

As distribuicoes de probabilidade para a poténcia do ruido de disparo estao represen-
tadas de forma gréfica na figura (3.2). Para a poténcia do ruido de disparo observamos as
distribuicoes assumem a forma tipica de um condutor normal para o caso ) = 0. Quando
Q@ = N ou () = N — 1 o sistema apresenta auséncia da poténcia do ruido de disparo, tendo

a juncao NS comportando se como um supercondutor. Com aumento do valor do nimero
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Figura 3.1: Distribuicao da condutancia para o caso N = 2,3,4,5 com a cor vermelha para
os casos ) = 0, verde para Q = 1, Azul para () = 2, laranja para ) = 3, Azul claro para

(Q = 4 e rosa para () = 5.

quantico topoldgico ) a média da poténcia do ruido de disparo diminui até assumi o valor

Zero.
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Figura 3.2: Distribui¢ao da poténcia do ruido de disparo para o caso N = 2,3,4e5 com a

cor vermelha para os casos ) = 0, verde para @Q = 1, Azul para (Q = 2 e laranja para ) = 3.



Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacao estudamos as distribuicoes de probabilidades da poténcia do ruido de
disparo numa junc¢ao metal normal-supercondutor topolégico com simetria quiral, mais espe-
cificamente a classe BDI. Os observaveis de transporte em sistemas topoldgicos apresentam

correlacdo com o numero quantico topologico Q).

Beenakker e colaboradores realizaram um estudo da distribuicao da condutancia numa
juncao normal-supercondutora obtendo resultados analiticos [9]. No entanto nao foi obser-
vado na literatura nenhum estudo relacionado a poténcia do ruido de disparo, desta forma,
fomos motivados a estudar a estatistica da poténcia do ruido de disparo em fungao do niimero
quantico topologico () para estes tipos de jungoes.

Nossa abordagem ocorreu via teoria de matrizes aleatorias e reproduzimos as expressoes
analiticas para distribuicao de probabilidade da condutancia para os casos N = 1,2,3,4 e
contribuimos com o caso N = 5. Para poténcia do ruido de disparo obtivemos os casos
N =1,2,3,4,5.

Como perspectivas de estudos futuros, podemos analisar as distribuicoes de probabili-

dade da poténcia do ruido de disparo para as classes D e DIII [5].



Apeéendice A

Apendice A

A.1 Expansao da funcao delta de Dirac

Usando as propriedades da expansao da fungao delta de Dirac §(z), iremos transformar
uma distribuigdo de duas varidveis (x1, z3), em uma unica varidvel (x3), Sendo g = 1 + 3.
Para exemplificamos o uso da propriedade da expansao delta de Dirac a equagao (A.19),

tendo uma funcao probabilidade dada por:

P(g) = /01 /01 d(g — x1 — x9) P(x1, x9)dx1dg (A.1)

s — gle)) = Y M) (A2)

Onde z,, sdo as raizes da equagao (z — z,,). Organizando a parte da integral do delta

de Dirac da equacao da distribuicao probabilidade, reaparece no formato:

1 1
P = [ [ o= - )Pl s, (A3)
0o Jo
Simplificamos de maneira que apareca na forma abaixo.
0(g — 21 — x2) = (21 — (g — 22)) (A.4)

Em seguida redefinimos o intervalo de integracao: (0 < g—xo < 1) x =1 = (0 > 29 — g >

1) +g—=(g>x0>—-1+9)

P(g) = /0 /o 1 — (g — 22)) P(xy1, x2)dz 1 dzy (A.5)
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P(g) = /: P(g — x2,22)ds (A.6)

Encontramos entao uma funcao de uma unica variavel, tendo vital importancia este
método ao longo deste trabalho, tornando nosso problema mais simples, utilizando o proce-

dimento para simplificar o calculo das funcoes distribuicoes acumuladas.

A.2 Teoria da probabilidade

A probabilidade esta relacionada a chance de observacao de um certo fenomeno, que
denominamos evento, pertencendo ao espaco amostral s representando o conjunto de todos
os possiveis resultados. Seja um evento z,, observado m vezes em n realizagoes, temos uma

probabilidade P(z;) definida por

P(z,) = % (A7)

O sistema é representado por variaveis estocdsticas, existe uma indeterminacao no pro-
cesso de medida por conta da aleatoriedade do sistema. A probabilidade de ocorréncia de
uma variavel estocastica ou varidvel aleatéria é dado pela equagao (A.7) obtida através do
experimento associada a uma sequencia de observacgoes do resultado da variavel x, onde
x € R. H& conceitos probabilisticos importantes para a interpretagao estatistica que

serao utilizados ao longo deste trabalho, sao elas:

e A fungdo distribui¢do acumulada (f.d.a) [48] que representaremos pela expressao Fy(x),
associa a probabilidade da ocorréncia dos possiveis eventos a um intervalo numa reta
ou em um conjunto de dados.

Fo(x) = / " P (A3)

—0o0

e A funcao densidade probabilidade (f.d.p) relaciona a probabilidade a um ponto na reta
ou ainda a um conjunto de elementos, representado pela expressao P,(z). Que nada é
mais do que a derivada da f.d.a como podemos observa

_ dFy(x)

Pe(x) dx

(A.9)
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A.2.1 Momentos

Os momentos sao grandezas estatisticas importantes, pois armazenam informacoes da
distribuicao do conjunto das possiveis configuracoes do fenomeno estudado. A definicao do
momento de n-ésima ordem é dada por

o0
(z") = / dxx" P,(x). (A.10)
—0o0

Alguns momentos apresentam nomes especificos na estatistica. Quando assumimos a
funcao (A.10) com n = 1, obtemos o primeiro momento da variavel estocdstica x, denominada
como média (x). A média nos fornece o evento que apresenta a maior chance de ser observada
em um certo nimero de repetigbes num fendémeno aleatério, figura (A.1). A média ou

primeiro momento é dado por

(x) = /OO dxxP,(x). (A.11)

—00
Quando n = 2 na equacao (A.10), obtemos o segundo momento que estd relacionado

a dispersao de probabilidade, figura (A.1), tendo relagdo com a largura da distribuicao da

varidvel estocéastica x

(z?) = /OO dxz®Py(x). (A.12)

—00

Tendo em posse do primeiro e segundo momentos, equagoes(A.11) e (A.12), encontramos a
variancia

var(r) = (z%) — (x). (A.13)

A variancia é a medida de dispersao definida como a média do quadrado dos desvio dos

elementos em relacao a média, pode ser observado na equagao (A.13).

Podemos também ter sistemas que envolvam muiltiplas variaveis estocasticas que preser-
vam as propriedades f.d.a e f.d.p anteriormente mencionadas. Para um melhor entendimento

vamos se restringir ao caso com duas variaveis dada por

x y
Py (X y) = / dx / dy Py (2, Y). (A.14)

Onde a f.d.p satisfaz a relagao de normalizacao

/ da / dyPouy(2,y) = 1. (A.15)
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P

x(x)

0.8

0.6

0.4

Figura A.1: Representacao grafica da média e variancia de uma variavel estocastica x.

Podemos reduzir equagao (A.14) a distribuigdo de uma varidvel, realizando a integral
em todo espacgo da variavel y, ocasiona uma distribuicao apenas em x na forma

Py (z) = /_OO dyPi.y) (2, y). (A.16)

[e.9]

Os momentos para o caso de multivaridvel, definidos pela equacdo (A.10) assume a

forma andloga
(x"y™) :/ dx/ dyz"y™ P vy(z, ). (A.17)

Nas configuracoes do sistema em que a variavel em funcao das variaveis estocasticas,
por exemplo Z = G(x,y), sendo Z fungao de = e y, a distribuigdo da probabilidade da fungao

Z assume

Poe) = [ o [ ays(2 — Gl P (5.9) (A.15)

A.2.2 Generalizacao da funcao delta de Dirac para o calculo de

funcoes distribuicoes de probabilidade

Em geral queremos a distribuigao da varidvel g(x), contudo sabemos a distribuigao da
variavel aleatdria z, como entdo encontrar a distribuigao da grandeza g(x)? Fazemos uso da

funcao delta de Dirac para executar tal artimanha.

Para construirmos a justificativa para o uso da funcao delta de Dirac partimos de algo

béasico. Dados dois eventos P(A) e P(B) a probabilidade de B condicionada a A é represen-
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tado por
P(ANB)

P(BJA) = PA)

(A.19)

Esta definicao motiva a préxima, que é a densidade de probabilidade de P(y) condicio-

nada a ocorréncia de P(z)
PX|Y(£7 y)
Py(z)

Pyiz)(y) (A.20)

simplificamos a distribui¢ao para uma tinica variavel, basta calcular a integral em relagao
a todas variaveis do sistema exceto a variavel que seja interesse a f.d.a seja funcao, escolhemos
por exemplo em funcao da variavel y

+oo +o0
Py(y) = / Py (2, y)dr = / Pya(y) fol(x)de. (A21)

o r=—00

Vamos ao caso em a variavel y = g(x) que tem como significado a fun¢ao de probabili-

dade condicionada, que esta escrita em funcao de x dado por
Pyp(y) = 6(y — g(x)). (A.22)

A equagdo (A.22) é uma fungdo densidade probabilidade, ji que a sua integral em
todo espaco x tem como resultado 1. Vamos entao calcular Py (y) que representa a funcao

densidade probabilidade em funcao de y assume a forma

+oo +oo
P = [ PrwPx@is= [ 8- g@)Pi)s (A.23)
De forma geral, sendo w = P(zy,---,x;), conhecendo a distribuigdo conjunta
(1, ,2;), aplicamos uma densidade marginal assim como na equagao (A.21), montamos

no formato da equacao (A.23), obtemos a generalizacdo como

+oo +oo
Pw(w) = / / 5(w—f(x1, 7xi))PX1,~~-,Xi(x17"' ,ZL'Z)dZL'ldI‘Z (A24)

1=—00 i=—00



Apeéendice B
Mudanca de variaveis

Nossos casos calculados de forma numérica, a expiragao para mudangas de varidaveis foi en-
contrado da referéncia [49], para o caso em que N = 2 a poténcia do ruido de disparo de
Wigner-Dyson e o normal-supercondutor, caso em que o nimero de canais assume M = 2, a
funcgao densidade probabilidade no caso de Wigner-Dyson tem como variavel 7; que representa
o0 i-ésimo autovalor da matriz espalhamento, no caso normal supercondutor topologico tem
como o i-ésimo autovalor da matriz reflex?o a variavel R;. No exemplo desenvolvido abaixo
utilizaremos a variavel 7, apresentando o caso mais geral. A principio temos a fungao den-
sidade probabilidade na forma, tanto para o caso Wigner-Dyson ou Normal-supercondutor

(que basta substituir 7; — R;),
Pi(71,72) = Cglmi — 1ol *(mima) [(1 = 71) (1 — 72)]" (B.1)

Para calcularmos a funcao que define a distribuigao para a poténcia do ruido de disparo

resolvemos a integral que surge a parti da equagao (A.24),
1 1
P(p) = /0 dTl/O d7'25(p - 7'1(1 - 7'1) - 7'2(1 - Tz))Pé(Tl,ﬁ% (B-2)
Para solugao da integral B.1, realizamos uma primeira mudanca de variavel, substituimos
z; = 1;(1 —7;) com i = 1,2. Resolvemos a equacao abaixo:
—7'i2 +7—x; =0, (B.3)

Encontramos as raizes em funcao de 7; na forma,

. 1—|—O'i\/1—|—4$i

T;
2
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Onde 0 = =£. Nessa transformada obtermos no intervalo 0 < z; < i.Se faz necessario

calcular a funcao inversa obtendo,

l’i:TZ’—TZZ%TZ':fEi—x?

T T T T 1 T T T T T
0.25 — __ 08k -
0.2F a
s . 0.6 -
»0.15F 1 e
I 041 -
0.1F i
0.05 4 oIr i
0 A ! A ] A ] A ! . 0 ] P S ST N [
0 0.2 0.4 T 0.6 0.8 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
X

Figura B.1: Poténcia do ruido de disparo p = 7(1 — 7) e a funcao inversa 7 = 7(p). Temos

a regi?es da funcdo inversa apresentada em cores diferentes: 7+ (azul) e 7(~) (vermelho).

Temos o quadrado com intervalos [0,1/4] x [0,1/4] no plano x;zs, no plano 717 temos o

dominio [0, 1] x [0, 1] como ilustra a figura B.2.
Regiao I:
-1 = %|01\/1—74x1+02\/1—74$2\

- %|afafm+ o1 03 V1 — 4|

_ %|m — o705 V1 — 4y
note que o, o0y =0, 0] = 1.

T Ty = }L|(1 +orV1I—1—4z1)(1 40, V1 —1—4ay)|
_ }1‘“ VT T o)1~ VI 1— i)

Regiao I1:

1 1
T — 75| = §|\/1 —dxy —of o, /1 — day| = §|\/1 — 4z — /1 — 4y
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1/2 1 T, 1/4 X1

Figura B.2: Intervalo das varidveis (71,72) a esquerda, intervalo das varidveis (z1,x2) a

direita.

L -1

T Ty :Z|(1+\/1—1—4x1)(1—\/1—1—4x2)\
Regiao I11:

1
It — 7| = VT 4+ VI~
1

i = (VI T—da)(1+ VT — T~ i)

Regiao IV

1
| — 7o | = §|\/1 — 4z + V1 — 4y

1
T Ty = Z](l—l—\/l —1—4z)(14+ V1 —1—4xy)|

A jacobiana fica na forma:

or orT 1 1 .
or: or: 1 1
9or  Ors 0 5(2\/1—4:02><_4)
1
Det|J| = (B.4)
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No geral nossa fungao distribui¢ao conjunta,

1 V1 =4z, + 01091 — 415|?
f(al,ag)(xth) = Br2pt2 | ! 172 2| (1+O’1\/1—1—4ZE1)“
2P+2pt2n \/(1—4x1)(1—4x2)

X (1 + 09V 1—-1-— 41’2)#(1 — 01V 1—-1-— 41‘1)17(]_ — 0'2\/1 —1- 41‘2)77

Em nossas novas variaveis reescrevemos nossa distribuicao do ruido,

Lo
Wi(p) = /0 dxl/o dz20(p — 21 — T2)p(— ) (21, T2)
Lo
+ / dxq / dz20(p — 21 — T2)P(+4) (21, T2)
0 0

1 1
i i
+ 2/ dxl/ dz20(p — 21 — 22)p(—,—)(T1, 2)
0 0

No ultimo termo da integral apresenta um fator multiplicativo 2 pois a IV e Il sao seme-

lhantes. Em seguida vamos executar uma segunda mudanca de variavel,

U =21+ T2 (BS)

V=12 — Ty (B.6)

As mudangas de varidveis representadas nas equagoes (B.5) e (B.6) geram uma nova relagao
nos intervalos de integracao que est?o representados na figura(B.3). Onde encontramos as

variaveis antigas em funcao das novas,

u—+v
Ty = 9
u—v
A jacobiana fica na forma:
Oz Oz 11 1
D _ ou  0Ov —| 2 2 == B.8
et|J| S L 5 (B.8)
ou Ov 2 2

A funcao com as novas variaveis,

ex  WI= 2t 0) — 0100y/T— 2u o)) (1+0y/T=20+0))"

Joron(wv) = ogm, VIL=2(u+ )L — 2(u — v)]

x (1+oyT=2u+0) (1-ovT+2w+v) (1-oyT-2u+v)"
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1/2

1/4

Yy x,  a e v

Figura B.3: Intervalo das varidveis (z1, x2) a esquerda, intervalo das varidveis (u, v) a direita.

Nossa distribuicao conjunta assume,
1
P(p) = 5//dUdvé(p_u)f(m,az)(uav)
Q
1
+ 5//dUdU(S(p_u)f(Ul,tm)(uvv)
Q
[ [ dudeso = wfion(.0)
Q

Temos os novos espacos de integracao que sao,

curva I:

v=1u (B.9)
Curva II:

v=1u (B.10)
Curva I11:

1
v=g +u (B.11)

Curva IV

v==+4u (B.12)
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Note que as regi?es Il e IV, assim como [ e I[ sao semelhantes em quest?o do sinal da

equacao. Temos a integral na regi?o §2:

Yoo I
//dudv:2/ du/ dv+2/ du/ dv,
Q 0 0 3 0

A distribuicao da poténcia do disparo representado,
Wp) =L+ 1+ 13).

Observamos as relacoes,

1

h= [Ndustp =) [ dosi o)+ [Caustp—w [T duic o)

[N

1

L= [ austp—) [ dofie@o)+ [Tause-) [* dofiefu.0)
0 0 = 0

o=

b= [Caustp =) [ v+ [T s —) [7dofe s

1 _1
u 2 U—3

Simplificando nossa equagao (B.14),

we - [ ' dud(p ) | vt

0

+ /04 dud(p — u)/o dv fit4)(u,v)
+ /04 dud(p — u)/ dvfit—(u,v)

—Uu

Para distribuicao da poténcia do ruido de disparo no intervalo 0 < p < }L.

W(p) = /é dud(p — U)/O;u dv f(- - (u,v)

1
4

o [ dusto—w) [* e o)
1 0

1
4

+ ﬁ du5(p—U)/  duf o (u,0)

Para distribuicao da poténcia do ruido de disparo no intervalo %

intervalo de integracao p — % —p.

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

1 .
< p < 3 redefinimos o
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