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RESUMO

Emaranhamento é o cerne do desenvolvimento atual de processamento quantico da infor-
macdo [10]. A utilizagdo do emaranhamento na comunicacdo pode ampliar a capacidade do
canal [12] como também sua eficiéncia [13], na criptografia quantica [14] e na teletrasporte
quantico [15]. Beeneakker propde que um bilhar quantico balistico pode ser usado como um
orbital emaranhador, ou seja, um formador de emaranhamento para pares de elétrons ndo
interagentes construido a partir do gas de elétrons bidimensional (2DEG) [32]. Os elétrons
se movem sem perder a coeréncia de fase sendo considerado cadtico, se o acoplamento é
suficiente fraco para que o tempo médio de permanéncia dos elétrons dentro da cavidade
Tdwell, €xceda o tempo necessario para o elétron explorar todo o espago de fase 7.,. Como
as particulas dos sistemas tem dindmicas cadticas a teoria de matrizes aleatérias [33] pode ser
aplicada. Esta teoria classifica os sistemas devido a algumas simetrias particulares do mesmo
[37] [38] em trés grupos de simetrias (ou seja, dez classes de simetria) que sdo: Wigner-Dyson,
Quiral e Altland-Zirnbauer [39] [40] (3 classes de Wigner-Dyson, 3 classes Quiral e 4 classes
de Altland-Zirnbauer). Os resultados da distribuicdo da concorréncia e do emaranhamento de
formacdo para o bilhar de Schrondinger, nos casos em que preserva ou ha quebra da simetria
de reversdo temporal ja sdo bastante conhecidos na literatura [19]. Nesta dissertacdo faremos
contribuicoes dos estudos analiticos das distribuicdes da concorréncia e do emaranhamento
de formacdo em um bilhar quantico cadtico com simetria de sub-rede (SLS) ou simetria quiral
[37]. O SLS esta presente nas estruturas de rede bipartida com duas sub-redes interconec-
tadas [38]. A SLS descreve sistemas com amplitudes de hopping aleatérias (desordem ndo
diagonal), que sdo descritos pela equacdo de Dirac dando origem ao nome Bilhar de Dirac
Caético.

Palavras-chave: Emaranhamento, estado de Bell, concorréncia, emaranhamento de forma-
cdo, distribuicoes de probabilidade, bilhar quantico.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Nesta dissertacao, vamos fazer uma revisdo de literatura a respeito de um breve histo-
rico, definicdo, formas de quantificacdo, caracterizacao e utilizacdo do emaranhamento. Em
seguida estudaremos os bilhares quanticos e o espalhamento de elétrons no mesmo para en-
tao considerar determinado bilhar quantico como um emaranhador de elétrons e em seguida
faremos uma breve revisdo sobre os contelidos principais da fisica mesoscopica com destaque
no transporte quantico de eletréns através de nanoestruturas. O prefixo "nano"deriva da pa-
lavra grega "nanos"que significa an3o e sua ordem de grandeza é um bilionésimo (107?) de
uma certa escala. Logo nanoestruturas sao pequenos arranjos de atomos ou moléculas, da
escala nanométrica, e que estdo organizados de forma a desempenhar alguma funcao. Por
exemplo: DNA, glicose, molécula do ozénio [1]. Gracas ao avanco e desenvolvimento da
mecanica quantica a partir do século X X, hd um grande interesse em sistemas nessa escala
devido a crescente miniaturizacao de dispositivos eletronicos e a producdo de materiais com
capacidade de armazenar informac3o de altas densidades que na decada de 70 sé era possivel
com a utilizacdo de supercomputadores [2], tal 4rea de estudo é conhecida por nanociéncia
e nanotecnolégia. Finalizamos este capitulo introdutério com as pretencoes desta dissertacao
para os demais capitulos.

1.1 Emaranhamento

1.1.1 Origens historicas

Durante o século X X, a Mecanica Quantica se tornou uma das teoria fisicas mais bem
sucedida, o possibilitando a descricdo precisa de sistemas microscépicos e mesoscopico. Uma
das caracteristicas mais notavel da mecanica quantica é que a mesma pode ser descrita de
diferentes maneiras, sendo cada uma delas consistente com experimentos quanticos, isso
se da pelo fato de que a mecénica quantica nao obtem resultados a partir de uma Unica
medicdo de forma deterministica, gerando com isso uma variedade de paradoxos. O termo
alem3o "Verschrankung", que depois traduzido para o inglés como "entanglement"e para o
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portugués como emaranhamento, foi usado pela primeira por Schréginger em 1935 motivado
pelas idéias de Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) exposta na referéncia [3]. No final de 1920
a maioria dos principios fundamentais, ou postulados que norteiam a mecanica quantica ja
estavam bem conhecidos. Porém o paradoxo EPR pretendia mostrar que a teoria quantica era
incompleta, evidenciando a falta de algum elemento de realidade que ficou conhecido como
realismo local.

Em 1935, Albert Einstein, Boris Podolsky e Nathan Rosen apresentaram um trabalho
[3], denominado pelas iniciais de seus nomes como EPR, contendo as implicacBes logicas
do principio da superposicdao quando aplicado na descricio de um sistema composto, onde
os mesmos demonstraram a incompletude da Mecéanica Quantica por meio da hipdtese de
ndo-localidade, que mais tarde em 1980 comprovousse ser verdadeira por Alain Aspect[4,5].
Segundo o EPR se as condicdes de realismo local for introduzidas na Mecanica Quantica,
obteremos uma contradicdo. Tentando contornar esse indeterminismo intrinseco a Mecanica
Quantica Einstein afirmava que existiam um conjunto chamado de variaveis ocultas, que
conteriam os ingredientes necessarios para explicar este indeterminismo porém estariam fora
do escopo da Mecanica Quantica. Um exemplo dessa contradicdo seria o seguinte [4]: Dois
observadores, Alice e Bob, preparam duas particulas sob os vinculosl: (i) os momentos sdo
relacionados por p;+p2 =0 e (ii) a posicdo relativa entre as mesmas sempre serd xo —x1 = L,
onde L é grande. Em seguida, primeiro Alice mede x1 ou p; e depois Bob mede p3. Supondo
que as particulas n3o interagem, o resultado da medida de p2n3do pode depender se é medido
x1 ou p1. Contudo, se Alice medir pie obter que p; = p, automaticamente Bob terd que
encontrar que p2 = —p pois p1 +ps = 0. Por outro lado, se Alice medir z1, ndo pode medir p;
e, conseqlientemente, nada pode ser dito sobre ps. Porém, como foi suposto que a medida de
p2 ndo pode depender da escolha de Alice, entao Bob tera que encontrar po = —p, um resultado
pré-determinado independente do resultado da medida feita por Alice! No primeiro caso, a
incerteza de Bob sobre o valor do momento de sua particula antes da medida é subjetiva, ou
seja, depende do resultado de Alice. Ja no segundo caso, a incerteza de Bob é objetiva, ou seja,
depende da relacao de incerteza. Se Bob tivesse medido antes de Alice, ndo seria possivel
distinguir a incerteza subjetiva da objetiva. Tal contradicdo fez com Einstein, Podolsky e
Rosen propusessem que a Mecadnica Quantica seria uma teoria incompleta. Contagiado pela
hip6tese do EPR, Schrédinger apresentou [5] as consequéncias do principio da superposi¢do
quando aplicado a um sistema composto de duas partes. Schrodinger imaginou uma situacdo
na qual uma gata se encontre dentro de uma caixa completamente fechado. A gata pode ou
estar viva (|Viva)) ou morta (|Morta)). Dentro dessa caixa a também uma 4tomo instével
(|atomol)) que pode ser decaido para um atomo estavel (|atomo2)). Suponha que a energia
liberada nessa transicao seja suficiente para ativar o mecanismo que libere um gas altamente
téxico, o qual mata rapidamente a gata. A mecanica Quéantica nos diz apenas a probabilidade
do isétopo decair, proibindo de prever deterministicamente quando isso ocorre. Dessa forma,
aceitando a validade do principio da superposicao chegamos a conclusdo de que o estado do
sistema composto pela gata e pelo atomo é

|) = alatomol) |Viva) + f |atomo2) | Morta) (1.1)

onde o médulo ao quadrado dos coeficientes o e 3 como sendo a probabilidade do 4tomo nao
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decair e decair, respectivamente.

Mais tarde em 1964, John S. Bell [6], mostrou que o principio da superposicdo aplicados
a sistemas compostos produz previsdes quantitativas que, se confirmadas experimentalmente,
provarial aspectos n3o locais da Mecanica Quantica, utilizando para isso um sistema composto
mais simples do que o usado na referéncia [3], que foi um par de sistema de dois niveis, como
por exemplo, spin de dois elétrons ou a polarizacdo de dois fétons. O ponto chave desse
experimento é a violacdo da desigualdade de Bell. Imaginemos o seguinte experimento [4]:
Um estado de duas particulas é preparado e cada uma delas é enviada a um observador, Alice
e Bob. Alice recebe a particula A e Bob a particula B. Cada observador possui dois aparatos
experimentais para medir propriedades fisicas dessas particulas. A escolha dos aparatos usados
para medir sera feita independentemente por cada observador e as medidas serdo realizadas
simultaneamente para garantir que as medidas feitas por Alice n3o influenciardo as feitas
por Bob, e vice-versa. O operador de Bell B que relaciona todos resultados das medicGes
do sistema total tem como resultado uma desigualdade com B < 2, que é conhecida como
desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH) que é a forma da desigualdade de Bell
[7] mais estudada na literatura e é equivalente a qualquer outra desigualdade de Bell para
dois qubits com dois observaveis dicotomico por observador.

1.1.2 Definicao e propriedades basicas

Conforme o que foi dito na subsecdo anterior, o emaranhamento surge naturalmente ao
aplicarmos o principio de superposicao a sistemas fisicos compostos. Logo o emaranhamento
quantico é uma propriedade da mecanica quantica que permite a dois ou mais objetos estarem
de tal forma (cor)relacionados que n3o é possivel descrever completamente um deles sem
relaciona-lo aos demais. Estas correlacGes ndo podem ser descritas apenas com probabilidades
ou quaisquer outros recursos classicos. Dado um sistema de duas partes emaranhadas, o
emaranhamento faz com que medicGes realizadas em uma parte parecam estar influenciando
a outra parte e sugere que alguma influéncia se propaga instantaneamente entre os objetos
no momento da medicdo, independente da distancia que os separe. Um dos mais importantes
principio [8] é o que diz que a todo estado de um sistema fisico podemos associar um vetor
pertencente a um espaco de Hilbert. Esse vetor caracteriza completamente o sistema fisico
em questdo. Um espaco de Hilbert é definido matematicamente como um espaco vetorial
complexo, completo e provido de uma métrica (distancia entre vetores), a qual é obtida por
um produto escalar.

Num espaco vetorial H, qualquer combinacdo linear entre dois elementos deste espaco, é
também um elemento pertencente a este espaco vetorial, este fato é conhecido como principio
da superposicdo ou da linearildade da Mecanica Quantica, e escrevemos matematicamente
como:

Se 1) ele) € H, entao|y) = aibr) + B we) (1.2)

onde «, 5 s3o nimeros complexos. Sejam H 4 e Hp ambos pertencentes a H, diz-se que um
estado quantico bipartido descrito pelo operador densidade p4p que atua em Ha Q@ Hp, é
separavel se existir uma distribuicdo p; e dois conjuntos de estados descritos por pf4 e piB, que
atuam em H 4 e Hp, respectivamente, tais que o estado total do sistema possa ser escrito
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como

paB =2 Ha®Hp (1.3)

logo podemos dizer que um estado emaranhado é um estado que ndo é separavel.
Exemplo 1: O estado |§), =|01) é um estado separavel, uma vez que admite a seguinte
decomposicdo |0); ® [1);.

Exemplo 2: O estado |€), = 3(]00) +|01) + |10) + |11)) pode ser reescrito como |€), =
110y @ 1)) + (|0) ®|1))] e, por isso é considerado como um estado separével.

Exemplo 3: O estado [¢), = %(\OO} +|11)) n3o pode ser reescrito como um produto
tensorial de estados puros de 1 qubit, logo é considerado um estado ndo separavel, ou seja,
emaranhado.

O conceito de emranhamento também se aplica a sistemas de mais de dois niveis, e, em
especial, a sistemas descritos por variaveis continuas [30]. No qual n&o iremos abordar nesta
dissertacao.

1.1.3 Aspectos Qualitativos do Emaranhamento

E necessario saber caracterizar se determinados estados quanticos est3o ou n3o emara-
nhados. Isto é, dada uma matriz de densidade p, queremos saber se ela representa um estado
quantico emaranhado. Para sistemas bipartites descritos por estados pertencentes ao espaco
de Hilbert de baixa dimensionalidade existe procedimentos operacionais para conferir se a
matriz densidade que descreve o sistema é separavel (ndo-emaranhado). Para estados pu-
ros, existe uma relacdo intima entre emaranhamento e violacdo da desigualdade de Bell (Ver
Apéndice A). N3o sendo vélida para estados mistos, estes podem ser explicados por meio de
uma teoria de variavel oculta local. Assim, esses estados satisfazem qualquer desigualdade de
Bell que venhamos a construir. Surgem varios critérios operacioanis de separabilidade em que
decider n3o aborda-los aqui neste trabalho. Para estados puros (T'r(p?) = 1) é facil ver que se
conhecemos uma das matrizes densidade reduzidas do sistema podemos decidir se temos ema-
ranhamento. Caso a matriz reduzida seja pura (77 (p?) = 1) o sistema é separavel, estando
emaranhado quando p; é ndo pura (T7(p?) < 1). Isto &, se temos alguma informacdo prévia
do sistema em questdo (lidamos com estados puros), podemos decidir sobre seu emaranha-
mento sem conhecermos seu estado global. Conhecendo-se apenas os elementos diagonais da
matriz reduzida de um dos subsistemas, podemos decidir se temos ou nao emaranhamento.

1.1.4 Aspectos Quantitativos do emaranhamento

Se pode ser identifido a existéncia de emaranhamento em um sistema quantico é natural
querer saber o quanto ele estd emaranhado. Existem varias medidas de emaranhamento £
atualmente utilizadas, citamos algumas mais conhecidas como: a Entropia de Von Neumann
E(1)), Emaranhamento Destilavel Ep, Concorréncia C e o Emaranhamento de Formacdo £(C),
no qual estes dois tltimos iremos abordar nesta dissertacdo. Os Horodeckis [49] mostraram que
para estados mistos bipartite (estado emaranhado formado por dois subsistemas), quaisquer
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medidas de emaranhamento E que satisfacam alguns axiomas especificos, devem ter Ep e
E(C), como limitantes inferior e superior, respectivamente. Ou seja

Ep <E<E(C) (1.4)

1.1.4.1 Emaranhamento de Formacdo £(C)

Fisicamente o Emaranhamento de Formacdo £(C) de p estados mistos é entdo definido
como o ndmero minimo de singletos (estado bipartite maximamente emaranhado) necessa-
rios para produzir um conjunto de pares de particulas descritas pelo estado p, usando-se
apenas LOCC(Operacdes Locais e Comunicagdo Classica) [14], ou em outras palavras é o
emaranhamento médio dos estados puros da decomposicao, minimizado ao longo de todas as
decomposicdes. Define-se o £(C) do seguinte modo:

£(C) = miﬂZPiE(%) (1.5)

onde p = ;pi|vi) (¢i| e E(1;) é a Entropia de Von Neumann para o estado puro [i;).
Temos que encontrar as decomposicdes de p em estados puros para minimizar a equacdo
acima. Wootters [99] conseguiu obter uma expressdo analitica para sistemas mistos 2 X 2.
Porém n3o vamos refazer aqui tal deducdo por ser demasiadamente extensa e foge objetivo
deste trabalho.

1.1.4.2 Concorréncia C

A concorréncia para o estado puro é definida como [9]
= [(¥lv)| (1.6)
onde ‘@Z> = ¢1 |10) + c2|01). Normalizando temos

C = 26102 (1.7)

no qual ¢; e co sdo reais e usando que ¢ +co = 1. Para estados bipartite a Concorréncia é

definida como [9]
C = 24/ Det[y71] (1.8)

onde 7y é 0 peso do estado normalizado. Ou também definimos como C'(p) =max {0, A\; — Ay — A3 — A4}
onde os \; com ¢ =1,2,3,4 s3o os autovalores da matriz p, com p sendo a matriz densidade

de 4 x 4 dois-qubits (p = ‘<11’711>|<11”11>| em nosso caso) e p = (oy ®oy)p* (0, ®0y), onde o, é a
segunda matriz de Pauli e px é a matriz complexo conjugada de p. A concorréncia varia de
0 a 1. Onde C =0 corresponde a separavel estados ndo emaranhados e C =1 corresponde a

estados maximamente emaranhados(estado de Bell).
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1.1.5 Utilidades e aplicac6es do Emaranhamento

Emaranhamento é o cerne do desenvolvimento atual de processamento quantico da infor-
mac3o [10] e computacdo [11]. A utilizagdo do emaranhamento na comunicagdo pode ampliar
a capacidade do canal [12] como também sua eficiéncia [13], na criptografia quantica [14] e
na teletrasporte quantico [15]. Emaranhamento é a chave para uma comunicacdo segura [16].
Em computacao quantica, qubits sdo macicamente emaranhados. Muitos sistemas emaranha-
dos podem ser encontrados na natureza, porém so em alguns casos este emaranhamento pode
ser estudado e usado em aplicacdes. Até agora, tem-se voltado muita atencao na preparacao
e investigacdo de fétons emaranhados [17] e mais recentemente, de 4tomos emaranhado [18]
e outros estudos usam particulas elementares (kaons) e eletréns.

O Beeneakker propée um bilhar quantico balistico como um orbital emaranhador, ou seja,
um formador de emaranhamento para pares de elétrons n3o interagentes. Tomando um bilhar
quantico cadtico como um emaranhador [19] é possivel escrever para isso o emaranhamento
de formacdo £(C) e a concorréncia C em termos dos autovalores de transmissdo 71 e T2 da
matriz de espalhamento S no qual veremos mais adiante.

1.2 Bilhar Quantico

Entendemos por bilhar quantico caético mostrado na figura 1.1 [20], um ponto quéntico
no qual os elétrons tem uma dindmica cadtica. O ponto quantico é um dispositivo eletronico
no qual se estuda os obeservaveis fisicos como a condutancia e o ruido de disparo. Um bilhar
quantico é semelhante a um bilhar de sinuca so que com dimensdes muito pequenas sendo o
mesmo fabricado por elementos condutores delimitados por regides isolantes e com dimensdes
espaciais suficientes para que n3o percam a coeréncia de fase no transporte de eletréns através
de sua estrutura. O bilhar quantico se comporta como um poco de potencial que confina
os elétrons em todas as trés dimensoes espaciais. Devido a sua pequena dimensdo, estas
estruturas tém propriedades eletronicas entre as de semicondutores macroscépicos e aqueles
de moléculas discretas em uma regido com tamanho da ordem do comprimento de onda de
Broglie dos elétrons, alguns nanometros em um semicondutor. Comportam-se como atomos
artificiais, onde o potencial do nicleo é substituido pelo potencial de confinamento. O que
resulta numa forte quantizacdo dos niveis de energia. Os bilhares quanticos em sua geometria
e estrutura podem ser:

» Fechado: Caracterizado por niveis de energia e funcdes préprias utilizando para isso o
Hamiltoniano H, onde o Hamiltoniano H é o observavel correspondente a energia total
do sistema.

» Aberto: Conectado aos guias de onda é descrito através de sua matriz de espalhamento
S.

= Geometria regular: O transporte de elétrons apresentam propriedades especificas e nao
universais.
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» Geometria irregular: O transporte de elétrons podem apresentar caracteristicas univer-
sais passando a ser distiguidos por classes de simetrias universais que dependem de certas
simetrias fundamentais como exemplo: simetria de rotagdo de spin (SRS), simetria de
reversdo temporal (SRT), simetria de sub-red (SLS), entre outras.

Figura 1.1 O Bilhar quantico. Em (a), (b) e (e) os bilhares sdo abertos enquanto em (c) e (d)
sao fechados. Em (c) e (e) a geometria é regular enquanto os demais a geometria é irregular e
assimétrica. As figuras (a) e (b) foram retiradas de [21] enquanto a figura (e) foi retirada de
[22]

O sistema aberto pode ser considerado caédtico, se o acoplamento é suficiente fraco para
que o tempo médio de permanéncia dos elétrons dentro da cavidade 74,¢;;, €xceda o tempo
necessario para o elétron explorar todo o especo de fase 7., assim, a dindmica do sistema
continua sendo universal .Os bilhares de Schrodinger e Dirac, no qual iremos abordar nesta
dissertacdo, correspondem a bilhares abertos e cadticos, no qual definiremos mais tarde,
possuem aproximadamente 10% 4tomos e um ntimero equivalente de elétrons que se encontram
fortemente ligados a esses atomos. Assim como acontece nos atomos reais, para remover um
elétron do bilhar quantico é necessario adicionar energia finita que se assemelha a energia de
ionizacao de um atomo real. Devido ao confinamento dos elétrons, os niveis sdo discretizados,
sendo necessario ema energia discreta para excitar o sistema, por essas caracteristicas podemos
defini-los como atomos artificiais [23].

1.2.1 Fisica Mesoscopica

A Mesoscopia, palavra inventada por Van Kampen em 1981 [2], estuda a fenomenologia da
mecanica quantica para entender processos maiores, tendo em vista por exemplo transportes
quanticos de elétrons por nanoestruturas e a condutancia delas. Mesoscopia é a face inter-
mediaria do microcosmo e do macrocosmo figura 1.2. O que se entende por microscdpico é a
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escala de tamanho da ordem de poucos diametros atomicos ou do comprimento de onda de de
Broglie (i.e. atomos e moléculas), estes da ordem de poucas dezenas de Angstrons (10~1%m),
notando que o prefixo micro é apenas uma convencdo histérica e n3o se refere a milésima
da milésima parte do metro necessariamente. O macroscépico indicando comprimentos na
escala cotidiana ou grande niimero de particulas (nimero de Avogadro é 10?3 particulas) que
constituem o sistema. Tais escalas permitem que sejam investigadas propriedades quanticas
da matéria como os niveis discretos de energia, ou mesmo varios efeitos de spin confinados
em pontos quanticos. Tendo em vista que ao conhecer o funcionamento da microscopia,
poderemos entender ainda mais a macroscopia, uma vez que esses conhecimentos podem
chegar ao desenvolvimento de novos equipamento onde seu tamanho pode consideravelmente
reduzido devido a reducdo dos circuitos e dos condutores, exemplos: Aparelhos de ressonancia
magnética podem ter seu tamanho drasticamente reduzindo, até supercondutores podem ser
aproveitados a temperatura ambiente, entre outras nova descobertas proporcionando entao
avancos também na drea da engenharia e médica [24]. Discutiremos algumas escalas de tempo
e de comprimento importantes para a descricao do transporte.

Moléeuds Viriss Bactéria  Colufa sanguinea Cabels Agulha Mosda
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Figura 1.2 Escalas macroscépicas, mesoscopicas e microscopicas.Retirado [25]

Um dos sistemas mesoscopicos mais utilizado é o gas bidimensional de elétrons(2DEG)
conhecido como ponto de contato quantico (PCQ). Este sistema é produzido a partir da
superposicdo de camadas de GaAs (asceneto de gélio) e AlGaAs (asceneto de galio dopado
com aluminio), onde é formada uma camada de conduc3o entre estes heterocompostos semi-
condutores. Ambos os materiais estando no nivel de Fermi localizando-se dentro do gap de
energia, sendo que o gap é maior no AlGaAs, deixando-o carregado positivamente e fazendo
com que eletréns saltem. No entanto os primeiros dipositivos eram realizados em condutores
metélicos[26]. Os elétrons sdo confinados em uma regido definida pelo poco de potencial na
interface entre GaAs e AlGaAs, onde os elétrons se movem como particulas livres sem sofrer
choques e o comprimento de coeréncia Ly do 2DEG pode chegar a dezenas de microns. Para
mais informacdes olhar em [27].

Classicamente, a equacdo de Boltzmann [28] rege o transporte eletronico, a qual descreve
a evolucdo temporal da funcao distribuicdo de uma particula em um fluido, levando em conta
os efeitos de colisGes. Este formalismo fornece uma boa aproximaciao em escalas macros-
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cépicas da dinamica quantica subjacente. Algumas propriedades desses sistemas possuem a
interessante caracteristica de ndo dependerem de maneira essencial de suas estruturas ato-
micas. Propriedades como essas sdo genericamente chamadas de propriedades universais do
transporte quantico. Como exemplo, através da equacao de Boltzmann é possivel deduzir a
lei de Ohm, a qual relaciona a condutancia, G, com as dimensGes do sistema da seguinte
forma: para um condutor retangular de comprimento L e area transversal W

oW

=7

(1.9)
onde o é a condutividade, a qual depende da constituicao do material. Porém, quando se
reduz o tamanho dos condutores surgem efeitos quanticos, os quais a equacdo de Boltzmann
ndo pode descrever. A fisica mesoscépica trata, justamente, destes sistemas, onde os efeitos
ondulatérios dos elétrons s3o relevantes. Neste regime, o transporte quantico de unidades
de carga é o responsavel pela caracterizacdo do sistema, n3o interessando seu tamanho, seu
material, sua composicdo atomica ou sua estrutura.

1.2.1.1 Regime de Transporte

Algumas escalas de tempo e de comprimento sao introduzidas para facilitar a caracteriza-
cdo dos diferentes regimes mesoscopico devido aos efeitos de interferéncia entre as funcdes
de onda. Considerando uma amostra de metal desordenado L, mantido a uma temperatura
muito baixa para que de fato so possam participar do transporte somente eletréns com ener-
gias proximas a energia de Fermi, ¢z = (hkr)?/2m, onde kr é o vetor de onda de Fermi.
Tais escalas sdo:

= 1. Comprimento de Onda de Fermi, \p: Esta relacionado ao nivel de Fermi pela
relacdo, \p = \/%TF Tipicamente varia de alguns angstroms em metais a centenas de

angstroms em heteroestruturas semicondutoras.

= 2. Caminho Livre Médio Elastico,l.: E a distincia média que o elétron viaja até
sofrer uma colisdo elastica. Este comprimento varia de alguns angstroms em ligas
amorfas a uma dezena de microns em heteroestruturas semicondutoras. Caracteriza
a desordem do sistema e se relaciona com o tempo de espalhamento elastico, 7., por
le =vpTe, onde v é a velocidade de Fermi.

= 3. Comprimento Livre Médio Inelastico, [;,: Similar ao l., mas com colisGes
inelasticas, l;, = vpTy, devido ao espalhamento por elétrons, por fénos e com impu-
rezas que sofrem rectio. Nesse limite determinamos 74, que é o tempo de defasagem
(descoeréncia), ou de quebra de fase.

» 4. Comprimento de Localizacao Eletronica, &: Mede a extensdo espacial das
funcoes de onda eletronicas. Para condutores metalicos, estas funcdes se estendem
sobre toda a amostra, ao passo que em isolantes elas decaem exponencialmente a partir
do chamado centro de localizacdo. Esta é outra escala de comprimento importante
relacionada a desordem.
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REGIME Balistico Difusivo Localizado
Condicao le > L L>1, E<L <Ly
Colisdao | Poucas colisoes | Algumas colisGes elasticas | Multiplas Colisoes

Tabela 1.1 Regime de Transporte

» 5. Comprimento de Coeréncia de Fase, Ly, ou conhecido tammbém como
comprimento de relaxacao de fase: E o comprimento ao longo do qual a fase da
funcdo de onda nio relaxa. E associado a esse comprimento o tempo de relaxacdo de
fase 745. O valor de Ly cresce com a diminuicdo da temperatura e é a escala mais

importante para o surgimento de efeitos mesoscépicos.

Para um condutor mesoscépico tipico a baixa temperatura temos [ < Ly < li. Se o
comprimento do dispositivo L for muito maior que o comprimento de coeréncia de fase, este
se comporta como um condutor 6hmico. Porém, se for menor, os efeitos de interferéncia
eletronica tornam-se relevantes. Portanto, podemos definir trés regimes, experimentalmente
distintos, para o transporte coerente de condutores mesoscopico em termos das escalas de
comprimento, como [32]:

= 1. Regime balistico:Ocorre quando L, que é o comprimento da amostra, € menor que
o livre caminho médio elastico (L < ). No regime balistico os elétrons viajam através
da estrutura tipicamente sem sofrer colisdes com espalhadores elasticos. Neste regime
o comprimento de coeréncia de fase € dado por Ly = vp7y.

» 2. Regime Difusivo: Para [ < L <&, o sistema estd no regime difusivo, pois o
elétron sofre diversas colisGes elasticas antes de escapar da amostra. Para este regime
de transporte Ly = DTy, onde D € a constante de difusdo da amostra.

= 3. Regime Localizado: Quando { < L < L, o sistema encontra-se no regime locali-
zado. A amostra neste regime comporta-se como um isolante.

Nos regimes localizado e difusivo, o transporte é dominado por processos de espalhamentos
similares ao caso classico. No regime balistico figura 1.3, todas as dimensGes do condutor sdo
menores que 0s comprimentos caracteristicos dos elétrons de conducao, o que torna raro os
processos de espalhamento (mesmo que haja, tais colisGes serdo elasticas e dessa forma ha
conservacdo do momento e da energia) e dessa forma os elétrons fluem através do condutor
sem alterar seu momento total e a energia total, ou seja, sem perder a coeréncia de fase.

- -
* &
" o - - . b -
-
-
" - L] -
- - [} -
L] » L

Figura 1.3 Condutor difusivo e balistico
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1.2.2 Fen6menos Mesoscopicos

Rolf Landauer, no final da década de 1950 [32], foi talvez o primeiro a defender que em
condutores reduzidos ocorria um transporte eletrénico onde a fase da funcao de onda desses
elétrons nao era alterada por processos de colisdes elasticas, ou seja, durante um evento
de colisao elastica o vetor de onda e a energia do elétron antes e depois da colisdo eram
preservados em magnitude. Logo, os elétrons podem atravessar todo o condutor mesoscépico
sem perda de energia, o que permite ao elétron "recordar” o seu estado de entrada ao sair do
condutor, e assim pode-se estabelecer uma ligacao entre os estados de entrada e os estados de
saida dos elétrons. No transporte balistico, o processo de transporte deve ser visto como um
processo de transmissdo, ligados ao conceito de fluxo de particulas, sendo que os processos de
transmissao estdo intimamente relacionados ao conceito de propagacao de ondas. Dai surge
o carater ondulatério do elétron, que nao pode-se mais desprezar no estudo das propriedades
de transporte de sistemas mesoscopicos. Ao contrario do que é feito em teorias classicas do
transporte eletronico, como a teoria de Drude e a equacdo de Boltzmann [32]. Existe trés
fendmenos importantes que ocorrem nesta ordem de grandeza. S3o eles: Localizacdo fraca,
quantizacdo da condutancia e flutuacdes da condutancia.

1.2.2.1 Quantizacao da Condutancia

A condutancia é quantizada em miiltiplos do quantum de condutancia G = 2¢?/h. E pos-
sivel ter uma nocdo intuitiva de como surge a quantizacdo da condutancia, visto que o carater
ondulatério dos elétrons os fazem se comportar, ao atravessar um condutor balistico, como a
radiacao eletromagnética ao se propagar em guias de onda. O gas de elétrons bidimensional
(2DEG) em uma heterojuncdo de AsGa/AlAsGa como mostra a figura 1.4 tem comprimento
de onda de Fermi bem maior que em metais. Podemos, entdo, usar o 2DEG para estudar
constricbes com a abertura comparavel com o comprimento de onda de Fermi e com o livre
caminho médio bem menor. Podemos considerar um contato pontual como uma constricao
transversa ao movimento dos elétrons, também chamado como comentamos anteriormente
em ponto de contato quantico (PCQ). Utilizando técnicas de split-gate podemos construir
contatos pontuais de largura ajustavel. A baixas temperaturas, o confinamento transverso
produz a quantizacdo da condutancia figura 1.5. Ou seja, a onda eletronica sé atravessa o
contato pontual se interferir construtivamente, que acontece apenas para um determinado
nimeros de modos N como a largura W do contato pontual é ajustavel, a medida que W
aumenta, também aumenta a condutancia. Isto é, a medida que a lagura aumenta, mais
modos N (ou canais da constricdo) contribuem para a condutancia figura 1.4. De fato ocorre
a formac3do de degraus que consiste na quantizacdo da condutancia [30].



1.2 BILHAR QUANTICO 12

[a} I:b:' T Vhaw

Lide aw

Eisctron gas i sonstriction Gads

Figura 1.4 Estrutura do portoes de metal usado para definir uma constrigdo e observar condu-
tancia quantizada. O tamanho da constri¢ao é dado por W. Onde (a) foi retirado de [30] e (b)
foi retirado de [26].

Temos que o aumento do potencial V' inplica que a conduténcia pode assumir valores
discretos, que sdo miiltiplos inteiros do quantum de condutancia que tem como valor 2¢2/h
onde h é a constante de Planck e e a carga do elétron

G=N—:;N=

h

2¢ w
’ u_ (1.10)
2

onde \ é o comprimento de onda do elétron.

Cenductance (e nf)

e
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Figura 1.5 A condutancia obtida a partir de um tipico estrutura de GaAs/AlGaAs referente a
variagdo da largura W da constricdo da figura 1.4. Retirado de [26].
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1.2.2.2 Localizacao Fraca

E um efeito de interferéncia quantica nas trajetérias retroespalhadas ao ponto de origem.
Na auséncia de campo magnético que quebre a simetria de reversao temporal e considerando
que a coeréncia é mantida, a fase quantica do elétron na trajetéria de retorno a origem ¢ a
mesma fase que no caso da trajetéria revertida no tempo, criando um interferéncia construtiva
e aumentando a probabilidade de retornar a origem da trajetéria. Qunado ocorre um aumento
da amplitude de retroespalhamento diminuindo a condutancia. Esse efeito de correcdo da
conduténcia classica (dada pela lei de Ohm) é conhecido como localizacdo fraca figura 1.6.
Se a simetria de reversdo temporal for quebrada com a aplicacdo de um campo magnético. A
interferéncia construitiva é eliminada, levando ao aumento da condutancia. Uma caracteristica
importante da localizacao fraca é sua universalidade, que podem ser usados para medidas de
coeréncia de fase, que é a distancia na qual as funcdes de onda matém sua coeréncia.

oAl

Figura 1.6 Esquerda: Média da Condutancia em funcdo do campo magnético. Observe que em
B =0, a condutancia diminui devido ao interferéncia construtiva das trajetorias revertidas no
tempo. O campo magnético quebra a simetria de reversao temporal eliminando a interferéncia
construtiva e a condutancia aumenta para B # 0. Direita: Diagrama ilustrando as trajetérias
dos elétrons em um ponto quantico.Figura retirada de [31].

1.2.2.3 Flutuacdes Universais da Condutancia

Quando variamos o campo magnético ocorre o surgimento de flutuacdes na conduténcia,
que foram uma das primeiras manifestacdes do efeito da coeréncia de fase observadas em
problemas de transporte. As flutuacGes sdo padrdes estocaticos independente do tempo que
varia com a mudanca de temperatura, desaparecendo com o seu aumento. Os padrdes s3o
como "assinaturas digitais"da amostra pois sdo particularidades que variam de amostra para
amostra e também dependem da distribuicdo de impurezas. A condutadncia é determinada
pela comparacao entre probablidade dos elétrons sairem pelo guia oposto e a probabilidade de
retorno. Estas probabilidades sdo determinadas pela soma coerente em todas as trajetorias.
Qualquer que seja a alteracdo nos parametros, tais como campo magnético, energia de Fermi
ou configuracdo de desordem, altera os padrdes de interferéncia levando a alteraces na
condutancia.
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1.3 Emaranhamento no Bilhar Quantico Cadtico

O bilhar quantico balistico caético, como orbital emaranhador de pares de elétrons nao
interagentes, proposto por beenakker [19] é da seguinte maneira: N6s consideramos um estado
separavel de duas-particulas entrando no resevatério da esquerda na figura 1.7, em que o vetor
de estado de entrada é dado por

(i >=afa}|0) (111)
onde ai cria um elétron que entra no guia i =1 e 2, e |0) denota a temperatura zero no mar
de Fermi.

Figura 1.7 O Bilhar quantico orbital emaranhador. Onde ambos os guias estao conectados a
potenciais quimicos.

No estado de saida temos uma corrente de superposicao de canais orbitais determinado
pela matriz de espalhamento S de uma dnica particula, de forma que

Wout >=_ Sin1Sn2b}, b, [0) (1.12)

onde b} cria na saida um elétron no guia j, enquanto o elemento de matriz S;; descreve o
espalhamento de estados incidentes a partir do guia ¢ (1 ou 2) ao guia j (1,2,3 ou 4). Se
m =n na equacao 1.12 os termos desaparecem por causa da estatistica fermionica.

1.3.1 Processo de Espalhamento

Transporte de elétrons num bilhar quantico aberto balistico cadtico conectado a guias
de onda, sofre espalhamento, podendo ter localizacdo fraca ou anti-localizagdo como ve-
mos anteriormente. Para o estudo desse transporte é necessario introduzirmos o estudo
do espalhamento de elétrons. A teoria de transporte de elétrons nessa escala de tamanho
da ordem de dezenas de nandmetros, foi desenvolvida por Landauer [10,11] e posterior-
mente por Biittiker [12] e passou a ser conhecida com formalismo de Landauer-Biittiker.
Desde entao, este formalismo tem sido usado para estudar transporte de cargas em sis-
temas mesoscopicos. Landauer analisou o problemas associando a conduc¢ao em metais
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a teoria de espalhamento, isto é, a condutancia é expressa em termos da probabilidade
do elétron ser transmitido através do condutor. Neste caso, ¢ importante determinar a
matriz de espalhamento S que descreve a relacao entre as ondas incidentes e espalha-
das. A partir da teoria de espalhamento chegaremos a expressao para os observaveis de
transporte como condutancia, concorréncia e emaranhamento de formagdo em que vere-
mos mais adiante. Uma ferramenta tedrica muito usada nesses casos para o estudo de
propriedades de sistemas quanticos abertos exibindo espalhamento cadtico é a teoria de
matrizes aleatérias (TMA)[31, 32, 33]. Originalmente desenvolvida por Wigner e Dyson
para descrever flutuagoes no espectro de ressonancia em nucleos pesados, temos que a
maioria das universalidades dos fenomenos de interferéncia quantica, observadas em tais
sistemas, esta fortemente associada a universalidades das propriedades estatistica dos au-
tovalores e autovetores de matrizes aleatorias. Sendo classificadas de acordo com certas
simetrias e indicando para isso valores de um certo 5 que é chamado de pardmetro de
simetria de Dyson.

Consideremos uma cavidade cadtica conectada a dois guias ideais e onde o [-ésimo
guia (I =1,2) tem largura 1}, onde um elétron na energia de Fermi ep = th% /2m sofre
espalhamento [34, 35]. Iniciando pela equacao de Schrodinger independent do tempo

21(—z'h€+i71 (P2 + V()| (7)) = By(T) (1.13)

m

H
onde V(?) é o potencial devido as impurezas, A (?) é o potencial vetor do campo mag-

nético externo e as condigoes de contorno sao tais que a funcao de onda se anula nas
paredes da amostra e dos guias. Podemos fazer uma analogia com a figura 1.8 encon-
trada na referéncia [36]
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W

Figura 1.8 O sistema é composto por um guia de ondas de comprimento infinito, largura
constante W e muros impenetraveis; o potencial de espalhamento é real e diferente de zero
dentro de uma por¢ao do condutor de ondas de comprimento L. Retirada da referéncia [36]

Dentro dos guias o potencial e o campo magnético sao nulos. O vetor posicao 7
¢ dado pelo par ordenado (x,y) como podemos observar na figura 1.8 onde a abscissa
x representa a direcao logitudinal e estd orientada para fora da cavidade, enquanto a
ordenada y representa a direcao transversal de propagacao da onda, ou seja, w(7) =
¢(z)x(y). Como no eixo (z) ndo ha confinamento, a solugdo em x é uma onda plana

onde a parte longitudinal ¢s(FE,;x) da funcao de onda é dado pela equagao

eiskzx

V21 Rk /m

com s = + simbolizam ondas incidentes ou refletidas. De acordo com as condigoes de
contorno estudada em mecanica quantica por meio do pogo quantico de potencial infinito
temos que a fun¢do de onda se anula nas paredes do pogo, no nosso caso temos que as
paredes sao os valores y =0 e y = W. Ou seja, escrevendo de outra maneira temos

¢8(Ex§x): (1.14)

U(x,0)=V(z,W)=0 (1.15)

X(y) = Ay, cos(kyy) + By sin(kyy) =0 (1.16)

onde n é o nimenos de modos de propagagao.
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Para y = 0 temos que cos(0) =1 logo A, =0 e sin(0) =0 logo B,, é indiferente. Para
y =W temos que x(w) = Apcos(kyw)+ Bysin(k,w) = 0 mas como A, =0 temos que
By, #0 e que sin(k,w) #0

by = — (1.17)
onde depois da normalizacao achamos a constante B, = \/% e reescrevendo a parte
transversal da funcao de onda x(w) = By, sin(kyw) temos que esta é dada pela equacao

Xaly) = se=sen(hyY) by = = 0 =12 (1.18)

com a energia transversal I, = hzkg /2m e k, o nimero de onda transversal. Satisfazendo
as condigoes de contorno formam um conjunto ortonormal, isto é, formam um conjunto
completo de fungdes na variavel transversal y

w
(Xn>Xm) = /0 Xn(y)Xm(y)dy = Onm (1'19)

que como consequéncia a essas condi¢oes de contorno temos uma quantizacao transversal,
em modos ou canais denotado por n. A energia e o nimero de onda do sistema se
relacionam respectivamente por:

E=E,+Eykt =k2+k] (1.20)

onde os subscritos x e y significam longitudinal e transversal, respectivamente. Se ky, < kF,
entdo k2 > 0, k, é real, e as exponenciais eFk=T ocorre na equacao 1.14 representam ondas
propagantes nos guias: sao os modos propagantes ou canais abertos. Por outro lado,
quando k, > kp, entao k2 <0, ky = ik, é imagindrio puro, dando origem a ondas que
decaem exponencialmente ao logo dos guias: estes sao os modos evanescentes ou canais
fechados. Sendo £, < E, dizemos que estes canais sao abertos se

EW
N<—<N+1 (1.21)
T
com N canais abertos. Ao longo do guia de onda, isto é, © — oo, apenas os canais
aberto contribuem para a funcdo de onda. A forma assintética da funcao de onda é uma
combinagao linear e dada por

N e—ik‘xm’ ikyx

_> e
_ b 1.22
O & ke 2 7)) 2
A matriz de espalhamento, ou matriz .S, é definida pela relacao
b= Sa (1.23)

onde definimos os vetores N-dimensional que contém N amplitudes de entrada no guia
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a:(al,ag,...,aN)T (1.24)

e N amplitudes de saida do guia

b= (by,bo,....bn)T (1.25)

e a matriz S é representada na forma de blocos

S11 Sie r t
S = = 1.26
( So1 S92 t 7 ( )
Onde, Sj; é uma matriz N; x N; contendo as amplitudes de reflexao dos N; canais do guia
[ de volta para ele mesmo; Sj,,, com [ # m, é uma matriz N; X Ny, contendo as amplitudes

de transmissao dos N; canais do guia [ para os Ny, canais do guia m. A matriz S é entao
uma matriz quadrada Np x Ny onde N7 = Ny + Na.

1.3.2 Simetrias da Matriz S

1.3.2.1 Conservacao de corrente

A conservagao da corrente implica
> 5,=0 (1.27)
isto é,

N N
XZIZ [bal? =D lanl*. (1.28)

n=1 [ n=1

Usando os vetores a e b definidos anteriormente pode ser escrita em uma forma ma-
tricial
bt = aal (1.29)

Da definicdo da matriz de espalhamento, concluimos que

SST=1 (1.30)

ou seja, a conservagao de corrente implica na unitariedade da matriz S. Na auséncia de
qualquer outra simetria este é o inico vinculo.

1.3.2.2 Reversao Temporal

As leis da mecénica classica sao invariantes quando fazemos a transformacao ¢t — —t,
e pode ser entendida como a visualiza¢gdo de um filme do movimento descrito por r(t)
rodado para tras. Na base do espalhamento a reversao temporal inverte o sentido de
propagacao das ondas planas nos guias. No problema revertido no tempo a matriz de
espalhamento fica
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a* = Speyb* (1.31)

mas se o sistema é invariante sob reversao temporal, ou seja, Syey = S, usando a definicao
de S, temos

55* =1 (1.32)

Este vinculo combinado com a condi¢do de conservagao de corrente de fluxo, fornece

sT=5 (1.33)

ou seja, a simetria de reversao temporal implica que a matriz S é simétrica.

1.3.3 Teoria de Matrizes Aleatdrias

No transporte de cargas através de bilhares quanticos cadticos, a matriz hamiltoniana
aleatoria H, pertencente ao ensemble gaussiano, ¢ que descreve a dinamica no interior da
cavidade e neste caso o bilhar quantico é chamado de bilhar de Schrodinger, na verdade,
todo bilhar quantico pertencente a classe de Wigner-Dyson, que veremos mais adiante,
é chamado de bilhar de Schrodinger. No regime universal, propriedades estatisticas dos
observaveis podem ser acessadas através da Teoria de Matrizes Aleatérias (TMA), que
permite o calculo de médias e variancia de observaveis a partir de um ensemble de matrizes
de espalhamento. A teoria de TMA para transporte quantico é uma teoria estatistica de
auto-valores de transmissao para sistemas abertos. Em contraste, a TMA estabelecida
por Wigner Dyson ¢ dirigida as estatisticas de niveis de energia de um sistema fechado
[31].

A partir da década de 1930, a Fisica Nuclear teve um desenvolvimento muito rapido.
Inicialmente com a descoberta do neutron e posteriormente com a fissdo nuclear e a
reacao em cadeia, os esforcos tanto tedricos quanto experimentais para entender o nticleo
atomico tornaram-se intensos. Um dos fendmenos estudados era a captura de neutrons
por ntucleos pesados. Entender este fenomeno era fundamental para desenvolvimento
da energia nuclear. No entanto, nicleos pesados tém uma enorme quantidade de graus
de liberdade o que torna o estudo dos niveis de energia extremamente complexo. Para
tentar resolver esta dificuldade, o fisico Eugene Wigner introduziu o conceito de Matrizes
Aleatérias com a finalidade de fazer um tratamento estatistico dos niveis de energia.

Wigner descobriu que a estatistica de flutuagdes dos niveis desses atomos pesados,
coincidia com a estatistica das flutuagoes na densidade de auto-valores, obtida através
da diagonalizacao de matrizes em que os elementos eram determinados aleatoriamente e
sujeitos a distribui¢oes gaussianas. Dyson publicou trés artigos formalizando os ensembles
de Matrizes Aleatorias de acordo com as propriedades de simetria do sistema fisico como
simetrias de reversao temporal (SRT) e rotagao de spin (SRS). Nesta perspectiva, Dyson
introduziu as classes de ortogonal, unitaria e simplética indicadas pelos indices =1,
[ =2 e [ =4 respectivamente que descreve o grau de liberdade dos elementos da matriz
‘H. Por esse motivo a classe de Wigner-Dyson WD ¢é a mais conhecida dos ensembles.
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1.3.3.1 Ensemble de Wigner-Dyson - Teoria de Matrizes Aleatérias em bilhares de
Schrodinger fechados

Um bilhar de Schrédinger fechado pode ser caracterizado pelos seus niveis de energia,
correspondente aos autovalores do hamiltoniano H descrito por uma matriz aleatéria e
as autofuncgoes de onda sao os seus respectivos autovetores deste hamitoniano. O valor
exato dos niveis de energia e das fungoes de onda dependem da configuracao das impu-
rezas ou das fronteiras da amostra. Consequentemente, podemos considerar os bilhares
de Schrodinger como ensembles estatisticos com diferentes formas, energia de Fermi ou
configuragoes de impurezas. As propriedades estatisticas dos niveis de energia e das fun-
¢oes de onda sao universais, portanto nao dependem do tamanho ou forma do bilhar ou
das concentracoes das impurezas. Dependem apenas das simetrias béasicas do sistema,
isto é da Simetria de Reversao Temporal, Simetria de Rotagdo de Spin. Além disso,
as propriedades estatisticas dos bilhares quanticos cadticos sao as mesmas das matrizes
hermitianas aleatérias que tenham as mesmas simetrias descritas pelo hamiltoniando H.
Wigner focou inicialmente no estudo de matrizes hamiltonianas H cujos elementos sao
variaveis aleatorias independentes com distribuicao guassiana satisfazendo a densidade
de probabilidade

P(H) (—f)]\\;TrH2> (1.34)

na qual A é um parametro numérico que esta relacionado com o espagamento médio entre
os niveis de energia (autovalores de H) e 8 é o indice de Dyson. Os ensembles de matrizes
aleatérias sdo invariantes sob o automorfismo

H— UHU (1.35)

onde U é uma matriz ortogonal para § = 1, unitaria para § =2 e simplética para § = 4.
Nestes casos, o ensemble ¢ dito ortogonal, unitario e simplético, respectivamente.

| SRT SRS H U
I | sim sim real ortogonal
2 | ndo | irrelevante | complexo unitdria

Tabela 1.2 Resumo dos trés ensembles de Wigner-Dyson. A matriz hamiltoniana H (e sua
matriz de autovetores U) sao classificadas por um indice de 5 =1,2,4, dependendo da presenga
ou auséncia de inversao de tempo (SRT) e simetria de rotacao de spin semi-inteiro (SRS).
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1.3.3.2 Ensemble de Wigner-Dyson - Teoria de Matrizes Aleatérias em bilhares de
Schrodinger abertos

Se no caso de bilhares de Schrodinger fechados podemos descrevé-los através das
autofungoes e dos niveis de energia, o mesmo nao ocorre com sistemas abertos. Um
bilhar quantico é dito aberto se o mesmo esta conectado a guias e neste caso, o sistema
¢é descrito pela matriz de espalhamento S. A matriz S relaciona as ondas espalhadas b
com as incidentes a e desempenha um papel central na teoria de Landauer-Bittiker. A
estatistica dos autovalores de matrizes S foi estudada por Dyson em 1962, que introduziu
os trés ensembles circulares, similares aos ensembles gaussianos, que sao: ortogonal para
g =1, unitaria para § =2 e simplética para § =4. No Ensemble circular a cavidade
cadtica é descrita inteiramente pela matriz .S, sem se referir a matriz H, sendo entao as
propriedades estatisticas de observaveis de transporte obtidas a partir de um ensemble
de matrizes de espalhamento com as mesmas propriedades de simetria. Desta forma, a
probabilidade de encontrar-mos a matriz de espalhamento numa vizinhanca dS de algum
valor S é definida por

dPg =W;3(S)d.)(S) (1.36)

onde dﬁ é a média de Haar do grupo de simetria apropriado. A situacdo mais simples
ocorre no caso de contatos ideais. Neste caso, a densidade de probabilidade Wg(S) pode
ser obtida através da maximizacgao da entropia de informagao de Shannon

E=— / AW ()W (S) (1.37)
sujeita apenas ao vinculo de normaliza¢ao

/dﬁ(S)Wﬁ(S) —1 (1.38)

além dos vinculos de simetria incorporados na matriz S. Dessa forma, a distribuicao de
maxima entropia é
Wg(S) = constante (1.39)

ou seja, a matriz S esta destribuida uniformente no grupo unitario. Portanto a probabi-
lidade diferencial é completamente definida pela medida de Haar, dPg(.S) o dg(S). Esses
sao os ensembles circulares da TMA introduzidos por Dyson na década de 60.

B | SET SRS 5 Ensemible
I | sim shm unitaria ECCr

2 | nio | relevanie unibing e simeélrca ECU

Tabela 1.3 Classificagdo de Dyson dos Ensembles Circulares.

Por defini¢do a media de Haar deve ser invariante sob um automofismo de uma dada
classe de simetria, ou seja
d(S)=d)(USV) (1.40)



1.3 EMARANHAMENTO NO BILHAR QUANTICO CAOTICO 22

onde U e V sdo unitéarias, com a restricao adicional de V =UT para f=1e V =U para
£ =4. A forma da medida de Haar depende diretamente da parametrizagao escolhida da
matriz S.

1.3.3.3 Novas Classes de Simetria

Existem sistemas desordenados, nos quais as classes de Wigner-Dyson nao se aplicam.
Nestes casos, simetrias adicionais tornam-se relevantes e surgem novas classes de univer-
salidades e novos ensembles de matrizes aleatorias em termos das simetrias de sub-rede
(SSR) [37], [38] ou quiral, simetria de particula-buraco (SPB). De acordo com a nova
classificagao existem dez classes de universalidade na TMA, divididas em trés categorias:
(i) Wigner-Dyson (3 classes); (ii) Quiral (3 classes); (iii) Altland-Zirnbauer ou também
conhecida por Bogoliubov-de Gennes (4 classes); A subdivisao em cada categoria depende
da presenca ou da auséncia de simetria de reversao temporal e de rotacao de spin, como
também na presenca ou auséncia de simetria particula buraco e simetria de sub-rede.
As classes Wigner-Dyson compreendem os ensembles classicos introduzidos na década
de 60. Em fisica mesoscopica elas sdo apropriadas para cavidades balisticas cadticas e
condutores desordenados convencionais.

| Classes de Ensembles | Beta | Ensembles | TRS |PHS [SLS | U | S
Wigner-Dyson 2 | A(unitdrio) 0 0 0 | UN) §=U_
| Al(ortogonal) | +1 | 0 S§=U"U7

T(N)

I 0

4 | All(simplético) | -1 0 0 | UO2N) [S=JUTT U

Quiral 2 | Alll(unitirio) | 0 0 1 U(2N) | S=Z, UL
I | BDI(ortogonal) | +1 | +I 1 [SON) [ S=Z.0Tz.U
4 [ Cliisimplético) | -1 | -1 [ 1 [ Sp,(dN) | S=ZU'LU |

Altland-Zirnbauer 2 [ D 0 +1 0 | SO(2N) S=U

2| C 0 [ -1 [0S0V S=U_
[ | DIII | -1 | +1 | 1 [SO@N) [S=JU0TJ"U]
4 | CI [ +1 | -1 1 | S,(dN) | S=Z.U'L.U |

Tabela 1.4 Tabela de Cartan. As simetrias fundamentais que classsificam cada tipo de ensemble
sao:simetria de reversao temporal (TRS), particula-buraco (PHS), simetria de rotagdo de spin
(SRS) e subrede (SLS) . Na tabela quando hd uma quebra de simetrias representamos por 0, e
nao havendo a quebra da simetria representamos por +1. Representa a decomposicao da matriz
espalhamento em termos de matriz unitéria, ortogonal e simplética. Figura adptada das [39] e
[40]

Ao longo dessa dissertacao so abordaremos distribui¢des, médias e variancias de ob-
servaveis referentes as simetrias Wigner-Dyson(wd) e Quiral(ch).

1.3.4 Ensemble Quiral

Sabe-se que as propriedades de transporte em metais desordenados sdo universais,
desde que a desordem seja suficientemente fraca, as temperaturas baixas e a coeréncia
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quantica seja mantida por distancias grandes. No caso de transporte eletrénico em sis-
temas com desordem completamente fora da diagonal, como nos modelos de hopping
aleatorio em redes bipartidas o ensemble quiral é o mais indicado. A classe de sime-
tria quiral foi introduzida no contexto de propriedades espectrais do operador de Dirac
em cromodindmica quéantica (QCD) [41]. Onde o operador de Dirac pode ser descrito
por teoria de matrizes aleatérias, dessa maneira, assim como os ensembles de Wigner-
Dyson, podemos considerar trés casos diferentes: o ensemble circular ortogonal (ECO),
o ensemble circular unitario (ECU) e o ensemble circular simplético (ECS). A diferenca
entre os ensembles Wigner-Dyson e quiral é a validade da simetria de sub-rede (SSR) nos
ensembles quirais.

O bilhar quantico cadtico com simetria quiral dé-se o nome de bilhar de Dirac Cadtico.
O hamiltoniano de Dirac sem massa com simetria de sub-rede (SSR) ou quiral satisfaz a
seguinte relacao de anti-comutacao

H:—UzHO'Z (1.41)

onde oy é a matriz de Pauli, e

—1ar

022(1(])\4 0 ) (1.42)

onde 137 é uma matriz identidade M x M e cada M dos 1’s e —1’s em 0z como o nimero
de atomos em cada sub-red. Temos um total de 2M atomos no bilhar de Dirac. Logo o
hamiltoniano 1.41 deve adquirir uma estrutura anti-diagonal:

9 — ( :;)T g ) (1.43)

onde T é uma matriz de dimensao M. A existéncia de blocos apenas fora da diagonal no
hamiltoniano pode ser entendida por causa da condicao

YHY =-H (1.44)
Z Z

onde

1
= < vy 0 ) (1.45)
~ 0 1w,

é uma generalizagdo da matriz de Pauli. Onde A e B sao sub-redes correspondentes aos
sitios pretos e brancos que se interceptam no ponto de Dirac(e = 0), préximos da Zona
de Brillouin, respectivamente da figura 1.9.
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Contact regions

Figura 1.9 Ilustragao do Bilhar de Dirac caético com estrutura rede coméia similar a estrutura
hexagonal bipartida do grafeno. Figura retirada de [42].

Caso as amplitudes de hopping conectem apenas sitios de subredes diferentes (A e
B), podemos escrever as equagoes tipo tight-binging combinadas numa tunica equacao de
Schrodinger Hvy = ep usando 1.43 temos

0 T YA\ _ [ ¥a
(o) (5) =% .
onde ¢4 e ¥ g denotam as fungoes de onda nos sitios das sub-rede A e B, respectivamente.

1.3.5 Emaranhamento usando processos de Espalhamento

Nos calculamos a completa distribuicao estatistica do emaranhamento no bilhar quan-
tico cadtico usando a teoria de matrizes aleatérias. A medida quantitava de emaranha-
mento mais utilizada é a concorréncia definida como [19]

o 2y/m1(1—71)ma(1—72)
N T+ T — 2717

(1.47)

Demonstracdo. Definimos n;, onde i é o guia e 7y é o canal correspondentes no bilhar quantico
em que o estado da particula é dado por |n11,n21). Na teoria de espalhamento vimos que a
matriz de espalhamento S, conecta tudo que entra no guia A?Y com tudo o que sai ny através
da relacao

B=SA (1.48)
B! =SA, (1.49)

Consideremos primeiramente o caso de 1 canal aberto em cada guia e apenas uma parti-
cula.
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Cilma 2

Guial 1

Figura 1.10 O Bilhar quantico orbital emaranhador com apenas 1 canal aberto e uma particula.

= Primeiro Caso

O estado inicial com uma (nica particula do guia 1 é conhecido e dado por

[$in) = a1 10,0) =[1,0) (1.50)

reescrevendo 1.49 para este caso temos
B\ [ S Sio 1
( B} ) B ( St S22 0 (1.51)

Bl = 511 =T (1.52)
By = So1 =1 (1.53)

onde r é a matriz de reflexao e t de transmissao, logo o estado final é

concluimos que

ZBZ !110,0) = B{b, 10,0+ BEbb, [0,0) = B [1,0) + BF[0,1) = 7[1,0) +£[0,1).
(1.54)
e Segundo Caso

No caso de 2 canais e uma tUnica particula

Figura 1.11 O Bilhar quéntico orbital emaranhador com dois canais abertos.
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O estado desta particula é dada por

|n11,n12,n21,M22) (1.55)

onde o estado inicial é novamente conhecido e a particula se encontra no canal e guia 1,
escrevendo na forma 1.55, temos

bin =al,]0,0,0,0) =[1,0,0,0) (1.56)

reescrendo as amplitudes de saida em funcao da matriz de espalhamento e amplitudes de
entrada temos

B% S S12 S13 Su 1

Bs So1 Sao Saz S 0
_ 1.57
B S31 S32 S33 S34 0 (157)

B3 Sa1 Sa2 Saz Sua 0

onde podemos concluir que

Bl =511 (1.58)
Bl =8y (1.59)
B3 = S3 (1.60)
B? =Sy (1.61)

Logo o estado de saida é dado por

4
Wour) = 3 Si1b! 0,0,0,0) = S11b1[0,0,0,0) + S2155(0,0,0,0) + Ss1b% [0,0,0,0)
1=1

+S41b:[1 10,0,0,0) = S111,0,0,0) +S21 ]0,1,0,0) + S3110,0,1,0) + S41|0,0,0,1) (1.62)
igualando os resultados com 1.58, 1.59, 1.60 e 1.61, temos que o estado de saida ¢é
[Yout) = Bt [1,0,0,0) + B310,1,0,0) + B3 [0,0,1,0) + B 0,0,0,1) . (1.63)
o Terceiro Caso

Caso de 2 canais e duas particulas. O estado de saida é uma posicao coerente dos
canais orbitais determinada pela matrix espalhamento de uma tnica particula. O estado
inicial das particulas é conhecida e dado por

|in) = ala}]0,0,0,0) =11,1,0,0) (1.64)

reescrendo as amplitudes de saida em funcao da matriz de espalhamento e amplitudes de

entrada temos .
B S11 S12 Si3 Sua

1
i
5 || S S S Su 1
B} S31 S32 S33 S34 0
3 Sa1 Ss2 Saz S 0

(1.65)
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onde podemos concluir que

By = S11+ 512 (1.66)
By = S91+ Sa2 (1.67)
Bg = S31+ S32 (1.68)
B = Sy + Sao (1.69)
igualando os resultados acima temos que o estado de saida é
4
[Yout) = > Si1Sjab;bh;10,0,0,0) (1.70)

b,j=1

ou usando a férmula reduzida abaixo para facilitar os calculos considerando o fato {bT bT-} =
0, na qual as chaves indicam a anticomutacao, temos

4
’¢out> - Z (Splsqz—sqlspg)bTb ‘O 0 0 0> (1.71)
1,5=1

com p=1.2e qg=3,4, logo temos
[Yout) = (S11532 — S31511)b}b] |1,0,1,0) (1.72
(S11542 — S41512)bb}1,0,0,1) (1.73
(821532 — S31522)b1b} 0,1, 1,0) (1.74
(S21S42 — S41.522)b}b}0,1,0,1) (1.75
(511522 — S21.512)bfb} 11,1,0,0) (1.76
(531842—841532)bTb 10,0,1,1) (1.77

~— ~— ~— ~— ~—v ~—

Logo temos que

|n11,n12,n21,N22) = |n1,n2) (1.78)

com nij =ni1+Mni2 € No = Ng1 +na2, logo temos

|77Z)0ut> = |072>+|270>+|1>1> (179)
onde
|0,2) = (531542 — S41.532)10,0,1,1) (1.80)
12,0) = (S11.522 — S21.512) |1,1,0,0) (1.81)
sao conhecidos como estados separaveis, e
2 4
11,1) = leg(splsqz Sq1.Sp2)blbl10,0,0,0) = (1.82)
p=lg=

= (511532 — 531512)(1,0,1,0) )
+(511.S42 — S41512)(1,0,0,1) )
—1—(521532—531522)|0,1,1,0> (1.85)
+(521.842 — S41592)10,1,0,1) )
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sao conhecidos como estados emaranhados de dois qubits.
Dado que a matriz de espalhamento pode ser reescrita como

S11 S12 S13 Sua

rot So1 Sz Sz S
g ) 1.87
( t r ) S31 Ssz S3z Sz (187)

Sa1 Saz Saz Saa

usando a matriz de pauli o, e os vetores de saida da esquerda ber e direita bE sao respec-
tivamente

ay:i<(1) 0:) (1.88)
bl = < ;} ) (1.89)
2%’ ) (1.90)

temos entao que usando os resultados acima podemos re-escrever os estados separaveis e
os emaranhados como

|0,2) = (S31542 — S41532)10,0,1,1) = det(¢)]0,0,1,1) = (tt/)2 |0,0,1,1) = i[tayt/]lg |0,0,1,1)
12,0) = (11522 — S21512)|1,1,0,0) = det(r) [1,1,0,0) = (rr )2|1,1,0,0) = i[ro,r ]12]1,1,0,0)
11,1) = bgtro,t'bl,10,2)

usando a defini¢do de concorréncia [43]

o 24/det(ANT) Lot
— Tr(AN) (1.91)
no qual A = ayrayt/ é o peso do estado normalizado e usando também o teorema de Binet
que diz: Se temos duas matrizes quadradas de mesma ordem, entao a seguinte igualdade

é verdadeira det(AB) = det(A)det(B) onde substituindo em 1.91e usando a unitariedade
da matriz espalhamento que t/t* =1, temos
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_ 2\/det((oyroyth)(oyroyt)l)  2\/det(roytitro,rt)

Tr((oyrogth)(oyrotHt) —  Tr(roytitro,rt)
B 2\/det(ay)det(r)det(ay)det(TT)
B Tr(oyroyrt) (1.92)
_ 2\/71(1—71)72(1—72) (1.93)

T +7T9— 2717

se 71 = To temos

022\/712(1—71)2 1 (1.94)

27’1(1—7‘1)

logo 0 emaranhamento é maximo (estado de Bell). J4 quando 71 =1 ou 75 = 1 temos que
C=0 (1.95)

nao existe emaranhamento e os estados sao ditos separaveis, como é o caso dos estados
10,2) e |2,0).
|

1.4 Descricao dos capitulos da dissertacao

No capitulo 1 fizemos uma breve revisao de literatura a certa da historia, utilidade
e medi¢ao do emaranhamento como também aspectos a certa da escala mesdscopica e a
aplicagao disso tudo no bilhar quantico, estudando para isso a teoria de espalhamento,
teoria de matrizes aleatérias, ensemble de Wigner-Dyson e ensemble Quiral. No capitulo
2 reproduzimos os resultados ja conhecidos na literatura com relagdo a distribuicao da
condutancia, como média, localizacao fraca e varidncia da condutancia como também
a distribuicdo da concorréncia, média, localizacao fraca e varidancia da concorréncia e
também média,localizagao fraca e variancia do emaranhamento de formagao para o bilhar
de Schrédinger, ou seja, bilhar quantico com simetria Wigner-Dyson. No capitulo 3
reproduzimos os resultados ja conhecidos na literatura com relacao a distribuicao da
condutancia, como média, localizacao fraca e variancia da condutancia para o bilhar de
Dirac, ou seja, para o bilhar quantico com simetria Quiral. E obtemos a distribuicao
da concorréncia, média, localizacao fraca e varidncia da concorréncia e também média,
localizacao fraca e variancia do emaranhamento de formagcao para o bilhar de Dirac. E
concluimos que o bilhar de Dirac se mostra mais promissor como orbital emaranhados
do que o bilhar de Schrodinger pois a probabilidade maior é no estado maximamente
emaranhado.



CAPITULO 2

DISTRIBUICAO DE AUTOVALORES. DISTRIBUICAO DA
CONCORRENCIA. APLICACAO EM BILHAR QUANTICOS.

Neste capitulo iremos fazer uma revisdo de conteiidos conhecidos na literatura, que
foram os mais importantes e essenciais para o entendimento e desenvolvimento deste
trabalho. Nos bilhares quanticos, podemos investigar experimentalmente as proprieda-
des de transporte eletronico e comparar dentro dos resultados tedricos. O formalismo
de Landauer-Biittiker fornece uma maneira poderosa de investigar as propriedades de
transporte quantico nesses sistemas. O formalismo é abordado com base na matriz de
espalhamento que permite-nos trabalhar com quantidades importantes como a condutan-
cia e a concorréncia por meio do conhecimento dos autovalores de transmissao. Onde
a matriz espalhamento é modelada usando uma matriz unitaria pertencente a matrizes
aleatérias de Ensembles Circulares.

O foco deste trabalho sao os estados emaranhados, logo vemos no capitulo 1 que o
nosso bilhar quantico caodtico de estudo da fisica mesoscopica, conectado a dois guias
simétricos(ou seja, N1 = No = N sendo que N; é a quantidade de canais abertos no guia
i) entre si, pode ser utilizado como sendo um orbital emaranhador de elétrons. Porém
observamos que quando N1 = Ny = 1 nao ¢é possivel obter o estado de Bell e os estados
consistem em estados separaveis, isto é, estados ndo emaranhados, entao nao é possivel
analisar a distribuicdo da concorréncia e nem do emaranhamento de formagao para este
caso e s6 apenas para o caso N1 = No = 2. A distribuicdo da concorréncia sugere que a
quebra de SRT nao tem efeito significativo sobre a producao de emaranhamento, assim
como outras propriedades quanticas ligadas ao transporte como a condutancia isto é
notavel.

Neste capitulo iremos apresentar resultados explicitos de distribuicao dos Ensembles
Circulares de Wigner-Dyson para a classes de simetria § =1 e =2, que consistem no
ensemble circular ortogonal e ensemble circular unitario, respectivamente. Primeiramente
obtemos para conduténcia e em seguida para a concorréncia. Iremos nos importar apenas
com o sistema de dois modos propagantes, ou seja, N =2 que é o unico valido para o
caso do estado de Bell [6].

30
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2.1 A distribuicao da Condutancia

Utilizando a seguinte decomposicao da matriz S, conhecida como decomposicao polar

[44, 36]
SEOCE AN e

onde, 7 ¢ a matriz diagonal construida a partir dos autovalores 7; da matriz Hermitiana
ttT, ou seja, T =T1,T2,...,TN, U1 € u3 (uz e ug) sdo matrizes unitdrias para 3 =2, com
restricoes que uz = (u1)? e ug = (uz)”, para =1 e N1y x Ni(Na x No), N =min(Ny, Na)
e m=|N1— Na| a medida de Haar (elemento de volume) fatora a matriz espalhamento S
em uma parte radial e outra angular e pode ser escrita da seguinte forma

N

dO(S) oc [T Imi =1 TT 77"V T dpatwy) (2.2)

i<j i=1 j

Integrando sobre as varidveis angulares, obtemos a funcao distribuicao conjunta Pg (7,)

de autovalores de transmissao 7,, a mesma ja é bastante conhecida na literatura [45], e

que a variagdo dos autovalores de transmissao para o caso de sistema de dois modos
propagantes é de 0 <711+ <2=—=0<7 <2, que é dada por

@

Ps(r1,m2) = Cglr — 2|’ (m72) 7" (2.3)

onde Cj é o fator de normalizacao obtida através da integral de Selberg [45] e P3(71,72)
esta relacioanda ao ensemble de Jacobi da TMA [46]:

(28)T (1+35
Cy = ) ( 2) (2.4)
20 (14 8)I (5)
A condutancia é dada por
g=T1+T7 (2.5)
Logo substituindo 5 =1 e 2 na equacao 2.4 as constantes ficam
3
C) = 1 (2.6)
Cy=6 (2.7)

Substituindo 2.6 e 2.7 em 2.3 a funcao distribuicao conjunta para =1 e 2 ficam
respectivamente
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3|1 —T
Py (71,72)24‘12’ (2.8)
(1172)
Py(r1,72) =6 (11— 72)° (2.9)
A distribuigao da condutancia, é dada por [36]:
PPg) = (0(g—71—72)) (2.10)

ou usando a funcao de distribuicao conjunta 2.3 temos que a distribuicao da condutancia
pode ser obtida como

P(g) :/01 /015(9—71—TQ)Pﬁ(ﬁ,Tz)dnde (2.11)

Iremos, para o calculo da distribuicao da condutancia para os f =1 e 2, utilizar pri-
meiramente o método sugerido por Mello e Kumar [36] em seguida o método da expansao
do delta de Dirac ver apéndice B, este ultimo ¢é mais direto e rapido e o utilizaremos nos
demais calculos que surjam a fun¢ao delta de Dirac ao longo dessa dissertagao.

2.1.1 Calculo da distribuigao da condutancia utilizando o método de Mello
e Kumar

Para o célculo de 2.11 temos que realizar esta integral bidimensional 71,7 dentro do
quadrado 0 <71 <1 e 0 <79 <1 indicado na figura abaixo.
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Figura 2.1 Modelando a regido de integracéo, partindo do quadrado de lado 1.

A mudanca de varidvel é a seguinte [36]

{ rT=T1+T2

o (2.12)

onde a partir das somas e subtracoes das equagoes 2.12 obtemos as expressoes abaixo

y=2n-x (2.13)
y=x—2m (2.14)

Analisando as equagbes 2.13 e 2.14 podemos contruir a figura abaixo que ira ser ttil
para determinarmos o novo dominio:

Param = 0temosy = —=x
Param™ = 0Otemosy ==z
Param = 1ltemosy=2—x (2.15)

Param™ = 1temosy=x—2
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Figura 2.2 Regido de integragao para descobrir a distribui¢do P(g) usando 2.15.

Analisando entao o novo dominio, observando para isso figura 2.2, temos logo que o
novo dominio sera:

e 0<z< 1 temos que —x <y<=x
e 1<z < 2temos que x —2<y<2—x

O Jacobiano da mudanca de variavel é

I=|l & & ll=5 (2.16)
or oy

2.1.1.1 Distribuicdo da condutancia para 8 =1, utilizando o primeiro método

Temos que a fun¢ao distribuigdo conjunta 2.8 e da condutancia sem spin 2.11 fica respec-
tivamente

3 2
Pi(m1,m2) = 3 2l (2.17)

4\/@

2w 2|yl

Pl(g) :Z {Aldxé(g—x)/_idy\/%+/12dx§(g—x)/x_2 dy$2_y2] (2.18)
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Para 0 <z <1 temos que 2.38 se torna

Pl(g) :z [/Oldxé(g—m)/_zdy\/%JrO]

Plig) = g

2

Para 1 <z <2 temos que 2.38 se torna

3 2
731(9):g |y|

Concluindo, temos que 2.39 e 2.40

0<g<1

3
7)1 — §ga
(9) { 2g—2vg—1), 1<g<2

que esta de acordo aos resultados encontrados na literatura [36].

2 2—z
O+/1 d:l:(S(g—a:)/xi2 dy\/ﬂ
P(g)= 29— 2/7T)

35

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

2.1.1.2 Distribuicdao da condutancia para 3 = 2, utilizando o método de Mello e Kumar.

Entao usando 2.12 a funcao distribuicdo conjunta 2.3 e a da condutancia sem spin

2.11 fica respectivamente

Py(11,72) = 6y

Pg) =3 [/01dxé(g—x)/_xmdyy2—|—/12dx5(g—x)/x

Para 0 <z <1 temos que 2.42

Para 1 <z <2 temos que 2.42

P(g)=3 [O—I—/lzdxé(g—m)/j_;dyyzl

P2(g)=2(2—g)°

2—x

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)
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Concluindo, temos que 2.43 e 2.44 podem ser sintetizadas como

Pg) =2(1~[1-g|)’ (2.30)

que também esta de acordo aos resultados encontrados na literatura [36].

2.1.2 Calculo da distribui¢ao da condutancia utilizando o método da
Expansao do Delta de Dirac

Para resolver a integral 2.11 iremos seguir o seguinte procedimento: primeiramente
iremos expandir a funcao delta usando a formula 2.31 e a propriedade 2.1.2 do delta de
dirac conhecida na literatura [47]

d(g(x)) = (2.31)
2 G
onde g(x,) =0 e ¢'(z,) #0.
b )1 o sea<wy <y
/a dxd(z — x9) coma<b—{ 0 seag<aezg>bh. (2.32)

em seguida a partir de tal expansao iremos eliminar uma das variaveis restando apenas
uma variavel e por consequéncia uma tUnica integral, facilitando dessa forma demasiada-
mente os nossos calculos. O nosso delta em questao é o da equacao 2.11 que substituindo
da equacao 2.31 e usando 2.1.2, temos a expansao abaixo:

6(g—m1—72) =d(11—(9—T2)) (2.33)

Logo substituindo a expansao 2.33 na integral 2.11 e usando 2.1.2, temos que a integral
sobre 0 d serd igual a 1 se 0 < g— 79 < 1 porém como 0 < 75 < 1 entao temos que quando
79 =0 temos que a condutancia varia de 0 < g <1 e quando 7 =1 temos que 1 < g <2
logo teremos duas integrais

Pg)= [ [ o=~ m)Pstr, m)drdr, = (234
/01/015(71—(9—72))Pﬁ(71,72)d71d72: (2.35)
/: Pg(g—m2,m2)dr2 = (2.36)

1 2
/0 Pﬁ(g,O)dg—l—/l Py(g—1,1)dg (2.37)
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2.1.2.1 Distribuicdo da condutancia para § =1 no método expansao de Delta de Dirac.

Usando 2.36 e substituindo a fungao distribuicao conjunta 2.8 a da conduténcia fica

3 |g—272|

Plg) = (2:38)

(g—72)7m

Onde utilizando para o calculo o software MAPLE13, obtemos como resultado somente
a parte real que para
g < 1 temos que 2.38 se torna

3
Pl9) =59 (2:39)
Para 1 <z <2 temos que 2.38 se torna
3
Plg)=5(9—-2vg=T) (2.40)
115 T I T I I T I T
- -
1.2 =
0.9 —
I )
=
0.6 -
0.3 -
0 ) 1 L 1 1 1 ) 1
0 0.4 0.8 1.2 1.6 2
g

Figura 2.3 Distribui¢do da Condutancia para Ny = Ny =2 e =1 e 2, respectivamente, refe-
rentes as equagoes 2.39 e 2.40.

Concluindo, temos que 2.39 e 2.40
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$(9—2vg—T1), 1<g<2
que esta de acordo aos resultados encontrados na literatura [36], porém com a resolugao
mais direta do que o documento original [36].

Pl(g) = { 29, g<1 (2.41)

2.1.2.2 Distribuicdo da condutancia para 8 = 2 no método expansao de Delta de Dirac.

Entao usando 2.37 e substituindo a fun¢ao distribuicao conjunta 2.9 a da condutancia
sem spin fica

P2(g) = 6[ [ dgg?+6 | doly—2) (2.42)

Para 0 < g <1 temos que 2.42

P?(9) =2¢° (2.43)

P*(g) =2(9—2)° (2.44)

1.5

P(g)
[
I

0.5+

Figura 2.4 Distribui¢do da Condutancia para N =2 e 8 =2, referente as equacoes 2.43 e 2.44.
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Concluindo, temos que 2.43 e 2.44 podem ser sintetizadas como

Pg) =2(1~[1-g|)’ (2.45)

que esta de acordo aos resultados encontrados na literatura [36], porém com a resolugio
mais direta do que o documento original [36].

O método da expansao do delta de Dirac se mostrou muito mais eficiente no calculo
das distribui¢oes da condutancia pois consiguiu obter o resultado muito mais rapidamente
e direto do que o método exposto por Mello e Kumar [36], por esse motivo as distribuigoes
que aparecerem ao longo dessa dissertacao, iremos utilizar o método da expansao do delta.

2.1.3 A média da condutancia.

A média da condutancia adimensional é dada pela equacao

<9>(wd) 4
90 3+2/3
onde Ny=No=2e N=N;+No=4 [48]
Substituindo os valores de  na equacao 2.46 temos,

(2.46)

420,800se f=1
<g>(wd) = { g 1 se 6 —9 (247)

que esta de acordo com os resultados encotrados na literatura [48].

2.2 A Localizagao Fraca da Condutancia

A localizacao fraca é dada pela equagao [20]

()1, = (91— (9) (2.48)

entao temos

(9 LR, = 0,2 (2.49)

que esta de acordo com os resultados encotrados na literatura [48].

2.2.1 A variancia da condutancia.

A variancia da conduténcia adimensional é dada pela equagao

2
var(g) (wa) _ 8<1+%) (2.50)

W p(B)(a+3) (3+3)
onde Ny=No=2e N=N;+No=4 [48]
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Substituindo os valores de 3 na equagao 2.50 temos,

18
~0,103...se =1

que esta de acordo com os resultados encotrados na literatura [48].

2.3 A distribuicao da Concorréncia

A concorréncia é definida como [19]:

Pﬂ(C):<5 C—

T +7T9— 27T

2\/71 (1—71)72 (1—72)]> (2.52)

onde (...) representa a média do Ensemble dentro da Distribuicao de Probabilidade.

Assim, a producao de estados maximamente ou minimamente emaranhados, eventu-
alemnte, é determinado pelas relagoes de emaranhamento de formacao €(C') e a concor-
réncia C.

Temos que a distribui¢do da Concorréncia equagao 2.52 pode ser escrita como

1,1 2/ (1—71)m2(1—m
[ o] yrll-n)n(-m)
0 Jo T+ To — 27T
Sabemos que a concorréncia faz parte do mesmo ensemble da condutancia, logo que

a funcdo distribuicao conjunta Pg(71,72) ¢ a mesma utilizada na condutancia de equacao
2.3

> Ps (1172) dT1dT) (2.53)

2.3.1 Distribuicao da Concorréncia para =1

Para g =1, logo temos que 2.53

2/ (1—1)m(1—1)
o= [ [ {o]o- 2t

C):/Ol/ol<5 [C_2\/71(1—71)72(1—72)]>3]ﬁ 7'2|d L (2.55)

T+ 710 — 27179 4 /T

Fazendo uma mudanga de variavel sugerida por [49], para facilitar o calculo das inte-
grais

>P1 (T172) dT1dT2 (2.54)
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1 T
SR G pripe (2:56)
T2 Y
-7 2 14ty (2.57)

Depois de algumas manipulagoes algébricas simples, temos que a concorréncia C' e o
fator de repulsao da fun¢do conjunta 2.3 em termos das novas variaveis se tornam

C— (fj:Z)? (2.58)
7 — o] = |(1+’;)_<f+y>| (2.59)

por fim o jacobiano da mundanga de variavel acima é

T = z  dy | — (2.60)
) G

Logo reescrevendo a integral de distribui¢ao da concorréncia 2.55 em termos da nova
variavel fica

3 T—1y 1
// ( _w+y>4‘(1+x) (1+y) \/_ 1+x)3/2(1+y)3/2dxdy (261

Para calcular esta integral, usamos primeiramente a expansao da funcao delta de dirac
obtida em [49]

2./77)  (K(C)+1)*\/K(C) (J(C)+1)*1/J(C)
5<C_x+y>— K(C) -1 yo (r— K(C)y) + yo (z— J(C)(2.62)

Sendo K(C) e J(C) de 2.62

2—-C?4+2V/1-C?

K(C> = 2

(2.63)
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2—C?—2y1-C?
J(C) = o2 (2.64)
Reescrevendo novamente a funcao distribuicao da concorréncia 2.61, para simplificar
o calculo da integral, temos que nossa funcao fica

1 1

3(K(C)+1)% poo K(C)ly—y
PO =1 Ko) =1 A ‘(1+K(C)y) 1

(
3(J(C)+1)? J(C)y—y 1 1
4 1-J(0) /0 ‘(1+ ( 1 ‘

Vemos que as integrais sao similares, calculando no software MAPLE 13, temos

/OO‘ K(C)y—y ‘ 1 1 dy

g signum(K(C) 1) <—6K(C) —-K(C)* -1 +4K((J)§+\/W>

3 K(C)3-3K(C)243K(C)—1 (2.66)

Onde signum(sgn) é a fungao sinal que é definida da seguinte forma

-1, sex <0

sgn(z) =< 0, sex=0 (2.67)
1, sex>0

Juntando as duas integrais, estudando a funcao sgn para K e para J, subsituindo

na equacao 2.65 e usando o comando simplify no software MAPLE 13 seguida de uma

simples e longa manipulacao algébrica, temos

2

PuiC) = (14+0)?

(2.68)

que esta de acordo com os resultados encotrados na literatura [19].
Analisando o grafico temos que

2.3.2 Distribuicao da Concorréncia para =2

Fazendo o mesmo para [ =2 temos

Po(C) :/01/01 <5 {C_Q\/ﬁ(l—ﬂ)m(l—m)

T1+ 79— 2717

>P2 (7‘17‘2)d7‘1d7’2 (2.69)
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Figura 2.5 Distribuicao da Concorréncia em presenca de TRI, ou seja, 5 =1, referente a equagio
2.68

£y(C) :/01/01 <5 [O— 2\/71(1—71)72(1—72)] 6(r1 — 1) drydry (2.70)

T +To— 27T

Procedendo com a mesma mudanga de variavel 2.56 e 2.57, temos que a integral fica

Py(0)= [ /015(0‘ W>6 e —" (271)

t+y ) (1+2)*(1+y)

Usando a mesma expansao da fungdo delta [49] usada para o caso anterior, temos

P2 (C) = 6(K(C)+1) K(C)(K<C)—1>/O 1+ KOy (1+y)

00 3
B+ VIO =IO [ b

dy —

dy  (2.72)

onde observamos novamente, que as integrais que aparecem nas parcelas 2.72, sdo pare-
cidas, calculando no software MAPLE 13, temos que
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00 yS _1— a ) )
/O (1+K(C)y)4(1+y)4dy_S(K(C)_1)7 (11+27K(C> )( 141 gK(C)—l—Sl gK(C’)+

+ 2Tlog K(C) (1 +1log K (C)) + K (C)3 (=11 + 3log K (C)))(2.73)

Substituindo o valor da integral 2.73 para os casos de K(C') e J(C), de 2.63 e 2.64
respectivamente na equacao 2.72 e simplificando no software MAPLE 13 e seguida de
algumas manipulacoes algébricas, temos que

20
732(0):(1_02)3[3(2+302)mmnh 1—02—(11+402)\/1—C2} (2.74)

que esta de acordo com os resultados encotrados na literatura [19].

P(C)

Figura 2.6 Distribuicdo da Concorréncia quando TRI é quebrada, ou seja, § = 2 referente a
2.74.

Analisando ambos os graficos, observamos,que as curvas § =1 e § =2 foram bem
diferentes. A probabilidade de produzir estados maximamente emaranhados para =1 é
finito, enquanto que tal probabilidade desaparece para = 2. Os estados separaveis C' =0
sao produzidos com méaxima probabilidade para =1, considerando que para =2 a
distribuicao vai a zero para tais estados.
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Sintentizando, temos que

PA(C) = i el
(1_252)3 [3 (2 + 302) arctanhy/1 —C?% — (11 —1—402) V1— 02} se 3 =2

(2.75)
O maximo emaranhamento (C' = 1) requer que 71 = 72. Pode-se esperar que P3(C =

1) = 0 para ambos =1 e 2 devido ao fator de repusdo | —7'2|6 presente na funcao
distribuicao conjunta Pg(71,72). No entanto isso ndo é o caso para 3 =1 devido a um
cancelamento exato do fator de repulsao quando performado as integrais sobre 71 e 70 em

Ps(C).
2.3.3 Meédia e Variancia da distribuicdo da Concorréncia para =1 e 2

A partir das distribui¢oes obtidas podemos calcular todos os momentos de Pg(C).

2.3.3.1 Meédia da distribuicdo da Concorréncia para f =1 e 2

A Média da distribui¢do da concorréncia <<C’2> - (C’>2> é calculada resolvendo a
seguinte integral

1
(C) = /0 CP4(C)dC (2.76)

Que resolvendo em um software de calculo numérico como o M APLE13, temos que
as médias para a distribuicao da concorréncia

In4—1~0,3863 se g =1

) wt) = { A7 [BT —1] ~0,3875 se § =2 (2.77)

que esta de acordo com os resultados encotrados na literatura [19]. Observemos que os
valores das médias para ambos os [ nao diferem muito, e so apenas a partir do quarto
digito. Isso mostra que a média é indepedente do fato de TRI é preservada (f =1) ou
nao ( =2).

2.4 A Localizacao Fraca da Concorréncia

A localizacao fraca é
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2.4.0.2 Variancia da distribuicao da Concorréncia para =1 e 2

A Variancia da distribui¢do da Concorréncia var(C) = <<C’2> —(C >2> é calculada resol-
vendo a seguinte integral

1 1
(C?)—(0)* = /O C2Py(C)dC — ( /O CPy(C)dC)? (2.79)

Que resolvendo em um software de calculo numérico temos que que a variancia para
ambos os betas se resume assim

21— 41n2] ~0,0782 se § = 1
var(C)(wi) = { ~ 00565 se 3 =2 (2.80)

que esta de acordo com os resultados encotrados na literatura [19]. Observemos que da
mesma forma como nas médias para ambos os [ os valores da varidncia da concorréncia
nao difere bruscamente, s6 a partir do terceiro digito os niimeros sao diferentes. Isso
mostra que a varidncia também é indepedente do fato de TRI é preservada (f =1) ou
nao (5 =2).

2.4.1 Distribuicio do Emaranhamento de formacao Q3(€) para =1 e 2

Por [19] temos que o emaranhamento em termos da concorréncia C' pode ser escrito
utilizando a entropia binaria de Shannon

E(C) =h(z) = —zloga(z) — (1 —x)loga(1 —x) (2.81)
com g = IHEVI=CZ V%_(’Q
Para achar a concorréncia em funcdo do emaranhamento temos que achar a fun-
¢ao inversa de £(C). Porém temos um entrave, a entropia de Shanonn é uma fungao
transcedental, logo nao podemos obter expressoes analiticas para Q3(€) e devemos en-
tao proceder numericamente para obter sua média e variancia, para facilitar o calculo
reescrevemos a entropia de Shannon de forma a excluir os logs e obtermos a seguinte
expressao

27 =gt + (1—2)" (2.82)

Utilizando novamente um software de calculo numérico podemos encontrar o valor
dessa inversa. Calculando o jacobiano da transformacao obtemos a relacao de Q3(€) com
P3C(€) através da expressao

() = L IZCE” e (2.83)

C(€) arctanh |1 —C(E)?]
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Neste caso, nao podemos obter expressoes analiticas para Qg(€) pois a funcao na
entropia de Shannon é transcendental, entdo plotamos os gréaficos correnpondentes ao
emaranhamento de formacgao para os dois parametros de simetria, como segue

—_— B=1

O(E) 3

o1&

Figura 2.8 Emaranhamento de formacao na presenga e auséncia de TRI, § =2 retirado de [19].

que esta de acordo com os resultados encotrados na literatura [19]. A partir da equagao
2.83, podemos calcular de forma numérica a média e a varidncia para o emaranhamento
de formacao para os parametros de simetria g =1 e 2, respectivamente temos,
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2.4.1.1 Média do Emaranhamento de Formagdo Q3(&)

] 0,285se B=1
<8>(“’d) N { 0,273 se f =2

que esta de acordo com os resultados encotrados na literatura [19].

2.4.1.2 Localizagdo Fraca do Emaranhamento de Formacdo Q3(&)

2.4.1.3 Varidncia do Emaranhamento de Formagdo (QQ3(€)

0,078 se f =1
var (&) wa) = { 0,056 se 3 = 2

que esta de acordo com os resultados encotrados na literatura [19].

48

(2.84)

(2.85)

(2.86)
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CAPITULO 3

PROPRIEDADE DE TRANSPORTE COM BILHAR
QUANTICO DE SIMETRIA QUIRAL

O ensemble quiral de sistema consiste de uma cavidade com simetria de sub-rede
acoplados a reservatérios de elétrons por dois guias ideais. A propagacao nos guias é
genérica, sem simetria de sub-rede. O capitulo estda dividido da seguinte maneira: na
se¢cao 3.1 recuperamos os resultados analiticos, para o caso de dois modos propagantes
apenas, das expressoes para a distribuicao da condutancia, como também as médias e as
varidncias para os parametro de simetria [ na subsecao 3.1.1 para o sistema sem quebra
de simetria de reversao temporal, ou seja, § =1 e na subsecao 3.1.2 para o sistema com
simetria de reversao temporal quebrada, ou seja, 5 = 2, e na subsecao 3.1.3 os resultados
da média e variancia da condutancia para o parametros de simetria igual a 5 =1¢€ 2. Na
secao 3.2 obtemos os resultados analiticos, das expressoes da distribui¢ao da concorréncia,
como também as médias e variancia para os parametro de simetria § = 1, na subsecao
3.2.1, e 2 na 3.2.2 e os resultados das médias e variancia para os mesmos parametros
de simetria em questdo na subsegao 3.2.3. Neste capitulo usamos a funcao densidade
conjunta de probabilidade para o calculo de observaveis de transporte em pontos quanticos
com simetria quiral, tanto para a condutancia quanto para a concorréncia, que é obtida
através do principio de maxima entropia da distribuicao de autovalores de transmissao. O
procedimento e anal6go ao que fizemos no capitulo 2, ou seja, utilizando a representacao
da matriz espalhamento S na forma polar 2.1, porém para o ensemble quiral os nossos
autovalores de transmissao serd 7; = sen?(2¢;,i = 1,..., N), como 0 < 7; < 1 entdo temos
que 0 < ¢; < /2, temos que a representacao polar de S para o ensemble quiral é dada

por
g_ [ w 0 —cos(2¢) sen(2¢) ug 0 (3.1)

L 0w sen(2¢)  cos(29) 0 ug '
como estamos interessados num ensemble de sistemas representado apenas pela matriz

de espalhamento S, logo para definir uma probabilidade P(S), a medida de Haar que é a
medida de volume invariante para o espago das matrizes, é dado por [50]

50
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) ox H H |sen(pi +od;) |ﬁH5€n (2¢1) Hd¢zdﬂ dp(v) (3.2)

i<jo==% i=1

onde 8 é o mesmo paradmetro de simetria de Dyson e « = —1. Usando o principio
de méxima entropia (para mais informagoes ver [50]), temos que a funcao distribuigao
conjunta de probabilidade para contatos simétricos com dois canais abertos (N7 = Ny = 2)
é dada por [51]

Pg(¢1,02) = Cglsen(p1+ ¢2)sen(dp1 — ¢2) |’3 sen’ (2¢1)sen (2¢2) (3.3)

onde a constante de normalizacao C'z dependente de 3, assume os seguintes valores C1 = 1
e Cy =6 que esta de acordo com [51] e §=1,2 sdo as classes de simetria. Podemos
reescrever a funcao 3.3 utilizando a relacao trigonométrica

1
sen[a+b]senja—b] = 5(005(26) —cos(2a)) (3.4)
onde obtemos a seguinte fun¢ao mais simples para trabalharmos ao longo do capitulo

Py (61,02) = s |5 (cos(200) — cos(200)Psen’ 20r)sen® ' (262)  (3.5)

3.1 Distribuicao da Condutancia para sistema com dois modos
propagantes

Em termos da variavel ¢, a condutancia para sistema com dois modos propagantes,
com 0 < g <2 é dada por

g = sen?2¢p1 + sen?2¢py (3.6)
Entao temos que 0 < ¢; < 5. O célculo de distribuigoes é mais complexo e envolve a

integral

w/2 w/2
PB (g) = /0 déy /0 dpod(g — sen®2¢1 — sen®2¢o) Ps(¢1, b2) (3.7)

Para resolver a integral acima 3.7 primeiramente procedemos com uma mudanca de va-
riavel, em seguida expandimos o delta de Dirac obtido da mudanca de variavel e por fim
utilizamos esta expansao para eliminarmos uma variavel da integral, simplificando dessa
forma a mesma para facilitar os calculos. A mudanca de variavel escolhida é a seguinte

T = sen?2¢; (3.8)
y = sen®2¢s (3.9)
logo temos que
+
L arcsenQ( V) (3.10)
_ arcsen(£./y) (3.11)

2
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Entao calculando o jacobiano da mudanga de variavel, temos

81 oh
J: 8.T 6 —_ — (312)
G2 G| vam Ju—aa—y)

Logo temos que a distribuicdo da condutancia 3.7, fica em termos da nova variavel

Ps C’g/dy/dxégxy’Q\/ly\/l )

1 Jry?
16, /(1-2)(1—y)

Calculando a expansao do delta que aparece na expressdo acima (ver apéndice B)
obtemos

(3.13)

0(g—r—y)=dz—(9—y)) (3.14)
temos por 2.1.2 que a integral sobre o d sera igual a 1 se 0 < g—y < 1 porém como

0 <y < 2 entao temos que quando y = 0 temos que a condutancia varia de 0 < g<1e
quando y = 1 temos que 1 < g < 2 logo teremos que 3.13 fica

Pg)= [ dy [ drita—(9-1) T vie)| & VT

3.15
6T oa g
C B (g—y)yﬁ_2
5 — _
=S [* s vT=i- V=) T iy
cal 11 AN 2 1 B (9—1)ﬁ_2
=7 | %3 ‘m>’ m*/ da|5(V2=9) (347

(2—9)(0)

3.1.1 Resultados para a condutancia com parametro de simetria g =1

Substituindo S =1 na equacao 3.16 e tomando o valor da contante dada em [51] e
mencionada anteriormente como C7 =1, temos que a distribui¢ao da condutancia é dada
por

g 1 1
:16/91dy‘2(\/1—y—\/1—g+y)‘\/((g_y)y)(l_(g_y))(l_y) (3.18)

Onde utilizando para o calculo da integral 3.18 o software MAPLE13, obtemos como
resultado somente a parte real
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4\1@[\/_}7( \/_>—2@K(‘/j
—V9F \éi’\/_)+ZF<2ﬁ /= )
P'(g) = (3.19)
g (.8) 2 (450) - e (.

gl I./g Vg
22F(2\/‘ﬁ71,\/gl > ZF(2\/\/; \[)] <g<2

onde K(K) ¢é a integral eliptica completa do primeiro tipo defina como K(K) = F(1,K)
1].

que por sua vez é a integral eliptica incompleta do primeiro tipo definida como F(x, K)
1

I8

dt. Este resultado esta de acordo com o encontrado na literatura [5

P(g)

Figura 3.1 Distribuicdo da condutancia para pontos quirais para o caso 8 =1, obtido da equagao
3.19.

3.1.2 Resultados para a condutincia com pardmetro de simetria § =2

Substituindo = 2 na equacao 3.16 e tomando o valor da contante dada em [51] e
mencionada anteriormente como C7 = 6, temos que a distribuicao da conduténcia é dada
por

1
Ja=(g-y)1-y)

7’2(9)2/ggldyléwl—y—x/l—gw)‘? (3.20)
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Onde utilizando para o calculo da integral 3.20 o software MAPLE13, obtemos como
resultado somente a parte real

P2(g):{ %(g—?)ATCSiTL(g’i)OSgSl (3.21)

FT(2-gl<g<2

Este resultado estd de acordo com o encontrado na literatura [51].

1-2 T I T T I T
L —_— =2 i
0.9 _
g‘@ 0.6 -
03 -
1 I 1 I L I 1
e 0.5 1 15 2
g

Figura 3.2 Distribuicido da condutincia para pontos quirais para o caso 8 =2, obtido por meio
da equacao 3.21.

3.1.3 Meédia

A partir da equagao da média da conduténcia para o ensemble quiral [51]
__88
(9)(cn) = 3565

obtemos que a média para os dois parametros de simetria de Dyson trabalhados ao longo
desse trabalho, f =1 e 2, sdo respectivamente

(3.22)

5 ~0,889 se 3 =1

9)(en) = { T2 ~ 1,067 se =2 (3.23)

Este resultado estd de acordo com o encontrado na literatura [51].
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3.1.4 A Localizagao Fraca da Condutancia

A localizacao fraca é
<9>LF(Ch) =—0,178 (3.24)

3.1.5 A variancia da condutancia.

A variancia da condutancia adimensional é

416
wam A 0,337...se f=1
var(g) cn) { 12255’785 ~0.157... s0 = 2 (3.25)

3.2 Distribuicao da Concorréncia simetria quiral

Usaremos a mesma definicdo de concorréncia do capitulo anterior da equacgao 2.52, so
que considerando dessa vez a simetria quiral isto é, os autovalores de transmissao 71 e
T tomarao os seguintes valores de 7; = sin (2@) com0<¢p;<Ter=1,2

Logo temos que a distribuicao da concorréncia com simetria qulral é dada por

an?( an?
// 2\/t 2o <2¢2))P(¢1,¢2)d¢1d¢2 (3.26)

tan?(2¢1) + tan?(2¢2)

A funcao distribuicao e dada pela equagao 3.5 que reescrevemos como segue

Pg(¢1,02) = C’Bi |cos(2¢2) — cos(2¢1)| sin® (2(;51)3@71 (Q(bg) (3.27)

Usaremos aqui a mesma mudanga de variavel sugerida em [49] que é 2.56 e 2.57 com
a alteracdo de 71 e 7o para sin?(2¢1) e sin?(2¢$2) respectivamente como segue

1

T = T (3.28)
B sin?(2¢1)
~ 1—sin2(2¢1) (3.29)
.2
T = M = tan®(2¢1) (3.30)

Analogamente
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y = tan”(2¢3) (3.31)

Agora calculando em termos da nova variavel isolamos os ¢ e concluimos que

¢1 = f (3.32)
o =Y (333)
entao
sin(2¢1) =+ 1+ (3.34)
. _ Y

sin(2¢2) =+ i+9) (3.35)
cos(2¢1) = :i:; (3.36)

(1+x)
cos(26g) = £ (3.37)

(1+y)

Dessa forma a funcao distribuicao 3.27 em termos da variavel x e y, fica escrita

B
1 1 1 x _ Y 1
Py(e.y) = a5 [+ = (= )1+ Pl (3.38)
’ 62( Ja+y) 1+ (1+2) (1+y)
Calculando o jacobiano da mudanga de variavel
0 0
PO N S S (3.39)
S o 16 /7y (1+z) (1+7y)

Logo temos que a distribuicao da concorréncia com simetria quiral 3.26 em termos da
nova variavel x e y fica escrita como

0o 00 2\/@ 1 1 1 1
PB(C):OB/O /0 6((]—x+y)Pg(m,y)E\/@(l+x)(1+y)dxdy (3.40)
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3.2.1 Concorréncia com simetrial quiral para =1

Temos que a constante de normalizacao para =1 é C] = 1, dessa forma a funcao
distribuicao 3.38 fica

1 1 1
Pi(z,y) =5+ F (3.41)
2| J+y)  JA+a)
Entao a distribuicao da concorréncia 3.40 é
2y 1 1 1 ?
=] |- s T
vy 32\ /(L+y) /(L+2)
1 1 1
dxdy (3.42)
vy (1+2) (1+y)

onde usamos semelhantemente ao do capitulo 2 a expansao delta de dirac descrita em
[49] e temos entdao que 3.42 fica mais simplificadamente escrita como

_ (K(O)+1)7 1 1 1
PO TR _1 32/ J(1+y) \/(1+K(C’)y) A+ KOy (T4
)+1) '
+1_‘]<O)32/° (1+y) (1+J(C)y)| A+ J(C)y) (1+y)dy (343)

Observamos que nossa integral se transformou em duas integrais similares sendo uma
em termos de K(C) e outra em termos de J(C) se tornaram muito mais simples, basta
apenas resolver uma delas utilizando o software M AP LF13 para calcular a integral acima,
obtemos como resultado

r

1 1
=+

Va+y) A+ E(C)y)

1 1
(1+K(C)y) (1+y)

dy = (3.44)

4 <2K((J) [\/W”J —2/K(C)/K(C)~1+(C) {K(CHWD

_ K©)- (3.45)

(K(C)=1)32\/K(C)

que substituindo na 3.43 para o caso de K(C) e substituindo este mesmo resultado no
lugar de K(C) por J(C), e os valores de K(C) e J(C) da expansdo da fungao delta dada
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pelas 2.63 e 2.64, e utilizando o mesmo software anterior para simplificar, seguida de uma
breve manipulacao algébrica usando para eliminar a parte imaginéaria da férmula fechada
a relacdo trigonométrica arctanh(z) = —5 +arccotanh(L) e arctanh(z) = arccotan(L),
temos que a funcao distribui¢do da concorréncia 3.43 fica

11 V2 V1-C? C?
1 1434
Pi1(C) 51 2 o 1+ ez arccoth 1+2(1—C2)(1+\{1_07022) (3.46)

que esta de acordo com a simulag¢do numérica realizada e descritas em [52] e baseadas em
[53]. A representagao grafica da distribuicao é a seguinte

5 T I T I T I T I T
i
4+ -
3
o |
A
2
1 — —
“ 1 1 L | 1 1 1 | L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

C

Figura 3.3 Distribuicdo da concorréncia para pontos quirais para o caso = 1, obtidas da
equacao 3.46.
3.2.2 Concorréncia com simetrial quiral para § =2

Temos que a constante de normalizacao para =2 é Cy = 6, dessa forma a funcao
distribuigao 3.38 fica

2
_} 1 1 T Y
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Entao a distribuicao da concorréncia de equacgao 3.40 para este parametro de simetria

B=2¢

// B )3<j: 1 - 1 )2
x+y32 Ja+y) (1 +a)

|
x—Y dxdy (3.48)

(1+2)%2 (14+4)%?

onde usamos novamente a expansao delta de dirac descrita em [49] para eliminarmos
a integral em termos de x, temos entao que 3.48 fica mais simplificadamente escrita como

2
(K(C)+1) !
Po(C) = K(C)— \/732/ ( 1-|-y \/(1+K(O)?J))
% 1 1 dy +
1+ K(C)y)* (149)*

(J(C)+1)? 73 > 1 1
10 J“WQA (¢a+yft¢a+ﬂomJ

1 1
X(l%—J(CUQfV2(1%_yfy2dy (3.49)

Observamos que nossa integral se transformou em duas integrais similares sendo uma
em termos de K(C) e outra em termos de J(C) se tornaram muito mais simples, basta
apenas resolver uma delas Utilizando o software M APLFE13 para calcular a integral
acima, obtemos como resultado

2
dy = _
/0 (\/(1+y) + \/(1+K(C)y)) (1+K(C)y)*2 (1+44)*? Y (3.50)

16 —K(O)+2/K(C)-1 (3.51)
3 \JK(C)(1-2K(C)+K(C)?) |

que substituindo na 3.49 para o caso de K(C) e substituindo este mesmo resultado no
lugar de K(C) por J(C), e os valores de K(C) e J(C) da expansdo da fungao delta dada
pelas 2.63 e 2.64, e utilizando o mesmo software anterior para simplificar, seguida de uma
breve manipulagao algébrica, temos que a func¢ao distribuicdo da concorréncia 3.49 fica
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Vi
(1+C)(1-C?)

P2(C) = (3.52)

que esta de acordo com a simulagdo numérica realizada pelo meu orientador. A repre-
sentacao grafica da distribuicao é a seguinte

Figura 3.4 Distribuicdo da concorréncia para pontos quirais para o caso 3 = 2, obtidas a partir
das equacoes 3.52.

Observamos nos graficos da distribuicao da concorréncia para =1 e 2, que a maior
caracteristica para a simetria quiral é que existe mais probabilidade de encontrar o sistema
nos estados maximamente emaranhados C'=1 do que na simetria de Wigner-Dyson. No
entanto, quando o sistema preservar TRS, a probabilidade de encontrar o sistema nos
estados separaveis C' = 0 aumenta significativamente, como pode visto na fig 3.3.

3.3 Meédia da distribuicao da Concorréncia para =1 e 2

Utilizando as distribuicoes 3.46 e 3.52 podemos calcular a média para ambos os parame-
tros de simetria, e obtemos respectivamente

0,4675 se =1

() = { 0,5708 se 3 =2 (3:53)
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3.4 A Localizacao Fraca da Concorréncia
A localizacao fraca é

(C)1F,,, = —0,1033 (3.54)

3.4.0.1 Variancia da distribuicdo da Concorréncia para S =1 e 2

Utilizando as distribuigoes 3.46 e 3.52 podemos calcular a varidncia para ambos os para-
metros de simetria, e obtemos respectivamente

0,1117se g =1
var(C)(en) = { 0,1034 se 3 =2 (3.55)

3.5 Emaranhamento de Formacao para o bilhar de Dirac

Andlogo ao que fizemos no capitulo anterior utilizando novamente as distribuicoes 3.46
e 3.52 podemos obter o emaranhamento de formagao Qg(€), primeiramente calculando
a expressao inversa da entropia de Shannon do capitulo 1, em seguida calculando o
jacobiano da mudanga de varidvel para C'(£), temos que o emaranhamento de formagao
¢é dado por

Qul) = L BZCEN ey (3.50)
pre)= C(E) arctanh [l — C(E)?] E '
Neste caso, novamente como no caso da simetria Wigner Dyson, nao podemos obter
expressoes analiticas para Q(&) pois a fungao na entropia de Shannon é transcendental,
entao plotamos os graficos correnpondentes ao emaranhamento de formagao para os dois
parametros de simetria, como segue

i

—_— p=1

=

[4IF

Figura 3.5 Emaranhamento de Formacao para pontos quirais para o caso = 1.
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— B=2

gE

Figura 3.6 Emaranhamento de Formacao para pontos quirais para o caso = 2.

3.5.1 Simulagao Numérica

Os resultados obtidos, com o bilhar de Dirac, na distribuicao da concorréncia Ps(C)
em 3.46 e 3.52 e Emaranhamento de formagao Q3(£) em 3.56, ambos para f=1e =2,
foram comprovadas através de simula¢ao numérica feita em [52], com o método descrito
em [53]. Podemos observa-las a seguir
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FiC)

(E)
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Figura 3.7 Simulagdo numérica feita para comprovar os resultados obtidos [52], com o bilhar
de Dirac, na distribuicdo da concorréncia e Emaranhamento de formagao, ambos para S =1 e

B=2

A partir da equagao 3.56, podemos calcular de forma numérica a média e a variancia
para o emaranhamento de formagcao para os parametros de simetria =1 e 2, respecti-
vamente temos,

3.5.1.1 Média do Emaranhamento de Formagdo Q3(&)

] 0,382se B=1
ey = { 0,485 se § =2 (3:57)
3.5.1.2 Localizagdo Fraca do Emaranhamento de Formagdo Q3(€)
<5>LF(ch) =—0,103 (3.58)

3.5.1.3 Varidncia do Emaranhamento de Formagdo Q3(€)

0,121 se f=1
var(€)(en) = { 0,122 se 3 =2 (3.59)



CAPITULO 4

CONCLUSAO E PERPECTIVA

Neste trabalho obtemos resultados analiticos para as distribui¢coes da concorréncia
e do emaranhamento de formacao no bilhar de Dirac cadtico para os parametros de
simetria considerando a presenca (f =1) e a auséncia (5 =2) de simetria de reversao
temporal (SRT). Ambos somente para o caso de dois canais abertos (N =2). Obtemos as
médias, localizagoes fracas e variancias de ambas as distribuigoes citadas anteriormente.
Ao compararmos os valores das medidas das médias, localizacoes fracas e varidncias no
caso do bilhar de Dirac com as medidas obtidas no bilhar de Schrodinger, vemos que o
mesmo tem uma probabilidade maior de estados separaveis enquanto para o bilhar de
Dirac esse resultado difere, tendo situagdes em que a probabilidade é maior para o estado
de Bell, ou seja, maximamente emaranhados. A localizagao fraca em ambos os casos é
praticamente zero, diferente da localizacao fraca de outro observavel como a condutancia
em que tem um valor consideravel.

Com base no trabalho desenvolvido, diversas vertentes de trabalhos futuros podem
ocasionar novas pesquisas como o estudo tanto das distribui¢coes da concorréncia quanto
do emaranhamento de formagao para o bilhar quantico com simetria Altland-Zinbauer,
a quebra de coeréncia de fase no emaranhamento (tempo de relaxagdo) ou até mesmo
poderiamos utilizar barreira de tunelamento nos guias de onda.
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TEOREMA DE BELL

Demonstracdo. Tomemos um sistema composto particionado em dois subsistemas, os quais
se encontram com Alice e Bob. Ambos possuem aparatos capazes de medir as variaveis A e
B. Estas variaveis podem assumir apenas dois valores: +1.

Alice e Bob podem ajustar da maneira que lhe convier as configuraces de seus instru-
mentos de medida. Para spin —% estas configuracoes correspodem a possiveis orientacoes de
um campo magnético ndo homogéneo. Para medidas de polarizacao de fétons, eslas corres-
pondem as orientacoes dos polarizadores. Chamemos de a a orientacdo do aparato de medida
com Alice e de b a orientacao do aparato de Bob.

Vamos supor que o resultado de qualquer medida depende das possiveis orientacdes (pa-
rametros controlaveis) e de um niimero qualquer de parametros incontrolaveis, seja porque
nao desenvolvemos técnicas experimentais para controld-los ou seja porque a natureza proibe
seu controle. Representemos o conjunto desses pardametros por A\. Dessa forma, podemos
especificar os resultados das medidas feitas por Alice e por Bob pelas funcées abaixo, as quais
podem assumir apenas valores +1:

Aa,b,\) ==+1 (A.1)
B(a,b,\) =+1 (A.2)
Agora, lancando m3o da hipétese de localidade, o resultado da medida feita por Alice

ndo pode depender da orientacdo escolhida por Bob. Analogamente o resultado da medida
feita por Bob n3o pode depender da orientacdo escolhida por Alice. Assim sendo,

A(a,b,\) — A(a,\) (A.3)
B(a,b,\) — B(b,\) (A4)

Para obtermos predicdes quantitativas deste hipdtese de localidade, precisamos estudar as
correlacbes entre os resultados das medidas de Alice e de Bob. Para cada par de particulas
produzido, A pode assumir qualquer valor. Definimos, pois, a funcao correlacdo abaixo,

P(a,b) = / Ala, N B(b,\)p(A\)dA (A.5)
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onde p(A) é uma distribuicdo de probabilidade que representa os possiveis valores para o
pardmetro incontrolavel p. Por seu uma distribuicdo de probabilidade, p(A\) <0e [ p(\)dp=1.

Consideremos um cenario onde Alice e Bob realiza suas medidas em duas possiveis ori-
entacdes, a e a/ escolhendo aleatoriamente para cada medida uma dessas duas orientacdes.
Bob também procede da mesma forma, orientando seu aparelho de medida ora na direcdo de
b e ora na direcao de b. Dessa forma, temos quatro funcdes de correlacdo, as quais devem
satisfazer a desigualdade abaixo

P(a,b) —Pla,b) = [ A(a, \)B(b,\)p(\)d\— [ A(a, \)B® ,\)p(A)dX
= [ A(a,\)B(b,\)p(N\)d\ — fA(a,)\)B(b,/\)p()\)dA
— [ A(a,\)B(b,\)A(a',\) B(b, A)p(\)dA
+ [ A(a,\)B(b,\)A(d ) (b, \)p(A)dA
= [ A(a, )B(b,\)[1 = A(a’, ) B(b', \)]p(A)dA
— [ A(a, )B(b, M)[1— A(a’, ) B(b,\)]p(A)dA (A.6)

Agora, como as funcbes A e B sdo no maximo iguais a unidade, quaisquer produtos dessas
funcdes também atingem no maximo a unidade. Dessa forma, um limitante superior para o
modulo do lado esquerdo da equacdo anterior é

|P(a,b) — P(a,b)| < /[1 — A, N B N)]p(A\)dA
+/[1 — A(d VB0, M) p(\)dA
<2-P(d,b)—P(d,b) (A.7)

Rearranjando a expressdo anterior,

= |P(a.,b) ~ P(a,b)| + P(a b))~ P(a".b) <2 (A8)

Assim, se um sistema composto viola a desigualdade acima, S > 2, dizemos que ele nao
satisfaz a hipétese de localidade de Bell.
[



EXPANSAO DELTA DE DIRAC

Vimos que ao longo dos capitulos 2 e 3 quando analisamos a concorréncia, utilizamos
uma expansao delta de Dirac encontrada em [49] que foi muito 1til para o cdlculo de
integrais de delta de Dirac que surgem no calculo da funcao distribui¢ao. Aqui iremos
fazer a demostragao de como foi obtida tal expansao.

Utilizaremos para isso, a expansao de delta de Dirac ja conhecida na literatura [47],
que ¢ definida como

(B.1)

onde g(xyp) =0 e ¢'(z,) #0.
Partindo de B.1 iremos moldando com a concorréncia, que é definida em 2.52 e a

sua funcao distribuigao é 2.53, depois das mudancas de varidveis 2.56 e 2.57, obtemos a
concorréncia 2.58 e a distribuicao da concorréncia é dada por

PA(C) = <5 (o- (ﬁ?)2>> (B.2)

que é o delta que expandimos nos capitulos 2 e 3 e que iremos demonstrar.

Demonstracdo. Seja o delta definido como

5(0— i ) (B.3)

(z+y)°

Temos dentro do delta a funcao:
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lgualando a zero para acharmos as raizes da funcao B.4 ;| temos

dry
C_”(x%—y)?_o (B.5)

xC+yC —2/zy=0 (B.6)

Utilizando um software calculamos as raizes em termos de x e obtemos

X

_ 2y—cPy+2y/y2—c?y?
- 2
C

I” . 2y7c2y72 y2,c2y2 (B?)
= CV2
onde podemos reescrever isolando o y de tal forma
' = K(C)y
{ 2 =J(C)y (B.8)

2 2 2 2
com K(C) = 22H2/1=C ¢ () = 222/
Moldando os resultados B.7 com a equagdo B.1 e calculando para isso a primeira
derivada da funcdao B.6 em relacao as raizes B.7 encontradas, obtemos em relacao a z’ e
x' respectivamente

y(z' —y)

Valy(a'+y)? (B.9)

y(y—z'"")

Va'ly (' +y)>2
Usando os valores de x isolando o y de B.8, obtemos para z’ e 2/, respectivamente
K(C)-1
(1+K(C))*y/ K(C)
O K (B.10)
(1+J(C))%/J(C)y

Logo substituindo B.10 na equagao B.1 temos que a fungao delta de dirac B.3 pode
ser re-escrita na sua forma expandida como

yo (z — K(C)y) +

dxy _(1+K(C)>2 K(C)

5<C‘ <x+y>2>‘ K(C)-1
(1+J(C))*/J(C)

1-J(C)

Que a expansao que utilizamos nos capitulos 1 e 2 e que esta em [49].
[ |

yo (z = J(C)y) (B.11)
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