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Resumo

Transporte eletrônico em dispositivos nanoestruturados vem sendo um tema relevante em física
teórica e experimental. Os principais efeitos observáveis em um bilhar quântico caótico são de-
vido a interferência quântica durante o transporte eletrônico . Nessas nanoestruturas as escalas
de comprimentos de coerência de fase e o caminho livre médio excedem as dimensões da amos-
tra do sistema, além disso, o tempo de permanência é menor do que o tempo de decoerência.
Nessa abordagem o bilhar quântico é considerado uma cavidade caótica conectada a guias de
onda ideais acoplados a reservatórios de elétrons. Os efeitos coerentes mais importantes em
física mesoscópica são a localização fraca e flutuação universal da condutância. A presença
destes efeitos é devido à coerência de fase dos elétrons que é mantida durante o processo de
transporte de cargas. A perda da coerência de fase ou decoerência leva ao desaparecimento
desses efeitos. Para uma abordagem analítica do problema de transporte eletrônico há diversas
técnicas atualmente. O método diagramático tem se apresentado como uma boa opção prin-
cipalmente quando se necessita estudar sistemas com multiterminais. O método diagramático
foi proposto por Brouwer e Beenakker para calcular os observáveis físicos como a condutância
através de um bilhar quântico caótico ou bilhar de Schrödinger caótico, ou seja, quando a fun-
ção de onda da partícula é descrita pela equação de Schrödinger. Neste trabalho iremos fazer
um estudo analítico dos observáveis físicos do transporte de carga através do bilhar quântico
caótico com simetria de subrede (SLS) ou simetria quiral, também conhecido como Bilhar de
Dirac Caótico. A SLS está presente nas estruturas de rede bipartida com duas subredes interco-
nectadas. Para este fim, pretendemos generalizar o método diagramático de forma a se adequar
a sistemas onde as funções de onda são descritas pela equação de Dirac.

Palavras-chave: Bilhar de Dirac, Bilhar de Schrödinger , Técnica Diagramática, Matriz Ale-
atória, Decoerência.
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Abstract

Electronic transport in nanostructured devices have been relevant topic at theoretical and expe-
rimental physics. The main physical effects in chaotic quantum billiard are caused by quantum
interference in electronic transport. In mesoscopic physics, the length scales like phase cohe-
rence and mean free path are much longer than length of devices, moreover, the dwell time
of electrons are much smaller then time of coherence. In this case, the quantum billiard is
described as chaotic cavity connecting to ideal leads. The most important coherence effects in
mesoscopic physics are weak localization and universal fluctuations of conduction, which pre-
sents when the phase coherence of electrons is preserved in electronic transport. If the phase
coherence is broken the weak localization and universal fluctuations of conduction vanishes,
which is known as decoherence. There are many techniques currently to analytical analyze
of electronic transport. However, the diagrammatic method have been shown as good option
mainly when it is necessary to study systems with multiple leads. The diagrammatic method
was proposed by Brouwer and Beenakker to obtain the physical observables like conduction
through the chaotic quantum billiard or Chaotic Shcrödinger Billiard. In other words, when
the function wave of electrons are described by Schrödinger equation. In this work, we are
studying analytically the physical observables of electronic transport to chaotic quantum bil-
liard with sublattices or chiral symmetry (SLS), which is known Chaotic Dirac Billiard. The
SLS is present in the bipartite network structures with two sublattes inter- connected. Our goal
are generalizing the diagrammatic method to systems which the function wave are described
by Dirac equation.

Keywords: Dirac Billiard, Shcrödinger Billiard, Diagrammatic Method, Random Matrix,
Decoherence.
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

O avanço tecnológico possibilitou a construção de diversos dispositivos eletrônicos na escala
de nanômetros, tais como pontos quânticos, fios e entre outros. Estes sistemas abrangem a re-
gião entre os sistemas macroscópicos e microscópicos e preservam a coerência de fase, sendo
esta a principal característica durante todo o processo de transporte de carga. A preservação da
coerência de fase possibilita a formação de padrões de interferência no interior de uma amostra.
Em matéria condensada, estruturas que apresentam estas características são conhecidas como
sistemas mesoscópicos [2, 3]. A partir disso, é possível estudar diversos fenômenos físicos
onde os efeitos ondulatórios dos elétrons são relevantes. Durante o transporte de carga, surgem
propriedades tais como, a universalidade da flutuação da condutância, localização fraca e a po-
tência do ruído de disparo. Esses fenômenos independem do formato, do grau de desordem do
sistema, composição atômica ou da sua estrutura, apenas dependem das simetrias fundamentais
de cada sistema. Dado estas características, a Teoria de Matriz Aleatória vem sendo utilizada
como uma das principais ferramentas teóricas no estudo de transporte eletrônico.

A Teoria da Matriz Aleatória (TMA) foi desenvolvida por Wigner e Dyson [4], que consiste
no estudo da distribuição de probabilidade dos autovalores e autovetores de matrizes. Ela é
uma ferramenta estatística aplicada a sistemas com dinâmica caótica, por isso a TMA é uma
ótima ferramenta para obter as características da universalidade da condutância em condutores
desordenados. Aplica-se ao estudo das propriedades termodinâmicas de sistemas fechados e ao
estudo das propriedades de transporte de sistemas abertos. Inicialmente a TMA era composta
por três ensembles, conhecidos como ensembles Gaussianos. Além destes ensembles a TMA
é compostas por dez ensembles subdivididos em três classes: Classe de Wigner-Dyson [4],
Classe Quiral [5] e Classe de Altland-Zirmbauer [6]. A partir da nomenclatura de Cartan
para espaços simétricos, tabela 1.1, apresentamos as principais simetrias que sobrevivem a
presença de desordem e caracterizam cada tipo de ensemble: simetria de reversão temporal
(TRS), partícula-buraco (PHS), simetria de rotação de spin (SRS) e subrede (SLS). Quando as
simetrias são quebradas pela ação de um agente externo tal como campo magnético, elas são
representadas por (0), quando as simetrias não são quebradas estão representadas por (±1),
dependendo da simetria de spin e SRS . Na TRS, +1 corresponde a partículas com spin inteiro
1,2, . . . e −1 corresponde partículas com spin meio1/2. Na PHS, +1 corresponde ao tripleto e
−1 ao singleto e na simetria SLS sempre teremos +1 [1, 3, 8].

Neste trabalho focamos nossos estudos nas Classes Quiral e Wigner Dyson. Mais especi-
ficamente estudaremos o Bilhar de Dirac caótico, apresentando resultados exatos da média e
variância da condutância onde comparamos nossos resultados com os já conhecidos resultados
para o Bilhar de Schrödinger caótico [9]. O Bilhar de Schrödinger é descrito pelos ensembles
de Wigner-Dyson enquanto o Bilhar de Dirac é descrito pelos ensembles Quirais. A princi-

1



1.1 REGIME DE TRANSPORTE EM FÍSICA MESOSCÓPICA 2

Classes de Simetrias Beta Ensembles TRS PHS SLS

Wigner-Dyson 2 A(unitário) 0 0 0
1 AI(ortogonal) +1 0 0
4 AII(simplético) -1 0 0

Quiral 2 AIII(unitário) 0 0 1
1 BDI(ortogonal) +1 +1 1
4 CII(simplético) -1 -1 1

Altland-Zirnbauer 2 D 0 +1 0
2 C 0 -1 0
1 DIII -1 +1 1
4 CI +1 -1 1

Tabela 1.1 Tabela baseada na referância [8] com a nomeclatura de Cartan para os espaços simétricos.
A segunda coluna refere-se aos índices de simetria de cada ensemble. A terceira coluna representa a
nomenclatura de Cartan para espaços simétricos. As simetrias fundamentais que classificam cada tipo
de ensemble são:simetria de reversão temporal (TRS), partícula-buraco (PHS), simetria de rotação de
spin (SRS) e subrede (SLS). Na tabela quando há uma quebra de simetrias representamos por 0, e não
havendo a quebra da simetria representamos por ±1.

pal diferença entre os ensembles de Wigner-Dyson é a validade SLS presente nos ensembles
Quirais.

1.1 REGIME DE TRANSPORTE EM FÍSICA MESOSCÓPICA

O regime mesoscópico em matéria condensada é caracterizado por dispositivos mantidos
a baixas temperaturas, permitindo que o elétron propague coerentemente através da amostra,
visto que a coerência de fase caracteriza o comportamento quântico. Os dispositivos eletrônicos
mesoscópicos estão localizados entre as escalas macroscópica e microscópica. Esta faixa de
comprimento se estende do comprimento de coerência de fase, Lφ , até o comprimento de onda
de Fermi, λF . O comprimento de coerência de fase é dado por [2, 10]

Lφ =
√

Dτφ , (1.1)

onde D é a constante de difusão e τφ é o tempo de relaxação de fase. O comprimento de onda
de Fermi é escrito

λF =
h√

2m∗εF

, (1.2)

onde m∗ representa a massa efetiva do elétron e εF a energia de Fermi.
O comprimento de coerência de fase é a maior escala de comprimento e é caracterizado pela

ocorrência de interferências de funções de ondas eletrônicas, isto é, o elétron pode viajar dentro
desta distância sem perder a coerência de fase. Este comprimento depende da temperatura, à
medida que a temperatura aumenta Lφ diminui, e varia de amostra para amostra [2, 10]. Se o
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Figura 1.1 Escala de comprimento característica do sistema mesoscópico a baixas temperaturas. Onde
L é o comprimento da amostra, λF comprimento de onda de Fermi, le caminho livre médio, Lφ compri-
mento de coerêcia de fase e ξ o comprimento de localização.

comprimento da amostra L for maior que Lφ , o dispositivo não apresenta efeitos de interferên-
cias quântica, sendo assim, o transporte eletrônico é descrito pela física clássica, veja a figura
1.1.

Outra escala importante é o caminho livre médio entre dois espalhamentos elásticos con-
secutivos, le. Ele está relacionado ao tempo de espalhamento elástico, sendo a distância per-
corrida pelo elétron até que modifique completamente seu momento inicial descrevendo o grau
de desorganização do sistema, isto é, a distância entre duas colisões sucessivas com impure-
zas, veja figura 1.2. Além desta há outra escala, o comprimento de localização (ξ ), que está
relacionada ao grau de desordem do sistema, veja a figura 1.1.

Figura 1.2 Ilustração de um sistema mesoscopico balístico (a esquerda) e difusivo (a direita).

O comprimento da amostra L, necessariamente obedece a seguinte condição: Lφ ≥ L ≥
λF . Dito que L está compreendida entre as escalas de comprimento que caracteriza o sistema
mesocópico, podemos identificar três regimes: Balístico, difusivo e localizado. Na tabela 1.2,
apresentamos as características de cada regime.
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Inicialmente o foco da física mesóscopica era o regime difusivo, no qual o movimento dos
elétrons consiste em colisões aleatórias entre as impurezas, veja a figura 1.2 [11]. A partir do
avanço tecnológico, o regime balístico passou a ser o alvo de pesquisa, sendo neste o movi-
mento aleatório dos elétrons determinado pelas condições de contorno da amostra [12].

Regime Condição Colisões

Balístico le > L Praticamente não há colisões
Difusivo L > le Diversas colisões Elásticas

Localizado Lφ > L > ξ Multiplas Colisões

Tabela 1.2 Classificação dos regimes.

No transporte eletrônico coerente, temos como principais efeitos quânticos a quantização
da condutância, as flutuações universais, a localização fraca e o ruído de disparo. As flutuações
universais da condutância são padrões estocásticos independentes do tempo e desaparecem
lentamente com o aumento da temperatura, [13]. No entanto, o ruído trás informações da
correlação temporal dos elétrons que não estão contidos na condutância [14].

1.1.1 Ponto de contato quântico

Figura 1.3 Ponto de contato quântico e a quantização da condutância, à medida que varia a tensão na
constrição . Figura retirada de [15].

Um exemplo fundamental da física mesoscópica é o ponto de contato quântico (PCQ).
Experimentalmente PCQ é fabricado a partir de uma heteroestrura de AsGa/NAsGa, esse fica
confinado por barreiras de potencial infinitas e conectado através das constrições a dois reser-
vatórios com uma diferença de potencial eletroquímico entre eles, veja a figura 1.3[15, 21]. A
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partir da desta junção podemos estudar o contato pontual. Este dispositivo consiste de um guia
de onda com uma constrição de largura W ajustável, que o divide em duas regiões [15].

A corrente elétrica através da constrição varia de acordo com o ajuste da abertura, W . À
medida que se aumenta a largura da constrição a corrente aumenta por etapas. De fato, ocorre
a formação de degraus que consistem na quantização da condutância em temperaturas bai-
xas, esse efeito foi primeiramente observada em heteroestruturas semicondutoras de GaAs e
AlGaAs nas referências [86, 87]. Segundo a figura 1.3, a condutância pode assumir valores
discretos, que são múltiplos inteiros do quantum da condutância, devido a isto a condutância é
dada pela equação a seguir:

G = N × 2e2

h
, (1.3)

onde 2e2/h é o quantum de condutância e N é um número inteiro que conta o número de
modos de interferência construtivas e consiste na razão entre a largura do contato e a metade
do comprimento de onda do elétron:

N = Int
[

2
W

λ

]

. (1.4)

1.2 BILHAR DE SCHRÖDINGER: CAVIDADE CAÓTICA QUÂNTICA

Figura 1.4 Bilhar de Shrödinger ou Cavidade Caótica Quântica. Na figura à direita as setas indicam
o caminho do elétrons hipotético entrado e saindo da cavidade caótica, explorando todo o tempo de
permanecia. A esquerda figura ilustrativa da cavidade. Figura retirada de [85].

O bilhar de Shrödinger é um dispositivo eletrônico composto por uma cavidade caótica,
que consiste em uma microestrutura bidimensional onde o elétron sofre espalhamento, conec-
tada a um ou mais guias de ondas ideais, veja a figura 1.4. Para que o transporte eletrônico
através da cavidade seja considerado universal, é necessário que a escala de tempo de per-
manência do elétron na cavidade (τd) seja suficientemente maior que o tempo ergódico (τerg)
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(tempo necessário para o elétron explorar todo o espaço de fase). Contudo, τd tem que ser su-
ficientemente menor que o tempo de coerência de fase ( τφ ) para que o transporte se mantenha
coerente. Desta forma temos que τφ ≫ τd ≫ τerg.

Para que seja realizado o estudo do transporte de cargas, é necessário acoplar reservatórios
macroscópicos ao bilhar (cavidade aberta) através de guias de ondas ideais e mantê-los fora de
equilíbrio. É importante ressaltar que o tempo de permanência também deve ser maior que o
tempo de Ehrenfest esse tempo irá determinar se o sistema é clássico ou quântico, isto é, se o
tempo for menor que o tempo de Ehrenfest tem um sistema clássico caso contrário o sistema é
dito quântico [2, 16, 11]. Diante destas condições, os observáveis de transporte independem das
propriedades microscópicas da cavidade caótica quântica, isto justifica a utilização da Teoria
de Matrizes Aleatória.

1.2.1 Reversão temporal: Reversão do movimento

Para descrever simetria de reversão temporal tomamos como base as referências [18, 19]. Do
ponto de vista da Mecânica Clássica [18], ao considerar uma partícula sujeita a um certo campo
de força, fazendo com que a partícula pare depois de um certo instante de tempo, após a partí-
cula parar aplicamos novamente uma força fazendo com que a partícula reverta seu sentido de
movimento. Isto é, a partícula percorre a mesma trajetória, porém com sentido contrário, veja a
figura (1.5). De fato, temos as seguintes soluções para o vetor posição e momento da partícula:

{

~rrev(t) =~r(−t)
~P(t) =−~P(t).

(1.5)

Comcluímos que~rrev(t) e~r(t) são soluções das equações do movimento.
Do ponto de vista da Mecânica Quântica [19], a equação que descreve o movimento das

partículas é a equação de Schrödinger

ih̄
∂

∂ t
|ψ(t)〉= Ĥ|ψ(t)〉. (1.6)

O hamiltoniano e o operador momento são dado por:

Ĥ =
P̂2

2m
+V (~r), (1.7)

P̂ = −ih̄~∇. (1.8)

Atuando um 〈~r| pela esquerda na equação (1.6), temos

ih̄
∂

∂ t
〈~r|ψ(t)〉= 〈~r|Ĥ|ψ〉. (1.9)

Utilizando as equações (1.7) e (1.8) podemos reescrever a equação (1.23) da seguinte forma:

ih̄
∂

∂ t
ψ(t) =

(

− h̄2

2m
∇2 +V (~r)

)

ψ(t), (1.10)



1.2 BILHAR DE SCHRÖDINGER: CAVIDADE CAÓTICA QUÂNTICA 7

Figura 1.5 Trajetória de uma partícula sujeita a um certo campo de força central. A direita partícula no
sentido do movimento e a esquerda revertida no tempo.

onde ψ(~r, t) = 〈~r|ψ(t)〉 é a função de onda.
Dado que ψ(~r, t) é solução da equação (1.10), podemos verificar que ψ(~r,−t) não será

solução, mas tomando o conjugado da equação (1.10), concluímos que ψ∗(~r,−t) é sua solução.
Desta forma, quando fazemos t →−t e P̂ →−P̂ na equação (1.10) concluímos que ψ∗ =Cψ
e C é o operador conjugação complexa.

1.2.2 Teoria de espalhamento no Bilhar de Schrödinger

A teoria de espalhamento proposta por Landauer, Imry e Büttiker tem se mostrado uma ótima
ferramenta para descrever o transporte de carga a baixas frequências, temperatura e voltagem,
no regime de partículas não-interagente e não relativísticas.

Seja uma amostra mesoscópica conectada a dois guias de onda bidimensionais ideais com
largura W , podemos considerar os guias ideais se os potenciais devido às impurezas, V (~r), e o
potencial vetor oriundo de um campo magnético externo, ~A(~r), são nulos dentro do guia [9, 11].
A equação de Schrödinger neste caso é dada por:

1
2m

[

−ih̄~∇+
e

c
~A(~r)

]2
ψ(~r)+V (~r)ψ(~r) = Eψ(~r). (1.11)

Impondo as condições de contorno, ψ(x,±W/2) = 0, tal que as funções de ondas se anulam
nas paredes dos guias, a solução da equação (1.11) é dada por:

ψ(~r) ∝

√

2
W

sin(kyy)e±ikxx. (1.12)

O momento transversal ky é quantizado, ky =
nπ
W

e n = 1,2, · · · . O sinal positivo (negativo) na
equação (1.12) representa ondas planas saindo (entrando) da cavidade, veja figura 1.6.

Os momentos transversais da função de onda de propagação estão relacionados da seguinte
forma:

k2
x + k2

y = k2 ≡ 2mE

h̄2 . (1.13)
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Figura 1.6 Bilhar de Shrödinger conectada a dois guias. As setas indicam as funções de onda entrando
(e) e saindo (s) dos guias 1 e 2.

Se ky < k , kx é real e a exponencial contida na solução da equação de Schrödinger representa
ondas propagantes ou canais abertos no guia;

Se ky > k , neste caso kx é imaginário originando canais fechados ou ondas que decaem
exponencialmente nos guias.

Vale salientar que ao longo dos guias a solução da equação de Shrödinger pode ser escrita
como a soma de canais abertos e fechados que entram e saem da amostra mesoscópica. De
fato, fora da amostra somente as ondas propagantes permanecem.

A relação linear entre os coeficientes oriundos da resolução da equação de Schrödinger
leva a obtenção da matriz de espalhamento S de dimensão NT ×NT onde NT = N1 +N2 e Ni é
o número de canais abertos nos guias 1 e 2. A matriz S conecta as amplitudes das ondas que
entram(e) e saem(s) através dos guias de onda na cavidade mesoscópica [9]:

(

ψs
1

ψs
2

)

= S

(

ψe
1

ψe
2

)

(1.14)

onde a matriz de espalhamento, S, pode ser escrita na estrutura de blocos:

S =

(

r t ′

t r′

)

(1.15)

onde r,r′ e t, t ′ são as matrizes reflexão e transmissão, respectivamente. Veja a figura 1.6. A
matriz espalhamento traz toda informação do transporte dos elétrons do sistema.
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Podemos reescrever a equação (1.14) da seguinte maneira:

Ψs = S Ψe, (1.16)

onde Ψi =

(

ψ i
1

ψ i
2

)

, i = e,s. A conservação de corrente requer que

Ψe†Ψe = Ψs†Ψs (1.17)

Substituindo (1.16) em (1.17), temos

Ψe†Ψe = (S†Ψe†)(SΨe) = Ψe†S†SΨe. (1.18)

Então,

S†S = 1 = SS†, (1.19)

pela lei de conservação do fluxo de corrente através da cavidade, a matriz espalhamento é
unitária [4].

No caso em que o sistema preserva a simetria de reversão temporal, o potencial vetor na
equação de Schrödinger (1.11) é nulo no ponto quântico, ~A(~r) = 0. As funções de onda rever-
tidas no tempo ψe∗ e ψs∗ devem sastifazer a seguinte relação

Ψe∗ = S Ψs∗, (1.20)

a matriz espalhamento conecta as aplitudes das funções de onda que entram com as amplitudes
das funções que saem da cavidade, aplicando o operador conjugação complexa C, as funções
mudam o sentido de propagação, e invertendo a equação (1.20), mostramos que

Ψs = (S∗)−1 Ψe, (1.21)

comparando a equação (1.21) com a equação (1.16) verificamos que

S = (S∗)−1. (1.22)

Consequentemente:

SS∗ = 1. (1.23)

Devido a unitariedade da matriz espalhamento, concluímos que

S = ST , (1.24)

ou seja, neste caso a matriz espalhamento é unitária e simétrica.
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Ensembles β Classes de simetria U S

Wigner-Dyson 2 A(ECU) U(N) S =U

1 AI(ECO) U(N) S =UTU

4 AII(ECS) U(2N) S = JUT J−1U

Quiral 2 AIII(chECU) U(2N) S = ΣzU
†ΣzU

1 BDI(chECO) SO(2N) S = ΣzU
T ΣzU

4 CII(chECS) Sp(4N) S = ΣzU
†ΣzU

Altland-Zirnbauer 2 D SO(2N) S =U

2 C Sp(2N) S =U

1 DIII SO(4N) S = JUT J−1U

4 CI Sp(4N) S = ΣzU
†ΣzU

Tabela 1.3 Tabela de Cartan. Representa as dez tipos de classe dos ensembles com seus respectivos
índices de simetria (β ), na quinta coluna estão representadas as decomposições da matriz espalhamento
em termos de matriz unitária, ortogonal e simplética. [20]

1.2.3 Classe de Wigner-Dyson

Sistemas abertos consistem em uma cavidade caótica quântica aberta conectada a reserva-
tórios térmicos conectados por guias ideais. O transporte de cargas através destes dispositivos
é descrito pela matriz de espalhamento S . Para que haja a universalidade é necessário que as
partículas tenham uma dinâmica caótica, ou seja, explorem ergodicamente o espaço de fase
antes de saírem da cavidade [2, 10].

No decorrer do trabalho consideramos a hipótese que a matriz de espalhamento S é dis-
tribuída uniformemente sobre o grupo unitário, ou seja, toda matriz S é igualmente provável,
o ensemble circular unitário pertence a este grupo. Deste modo, este ensemble apresenta a
seguinte distribuição de probabilidade:

P(S) = constante, (1.25)

onde S é apenas é restringida pela simetria discutidas na seção anterior.
A seguir são apresentadas as formas das matrizes para cada tipo de ensembles pertencente

a classe de Wigner-Dyson.

Ensemble Circular Unitário (ECU) : Aplicado a sistemas que não preservam a simetria de
reversão temporal. Distribuído uniformemente sobre o grupo unitário e de matrizes quar-
teniônica. Apresenta índice de simetria β = 2.

Ensemble Circular Ortogonal (ECO) : Aplicado a sistemas que possuem simetria de rever-
são temporal e de invariância de rotação de spin. Neste caso a matriz S é tanto unitária e
simétrica: SS† = 1, S = ST . Os elementos da matriz S são números complexos e por sua
vez possui índice de simetria β = 1.

Ensemble Circular Simplético(ECS) : Aplicado a sistemas com simetria de reversão tempo-
ral, e simetria de rotação de spin quebrada. Neste caso a matriz S além de ser unitária é
quatérnio auto-dual, possuindo índice de simetria β = 4 .
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A simetria de reversão temporal é quebrada sob a ação de um campo magnético , ocorrendo
uma transição suave dos ensembles ortogonal ou simplético para o ensemble unitário.

Na tabela de Cartan 1.3 apresentamos as dez classes de ensembles. No nosso trabalho consi-
deramos apenas as classes de Wigner-Dyson e Quiral tanto para recuperar resultados analíticos
de outras referências quanto como para obtermos novos resultados na literatura.

Na tabela 1.3 as matrizes J e Σz são definidas da seguinte maneira [20]:

J =

(

0 −1N

1N 0

)

, Σz =

(

1N 0
0 −1N

)

. (1.26)

1.3 FORMALISMO DE LANDAUER

Um dos resultados mais conhecidos do formalismo de Landauer, consiste na fórmula de
quantização da condutância [2, 21]. A condutância dos condutores elétricos macroscópicos de
uma determinada amostra depende da condutividade (σ ), da largura (W ) e do comprimento da
amostra (L) dada por:

G =
σW

L
(1.27)

caracterizada pela Lei de Ohm. Porém, na região mesoscópica é necessário fazer duas correções
diante desta lei.

• Há uma condutância de contato, condutância do condutor balístico com um canal aberto
colocado entre contatos condutores e independentes do comprimento, G0 = 2e2/h co-
nhecida como quanta de condutância (o fator dois refere-se a degenerescência de spin).
A resistência de contato depende do número de modos transversais, Rc = (h/2e2N), para
um condutor longo N >> 1 e Rc é muito pequena;

• A dependência com W é discreta: NT = Int[2W
λ ], sendo o número de canais abertos no

condutor.

Na figura 1.7, temos uma amostra mesoscópica conectada a dois reservatórios térmicos
com potenciais eletroquímicos µ1 e µ2 através de guias ideais. Os guias ideais contém NT

canais de propagação transversais. As cargas se propagam pelo condutor com probabilidade de
transmissão T e probabilidade de reflexão R= 1−T , para que haja conservação da corrente. Ao
injetar um elétron no guia 1, a probabilidade média de transmissão para que ele seja transmitido
até o guia 2 é dada por:

T ≡ 1
NT

×Tr(tt†), (1.28)

onde t é bloco de transmissão da matriz de espalhamento e NT o número de modos transversais
ou canais. No caso, em que a probabilidade de reflexão é nula no condutor, os reservatórios
funcionam como sumidouros perfeitos. Os espalhamentos inelásticos somente ocorrem nos
reservatórios térmicos [22].
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Figura 1.7 Amostra mesoscópica conectada a dois reservatórios com seus respectivos potenciais quí-
micos µ1 e µ2, possibilitando a passagem de corrente elétrica na amostra.

Se µ1 = µ2 a média da corrente, 〈I〉, é igual a zero. Mas se µ1 > µ2 a média da corrente
é maior que zero. Neste caso, há um fluxo de corrente I+1 saindo do reservatório 1. Então, o
fluxo da corrente é:

I+1 =
2e

h
NT (µ1 −µ2), (1.29)

Já o fluxo no guia 2 será transmitido do condutor e é dado por

I+2 =
2e

h
NT T (µ1 −µ2). (1.30)

De fato, o guia 1 possui fluxo refletido pelo condutor e a corrente refletida é dada por

I−1 =
2e

h
N(1−T )(µ1 −µ2). (1.31)

Sendo assim, a corrente líquida I que passa pelo condutor

I = I+1 − I−1 = I+2 . (1.32)

A diferença dos potenciais eletroquímicos é igual a −eV e da definição de condutância
obtemos o seguinte resultado para a condutância ou fórmula de Landauer:

G = G0 ×Tr(tt†). (1.33)

A equação (1.33) é conhecida como "fórmula de Landauer". Ela relaciona o bloco de transmis-
são t da matriz espalhamento com a condutância para estruturas mesoscópicas [23, 2].
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1.4 ESTATÍSTICA DE CONTAGEM DE CARGAS E EFEITO DE
INTERFERÊNCIA

Do ponto de vista da óptica quântica, o interessante seria calcular a probabilidade de um
certo valor de n fótons atingirem um detector em um certo intervalo de tempo. Já em física
mesoscópica, o análogo consiste em contar elétrons. No entanto, existem muitas diferenças
entre estas partículas, dentre elas os elétrons interagem e os fótons não, isto, influência na
estatística de contagem. Como a probabilidade é normalizada, a partir disso podemos obter
qualquer cumulante de uma distribuição. O primeiro cumulante consiste na média, o segundo
a variância, o terceiro a assimetria e o quarto a curtose [39, 7].

Na seção anterior, apresentamos que a transferência de carga depende dos autovalores do
produto tt† composto pelo bloco de transmissão da matriz espalhamento S. No caso de sistemas
caóticos os autovalores são variáveis aleatórias que flutuam estatisticamente, logo os cumulan-
tes da estatística de contagem são variáveis aleatórias. Então, vamos nos deter apenas aos dois
primeiros cumulantes de transferência de carga, a condutância que esta ligada a média da dis-
tribuição da corrente e a potência do ruído de disparo que representa a variância da corrente
[24, 25].

Como já tínhamos visto, a condutância aumenta à medida que aumentamos o número de
canais abertos nos guias de onda, pois o número de autovalores de transmissão do sistema
também aumentará. Na presença de uma diferença de potencial químico, os elétrons ejetados
nas cavidades caóticas possuem probabilidade de transmissão diferente da probabilidade de
reflexão, ocasionando o que chamamos de Localização Fraca. Em transporte eletrônico, a
Localização Fraca trata-se da correção quântica a condutância clássica devido aos efeitos de
interferências em virtude das trajetórias revertidas no tempo[11], veja a figura 1.8. No caso
de partículas sem spin, esta interferência é construtiva devido à fase quântica do elétron ser a
mesma na trajetória revertida no tempo, neste caso a probabilidade de reflexão é maior do que
a probabilidade de transmissão, consequentemente a condutância é menor que a condutância
no limite semiclássico. Em um acoplamento spin-órbita, ocorre o giro dos spin dos elétrons
produzindo interferências destrutivas, diminuindo a probabilidade de reflexão ocasionando o
aumento na condutância. Esse fenômeno ficou conhecido como Anti-localização Fraca [26,
27]. Ambos para a condutância a localização e anti-localizaçao consistem na correção quântica
da Lei de Ohm.

No limite semiclássico (NT ≫ 1) a correção da localização fraca é dada pela seguinte ex-
pressão:

δGLF = 〈G〉−GLC. (1.34)

O primeiro termo do lado direito da expressão (1.34), consiste na média da condutância com
simetria de reversão temporal e o segundo diz respeito a condutância no limite clássico. A
palavra "localização"se dá pelo fato da correção ser usualmente negativa para a condutância
(GLF < 0) e o termo "fraca"devido a sua pequena magnitude (GLF ∼ GQ) quando comparada
ao termo dominante (GLF ≪ GOhm), no regime semiclássico, onde GQ é condutânica no regime
quântico .
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Figura 1.8 Flutuação da condutância em um condutor unidimensional submetido a ação de um campo
magnético entre −15 e 15 tesla . Figura adaptada de [28].

Outra característica fundamental no transporte eletrônico são as flutuações na condutância,
descobertas teoricamente por Altshuler, Lee e Stone em 1985[29]. Elas variam de amostra para
amostra e desaparecem à medida que as temperaturas são elevadas e também podem ser obser-
vadas a partir de uma variação do campo magnético, veja a figura 1.8. No regime semiclássico,
as flutuações universais da condutância só dependem das simetrias do sistema, N ≫ 1.

A potência do ruído de disparo é o segundo cumulante na estatística de contagem ela for-
nece informações das flutuações dependentes do tempo na corrente elétrica em torno do seu
valor médio com diferença de potencial não nula, levando em conta que a temperatura seja
nula [14]. De fato, devemos considerar a corrente como um fluxo de cargas quantizadas [10].
Assim como, a condutância é obtida a parti do bloco de transmissão da matriz espalhamento, a
potência do ruído de disparo também é obtida como se segue [14]

P =
2e3V

h
Tr[tt†(1− tt†)], (1.35)

onde V é a diferença de potencial aplicada nos reservatórios.

1.5 BILHAR DE DIRAC CAÓTICO

Recentemente, estudos teóricos e experimentais estão sendo realizados em todos os ensem-
bles das classes de universalidade, mas o principal foco está voltado para o bilhar quântico caó-
tico com simetria SLS também chamado de Bilhar de Dirac caótico, veja a figura 1.9. Através
dele as funções de onda dos elétrons incidentes são descritas pela equação de Dirac da me-
cânica quântica relativística, esta equação é apropriada para descrever sistemas com simetria
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Figura 1.9 Ilustração do Bilhar de Dirac caótico com estrutura rede colmeia [30].

de subrede, que consiste em estruturas com duas partes simétricas (subrede) de forma espe-
lhada, veja a figura 1.10. Um exemplo desse sistema bipartido é o grafeno, onde sua estrutura
é hexagonal e conhecida como rede colmeia [31, 32].

Figura 1.10 Exemplos de sistemas com simetria de subrede. a) Representa a estrutura do grafeno (rede
coméia). b) Representa uma estrutura com simetria de subrede irregular. c) Estrutura sem simetria de
subrede. Figura retirada [31]. Nas figuras a) e b) nas estruturas os pontos pretos representa a subrede A

e os brancos subrede B e na figura c) temos um exemplo de estrutura com três subredes A, B e C.

1.5.1 Grafeno

O grafeno foi descoberto em 2004 pelos pesquisadores Andre Geim e Konstantin Novose-
lov, onde foi possível sintetizar folhas de grafeno por meio da técnica de clivagem. Em 2010
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(Prémio Nobel de Física), começou a "febre do grafeno "[15]. O melhoramento no processo do
grafite tem possibilitado isolação do carbono bidimensional chamado de grafeno, bastante exis-
tente na natureza empilhada na forma do mineral grafite. As folhas de grafeno são interligadas
por meio de forças de Van der Walls, as quais são ligações fracas que favorecem o deslizamento
de um plano sobre o outro mediante a ação de uma força externa [15].

Este material consiste em uma camada monoatômica de átomos de carbono arranjados em
uma rede de colmeia também chamada de favo de mel. É um material transparente, extrema-
mente fino e bastante resistente. São semicondutores de gap nulo com um tipo de elétron e um
tipo de buraco. A rede de coméia é composta de duas subredes de carbono equivalentes A e
B, ambas as bandas de energia se interceptam no ponto de Dirac (ε = 0), próximos da Zona
de Brillouin. Suas propriedades eletrônicas são descritas pela equação de Dirac, da mecânica
quântica relativística [1, 31, 32].

Figura 1.11 Rede comeia de uma linha monoatomica de carbono. A rede apresenta duas bordas: zig-
zag(na horizontal) e armchair(na vertical) [14].

1.6 EQUAÇÃO DE DIRAC

A equação de Dirac da Mecânica Quântica Relativística é definida por[34, 84]:

v~p ·~σψ = εψ, (1.36)

onde v = ∂ε/∂ h̄k , ~p =−ih̄(∂/∂x,∂/∂y), ~σ = (σx,σy), são a velocidade, o vetor momento e as
matrizes de Pauli que atuam no spinor das subredes do grafeno ψ = (ψA,ψB), respectivamente.
As matrizes de Pauli são dadas por:
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σx =

(

0 1
1 0

)

σy =

(

0 −i

i 0

)

(1.37)

A equação (1.36) pode ser melhor analisada quando é escrita da seguinte forma:

−ih̄v

(

0 ∂x − i∂y

∂x + i∂y 0

)(

ψA

ψB

)

= ε

(

ψA

ψB

)

. (1.38)

A equação de Dirac bidimensional descreve estados com vetor de onda~k, centrado na primeira
zona de Brillouin da rede hexagonal de uma linha monoatômica de carbono. É importante
resaltar que a matriz que multiplica o spinor ψ é anti-diagonal, que implica em

−ih̄v(∂x − i∂y)ψB = εψA (1.39)

−ih̄v(∂x + i∂y)ψA = εψB. (1.40)

Podemos concluir que as funções de onda das subrede B(A) somente levam a funções de onda
da subrede A(B), isto é, a função de onda esta sempre associada à subrede correspondente, veja
a figura 1.11. Esta característica anti-diagonal do hamiltoniano esta associada a simetria de
subrede ou simetria quiral do grafeno.

1.6.1 Simetria de reversão temporal

A simetria de reversão temporal consiste no complexo conjugado dos estados [34]. O operador
reversão temporal atuando no spinor, é dado por :

T ψ = (ψ∗
A,ψ

∗
B), (1.41)

onde o operador reverção temporal T , tem a forma matricial

T =









0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0









C =−(τy ⊗σy)C, (1.42)

onde C é um operador da conjuagação complexa e τy a matriz de Pauli que atua nos valles ou
pontos de Dirac.

O hamiltoniano de Dirac reverso no tempo é dado por: T H(~A)T −1 = H(−~A), onde
~A é o potencial magnético. A simetria de reversão temporal é preservada na ausência de
campo magnético. Além desta simetria, o hamiltoniano de Dirac satisfaz a simetria antiuni-
tária SH(~A)S−1 = H(−~A), com S dado pela matriz:
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S =









0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0









C = i(τ0 ⊗σy)C, (1.43)

τ0 é a matriz unitária e o operador S, atua como um operador reversão temporal em apenas
uma vale. Esta simetria é chamada simplética ela pode ser quebrada na ausencia de campo
magnético.

1.6.2 Quiralidade

Classe Quiral é subdividida em três ensembles como as Classes de Wigner-Dyson: quiral
circular ortogonal (chCOE), unitário (chCUE) e simplético (chCSE), de acordo com a tabela
1.1. A representação ch para quiral vem do inglês "chiral". A diferença entre os ensembles
Quirais e Wigner-Dyson é a validade da simetria de subrede nos ensembles Quirais.

Seguindo as referências [5, 8] o Hamiltoniano de Dirac sem massa, deve satisfazer a se-
guinte relação de anti-comutação:

H =−σzHσz, σz =

(

1M 0
0 −1M

)

. (1.44)

O Hamiltoniano é uma matriz aleatória com dimensão 2M×2M e 1M é a matriz identidade de
dimensão M ×M. Podemos interpretar os M 1’s e os -1’s na matriz σz como os números de
átomos em cada subrede A e B, respectivamente. Neste caso temos um total de 2M átomos no
Bilhar de Dirac. Devido a equação (1.44), o hamiltoniano do Bilhar de Dirac deve adquiri uma
estrutura anti-diagonal [5]:

H =

(

0 T

T † 0

)

, (1.45)

onde T é uma matriz de dimensão M×M. Utilizando a referência [33], podemos relacionar o
modelo hamiltoniano de Dirac com a matriz espalhamento S através da seguinte expressão

S(ε) = 1−2πW †(ε −H + iπWW †)−1W. (1.46)

Agora a matriz S tem dimensão N̄T × N̄T , onde N̄T é o número total de canais abertos ou átomos
nos terminais ou guias conectados ao Bilhar de Dirac. A matriz W acopla os níveis ressonantes
da cavidade caótica aos canais abertos dos guias de onda e possui dimensão 2M× N̄T .

Substituindo a equação (1.44) na equação (1.46), podemos demonstrar que a matriz espa-
lhamento, além da unitariedade, deve satisfazer a seguinte relação:

S(ε) = ΣzS
†(−ε)Σz, Σz =

(

1NT
0

0 −1NT

)

, (1.47)
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onde NT é o número total de canais abertos no guia. Assumimos que o transporte aletrônico
através do Bilhar de Dirac ocorre somente próximo da energia zero (ε = 0), conhecido como
ponto de Dirac [34]. Neste caso, reescrevemos a matriz espalhamento como

S = ΣzS
†Σz. (1.48)

Para que a equação (1.48) seja sastifeita, é adequado utilizar as decomposições da matriz espa-
lhamento em função em matrizes ortogonais para o chECO, unitária para chECU e simplética
para chECS, de acordo com a Tabela 1.3. Estas decomposições serão utilizadas nos próximos
capítulos para obter médias de observáveis do transporte eletrônico.

1.7 SUMÁRIO GERAL DA DISSERTAÇÃO

Vimos neste capítulo introdutório os principais conceitos em física mesoscópica e os princi-
pais efeitos de interferência que influenciam os observáveis de transporte. Fizemos uma breve
revisão dos conceitos de física mesoscópicas e da teoria de matrizes aleatórias, que descreve a
universalidade em sistema com dinâmica caótica. Apresentamos o bilhar de Schrödinger e o
bilhar de Dirac juntamente com os ensembles de Wigner-Dayson e os ensembles quirais que
os descrevem, respectivamente. Usando a descrição da matriz espalhamento apresentaremos a
técnica diagramática nos capítulos 2 e 3 e aplicaremos a mesma ao bilhar de Schorödinger e ao
bilhar de Dirac.

No capítulo 2 será apresentada uma revisão do método de integração sobre o grupo unitário
proposto pelo Brouwer e Beenakker [34], cujo objetivo é obter médias de funções polinomi-
ais. A partir deste método diagramático obtivemos a média e a variância da condutância e da
potência do ruído de disparo do transporte eletrônico no Bilhar de Schrödinger para todos os
ensembles da classe de Wigner-Dyson.

No capítulo 3, será apresentada uma extensão do método diagramático, que consiste em
decompor a matriz espalhamento em produtos de matrizes ortogonais para realizar estudos so-
bre o Bilhar de Dirac. A decomposição das matrizes é de acordo com a simetria do ensemble:
uma matriz ortogonal para chCOE, matriz unitária para chCUE e por fim uma matriz simplética
para chCSE, como podemos perceber a suas respectivas descrições na tabela 1.1. De fato, nos
estendemos o método diagramático para solucionar este problema e a partir desta extensão ob-
tivemos resultados significantes que proporcionaram a publicação do nosso artigo na Physical
Review B [1].

No capítulo 4, estudaremos o problema de decoerência no Bilhar de Dirac, utilizando a ex-
tensão do método diagramático apresentado no capítulo 3. Este problema consiste em conectar
um terceiro guia ideal ao Bilhar de Dirac. Os resultados obtidos neste capítulo também foram
publicados no Physical Review B [1].

Por fim no capítulo 5, apresentaremos nossas conclusões e perspectivas de trabalhos futuros
utilizando a extensão do método diagramático.



CAPÍTULO 2

APLICAÇÃO DO MÉTODO DIAGRAMÁTICO
AO BILHAR DE SCHRÖDINGER CAÓTICO

Neste cápitulo, apresentamos uma breve revisão do Método Diagramático proposto pelo
Brouwer e Beenakker [34] para integrar sobre o grupo unitário. A partir deste método, po-
demos obter resultados exatos para média da condutância, as flutuações universais da con-
dutância assim como também para a potência do ruído de disparo no bilhar quântico caótico
também conhecido como Bilhar de Schrödinger que são descritos pelos ensembles circulares
de Wigner-Dyson. Este método consiste em representar funções compostas por elementos da
matriz unitária na forma de diagramas.

2.1 INTEGRAÇÃO SOBRE O GRUPO UNITÁRIO

A técnica proposta por Brouwer e Beenakker [34] consiste na utilização de diagramas cujo
objetivo é integrar sobre o grupo unitário U (NT ). O conceito de integrar refere-se a calcular a
média de uma função e é representada pelo colchetes 〈· · · 〉 :

〈 f 〉=
∫

f (U)dU, (2.1)

onde f (U) é uma função polinomial, Ué a matriz unitária de dimensão NT ×NT e a medida
invariante dU é a medida de Haar no grupo unitário 1.

Considere a função polinomial f (U) = Ua1b1 . . .Uanbn
U∗

αnβ1
. . .U∗

αmβm
formada pelos ele-

mentos da matriz U . Para n = m a média desta função difere de zero, caso contrário, a média
possui valor nulo. A solução da (2.1) pode ser escrita por [2, 34]

〈Ua1b1 . . .Uanbn
U∗

αnβ1
. . .U∗

αmβm
〉 = δnm ∑

P,P′
VP,P′

n

∏
j=i

δa jαP( j)
δb jβP′( j)

. (2.2)

Além disso (α1, · · · ,αn) devem ser permutações dos elementos a1 . . .an e (β1, · · · ,βn) devem
ser as permutações de (b1 · · ·bn). O somatório é sobre todas as possíveis permutações de P e P′

de 1, · · · ,n, onde n = ∑
k
j=1 ck e ck representa o comprimento de cada diagrama referente a sua

respectiva função polinomial e os coeficientes VP,P′ representam os pesos de cada diagrama da
mesma.

1Média invariante de Haar sobre o grupo ortogonal, unitário ou simplético [2].

20
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Como exemplo consideramos n = m = 1. Neste caso, P = P′ = id, a permutação identi-
dade, P−1P′[2]. Logo, a equação(2.2) resulta em

〈Ua1b1U
∗
α1β1

〉=V1δa1α1δb1β1
. (2.3)

Para valores pequenos de n e m os resultados são facilmente obtidos da equação (2.2),
mas o mesmo não ocorre para valores maiores. À medida que aumentamos os valores de n

e m os resultados tornam-se complicados de se obterem, é a partir do fato que representamos
as funções polinomiais na forma diagramática, facilitando a resoluções destas funções. Para
tornar mais eficiente esta abordagem pode representar esta estrutura na forma diagramática
como veremos a seguir.

Figura 2.1 Regras de susbstituição paras as matrizes unitárias U e U∗, o delta de Kronecker e uma
matriz fixa, de modo geral.

Os diagramas, consistem em montar blocos onde os elementos das matrizes unitárias Uab

(U∗
αβ ) são representados por linhas grossas e pontilhadas (com asterisco), ver a figura 2.1. O

primeiro índice (a ou α) e o segundo (b ou β ) são representados por pontos preto e branco,
respectivamente. Definimos uma matriz fixa determinística A tal que seus elementos são re-
presentados por uma linha grossa e sólida, apontado do primeiro índice para o segundo, e as
múltiplas permutações são representadas por uma linha fina (δab), veja a figura 2.1.

Dado que a matriz U é unitária devemos seguir as seguintes regras para montar o diagrama:
pontos pretos (brancos) só podem ser ligados a pontos pretos (brancos) através de um elemento
da matriz fixa A. As permutações são geradas pelas linhas finas conectando todos os pontos
pretos (brancos) de U aos pontos pretos (brancos) de U∗, representando um delta de Kronecker.
Estas são as condições impostas para o estudo sobre o ensemble circular unitário.

Com relação a média, essa consiste em somar todas as permutações P e P′ da estrutura
cíclica e Vc1,...,ck

representam os pesos dos diagramas sobre o grupo U , onde o coeficiente do
ciclo ck é a metade do número do conjunto formado pelas linhas fina e pontilhadas alternada-
mente contidas que formam o ciclo U de cada diagrama. Para encontrar as contribuições das
permutações para a média de uma função é necessário obter:

• A estrutura cíclica das permutações ;

• A soma sobre os índices das matrizes fixas;
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• Os traços das matrizes fixas através da análise do circuito. Cada traço das matrizes fixas
corresponde a um ciclo -T ;

• O circuito fechado no diagrama constituído de linhas pontilhadas e linhas finas alterna-
damente é chamado de ciclo- U , este corresponde aos pesos do diagrama.

Para que sejam desenhados os diagramas é necessário utilizar as regras de substituição de
acordo com a figura 2.1.

Como exemplo segue a média da função

f (U) = Tr(AUBU†). (2.4)

A função f (U) e a sua média são representadas diagramáticamente como mostrado na figura
2.2.

Figura 2.2 O diagrama a esquerda mostra a representando a função f (U), equação (2.4). A direita o
diagrama representa a média da função 〈 f (U)〉, equação (2.5). Este contém dois ciclos-T que geram
TrA e TrB e um ciclo-U com peso V1.

Para obter a média da função analisamos o diagrama a direita da figura 2.2. Partindo do
ponto preto superior, seguindo a seta da matriz A até chegar ao ponto preto inferior e retor-
nando pela linha fina até chegar ao ponto preto fechando o ciclo, temos o traço da matriz A.
Do mesmo modo, para os pontos brancos, obtemos o traço da matriz B. Vale salientar que
neste caso podemos percorrer a seta da matriz fixa no sentido contrário, que obtemos o mesmo
resultado para o traço da matriz fixa. Agora para obter o peso do diagrama percorremos o cami-
nho composto de uma linha fina e pontilhado alternadamente até retornar ao ponto de partida,
fechando o ciclo- U . Em cada ciclo U, o total de cada conjunto formado por uma linha fina
e pontilhada dividindo por dois equivale ao peso do diagrama. De fato, obtemos o seguinte
resultado para a média da função f (U):

〈 f (U)〉=V1Tr(A)Tr(B). (2.5)

O valor para o peso do diagrama da equação (2.5) é dado por

V1 =
1

NT
, (2.6)

para maiores detalhes com relação à obtenção do valor dos pesos veja as referências [2, 34]. De
fato, Tr(A) corresponde ao ciclo-T dos pontos pretos e o Tr(B) ao ciclo-T dos pontos brancos.
Vale salientar que A e B são matrizes fixas quaisquer.
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Figura 2.3 Diagramas para a média f 2(U). O primeiro e o quarto diagramas ambos tem dois ciclo-U ,
logo seus pesos são iguais a V1,1. O segundo e terceiro diagramas tem apenas um ciclo-U com peso V2.

De modo análogo, o resultado para 〈 f 2(U)〉 é obtido do conjunto de diagramas, montados
na figura 2.3 :

〈 f 2(U)〉 = V1,1[(Tr(A))2(Tr(B))2 +Tr(A2)Tr(B2)]

+ V2[Tr(A2)(Tr(B))2 +(Tr(A))2Tr(B2)], (2.7)

os valores dos respectivos pesos estão listados no Anexo I [34, 2].
A definição da variância da função polinomial (2.4) é

var[ f (U)] = 〈 f 2(U)〉−〈 f (U)〉2, (2.8)

substituindo as equações (2.5) e (2.7) em (2.8) obtém

var[ f (U)] = V1,1[(Tr(A))2(Tr(B))2 +Tr(A2)Tr(B2)]

+ V2[Tr(A2)(Tr(B))2 +(Tr(A))2Tr(B2)]

− V 2
1 [(Tr(A))2(Tr(B))2]. (2.9)

2.2 INTEGRAÇÃO DE MATRIZES SIMÉTRICAS DO GRUPO
UNITÁRIO

Aplicando a técnica diagramática para o Ensemble Circular Ortogonal, utilizamos a mesmas
regras utilizadas anteriormente para montar os diagramas do ECU, além do fato que UT =
U . Em virtude da nova simetria da matriz U , concluímos que Ui j = U ji. Este novo vínculo
possibilita ligarmos os pontos pretos aos pontos brancos através das linhas finas. De fato,
a função f (U) conforme a equação (2.4) passa a ser representada pelos diagramas da figura
2.4[34, 2].

Tomando os traços dos diagramas, temos então que o primeiro diagrama possui um ciclo-
U dando a informação sobre o peso e dois ciclos-T correspondendo aos traços da matriz A e
matriz B. O segundo, representa o novo diagrama gerado que possui um ciclo-U e um ciclo-T
correspondendo ao Tr(AB). O valor de 〈 f (U)〉 é dada pela equação a seguir
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Figura 2.4 Os diagramas da média da função ( f (U)) são representados pela soma de dois diagramas. O
primeiro diagrama apresenta um ciclo-U e dois ciclos-T , o segundo apresenta um ciclo-U e um ciclo-T .
Neste caso, surge mais um novo diagrama onde as bolas pretas estão ligadas a bolas brancas pelas linhas
finas.

〈 f (U)〉 = V1[(Tr(A)Tr(B)+Tr(AB))], (2.10)

onde

V1 =
1

(NT +1)
. (2.11)

Para obter a média do quadrado da função 〈 f 2(U)〉, são necessários 24 diagramas a partir
dos quais obtém-se o seguinte resultado:

〈 f 2(U)〉 = V1,1

[

(TrAB)2 +Tr(A)Tr(B)Tr(AB)+(Tr(A))2(Tr(B))2

+ Tr(AB)Tr(A)Tr(B)+Tr(A2)(B2)+Tr(A2)Tr(B2)

+ (Tr(AB))2 +Tr(AB2A)
]

+V2

[

Tr(A2B2)

+ Tr(AB)Tr(B)Tr(A)+Tr(ABAB)+Tr(A2)(Tr(B))2

+ Tr(A2B)Tr(B)+Tr(AB2)Tr(A)+Tr(A2B)Tr(B)

+ Tr(A2B)Tr(B)+(Tr(A))2Tr(B2)+Tr(AB2A)

+ Tr(AB2)Tr(A)+Tr(A)Tr(BAB)+Tr(ABA)Tr(B)

+ Tr(A)Tr(B2A)+Tr(ABAB)+Tr(A)Tr(BA)Tr(B)
]

. (2.12)

Os valores V1,1 e V2 para o COE estão listados no Anexo I [34]: A partir destas equações
podemos obter a variância substituindo as equações (2.10) e (2.12) na equação (2.8).

2.3 INTEGRAÇÃO SOBRE O GRUPO SIMPLÉTICO DE MATRIZES
QUARTENIÔNICA

Com intuito de obter os resultados esperados do Ensemble Circular Simplético utilizamos
o processo de integração da referência [34]. A integração da função polinomial de dimensão
NT ×NT de matrizes quarteniônicas sobre o grupo unitário está relacionada com a integração
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da função f̂ (U) de matriz complexa de dimensão NT ×NT sobre o ensemble circular ortogonal
ou ensemble circular unitário. Por sua vez consiste em aumentar a dimensão da matriz do grupo
unitário para uma matriz 2NT ×2NT . Neste trabalho, utilizaremos a função f (U) do COE para
obter f̂ (U) no ECS. Para obtermos os resultados realizamos o seguinte procedimento:

1. A função f̂ (U) do ECS é construída a partir de f (U), equação (2.5), fazendo as subs-
tituições necessárias [34]. Os traços da função do ECO, obtidos a partir dos diagramas
gerados da figura (2.4), são substituídos por −1/2 Tr e os fatores numéricos NT por −2
NT :

f̂ (U) = −1
2

f (U) =−1
2
(TrAUBU†). (2.13)

2. A média da função f̂ (U) utiliza as mesmas regras de integração sobre o ECU;

3. A média 〈 f̂ (U)〉, consiste em substituir o valores dos Tr por −2Tr e os fatores numéricos
NT por −2NT na equação (2.10):

〈 f̂ (U)〉 = − 1
2(−2NT +1)

[(−2)(−2)TrATrB−2TrAB] (2.14)

〈 f̂ (U)〉 =
1

(2NT +1)
[2TrATrB−TrAB]. (2.15)

Para 〈 f̂ 2(U)〉 e utilizando a regra de número 3, a equação (2.12) resulta em

〈 f̂ 2(U)〉 = V1,1

[

(−2TrAB)2 −8Tr(A)Tr(B)Tr(AB)+(−2Tr(A))2(−2Tr(B))2 +

−8Tr(AB)Tr(A)Tr(B)−2Tr(A2)(B2)+4Tr(A2)Tr(B2)+

+(−2Tr(AB))2 −2Tr(AB2A)
]

+V2

[

−2Tr(A2B2)+

−8Tr(AB)Tr(B)Tr(A)−2Tr(ABAB)−2Tr(A2)(−2Tr(B))2 +

+4Tr(A2B)Tr(B)+4Tr(AB2)Tr(A)+4Tr(A2B)Tr(B)+

+4Tr(A2B)Tr(B)+(−2Tr(A))2 −2Tr(B2)−2Tr(AB2A)+

+4Tr(AB2)Tr(A)+4Tr(A)Tr(BAB)+4Tr(ABA)Tr(B)+

+4Tr(A)Tr(B2A)−2Tr(ABAB)−8Tr(A)Tr(BA)Tr(B)
]

. (2.16)

Os pesos V1,1 e V2 assumem os valores de acordo com o anexo I. É importante salientar que a
variância f̂ 2(U) é obtido substituindo (2.15) e (2.16) em (2.8).



2.4 TÉCNICA DIAGRAMÁTICA APLICADA AO BILHAR DE SCHRÖDINGER CAÓTICO 26

2.4 TÉCNICA DIAGRAMÁTICA APLICADA AO BILHAR DE
SCHRÖDINGER CAÓTICO

Nesta seção usaremos a técnica diagramática para obter médias de observáveis físicos refe-
rentes ao transporte de cargas, através do Bilhar Schrödinger caótico (BS), veja a figura (2.5).
Neste caso, a matriz unitária é a matriz espalhamento que descreve o transporte de carga através
do BS caótico. A matriz de espalhamento S tem dimensão NT ×NT onde NT = N1 +N2, N1 e
N2 representam os números de canais abertos no guia de onda 1 e 2, respectivamente.

A condutância de Landauer-Büttiker, equação (1.33) pode ser reescrita em termos da matriz
espalhamento [2, 34]

G =
2e2

h
Tr(tt†) =

2e2

h
TrC1SC2S†. (2.17)

Onde introduzimos as matrizes projeções C1 e C2 [34]:

C1 =

(

1̂N1 0
0 0

)

, C2 =

(

0 0
0 1̂N2

)

, (2.18)

1̂Ni
é uma matriz identidade de dimensões (Ni×Ni). Estas matrizes obedecem as seguintes con-

dições: C1+C2 = 1̂ e C1C2 = 0. De fato, é importante notar que a equação (2.17) é equivalente
a equação (2.5) quando A = C1, B = C2 e U = S .

2.4.1 Média e variância da condutância para ECU(β = 2)

A média da função da condutância para o Ensemble Circular Unitário (β = 2) equivale a equa-
ção (2.5), os traços das matrizes projeções equivale ao número de canais abertos N1 e N2, res-
pectivamente. Fazendo as substituições necessárias obtemos o seguinte resultado para a média
da condutância [35, 36]:

〈G〉
2e2/h

=
N1N2

N1 +N2
. (2.19)

Como a condutância equivale ao inverso da resistência, no entanto, podemos definir a re-
sistência como o inverso do número de canais abertos em cada guia, Ri =

h
2e2

1
Ni

, podemos
reescrever a equação (2.19) da seguinte forma:

〈G〉 =
1

R1 +R2
. (2.20)

De fato, o inverso da equação (2.20) corresponde a soma de duas resistências em série:

RT =
1
〈G〉 = R1 +R2. (2.21)
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Guia 2Guia 1

Figura 2.5 Bilhar quântico caótico ou Bilhar de Schrödinger se comporta semelhantemente a uma as-
sociação de resistores em série quando não há simetria de reversão temporal. A resistência é o inverso
do número de canais abertos em cada guia.

Fazendo uma comparação direta entre os sistemas clássicos e quânticos, observa-se que
o resultado do inverso da média da condutância da cavidade caótica conectada a dois guias
equivale a uma associação de resistores em série, veja a figura (2.5).

Da mesma maneira, a variância da condutância adimensional é obtida a partir da equação
(2.9), desta forma temos

var[G] =
4e2

h2

N2
1 N2

2

N2
T (N

2
T −1)

. (2.22)

2.4.2 Caso geral

Da mesma forma, podemos utilizar a solução de 〈 f (U)〉 das equação (2.10) e (2.15) para
obtermos a fórmula geral para a média da condutância :

〈G〉
2e2/h

=
N1N2

NT −1+2/β
, (2.23)

onde β é o índice de simetria β = 1,2,4.
Por fim, podemos também obter a expressão geral da variância da condutância utilizando

as regras diagramáticas apresentadas nas seções anteriores:

var[G]

4e2/h2 =
2NT (N1 −1+2/β )(N2 −1+2/β )

β (NT −2+2/β )(NT −1+4/β )(NT −1+2/β )2 . (2.24)
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Estes resultados foram obtidos primeiramente por Baranger e Mello [36].
O comportamento das equações (2.23) e (2.24) são mostrados na figura (2.8) para o caso

simétrico N1 = N2 = N e anti-simétrico com N1 = 2.

Figura 2.6 Comportamento da média e variância da condutância no caso simétrico, quando N1 = N2 =
N e anti-simétrico N1 = 2.

2.4.3 Casos particulares

Tomando o limite semiclássico onde N1 +N2 ≫ 1 nas equações (2.23) e (2.24) obtemos os
seguintes resultados:

〈G〉
2e2/h

=
N1N2

N1 +N2
+
(β −2

β

) N1N2

(N1 +N2)2 +
(β −2

β

)2 N1N2

(N1 +N2)3 +O(N−2
T ) (2.25)

e

var[G]

4e2/h2 =
2N2

1 N2
2

β (N1 +N2)4

− 2N1N2(10N1N2 −3βN1N2 +2N2
1 +βN2

1 −2N2
2 +βN2

2 )

β 2(N1 +N5
2 )

+O(N−2
T ). (2.26)
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Perceba que na equação (2.25), o primeiro termo é a lei de Ohm da física clássica como foi
mostrado anteriormente na equação (2.21). Neste caso, a associação em série corresponde a
dois condutores de condutância N1 e N2. O segundo termo da equação (2.25) corresponde a
correção de localização fraca para β = 1, antilocalização fraca para β = 4 e para β = 2 este
termo é nulo.

No caso de guias simétrico, N1 = N2 ≡ N, as equações (2.25) e (2.26) se simplificam em

〈G〉
2e2/h

=
N

2
+
(

1− 2
β

)1
4
+O(N−1

T ) (2.27)

e

var[G]

4e4/h2 =
1

8β
+O(N−1

T ). (2.28)

Observamos que o termo da localização fraca e a variância da condutância neste regime não
dependem do número de canais do sistema, somente do índice de simetria β [37, 38].

2.5 MÉDIA DA POTÊNCIA DO RUÍDO DE DISPARO

A partir do método diagramático, vamos apresentar como obter resultados para a média e a
variância da potência do ruído de disparo. A equação que o descreve, escrita em função da
matriz transmissão t, é dada por

P =
2e3V

h
Tr[tt†(1− tt†)]. (2.29)

No entanto, a potência do ruído de disparo adimensional que corresponde ao segundo mo-
mento irredutível é definida como [14]:

p = g−h = Tr[tt† − (tt†)2], (2.30)

onde p = P
2e3/h

.

2.5.1 Segundo momento para ECU (β = 2)

Percebemos que na equação (2.30) surge o termo Tr(tt†)2, esse termo diz respeito ao segundo
momento da mecânica estatística. Então, para obtermos a média da potência do ruído de disparo
adimensional, 〈p〉, temos que obter 〈h〉. A definição de h em função da matriz espalhamento é
:

h = Tr(tt†)2 = TrC1SC2S†C1SC2S†. (2.31)
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Figura 2.7 Os dois primeiros diagramas apresentam um ciclo-U com momento V2 , quatro e dois ciclo-
T , respectivamente. Nos dois últimos diagramas cada apresentam dois ciclo-U com peso V1,1 e quatro
ciclo-T .

Representando a fórmula acima na estrutura diagramática para ECU obtemos a figura (2.7).
Dos diagramas da figura (2.7) encontramos

〈h〉 = V1,1(TrC1)
2TrC2

2 +V2TrC2
1TrC2

2 +V2(TrC1)
2(TrC2)

2 +

+V1,1TrC2
1(TrC2)

2. (2.32)

Logo, a equação resultante para a média do segundo momento é dada por:

〈h〉 =
N1N2(N

2
1 +N1N2 +N2

2 −1)

NT (N2
T −1)

. (2.33)

Substituindo as equações (2.19) e (2.33) em (2.30) temos a média da potência do ruído de
disparo para ECU (β = 2) dada por:

〈p〉 =
N1N2(N

2
2 +1)(N1 +1)

NT (NT +1)(NT +3)
. (2.34)

2.5.2 Fórmula geral

A equação geral da média de 〈h〉 pode ser obtida utilizando as regras diagramáticas discutidas
no decorrer deste capítulo. Desta forma obtemos a seguinte expressão [2, 39]:

〈h〉=
N1N2(N

2
1 +N1N2 +N2

2 −2N +1+ 4NT−6
β + 4

β 2 )

(NT −2+ 2
β )(NT −1+ 2

β )(NT −1+ 4
β )

, (2.35)

Portanto, obtemos a média da potência do ruído do disparo substituindo as equações (2.23)
e (2.35) na equação (2.30):
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〈p〉= N1N2(N1 −1+2/β )(N2 −1+2/β )

(NT −2+2/β )(NT −1+2/β )(NT −1+4/β )
. (2.36)

Estas equações foram obtidas nas referências [39, 40, 42, 56].

2.6 VARIÂNCIA DA POTÊNCIA DO RUÍDO DE DISPARO

Nesta seção, dedicamos a obter a variância da potência do ruído de disparo. Para este cálculo
precisamos fazer novos diagramas, um total de 648 diagramas contribuiu para obter o resultado
da variância. De modo geral, utilizamos a equação a seguir para obter a variância :

var[p] = 〈p2〉−〈p〉2. (2.37)

Neste caso, foi necessário obter o valor de 〈p2〉. Em que a equação que possibilita obter o valor
desta média é dada por

〈p2〉 = 〈g2〉−〈h2〉−2〈gh〉. (2.38)

2.6.1 Variância da potência do ruído de disparo para o ECU (β = 2)

Para obtermos o resultado da variância da potência do ruído para ECU precisamos obter pri-
meiramente os valores de 〈h2〉 e 〈gh〉, 〈g2〉. Para obtermos os resultados para 〈h2〉 e 〈gh〉 foram
necessários dois novos conjuntos de diagramas: 36 para o cálculo de 〈gh〉 e 512 para 〈h2〉.
Os 612 novos diagramas todos foram feitos utilizando a técnica diagramática sobre o grupo
unitário. Por fim chegamos aos seguintes resultados:

〈h2〉 = N2
1 N2

2 (42N1N2 +6+15N2
1 +15N2

2 −34N2
1 N2

2 +N6
2 −10N4

2 +N6
1 −

+10N4
1 +4N1N5

2 +8N2
1 N4

2 +10N3
1 N3

2 +8N4
1 N2

2 −30N1N3
2 +4N5

1 N2 +

−30N3
1 N2)/[N

2
T (NT −1)(NT +1)(NT −2)(NT +2)(NT +3)(NT −3)] (2.39)

e

〈gh〉 =
(N2

1 +N1N2 −3+N2
2 )N

2
1 N2

2

(NT +1)(NT −1)(NT +2)(NT −2)
. (2.40)

Substituindo (2.7), (2.39) e (2.40) na equação (2.38), obtemos a seguinte expressão para a
média do quadrado da potência do ruído

〈p2〉 = N4
1 +N4

1 N2
2 +2N3

1 N3
2 −4N3

1 N2 −4N2
1 N2

2 −3N2
1 +

+N2
1 N4

2 +6N1N2 −4N1N3
2 +6−3N2

2 +N4
2 )N

2
1 N2

2/

[N2
T (NT +1)(NT −1)(NT +2)(NT −2)(NT +3)(NT −3)] (2.41)
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Enfim, substituindo as equações (2.36) e (2.41) em (2.37) chegamos ao resultado da vari-
ância da potência do ruído de disparo

var[p] = [N2
1 N2

2 (−6+9N2
1 −26N2

1 N2
2 +8N3

1 N3
2 +9N2

2 +6N1N2 +4N3
1 N2 +

+4N1N3
2 −4N4

1 −4N4
2 +N6

2 +N6
1 −2N1N5

2 −2N5
1 N2 +N2

1 N4
2 +N4

1 N2
2 )]/

[(N2
T (NT +1)2(NT −1)2(NT +2)(NT −2)(NT +3)(NT −3))]. (2.42)

2.6.2 Variância da potência do ruído para ECO e ECS (β = 1 e β = 4)

O procedimento para obter os resultados de β = 1 e β = 4 é análogo ao do β = 2, mas é
necessário obedecer as regras da técnica diagramática dos respectivos ensembles. Os resultados
obtidos para a variância da potência do ruído dos respectivos ensembles são:

var[p]β=1 = [2N1N2(N2 +1)(N1 +1)(36N1 +36N2 +24N2
2 +24N2

1 −99N1N2
2 −99N2

1 N2 −8N3
1 N2 +

−8N1N3
2 +4N4

1 N2 +4N1N4
2 +74N3

1 N2
2 +74N2

1 N3
2 +64N3

1 N3
2 +20N2

1 N4
2

−6N5
2 N1 +20N4

1 N2
2 +9N4

1 N3
2 +9N3

1 N4
2 +9N4

1 N3
2 +9N3

1 N4
2 −6N5

1 N2 −N5
2 N2

1

−N6
2 N1 −N5

1 N2
2 −N6

1 N2 −26N2
1 N2

2 −22N1N2 −41N3
1 −41N3

2 −30N4
1 −30N4

2

+4N5
2 +6N6

2 +4N5
1 +6N6

1 ++N7
2 +N7

1 )/((NT −2)(NT −1)(NT )
2

(NT +1)2(2+NT )(NT +3)2(NT +5)(NT +7))]. (2.43)

var[p]β=4 = [N1N2(2N2 −1)(2N1 −1)(9N1 +9N2 −12N2
1 −12N2

2 +60N4
1 −41N3

1 −41N3
2 +60N4

2 +

+16N5
1 +16N5

2 −48N6
2 −48N6

1 +16N7
2 +16N7

1 −512N3
1 N3

2 +52N2
1 N2

2 +11N1N2 +

−99N1N2
2 −99N2N2

1 +16N2N3
1 +16N1N3

2 +16N1N4
2 +16N2N4

1 +296N3
1 N2

2 +

−160N4
1 N2

2 −160N2
1 N4

2 −16N5
1 N2

2 +144N4
1 N3

2 +144N3
1 N4

2 −16N2
1 N5

2 +

+296N2
1 N3

2 +48N2N5
1 −16N2N6

1 +48N1N5
2 −16N1N6

2 )]/

[((NT +1)(2NT +1)N2
T (2NT −1)2(−1+NT )(2NT −3)2(2NT −5)(2NT −7))]. (2.44)

Os resultados obtidos utilizando o método diagramático para a média e variância da con-
dutância, tais como os resultado da média da potência do ruído de disparo foram comparados
com os resultados das referências [34, 2]. O resultado para a média da variância da potência
do ruído de disparo foi comparado com o resultado da referência [39] obtido por outro método
matemático e comparados através das simulações computacionais observando a eficácia da téc-
nica diagramática. Os resultados das equações (2.36), (2.42), (2.43) e (2.44) são mostrados na
figura 2.8

2.6.3 Casos particulares

• Caso de guias simétrico, os resultados da média e variância da potência do ruído de
disparo podem ser melhor apresentados tomando N1 = N1 = N. Neste caso, a equação
geral para a média do ruído é
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Figura 2.8 Comportamento da média e variância da potência do ruído de disparo no caso simétrico,
quando N1 = N2 = N e anti-simétrico N2 = 2.
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〈p〉 =
N4(N −1+ 2

β )
2

(2N −2+ 2
β )(2N −1+ 2

β )(2N −1+ 4
β )

(2.45)

A seguir mostraremos os resultados obtidos para a variância da potência do ruído de
disparo para as três classes de simetria do Bilhar quântico caótico.

Para β = 2 :

var[p] =
1
8

N2(4N4 −9N2 +3)
(4N2 −9)(4N2 −1)2 . (2.46)

Para β = 1, obtivemos os seguintes resultados:

var[p] =
1
4
(1+N)N(8N5 +60N4 +142N3 +91N2 −49N −36)

(2N +7)(2N −1)(2N +1)2(2N +3)2(2N +5)
. (2.47)

Por fim o resultado obtidos para β = 4

var[p] =
1
4
(−1+2N)N(128N5 −480N4 +568N3 +182N2 −49N −18)

[(4N −7)(4N +1)(4N −1)2(4N −3)2(4N −5)]
.(2.48)

• No Regime Semi-clássico onde N1+N2 ≫ 1 a equação (2.36) e (2.46; 2.47 e 2.48) como
pode ser vista na forma expandida, temos os seguintes resultados:

〈p〉 =
N2

1N2
2

(N1 +N2)3 −
(β −2)

β

N1N2(N1 −N2)
2

(N1 +N2)4 +O(N−1) (2.49)

var[p] =
2
β

N2
1N2

2(N
4
1 −4N2N3

1 +8N2
1N2

2 −4N3
2N1 +N4

2)

(N1 +N2)8 +O(N−1) (2.50)

• Regime Simétrico, N1 = N2 = N ≫ 1, os resultados de todos os ensembles(β = 2,β =
1,β = 4) tendem para os seguintes resutados universais [11], respectivamente:

〈p〉β=1,2,4 =
1
8

N (2.51)

var[p] =
1

64β
. (2.52)

Da equação (2.49) a localização fraca é nula para todos os β .



CAPÍTULO 3

MÉTODO DIAGRAMÁTICO APLICADO AO
BILHAR DE DIRAC

Neste capítulo, abordaremos o método diagramático para obter a média e variância da con-
dutância através de um bilhar quântico caótico com simetria de sub-rede ou chiral também
conhecido como bilhar de Dirac caótico [1, 43]. Para obter estes resultados foi necessário in-
troduzir uma extensão do método diagramático de integração sobre o grupo unitário, pois o
método usado no capítulo anterior não pode ser usado diretamente para calcular médias sobre
os grupos ortogonais. Como vimos na tabela 1.3 as matrizes com simetria de sub-rede (SLS)
podem ser decompostas em produtos de matrizes ortogonais [1].

3.1 INTEGRAÇÃO SOBRE O GRUPO ORTOGONAL

Agora vamos discutir o método de integração sobre o grupo ortogonal. Seja a média da função
[2, 60] :

〈 f 〉=
∫

f (U)dU, (3.1)

onde f (U) é uma função polinomial e U é a matriz ortogonal de dimensão NT ×NT . Consi-
derando a função polinomial f (U) = Ua1b1 . . .Uanbm

para n = m a média difere de zero, caso
contrário, a média possui valor nulo. A solução geral da equação (3.1) é

〈Ua1b1 . . .Uanbn
〉 = δnm ∑

P,P′
VP,P′

n

∏
j=i

δa jaP( j)
δb jbP′( j)

. (3.2)

Sendo, P as permutações dos elementos a1 . . .an e P′ as permutações de b1 . . .bn. Como exem-
plo, consideramos n = m = 1 o somatório sobre P e P′ se estende pela permutação identidade.
Neste caso, a permutação P= P′ = id é igual a identidade, P−1P′. Logo, a equação (3.2) resulta
em

〈Ua1b1Ua2b2〉 = V1δa1a2δb1b2 . (3.3)

Percebemos que este método de integração não é eficiente para obter resultados sobre o
grupo ortogonal. Desta forma faz-se necessário introduzir uma extensão do método diagramá-
tico apresentado no capítulo anterior para que possamos integrar sobre o grupo ortogonal de

35
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Figura 3.1 Regras de susbstituição paras as matrizes unitárias U , o delta de Kronecker e uma matriz
fixa A, sobre o grupo ortogonal.

forma mais eficiente. Agora temos como objetos básicos da regra diagramática os blocos repre-
sentados na figura 3.1. Dado que a matriz U é ortogonal, ou seja, seus elementos são reais, isto
favorece a conexão de todos os pontos pretos entre eles, sem restrições, o mesmo vale para os
pontos brancos. De modo geral, definimos a matriz fixa A e a representamos pela linha grossa
e sólida e as possíveis permutações representadas pelo o delta de Kronecker, veja a figura 3.1.

Como exemplo, vamos calcular a média da função a baixo:

f (U) = Tr(AUBU) (3.4)

A função e a média da equação (3.4) estão representadas na figura 3.2. A partir do diagrama
a esquerda da figura 3.2, obtemos o traço da matriz A referente ao ciclo T dos pontos pretos,
o traço da matriz B referente ao ciclo T dos pontos brancos e um ciclo U referente ao peso do
diagrama. Neste caso, obtemos o seguinte resultado para a média da equação (3.4)

〈 f (U)〉=V1Tr(A)Tr(B) (3.5)

e o peso V1 assume o valor listado no anexo II, para maiores detalhes de como obter o valor
atribuído ao peso veja a referência [60].

Figura 3.2 À esquerda representamos a função f (U), equação (3.4), diagramaticamente. À direita o
diagrama representa a média da função f (U), equação (3.5). Este contém dois ciclos-T que geram TrA
e TrB e um ciclo-U com peso V1.

De modo análogo, calculamos o valor da média do quadrado da função (3.4), os diagramas
que contribuem para obter este resultado estão presentes na figura 3.3, temos

〈 f 2(U)〉 = V11[(Tr(A))2(Tr(B))2 +Tr(A2)Tr(B2)+Tr(A2)Tr(B2)]

+ V2[(Tr(A))2Tr(B2)+Tr(A2)(Tr(B))2 +Tr(A2)Tr(B2)

+ Tr(A2)Tr(B2)+Tr(A2)(Tr(B))2 +(Tr(A))2Tr(B2)]. (3.6)
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Figura 3.3 Diagramas que representam a equação (3.6), neles apresentaram as possíveis permutações
para gerarem o valor da equação (3.6)

Para obter a variância da função f (U) apenas substitui os valores das equações (3.5) e (3.6)
na equação (2.8), tal que temos

var[ f (U)] = V11[(Tr(A))2(Tr(B))2 +Tr(A2)Tr(B2)+Tr(A2)Tr(B2)]

+ V2[(Tr(A))2Tr(B2)+Tr(A2)(Tr(B))2 +Tr(A2)Tr(B2)+Tr(A2)Tr(B2)

+ Tr(A2)(Tr(B))2 +(Tr(A))2Tr(B2)]− [V 2
1 (Tr(A))2(Tr(B))2]. (3.7)

Figura 3.4 Representação diagramática da equação (3.8) .

Como segundo exemplo, temos a função g(U) que é definida a seguir

g = Tr(AUBUCUDU). (3.8)

O diagrama que representa a equação (3.8) esta representada na figura 3.4 e o conjunto de
diagramas que representam a média desta função são os da figura 3.5. Dos diagramas da figura
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Figura 3.5 Representação diagramática da média da equação (3.8). Note que o primeiro, segundo e
terceiro diagramas possuem dos ciclos-U equivalentes ao peso V11, os demais diagramas possuem um
ciclo-U equivalente ao peso V2.

3.5, obtemos o seguinte resultado para a média da função (3.8):

〈g(U)〉 = V11[Tr(A)Tr(BD)Tr(C)+Tr(AC)Tr(B)Tr(D)

+ Tr(AC)Tr(BD)]+V2[Tr(AC)Tr(BD)+Tr(A)Tr(BD)Tr(C)

+ Tr(AC)Tr(BD)+Tr(A)Tr(B)Tr(D)Tr(C)

+ Tr(AC)Tr(BD)+Tr(AC)Tr(B)Tr(D)]. (3.9)

Os pesos V11 e V2 encontra-se no anexo II [60]. O próximo passo é obter a média quadrática
da função g(U). Para este fim, foi necessário obter 11025 diagramas. Contudo, dentro deste
conjunto de diagramas identificamos que 540 são não nulos e contribuem para a média da
função 〈g2(U)〉. Na figura 3.6 apresentamos cinco exemplos dos diagramas referentes a esta
média. A partir destes diagramas, temos o seguinte resultado ilustrativo:
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〈g2(U)〉 = V1,1,1,1(Tr(AC))2Tr(B2)Tr(A2)+V1,2,1Tr(AC2A)(Tr(B))2(Tr(D))2

+ V2,2(Tr(AC))2Tr(B2)(TrD)2 +V3,1Tr(ACAC)(Tr(B))2Tr(D2)

+ V4(Tr(AC))2Tr(B2)(TrA)2 + · · · . (3.10)

No resultado completo para a equação (3.10) temos nove diagramas com peso V1,1,1,1, 78 com
peso V1,1,2, 63 com peso V2,2, 168 com peso V1,3 e 222 com peso V4. Os pesos estão listados no
Anexo II.

Figura 3.6 Estes são alguns exemplos dos diagramas resultantes da equação (3.10), cada diagrama tem
os pessos V1111,V112,V2,2,V1,3, respectivamente. Estes pesos são calculados na referência [60] e no nosso
trabalho encontram-se no Anexo II
.

3.2 INTEGRAÇÃO SOBRE O GRUPO SIMPLÉTICO

Para obter os resultados para chCSE, utilizamos o mesmo procedimento apresentado na seção
(2.3). A partir da equação (3.5) e utilizando o terceiro procedimento apresentado na seção (2.3),
obtemos o seguinte resultado

〈 f (U)〉 = 4V1Tr(A)Tr(B) (3.11)
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e a equação (3.6) fica

〈 f 2(U)〉 = V11[(−2Tr(A))2(−2Tr(B))2 +4Tr(A2)Tr(B2)+4Tr(A2)Tr(B2)]

+ V2[(−2Tr(A))2 −2Tr(B2)−2Tr(A2)(−2Tr(B))2 +4Tr(A2)Tr(B2)

+ 4Tr(A2)Tr(B2)−2Tr(A2)(−2Tr(B))2 +(−2Tr(A))2 −2Tr(B2)]. (3.12)

Realizando os mesmo procedimentos para a equação (3.9), obtemos o seguinte resultado:

〈g(U)〉 = V11[−8Tr(A)Tr(BD)Tr(C)−8Tr(AC)Tr(B)Tr(D)

+ 4Tr(AC)Tr(BD)]+V2[4Tr(AC)Tr(BD)−8Tr(A)Tr(BD)Tr(C)

+ 4Tr(AC)Tr(BD)+16Tr(A)Tr(B)Tr(D)Tr(C)

+ 4Tr(AC)Tr(BD)−8Tr(AC)Tr(B)Tr(D)]. (3.13)

Os pesos V1,1 e V2 estão listados no Anexo II. O mesmo procedimento deve ser utilizado para
obter a média quadrática da equação (3.13).

3.3 APLICAÇÃO DO MÉTODO DE INTEGRAÇÃO SOBRE O
GRUPO ORTOGONAL AO BILHAR DE DIRAC

Nesta seção, nosso objetivo é obter os resultados da média e variância da condutância, via
técnica diagramática, para o bilhar de Dirac. O método de integração nos capacita a obter
novos resultados exatos para a classe Quiral. Usando a nova integração sobre o grupo ortogonal,
apresentamos o estudo em todas as classes Quirais para o caso de dois terminais. A condutância
de Landauer-Büttiker, equação (1.33), pode ser reescrita em termos da matriz espalhamento
[21]

G

2e2/h
= Tr(tt†) = TrC1SC2S†. (3.14)

Neste caso, C1,2 são matrizes projeções sobre os respectivos terminais e são definadas agora
como

C1 =

(

1̂N̄1
0

0 0

)

, C2 =

(

0 0
0 1̂N̄2

)

. (3.15)

Onde 1N̄i
é a matriz identidade de dimensão N̄i × N̄i e N̄i = 2Ni representa o número de canais

abertos, o sobrescrito (i) representa o terminal 1 e 2 e o fator 2 que multiplica o número de
canais abertos leva em conta as duas subredes.

Na equação (3.14), a matriz espalhamento deve ser reescrita, conforme a tabela (1.3), de-
vido a característica do chCOE:

S = ΣzU
T ΣzU . (3.16)
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Agora a matriz espalhamento tem dimensão 2N1×2N2, devido a simetria de sub-rede. Fazendo
a substituição de (3.16) em (3.14) e utilizando a seguinte relação

ΣzC1Σz = C1, (3.17)

a equação (3.14) assume a seguinte expressão

G

2e2/h
= Tr

(

C1ΣzU
T ΣzUC2ΣzU

T ΣzUΣz

)

. (3.18)

Então,

G

2e2/h
= Tr(C1UT ΣzUC2UT ΣzU). (3.19)

A matriz U é ortogonal e unitária e suas entradas são números reais. Percebemos que a equação
(3.19) é equivalente à equação (3.8), se as matrizes A e C forem a matriz Σz e as matrizes B e D

forem as matrizes projeções.

3.4 MÉDIA DA CONDUTÂNCIA

Agora, vamos apresentar os resultados obtidos a partir da utilização do método diagramático
sobre o grupo ortogonal para calcular a média da equação (3.19). Com o auxílio da identidade
abaixo, podemos identificar quais os diagramas da figura (3.5) não contribuíram para o cálculo
da média:

Tr(Σz) = Tr(C1C2) = 0. (3.20)

Usando a equação (3.9) e a identidade (3.20) obtemos o seguinte resultado para a média da
condutância para o chECO [1]:

〈G〉β=1

2e2/h
=

4N1N2NT

(2NT −1)(NT +1)
(3.21)

Para obter a média da condutância do ensemble chECS, realizamos os procedimentos ade-
quados para esta classe conforme foi mostrado. Por fim, obtemos o seguinte resultado para a
média da condutância do chCSE usando a equação (3.13):

〈G〉β=4

2e2/h
=

16N1N2NT

(4NT −1)(2NT +1)
(3.22)

No entanto, para o ensemble chECU em que a matriz U da equação (3.19) é unitária isto
possibilita utilizar o mesmo método de integração sobre o grupo unitário, abordado no capítulo
2. É importante ressaltar que estes diagramas são exatamente os diagramas utilizados na ob-
tenção da média da potência do ruído de disparo para os ensembles de Wigner-Dyson. Sendo
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assim, podemos mostrar o resultado final de forma compacta através da equação geral para a
média da condutância para as três classes do ensemble chiral:

〈G〉
2e2/h

=
4βN1N2NT

(βNT +1)(2NT −1)
. (3.23)

Esta equação é o primeiro resultado do nosso artigo publicado na revista Physical Review B
[1].

Na tabela 3.1, apresentamos uma comparação da média da condutância entre o BD e BS
no regime quântico extremo, quando N1 = N2 = 1. Na figura 3.7 a equação (3.23) é plotada
no caso simétrico (N1 = N2 = N) e no caso assimétrico quando N1 = 2 e variando o número de
canais no guia 2. Os resultados da equação (3.23) foram comprovados via simulação numerica
pela referência [24].

Condutância
β Bilhar de Dirac Bilhar quântico caótico

1 4/9 1/3
2 8/15 1/2
4 16/27 2/3

Tabela 3.1 Do regime quântico extremo (N1 = N2 = 1) referente ao Bilhar de Dirac e ao Bilhar Schrö-
dinger caótico, ambos resultados das médias estão em uma escala de 4e2/h e 2e2/h, respectivamente.

3.5 VARIÂNCIA DA CONDUTÂNCIA

Nesta seção, apresentaremos os resultados obtidos para a variância da condutância. De modo
similar, ela é definida pela equação (2.8) então temos

var[G] = 〈G2〉−〈G〉2. (3.24)

O valor para 〈G〉 é obtido a partir da equação (3.23) e 〈G2〉 para o ensemble chCOE é definido
como

〈G2〉
4e4/h2 = 〈[Tr(tt†)]2〉 (3.25)

= 〈[Tr(C1SC2S†)]2〉 (3.26)

= 〈[Tr(C1ΣT
z ΣzUC2UTΣzUΣz)]

2〉. (3.27)

Para obtermos o resultado da equação anterior (3.27), identificamos todas as possíveis possi-
bilidades de conectar os pontos pretos e os pontos brancos, nos obtemos um total de 11025
diagramas. No entanto, percebemos que destes apenas 540 diagramas contribuíam para a vari-
ância da condutância na simetria quiral. Como exemplo, os diagramas da figura 3.6.
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Depois de somar todas as possíveis contribuições, nós obtemos expressões com os resulta-
dos exatos para a variância das três classes quirais, de acordo com as equações abaixo:

var[G]β=1

4e4/h2 =
16N1N2NT (3+2N3

T +4N1N2N2
T −4NT −4N1N2 −5N2

1 −5N2
2 )

(2NT −3)(2NT −1)2(NT +3)(NT +1)2(2NT +1)
, (3.28)

var[G]β=2

4e4/h2 =
8N1N2(3+16N1N2N2

T −6N2
1 −6N2

2 )

(2NT −3)(2NT +3)(2NT +1)2(2NT +1)2 , (3.29)

var[G]β=4

4e4/h
=

32N1N2NT (3−16N1N2 +8NT −20N2
1 −20N2

2 −16N3 +64N1N2N2
T )

(4NT +3)(4NT +1)2(2NT −3)(2NT −1)2(4NT −1)
.(3.30)

Na tabela 3.2, apresentamos uma comparação da variância da condutância entre o BD e BS no
regime quântico extremo, quando N1 = N2 = 1. Na figura (3.7) a equação (3.30) é plotada no
caso simétrico (N1 = N2 = N) e no caso assimétrico quando N1 = 2 e variando o número de
canais no guia 2. Os resultados das equações (3.29), (3.30) e (3.30) foram comprovados via
simulação numérica pela referência [24].

Variância da Condutância
β Bilhar de Dirac Bilhar Shrödinger caótico
1 228/2025 4/45
2 124/1575 1/12
4 416/8019 1/18

Tabela 3.2 Regime quântico extremo (N1 = N2 = 1) para classificação do grupo chiral referente ao
Bilhar de Dirac e ao Bilhar Schrödinger caótico, ambos os resultados das médias estão em uma escala
de 8e4/h2 e 4e4/h2, respectivamente.

3.5.1 Casos particulares

No limite semiclássico (N1 +N2 ≫ 1), a equação (3.23) toma a seguinte forma:

〈G〉
2e2/h

= 2
N1N2

N1 +N2
+
(

1− 2
β

) N1N2

(N1 +N2)2 (3.31)

+
1
2

(

1− 2
β
+

4
β 2

) N1N2

(N1 +N2)3 + · · · .

Esta por sua vez pode ser reescrita em função de N̄i = 2Ni, onde levamos em conta as duas
subredes da estrutura da rede colmeia. Então, temos

〈G〉
2e2/h

=
N̄1N̄2

N̄1 + N̄2
+
(

1− 2
β

) N̄1N̄2

(N̄1 + N̄2)2

+
(

1− 2
β
+

4
β 2

) N̄1N̄2

(N̄1 + N̄2)3 + · · · . (3.32)
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Figura 3.7 A média e a variância da condutância são plotados em unidades de 4e2/h e 8e2/h2, respecti-
vamente. Na figura (a) e (b), esta representada o caso simétrico, N = N1 = N2 e em (c) e (d) a assimetria
dos terminais onde N1 = 2. As bolas sólidas e asteristicos são referentes às simulações numéricas ob-
tidas a partir da fatorização QR e do Modelo Hamiltoniano [24]. As linhas sólidas são os resultados
análiticos obtidos via técnica diagramática correspondentes as equações (3.1), (3.29), (3.30) e (3.30).

O primeiro termo da equação (3.32) consiste na lei de Ohm, o segundo termo é chamado de
localização fraca e anti-localização fraca para β = 1 e β = 4, respectivamente. Para β = 2,
o segundo termo da equação é nulo, mas o terceiro termo representa a contribuição para as
correções de interferência. Comparando a equação (3.32) referente ao Bilhar de Dirac com a
equação (2.25) do Bilhar Shrödinger caótico, vemos que para (β = 2) o segundo e o terceiro
termos desaparecem da equação (2.25), mas na equação (3.32) o terceiro termo sobrevive.
Percebe-se que o primeiro termo e o segundo de ambas as equações são equivalentes, porém
os resultados gerais são completamente diferentes por causa da SLS característica do Bilhar de
Dirac.

Para a variância da condutância, expandindo as equações (3.29), (3.30) e (3.30) em potên-
cias do número total de canais (NT ), obtemos

var[G]

4e4/h2 =
4
β

N2
1 N2

2

(N1 +N2)4 +O

( 1
NT

)

(3.33)

=
4
β

N̄2
1 N̄2

2

(N̄1 + N̄2)4 +O

( 1
N̄T

)

. (3.34)
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A equação (3.34) esta de acordo com as referências [37, 38], no foram estudados os casos para
β = 1,2. Quando comparada ao resultado do Bilhar Schrödinger caótico vemos que existe
um fator dois multiplicando a equação do Bilhar de Dirac, isto é, este fator dois é referente a
simetria de sub-rede.

No caso simétrico, quando N̄ = N̄1 = N̄2 a equação (3.34) passa a assumir a seguinte ex-
pressão:

〈G〉 =
2e2

h

[

N̄

2
+
(

1− 2
β

)1
4

]

. (3.35)

Para β = 1,2 essa equação esta de acordo com as referências [37, 38].
A partir da equação (3.34), podemos escrever a seguinte equação para a variância

var[G]

4e2/h2 =
4
β

1
16

. (3.36)

De fato, obtemos os seguintes resultados para a variância para sistemas com simetria de sub-
rede 1/4 para chCOE, 1/8 para chCUE e 1/16 para chCSE. Observa-se que estes resultados
são 4, 2 e 1 vezes 1/16 do resultado para o CUE, respectivamente.
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Figura 3.8 A figura indica a comparação entre a variância da condutância do Bilhar de Dirac dos en-
sembles chiral em unidades 8e4/h2com a do bilhar de Shrödinger caótico de Wigner-Dyson em unidades
4e4/h2, com os terminais simétricos (N = N1 = N2) via método diagramático. Os símbolos referem-se à
simulação numérica com relação a fatorização QR (Gram-Schmidt), modelo Hamiltoniano (HM), as li-
nhas sólidas e pontilhadas representa os resultados obtidos via método diagramático(DM) aos ensembles
de Wigner-Dyson e chiral, respectivamente. Para maiores detalhes vê o trabalho [24].
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Por fim, no gráfico da figura (3.8) comparamos a variância da condutância do Bilhar de
Dirac para os ensembles chirais, conforme as equações (3.29), (3.30) e (3.30), com a variância
do ensemble de Wigner-Dyson (2.24) com terminais simétricos. Os valores destas variâncias
adimensionais diferem para N = 1 e convergem para valores N > 2. Sendo assim, podemos
estabelecer as seguintes aproximações entre os dois tipos de variância da condutância no limite
semiclássico:

var[G]β −→ 2× var[G]wd,β . (3.37)



CAPÍTULO 4

DECOÊRENCIA NO BILHAR DE DIRAC

Neste capítulo vamos abordar estudos sobre a quebra de coerência de fase, isto é, o desapareci-
mento dos efeitos quânticos de interferência devido a coerência de fase no transporte eletrônico
quântico, onde utilizamos a formulação proposta por Büttiker [45, 50] e descrevemos resulta-
dos para o bilhar caótico quântico. Este caso consiste em conectar um terceiro terminal fictício
o qual é o responsável pela a quebra da coerência de fase. Utilizando o Método Diagramático
apresentaremos os resultados analíticos para a média e variância da condutância e entre outros
resultados relevantes que estão presentes no nosso artigo [1].

4.1 EFEITO DE UM TERCEIRO GUIA CONECTADO A CAVIDADE
BALÍSTICA

Ao conectar um terceiro guia a cavidade balística juntamente com um reservatório, isso requer
passar corrente neste terceiro guia, veja a figura 4.1. Mas, o reservatório é ajustado de tal
maneira que a média da corrente que passa neste terceiro guia é nula, o ajuste do potencial se
dá pelo número de canais no guia 3 [47, 48]. De fato, se a média da corrente neste guia é nula
isto implica que o fluxo de corrente que entra na cavidade é o mesmo que sai através do guia 3.
Levando em conta a conservação do fluxo de corrente, temos I = I1 =−I2 .

Figura 4.1 Modelo esquemático do Bilhar de Dirac conectado a três guias ideais. A presença do terceiro
guia contribui para a defasagem, sem perdas de elétrons. A média do fluxo de corrente que atravessa o
terceiro guia é nula. Figura retirada [24].

47
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Sabemos que a condutância é o inverso da resistência, aplicando a Lei de Ohm temos

G =
I

V
, (4.1)

onde V é a diferença de potencial emtre os reservatórios 1 e 2. A partir da definição de corrente
descrita pela teoria de Landauer-Buttiker a equação da condutância passa a ser [47, 48]

G =
2e2

h(V1 −V2)

[

g12(V1 −V2)+g13(V1 −V3)
]

, (4.2)

onde

V3 =
g31V1 +g32V2

g31 +g32
. (4.3)

Logo, ao adicionar um terceiro guia, a condutância pode ser reescrita como [47, 48]

G =
2e2

h

[

g12 +
g31g23

g31 +g32

]

. (4.4)

Neste caso, gi j = Tr(ti jt
†
i j) é a probabilidade média de transmissão para os elétrons do guia j

para o guia i e ti j é o bloco de transmissão da matriz espalhamento.
A condutância dada pela equação (4.4) pode ser reescrita em função da matriz espalhamento

sendo que a probabilidade de transmissão é dada por

gi j = Tr(CiSC jS
†), (4.5)

onde i, j = 1,2,3. Agora a matriz espalhamento possui dimensão N̄T × N̄T , N̄T = N̄1+ N̄2+ N̄φ

e N̄φ = 2Nφ é o número de canais abertos no terceiro guia.
Expandindo a equação (4.4), no regime semiclássico, e tomando a média temos

〈G〉
2e2/h

= 〈g12〉+
〈g31〉〈g23〉

〈g31〉+ 〈g32〉
+O(N−2

T ). (4.6)

Da equação (3.9), podemos calcular a média dos coeficientes de transmissão, equação (4.5),
com i 6= j. Neste caso, fazemos as seguintes substituições:

C1 = Ci (4.7)

C2 = C j, (4.8)

Agora, as matrizes projeções nos três guias são:

C1 =





1N̄1
0 0

0 0 0
0 0 0



 , C2 =





0 0 0
0 1N̄2

0
0 0 0



 , C3 =





0 0 0
0 0 0
0 0 1N̄φ



 (4.9)
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E também utilizamos as seguintes condições:

CiC j = 0 (4.10)
m

∑
i=1

Ci = 1N̄T
. (4.11)

Usando estas relações, obtemos a seguinte expressão para a média dos coeficientes

〈gi j〉 =
4βNiN jNT

(βNT +1)(2NT −1)
(4.12)

=
β N̄iN̄ jN̄T

(β N̄ +2)(N̄ −1)
, i 6= j, (4.13)

onde N̄ = N̄1 + · · ·+ N̄m e N̄T = 2NT .

4.2 MÉDIA DA CONDUTÂNCIA

Substituindo os valores da média dos coeficientes de transmissão obtidos a partir da equação
(4.13) em (4.6), obtemos a seguinte equação geral para a média da condutância

〈G〉
2e2/h

=

[

2
N1N2

N1 +N2
+
(

1− 2
β

) N1N2

N1 +N2

1
N1 +N2 +Nφ

]

. (4.14)

Neste ponto, é interessante introduzir a relação entre as escalas de tempo τd e τφ com o número
de canais abertos nos guias:

τd

τφ
=

N̄φ

(N̄1 + N̄2)
, (4.15)

onde o tempo de permanência da partícula dentro do Bilhar de Dirac é dado por [49]

τd =
2πmA

h(N̄1 + N̄2)
(4.16)

e o tempo de defasagem do transporte eletrônico é [49]

τφ =
2πmA

hN̄φ
. (4.17)

A massa eletrônica e a área da região do Bilhar de Dirac estão representadas por m e A, respec-
tivamente. Substituindo a equação (4.15) na equação (4.14), obtemos a média da condutância
em função das escalas de tempo τφ e τd:

〈G〉
2e2/h

=

[

N̄1N̄2

N̄1 + N̄2
+
(

1− 2
β

) N̄1N̄2

(N̄1 + N̄2)2

1

1+ τd

τφ

]

. (4.18)
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A partir da equação (4.18) podemos analisar dois limites importantes. O primeiro limite
consiste em considerar τφ ≫ τd , ou seja, o transporte é coerente. Neste caso, da equação (4.18)
reobtemos a equação (3.32). O segundo limite consiste em τd ≫ τφ , ou seja, o transporte não é
mais coerente, as correções de (anti)localização fraca são supridas e apenas o termo da Lei de
Ohm sobrevive na equação (4.18). O resultado da equação (4.18) foi comprovado via simulação
numérica pela referência [24].

4.3 VARIÂNCIA DA CONDUTÂNCIA

Neste caso, as flutuações universais da condutância do Bilhar de Dirac pode ser escrita da
seguinte maneira no limite semiclássico [49]

var[G]

4e4/h2 = varg[g12]+
〈g32〉4var[g31]+ 〈g31〉4var[g32]

(〈g32〉+ 〈g31〉)4

+ 2
〈32〉2〈g31〉2covar[g31,g32]

(〈g32〉+ 〈g31〉)4

+ 2
〈31〉2covar[g21,g23]

(〈g32〉+ 〈g31〉)2

+ 2
〈32〉2covar[g21,g31]

(〈g32〉+ 〈g31〉)2 +O(N−2
T ). (4.19)

Usando os diagramas que contribuem para a variância, figura 3.3, juntamente com a equa-
ção (4.13) e substituindo os valores adequadamente na equação (4.19), obtemos o seguinte
resultado para a variância da condutância após tomarmos os limites Nφ ≫ 1 e

τφ

τd
≪ 1:

var[G]

4e2/h2 =
4
β

N2
1 N2

2

(N1 +N2)4

(

τφ

τd

)2

+
2
β

(

2
β
−1

)

N1N2(N
2
1 −N1N2 +N2

2 )

(N1 +N2)5

(

τφ

τd

)2

. (4.20)

No caso simétrico, N = N1 = N2, a equação (4.20) torna-se de forma simplificada

var[G]

4e2/h2 =
1

4β

(τφ

τd

)2
+

1
β

( 2
β
−1
) 1

16N

(τφ

τd

)2
(4.21)

=
1
β

N2
T

2
φ

+
1

4β

( 2
β
−1
)NT

N2
φ

. (4.22)

Usando a equação (4.22), obtemos os seguintes resultados para a variância da condutância no
regime quântico extremo (N = 1):
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• Para β = 1

var[G]

4e4/h2 =
5

16

( τφ

τD

)2
=

5
4

1

N2
φ

(4.23)

• Para β = 2

var[G]

4e4/h2 =
1
8

( τφ

τD

)2
=

1
2

1

N2
φ

(4.24)

• Para β = 4

var[G]

4e4/h2 =
7

128

( τφ

τD

)2
=

7
32

1

N2
φ

(4.25)

A partir destes resultados, obtemos novos números universais que caracterizam o Bilhar de Di-
rac e consistem na razão entre as variâncias da condutância com simetria de reversão temporal
das equações (4.24) e (4.25) pela variâncias sem simetria de reversão temporal (4.23).

var[G]β=1

var[G]β=2
=

5
2

(4.26)

var[G]β=4

var[G]β=2
=

7
16

(4.27)

Estes resultados estão plotados na figura 4.2 em função de Nφ e foram confirmados pela si-
mulação numérica de acordo com a referência [24]. Na tabela 4.1, mostramos a comparação
entre os números universais das razões da variância do Bilhar de Dirac e Bilhar de Schrödinger.
Estes números universais servem para caracterizar o transporte eletrônico em cada um desses
dispositivos eletrônicos.

Por fim, considerando o limite semiclássico N̄1 + N̄2 ≫ 1 na equação (4.19), obtemos o
seguinte resultado para a variância:

var[G]

4e4/h2 =
4
β

N̄2
1 N̄2

2

(N̄1 + N̄2)4

1
(

1+ τd

τφ

)2 . (4.28)

No limite τφ ≫ τd , reobtemos a equação (3.34), enquanto no limite τd ≫ τφ a variância é
suprimida, devido à perda de coerência de fase.

Então, obtemos os seguintes resultados conforme estão apresentados na tabela 4.1.
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Figura 4.2 As razões entre as variâncias da condutância para Nφ ≫ 1. Os resultados tende a 2.5 para
chECO/chECU e 0.44 para chECS/chECU, de acordo com as equações (4.26) e (4.27). Os símbolos
representam as simulações numéricas da fatorização QR e modelo Hamiltoniano para os ensembles
chirais [24].

var[G]β
var[G]β=2

β Bilhar de Dirac Bilhar Shrödinger caótico

1 5/2 3

Tabela 4.1 Tabela de novos resultados universal da razão entre as condutâncias do Bilhar de Dirac e do
Bilhar quântico caótico [1, 47, 48].



CAPÍTULO 5

CONCLUSÃO E PESPERCTIVAS

Neste trabalho, generalizamos o método diagramático proposto por Brouwer e Beenakker [34]
para integração sobre o grupo unitário. Apresentamos resultados analíticos para o transporte
eletrônico através do Bilhar de Dirac Caótico, sendo necessário fazer uma extensão do método
diagramático para integração sobre o grupo ortogonal, e assim obtermos os resultados exatos
para a média e a variância da condutância. Estudamos e comparamos as Classes de Wigner-
Dayson e Chiral. A partir desta comparação, verificamos que a média e variância do Bilhar
de Dirac difere dos valores do Bilhar de Shrödinger, no regime quântico extremo e também
mostramos a convergência desses resultados em função do número total de canais abertos nos
guias. Concluímos que a variância da condutância dos ensembles Chirais, converge para o
dobro dos resultados dos ensemble de Wigner-Dyson quando N ≫ 1.

Sendo assim, também investigamos o transporte eletrônico do Bilhar de Dirac na presença
de decoerência, utilizando o modelo de Büttiker [45] que consiste em conectar um terceiro
guia ao bilhar de Dirac. De fato, obtivemos novos números universais referentes as razões
da variância da condutância para o Bilhar de Dirac no limite quântico extremo. Diante disto,
verificamos a eficácia da técnica diagramática.

Para obter estes resultados foi necessário fazer 11025 diagramas, um trabalho árduo, pois
eles foram feitos manualmente requerendo tamanha atenção. Estes resultados foram bastante
significantes, que favoreceu a publicação do nosso artigo [1].

Com base no trabalho desenvolvido, diversas vertentes de trabalhos futuros podem ser iden-
tificadas. Desta forma, novas pesquisas podem ser realizadas como o estudo da classe Altland-
Zinbauer, Efeito Hall de Spin, e o ruído de disparo no Bilhar de Dirac dando continuidade ao
trabalho em questão.
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CAPÍTULO 6

ANEXO I: PESOS DO ENSEMBLE DE
WIGNER-DYSON

Os pesos obedecem certas relações recursivas [34], estas relações são específicas para cada
ensemble.

• Classe Unitária (β = 2) :

V1 =
1
N
, (6.1)

V1,1 =
N

N(N2 −1)
, (6.2)

V1,1,1 =
−2+N2

N(N2 −1)(N2 −4)
, (6.3)

V2 = − 1
N(N2 −1)

, (6.4)

V2,1 = − N
N(N2 −1)(N2 −4)

, (6.5)

V3 =
2

N(N2 −1)(N2 −4)
, (6.6)

V1,1,1,1 =
6−8N2 +N4

N2(N2 −1)(N2 −4)(N2 −9)
, (6.7)

V2,1,1 =
4N−N3

N2(N2 −1)(N2 −4)(N2 −9)
, (6.8)

V2,2 =
6+N2

N2(N2 −1)(N2 −4)(N2 −9)
, (6.9)

V3,1 =
−3+2N2

N2(N2 −1)(N2 −4)(N2 −9)
, (6.10)

V4 =
−5N

N2(N2 −1)(N2 −4)(N2 −9)
. (6.11)

• Classe Simplética (β = 4) :

V1,1 =
1−2N

2N(2N−1)(2N−3)
, (6.12)

V2 =
1

2N(−2N+1)(−2N+3)
. (6.13)
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• Classe Ortogonal (β = 1) :

V1 =
1

N+1
, (6.14)

V1,1 =
2+N

N(N+1)(N+3)
, (6.15)

V1,1,1 =
2+5N+N2

N(N−1)(N+1)(N+3)(N+5)
, (6.16)

V2 = − 1
N(N+1)(N+3)

, (6.17)

V2,1 = − −3−N
N(N−1)(N+1)(N+3)(N+5)

, (6.18)

V3 =
2

N(N−1)(N+1)(N+3)(N+5)
, (6.19)

V1,1,1,1 =
−32−8N+28N2 +11N3 +N4

N(N−2)(N−1)(N+1)(N+2)(N+3)
, (6.20)

V2,1,1 =
−4−18N−9N2 −N3

N(N−2)(N−1)(N+1)(N+2)(N+3)
, (6.21)

V2,2 =
24+7N+N2

N(N−2)(N−1)(N+1)(N+2)(N+3)
, (6.22)

V3,1 =
10+12N+2N2

N(N−2)(N−1)(N+1)(N+2)(N+3)
, (6.23)

V4 =
−11−5N

N(N−2)(N−1)(N+1)(N+2)(N+3)
. (6.24)
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ANEXO II: PESOS PARA OS ENSEMBLES
COM SIMETRIA QUIRAL

Os pesos obedecem certas relações recursivas [44], estas relações para cada ensemble.

• Classe Unitária (β = 2) :

V1 =
1
N

(7.1)

V1,1 =
N+1

N(N−1)(N+2)
(7.2)

V2 = − 1
N(N−1)(N+2)

(7.3)

V2,1 = − 1
N(N−1)(N−2)(N+4)

(7.4)

V3 =
2

N(N−1)(N−2)(N+2)(N+4)
(7.5)

V4 = − 5N−6
N(N+1)(N+2)(N+4)(N+6)(N−1)(N−2)(N−3)

(7.6)

V3,1 =
2N+8

(N+1)(N+2)(N+4)(N+6)(N−1)(N−2)(N−3)
(7.7)

V2,2 =
N2 +5N+18

N(N+1)(N+2)(N+4)(N+6)(N−1)(N−2)(N−3)
(7.8)

V2,1,1 =
−N3 −6N2 −3N+6

N(N+1)(N+2)(N+4)(N+6)(N−1)(N−2)(N−3)
(7.9)

V1,1,1,1 =
N4 +7N3 +N2 −35N−6

N(N+1)(N+2)(N+4)(N+6)(N−1)(N−2)(N−3)
. (7.10)

• Classe Ortogonal (β = 1) :

V11 =
2N +1

(2N −1)(2N +2)
, (7.11)

V2 =
1

2N(2N −1)(2N +2)
(7.12)
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• Classe Simplética (β = 4) :

V11 =
1

(2N −1)(2N +1)
, (7.13)

V2 = − 1
2N(2N −1)(2N +1)

(7.14)
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