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Resumo

O grafeno é considerado como um dos mais promissores nanomateriais do século, suas

características peculiares tem motivado a pesquisa em torno de seu uso e do estudo de suas

propriedades eletrônicas para os mais diversos fins. As super-redes de grafeno atraíram

um grande interesse de pesquisa nos últimos anos, uma vez que é possível manipular as

propriedades eletrônicas do grafeno nessas estruturas. Elas podem ser periódicas, quase-

periódicas ou desordenadas, cada uma apresentando diferentes propriedades eletrônicas.

Neste trabalho, investigamos a possibilidade de transformar uma super-rede de grafeno

periódica e quase-periódica uma em outra por uma modulação da velocidade de Fermi.

Analisamos super-redes finitas e infinitas. Consideramos uma super-rede unidimensional e

mostramos que a transformação pode ser perfeitamente feita para transportadores de carga

que se deslocam na direção da super-rede. No entanto, para o movimento oblíquo, algumas

características não podem ser transformadas pela velocidade de Fermi. Os resultados obtidos

aqui são relevantes para o desenvolvimento de novos dispositivos eletrônicos baseados em

grafeno.

Palavras-chave: Super-rede de grafeno; Modulação da velocidade de Fermi; Propri-

edades eletrônicas.
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Abstract

Graphene is considered to be one of the most promising nanomaterials of the century.,

its peculiar characteristics have motivated the research around its use and the study

of its electronic properties for the most diverse purposes. Graphene superlattices have

attracted great research interest in the last years, since it is possible to manipulate the

electronic properties of graphene in these structures. They can be periodic, quasi-periodic

or disordered, each one presenting different electronic properties. In this work we investigate

the possibility of transforming a periodic and quasi-periodic graphene superlattice one into

another by a Fermi velocity modulation. We analyzed finite and infinite superlattices.

We considered an one-dimensional superlattice and show that the transformation can be

perfectly done for charge carriers moving in the direction of the superlattice. However, for

oblique moving, some features can not be transformed by the Fermi velocity. The results

obtained here are relevant for the development of novel graphene-based electronic devices.

Keywords: Graphene superlattice; Fermi velocity modulation; Electronic properties.
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Capítulo 1

Introdução

A Física é a ciência que estuda a natureza e seus fenômenos em seus aspectos mais gerais

analisando suas relações e propriedades, além de descrever e explicar a maior parte de suas

consequências. A Física busca a compreensão científica dos comportamentos naturais e gerais

do mundo ao nosso redor, desde as partículas elementares até o universo como um todo. Com

o amparo do método científico e da lógica, e tendo a matemática como linguagem natural,

esta ciência descreve a natureza através de modelos científicos. Sua presença no cotidiano

é muito ampla, a aplicação da Física para o benefício humano contribuiu de uma forma

inestimável para o desenvolvimento de toda a tecnologia moderna [1].

A Física da Matéria Condensada é um dos muitos campos da Física, até recentemente, a

Física da Matéria Condensada era conhecida como Física do Estado Sólido, pois a maioria

dos trabalhos existentes nessa área estava concentrada no estudo dos cristais e das propri-

edades dos elétrons no interior desses cristais. Com o avanço das técnicas de pesquisa nos

materiais em sua fase sólida, estas técnicas começaram a ser utilizadas também para se

investigar as propriedades da matéria em sua fase líquida, propiciando o aparecimento da

denominação Física da Matéria Condensada, que é sem dúvida mais abrangente que a desig-

nação Física do Estado Sólido. Portanto, a Física da Matéria Condensada é o ramo da Física

que tem como objetivo estudar as propriedades da matéria em fase sólida ou líquida, o início

das pesquisas nesta área ocorreu nos primeiros anos deste século, englobando a Física do

Estado Sólido e inclui sólidos amorfos e líquidos. Os exemplos mais conhecidos da Matéria
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Condensada são os sólidos e os líquidos que se originam da interação da força elétrica dos

átomos [2]. O campo da matéria condensada é considerado hoje o maior da física contem-

porânea, tendo crescido a partir da Física do Estado Sólido que hoje é uma de suas muitas

vertentes [3]. A descoberta de uma nova classe de materiais, os chamados quase-cristais, no

ano de 1984 [4],[5] causou grande surpresa no meio acadêmico. Até então apenas duas classes

de estruturas sólidas eram conhecidos: sólidos cristalinos, estruturas altamente ordenadas

que exibem simetrias translacional e orientacional caracterizadas pela repetição periódica

de células unitárias idênticas; e sólidos amorfos, que não apresentam ordem estrutural. Os

quase-cristais seriam então uma fase intermediária entre sólidos amorfos e cristalinos, uma

vez que apresentam uma ordem orientacional, mas não são invariantes sob translação. Em

diversos sistemas, físicos ou não, pode-se observar um comportamento auto-similar, ou seja,

uma mudança de escala leva essencialmente ao mesmo sistema. A presença de objetos auto-

similares em estruturas desordenadas e processos aleatórios é hoje muito comum na ciência

de uma forma geral. Tais objetos são encontrados em sistemas físicos totalmente diferentes,

como por exemplo, polímeros, galáxias, etc. Apesar desta diversidade de exemplos, em áreas

aparentemente sem conexão e escalas tão diferentes, os objetos auto-similares são descritos

por uma teoria matemática específica chamada geometria fractal [6]. Estes objetos auto-

similares são então denominados fractais e caracterizados por uma dimensão fracionária, que

é mais comumente conhecida como dimensão fractal, df . Existem ainda fractais que são

compostos de subconjuntos fractais, chamados fractais compostos ou multifractais, que são

analisados por uma função simplesmente denominada f(α), onde o espectro desta função

f(α), também conhecido como espectro das singularidades, caracteriza a distribuição como

multifractal [7]. Na Física da Matéria Condensada, muitas vezes se está interessado em

sistemas que tenham resposta numa faixa bastante estreita dos espectros considerados (de

frequências, de espalhamento e etc). Uma maneira de se obter tais propriedades em siste-

mas cristalinos é manipular as propriedades dos materiais através de técnicas de dopagem,

que consiste por exemplo na adição de impurezas químicas elementares, no intuito de dotar

esses materiais de propriedades de semicondução controlada específica para as mais diversas

aplicações. Um exemplo simples de fractal é o Conjunto de Cantor, o qual é construído

pela retirada do terço central de um segmento unitário, e em seguida do terço central dos
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segmentos restantes.

O grafeno é um dos materiais de estudo da Matéria Condensada, descoberto experimen-

talmente em 2004 é a base para a constituição dos materiais grafíticos de todas as outras

dimensionalidades.

Apesar de sua descoberta recente, o grafeno já revelou uma ampla gama de fenômenos

físicos e de aplicações. O grafeno é um alótropo do carbono [8], formado por uma monoca-

mada de átomos de carbono arranjados em uma estrutura cristalina de favo de mel, podendo

ser obtido por diversos métodos experimentais, sendo a esfoliação do grafite o modo mais

simples. É tido como o primeiro material verdadeiramente bidimensional já que o mesmo é

formado de uma única camada de átomos, em contraste com estruturas que se comportam

como bidimensionais [9],[10]. Uma das mais gratas previsões teóricas para o grafeno, confir-

mada experimentalmente, é a de que os elétrons se comportam como férmions de Dirac sem

massa nos chamados pontos de Dirac, agindo efetivamente como partículas “relativísticas”

sem massa em um espaço-tempo de (1+2) dimensões, sendo uma dimensão temporal e duas

espaciais [11],[12]. Esse comportamento tão peculiar abre o campo para emular Física de

altas energias em Matéria Condensada, prometendo uma revolução na eletrônica de alta ve-

locidade. Apresentamos aqui de um modo geral a estrutura do grafeno e os fundamentos da

física de férmions de Dirac e como surge o modelo efetivo no grafeno, como partes essenciais

para um melhor entendimento do nosso objetivo central de estudo [13],[14].

Devido ao tunelamento de Klein, os operadores de carga não podem ser confinados por

potenciais eletrostáticos, o que limita os usos do grafeno em dispositivos eletrônicos. No

entanto, foram encontradas formas diferentes de abrir gaps de energia na estrutura de banda

do grafeno, criando confinamentos [15]-[18]. Essa incomum propriedade de transporte do

grafeno que é o tunelamento quiral1 de quase-partículas de baixas energias, o que conduz

ao paradoxo de Klein [16] em estruturas de monocamada de grafeno, torna potenciais ele-

trostáticos estruturas transparentes aos portadores no grafeno, mas existe a possibilidade

de confinar elétrons (buracos) em poços (barreiras) de potencial, em incidência normal nas

barreiras de potencial não existe confinamento e em incidência oblíqua pode existir confina-

mento. O tunelamento Klein fora primeiro reportado no contexto da eletrodinâmica quântica
1A quiralidade é dada pela projeção do pseudo-spin na direção do movimento dos portadores de carga.
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em 1929 pelo físico Oscar Klein2, que encontrou um resultado quando resolvia o problema

de propagação de férmions de Dirac através de uma barreira única de potencial.

As super-redes de grafeno atraíram muito interesse nos últimos anos, uma vez que é possí-

vel controlar as propriedades eletrônicas do grafeno nesses sistemas. Em 1969, Esaki3 propôs

o primeiro estudo sobre estruturas quânticas consistindo de múltiplas barreiras formadas por

heterojunções de materiais semicondutores, as chamadas super-redes. Posteriormente, o ad-

vento de técnicas de crescimento de cristais, possibilitou a fabricação de heteroestruturas

semicondutoras de alta qualidade e, consequentemente, levou a uma grande quantidade de

estudos nessa área. Assim como no caso de barreiras simples e duplas, uma super-rede pode

ser produzida em grafeno através da deposição de eletrodos sobre a folha de grafeno ou, al-

ternativamente, utilizado-se substratos estruturados. Desde o surgimento e principalmente

depois do aprimoramento da técnica de crescimento de cristais atomicamente controlados

através de MBE (Epitaxia por Feixes Moleculares)mostra-se possível a construção de estru-

turas artificiais com aplicações para os mais diversos fins: desde estudos básicos em Física

Quântica, até o desenvolvimento de estruturas complexas para novos dispositivos eletrônicos.

Uma das estruturas mais estudadas crescidas por MBE, nesse caso, são as super-redes. Uma

super-rede semicondutora é formada pelo crescimento periódico e alternado de camadas de

dois semicondutores com energias de gaps diferentes, como mostra esquematicamente a Fig.

1.1(a). Como têm energia de gap diferentes, deve aparecer uma descontinuidade de energia

nas interfaces entre duas camadas adjacentes, como mostra a Fig. 1.1(b). Notamos que as

alterações são produzidas em apenas uma das direções espaciais.

Tais estruturas foram objeto de estudo recentes [19]-[22]. A super-rede poder ser periódica

[23],[24] (ordenada), quase-periódica [25],[26] ou desordenada, cada uma com característi-

cas próprias. As super-redes quase-periódicas podem seguir uma sequência de Fibonacci4

2Oskar Benjamin Klein (Danderyd, 15 de setembro de 1894 — Estocolmo, 5 de fevereiro de 1977) foi um

físico sueco.
3Reona Esaki, conhecido em uma forma ocidentalizada como Leona ou Leo Esaki (Osaka, 12 de março

de 1925), é um físico japonês.
4Na matemática, a sucessão de Fibonacci (também sequência de Fibonacci), é uma sequência de números

inteiros, começando normalmente por 0 e 1, na qual, cada termo subsequente corresponde a soma dos dois

anteriores.
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Figura 1.1: Super-redes crescidas por MBE: (a) uma super-rede é formada pelo crescimento

periódico e alternado de camadas de dois semicondutores com energias de gap diferentes;

(b) tendo energias de gap diferentes, há uma descontinuidade em energia nas interfaces

entre camadas adjacentes. Como referência foram colocados eixos coordenados (energia e

distância) no lado esquerdo da figura. Disponível na Referencia [114]

[27],[28], Double Periodic [29] ou Thue-Morse5 [30],[31]. A estrutura de uma super-rede no

grafeno pode ser gerada, por exemplo, por barreiras magnéticas [32],[33], potenciais eletros-

táticas [34]-[36], uma combinação de ambos [37] ou por barreiras de velocidade de Fermi

[38]. Essas barreiras de velocidade de Fermi podem ser criadas, por exemplo, colocando

planos metálicos próximos do grafeno, o que alterará a concentração de carga em diferentes

regiões, induzindo uma modulação da velocidade de Fermi. Outras formas de modificar a

velocidade de Fermi no grafeno também foram propostas, estas incluem modificações por do-

pagem [39](onde o grafeno é dopado para criar uma alteração do nível de Fermi do material,

o que tem implicações diretas na energia de gap do material e em seu espectro de absorção),

por curvatura da folha de grafeno [40], por potenciais periódicos [41] e por modificações

do substrato [42]. Consideramos neste trabalho uma super-rede de Fibonacci para o caso
5Em matemática e suas aplicações, a sequência de Thue-Morse, é a sequência infinita binária (formada

apenas por 0s e 1s), em que o primeiro dígito é igual a 0 e os demais, calculados em blocos de 2n dígitos.
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quase-periódico, que pode ser vista como um protótipo de um quase-cristal unidimensional.

Demonstrou-se que uma modulação da velocidade de Fermi pode ser usada para controlar

as propriedades eletrônicas do grafeno [43],[44]. Por exemplo, a modulação da velocidade

de Fermi pode ser usada para induzir um gap de energia indireto em monocamadas [45] e

bicamadas [46] de grafeno, para controlar o gap de energia [47], para criar guias de onda

para elétrons [48],[49] e também para sintonizar a transmitividade de 0 a 1 [50] que pode ser

usado para ligar/desligar o transporte eletrônico no grafeno.

Motivados por esses resultados, neste trabalho, investigamos a possibilidade de transfor-

mar as propriedades eletrônicas de super-redes de grafeno periódicas e quase periódicas uma

na outra, através de uma modulação da velocidade de Fermi. Resolvemos o hamiltoniano

de Dirac para o grafeno e analisamos as propriedades de transporte de super-redes finitas

e a estrutura eletrônica de super-redes infinitas. É mostrado que, para os elétrons que se

deslocam na direção da super-rede, a velocidade de Fermi pode transformar perfeitamente

as super-redes. No caso de super-redes infinitas, para quanto maior o ângulo de incidência

de elétrons, a velocidade de Fermi não pode transformar as super-redes, mas novas carac-

terísticas do sistema foram obtidas. Para super-redes de grafeno infinitas, a velocidade de

Fermi pode transformar as super-redes com sucesso, mesmo que os elétrons não se movam

na direção da super-rede. Os resultados obtidos aqui são relevantes para o desenvolvimento

de novos dispositivos eletrônicos baseados em grafeno.

Este trabalho organiza-se da seguinte maneira: no Capítulo 2 fazemos uma abordagem

geral, mas específica sobre o grafeno começando pelo carbono e partindo depois para a

estrutura do grafeno usando o modelo de tight-binding de primeiros vizinhos para obtermos

a relação de dispersão no grafeno, finalizando com a teoria de Dirac para baixas energias.

No Capítulo 3 escrevemos o hamiltoniano de Dirac para uma super-rede de grafeno com

uma única camada com um potencial eletrostático constante, gap de energia e velocidade de

Fermi. Em seguida resolvemos a equação de Dirac para um super-rede finita e analisamos

a possibilidade de transformar as propriedades de transporte de super-redes periódicas e

quase periódicos uma em outra por uma modulação da velocidade Fermi. No Capítulo 4,

obtivemos a relação de dispersão e investigamos os efeitos da modulação da velocidade de

Fermi na estrutura eletrônica de super-redes infinitas de grafeno. Os resultados de nosso
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trabalho e algumas perspectivas estão no Capítulo 5.



Capítulo 2

Grafeno: Propriedades, estrutura

eletrônica e perspectivas

O objetivo deste capítulo é descrever de forma quantitativa e qualitativa as propriedades do

grafeno, dando assim uma abordagem geral e específica para que seja possível compreender o

estudo central desse trabalho. Começaremos com algumas explanações sobre o carbono que é

o elemento base do grafeno, discorrendo sobre o mesmo para entender seu papel no grafeno.

Após isso, dedicaremos as devidas considerações para o grafeno, buscando compreender

sua estrutura e seu eventual uso na tecnologia moderna usando para estudo do mesmo

o modelo de ligação-forte (tight-binding) para o grafeno, como ferramenta essencial para

compreensão de sua estrutura e de suas propriedades. Em seguida, introduzimos a teoria

de Dirac, mostrando que a equação de Dirac governa o comportamento dos portadores de

carga no grafeno para baixas energias, onde esses portadores são tratados como partículas

relativísticas sem massa. Ao final deste capítulo, salientaremos algumas perspectivas para

esse trabalho e para o mundo com respeito ao grafeno.
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Figura 2.1: Estado fundamental do átomo de carbono. Disponível em: Site Algo Sobre,

acesso em: 21/05/2017

2.1 Introdução

2.1.1 O carbono

Iniciaremos com algumas considerações sobre o carbono, elemento este que é uma peça

fundamental nos organismos orgânicos [51]. Devido ao fato do mesmo estar presente também

em matrizes energéticas, o carbono é muito importante para o desenvolvimento da ciência e

tecnologia de materiais [52]. O carbono é um elemento que pertence ao grupo IV da tabela

periódica, não-metálico e não-magnético, comumente encontrado na produção de diversos

compostos e sólidos cristalinos. Seu número atômico é 6, possuindo 4 elétrons de valência que

interagem entre si e são capazes de formar diversas formas alotrópicas1 do carbono. O estado

mais estável do carbono apresenta a configuração 1s2, 2s2, 2p2. Já o estado excitado assume

a configuração 1s2, 2s1, 2p3. A distribuição eletrônica do carbono na forma fundamental2,

ver a Fig. 2.1, mostra que os elétrons de valência estão distribuídos nos orbitais 2s e 2p,

esses elétrons participam da ligação com outros átomos formando os compostos orgânicos.
1outras, diferentes
21s2, 2s2, 2p2
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Os elétrons no orbital 1s estão fortemente ligados ao núcleo do átomo, eles são chamados

de elétrons de caroço e não participam das ligações químicas, enquanto aqueles presentes

nos orbitais da camada de valência 2s e 2p são mais fracamente ligados ao núcleo e são

responsáveis pela ação reativa do átomo de carbono. Para o caso de formação de cristais,

em sua maioria somente por átomos, há uma hibridização dos orbitais s e p. Em suma, esses

tipos de comportamentos significam que um dos dois elétrons do orbital s é excitado para

o orbital 2pz, enquanto o outro elétron faz uma órbita entre os orbitais 2s e 2p dos átomos

vizinhos, gerando dessa forma orbitais hibridizados [53].

2.1.2 Hibridização

Para o carbono, um orbital hibridizado é uma combinação linear dos orbitais s e p que leva

o sistema à um estado de menor energia. De acordo com a Mecânica Quântica o que ocorre

é uma combinação das funções de onda associadas aos elétrons devido à proximidade dos

níveis de energia, que neste caso são orbitais que os elétrons ocupam. Os átomos de carbono

hibridizados podem formar cadeias carbônicas com diferentes configurações e propriedades

físicas como densidade, organização espacial, condutividade elétrica e estabilidade mecânica

[54]. O carbono apresenta diferentes formas alotrópicas, (podemos ver alguns exemplos na

Fig 2.2, dentre as quais se destacam grafite3, diamante4, conhecidos desde muito tempo atrás

[55], fulerenos5, nanotubos de carbono6, que surgiram nas décadas de 80 e 90 e o grafeno

que surgiu mais recentemente [56]-[58]. Na Fig. 2.3, podemos ver a estrutura do grafite e do

diamante que são formas hibridizadas do carbono.

O carbono pode apresentar as seguintes hibridizações [59]:

• Hibridização sp3: Aqui ocorre uma mistura de um orbital s com mais três orbitais p,

gerando quatro orbitais híbridos, que são chamados de sp. Uma geometria em forma

de tetraedro é assumida pelos quatro orbitais, e eles formam quatro ligações σ com

ângulo de 109, 5◦ entre eles, como mostra a Fig. 2.4.
3Grafite é um mineral, um dos alótropos do carbono.
4O diamante é um cristal sob uma forma alotrópica do carbono
5Os fulerenos são uma forma alotrópica do Carbono, a terceira mais estável após o diamante e o grafite.
6Os Nanotubos de Carbono são alótropos do carbono com uma nanoestrutura cilíndrica.
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Figura 2.2: Formas alotrópicas do carbono: (a) diamante, (b) grafite, (c) lonsdaleíta,

(d),(e),(f) fulerenos, (g) carbono amorfo e (h) nanotubos de carbono. Disponível em: Wiki-

pédia Imagens, acesso em 21/05/2017.

Figura 2.3: Estrutura cristalina do grafite e do diamante. Disponível em: Cultura Online,

acesso em 21/05/2017.
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Figura 2.4: A figura representa a formação híbrida dos orbitais sp3 para o átomo de carbono.

Disponível na Referência [81].

Figura 2.5: A figura representa a formação híbrida dos orbitais sp2 para o átomo de carbono.

Disponível na Referência [81].

• Hibridização sp2: Nesse caso ocorre uma mistura de um orbital s com dois orbitais p

gerando três novos orbitais híbridos sp2. Os três orbitais novos ficam localizados no

mesmo plano, formando um ângulo de 120◦ entre eles, como mostra a Fig. 2.5.

• Hibridização sp: Nesse caso, há a mistura de um orbital s com um orbital p, gerando

dois orbitais sp, com um ângulo de 180◦ entre eles, como mostra a Fig. 2.6.

Figura 2.6: A figura representa a formação híbrida dos orbitais sp para o átomo de carbono.

Disponível na Referência [81].

2.1.3 Ligações σ e π

A ligação sigma (σ) é a denominação dada à estrutura dos orbitais atômicos no mesmo

eixo formando uma ligação simples, enquanto que as ligações pi (π) estão nos eixos paralelos
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Figura 2.7: Estrutura do grafeno. Disponível em: Blog Nerd Elétrico, acesso em 21/05/2017.

e as mesmas acontecem em ligações duplas e triplas. Ligações π só podem ser formadas por

orbitais p, e possuem a característica de serem mais fracas que as ligações σ. Nas ligações

duplas e triplas do carbono, uma ligação é σ e as que sobram são π [60].

2.2 O Grafeno

2.2.1 Introdução

O grafeno é uma forma alotrópica do carbono, constitui-se de uma monocamada de átomos

de carbono arranjados de forma hexagonal, ou seja, o grafeno é uma das inúmeras camadas

que constituem o grafite [61],[62]. Dispostos em uma rede hexagonal plana, os átomos de

caborno do grafeno, tornam o grafeno a base para outros materiais grafíticos tais como o

grafite (3D), os nanotubos de carbono (1D) e os fulerenos (quase-0D) [63]-[66]. O grafeno é

uma estrutura bidimensional de átomos de carbono hibridizados em sp2, ou seja, entre um

orbital-s e orbital-p, que formam três ligações σ no plano, os orbitais pz não hibridizados

formam ligações π fora do plano. As ligações σ são ligações fortes, responsáveis pelas propri-

edades mecânicas e elásticas, e as ligações π são responsáveis pelas propriedades eletrônicas

do grafeno. Dispostos de forma hexagonal, em uma estrutura semelhante a favos de mel,

como mostra a Fig. 2.7.
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O empilhamento ordenado de camadas de grafeno é a estrutura base do cristal de grafite,

e suas propriedades vêm sendo assunto de estudos teóricos e experimentais desde a década

de 1940 [67],[68]. O prêmio Nobel de Física de 2010 foi dado aos cientistas Andre Geim7 e

Konstantin Novoselov8, pelos mesmos conseguirem produzir, isolar, identificar e caracterizar

o grafeno. Em seu trabalho, os mesmos revelam que é possível que uma camada do grafeno

possa ser isolada em quantidade suficiente e adequada que possibilite a verificação de suas

propriedades e estabilidade. Em seu trabalho, eles utilizaram uma fita adesiva para remover

as camadas de grafeno de cristais de grafite. A Real Academia Sueca das Ciências, concede-

dora do prêmio Nobel de 2010, emitiu nota afirmando que o grafeno é o primeiro material

verdadeiramente bidimensional, representando toda uma classe de materiais 2D.

2.2.2 Propriedades do grafeno

Os arranjos bidimensionais de átomos vinham sendo estudados há muitas décadas, os mes-

mos eram modelados através de diversos métodos computacionais por exemplo, porém, as

evidências experimentais dos mesmos são muito recentes. O grafeno é um material quase

totalmente transparente, permitindo a passagem de 97,7% da luz visível. É mais resistente

que uma amostra de aço que possua as mesmas dimensões e pode ser alongada ate 20% sem

que ocorra rompimento. Em suas propriedades térmicas e elétricas, o grafeno conduz calor

e corrente elétrica melhor que o cobre, isso se explica por causa dos elétrons estarem deslo-

calizados. O sucesso experimental que se deu da descoberta do grafeno motivou inúmeras

pesquisas, tanto experimentais como teóricas em torno das propriedades eletrônicas.

A aparição do grafeno na ciência deu-se aos estudos teóricos realizados por Wallace9 em

1947. Um dos resultados encontrados por Wallace nos dá a dimensão do grafeno em um papel

muito importante no cenário tecnológico, além também de colocá-lo no meio de resultados

de estudos de situações físicas de bastante interesse como a Eletrodinâmica Quântica. No
7Andre Geim FRS, Sóchi, 21 de outubro de 1958, é um físico holandês nascido na Rússia, conhecido como

descobridor do grafeno e por demonstrações concretas da levitação magnética
8Sir Konstantin Novoselov (Nizhny Tagil, 23 de agosto de 1974) é um físico russo-britânico, conhecido

por seus trabalhos na descoberta do grafeno, em conjunto com Andre Geim.
9Philip Russell Wallace (Toronto, 19 de abril de 1915 — Victoria (Colúmbia Britânica), 20 de março de

2006) foi um físico canadense.
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estudo da estrutura de bandas do grafeno, notou-se que para baixas energias estas bandas

apresentavam uma dispersão da energia que era linear no vetor de onda, isto se diferenciava do

que era encontrando normalmente nos semicondutores. Esta relação de dispersão da energia

do grafeno, considerada uma das mais interessantes, indica que para baixas energias, os tipos

de excitações que são encontradas são os mesmos para férmions de Dirac10 encontrados na

Eletrodinâmica Quântica, tendo como diferença unicamente a velocidade das quasipartículas,

onde no grafeno é igual a velocidade de Fermi vf = c/300, no lugar da velocidade da luz

c [69]. O grafeno possui também propriedades ópticas de bastante interesse, isso se dá por

causa de sua absorção de luz. Alguns estudos mostram que há um aumento da absorção de

luz no grafeno proporcional ao número de camadas deste. Isto evidencia mais claramente o

uso do grafeno em aplicações de optoeletrônica [70].

A condutividade térmica do grafeno é denominada pelas vibrações de rede,onde essas vi-

brações se comportam como ondas que se propagam em um sólido, enquanto que a condução

térmica é efetuada por fônons11. Peierls12 e Landau13 argumentaram que não poderia existir

ordenamento de longo alcance em materiais bidimensionais, devido ao movimento térmico

de fônons de baixa energia, o que resulta em um desvio quadrático médio dos átomos de

suas posições de equilíbrio [71]. Mas, os estudos recentes provaram que a síntese de uma ca-

mada de grafeno mostra claramente a existência de sólidos bidimensionais estáveis, deixando

também suficientemente clara, a alta qualidade de cristal destes materiais [72].
10Na física de partículas, um férmion de Dirac é um férmion que não é sua própria antipartícula. Ele foi

nomeado em homenagem ao físico Paul Dirac pelo fato de todos estes férmions obedecerem à equação de

Dirac.
11Um fônon, na física da matéria condensada, é uma quase-partícula que designa um quantum de vibração

em um retículo cristalino rígido.
12Rudolph Ernst Peierls (Berlim, 5 de junho de 1907 — Oxford, 19 de setembro de 1995) foi um físico

teuto-britânico.
13Lev Davidovich Landau (Baku, 22 de janeiro de 1908 — Moscou, 1 de abril de 1968) foi um físico e

matemático soviético.
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2.2.3 Obtenção do grafeno

A partir dos esforços para obter o grafeno, várias técnicas surgiram com o intuito de isolá-

lo. Primeiro foi usada a esfoliação química, onde moléculas eram introduzidas quimicamente

entre as camadas do grafite que se intercalavam com as folhas de grafeno. Depois, essas

moléculas eram retiradas e só restava as folhas de grafeno. Contudo, esse método não foi

muito promissor, porque não era possível isolar facilmente o grafeno e ainda era observado

um enrolamento nas folhas de grafeno [73]. Uma outra alternativa seria o crescimento epi-

taxial por CVD14 de hidrocarbonetos em metais e a decomposição de carbonetos em silício

sob tratamento térmico. Os filmes que são gerados por essa técnica possuem grande mobi-

lidade de portadores de carga, mas a sua qualidade e seu tipo de cristal ainda estão sendo

estudados [74]. Assim, chegamos ao primeiro isolamento do grafeno, realizado em 2004, que

consistiu numa técnica de clivagem mecânica. Nessa técnica, um pedaço de grafite é esfoli-

ado mecanicamente sobre uma fita adesiva diversas vezes, de forma que a ruptura mecânica

das camadas vizinhas as separe. Depois, a fita adesiva com os flocos de grafeno esfoliados é

fixada sobre um substrato, que normalmente é um substrato de silício com óxido de silício

crescido termicamente sobre ele [75]. A partir da espessura do óxido, é possível obter con-

traste suficiente viabilizando a observação microscópica do grafeno no substrato de óxido de

silício quando a fita adesiva é retirada. Apesar de ser uma técnica simples, a mesma não

possibilita a produção industrial em larga escala de dispositivos eletrônicos que se baseiam

no grafeno, por isso, outras formas já estão sendo estudadas para produção em larga escala,

um desses métodos seria o crescimento epitaxial.

2.2.4 Aplicações do grafeno

O grafeno parecia impossível de existir, já que as flutuações térmicas impediam a sua

formação bidimensional. Além das diversas propriedades já citadas anteriormente, as pos-

sibilidades de aplicação também crescem de forma assustadora, sendo hoje do ponto de

vista tecnológico um dos mais promissores nanomateriais por causa das suas propriedades

térmicas, óticas e elétricas [76]. O grafeno por exemplo, conduz tão bem como um metal,
14Deposição Química na Fase de Vapor.
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porém essa condutividade pode ser controlada assim como acontece com os semicondutores

[77]. Nos semicondutores tradicionais, os elétrons se comportam como se tivessem massa

maior ou menor do que a que eles tem no vácuo, porém no grafeno eles se comportam como

se não tivessem massa, como partículas relativísticas sem massa, ou como já mencionado

anteriormente (férmions de Dirac) [78]. O grafeno pode ser aplicado hoje em diversas ma-

trizes tecnológicas, e seu uso vem avançando bastante atualmente. Por exemplo, estudos já

comprovam que o óxido de grafeno, entre suas propriedades, é capaz de remover material

radioativo de águas que foram contaminadas. O que mostra também sua impermeabilidade

com água, o que resulta na função de filtrador da mesma. Há também o uso do grafeno

para desenvolver transmissores de modulação de rádio, como os menores já produzidos. É

usado também no estudo de fabricação de baterias mais duráveis e mais rápidas de carre-

gamento, com demora de gasto de bateria. É usado também em placas para captar energia

solar, aumentar vida útil de componentes eletrônicos, aumentar a capacidade de transmissão

de dados e armazenamento, e até mesmo aplicações em medicina, com próteses neurais e

tratamentos em lugar de medicamentos [79].

2.2.5 Estrutura Favo de Mel do grafeno

O termo "grafeno"se dá pela combinação do "grafite"com o sufixo "eno", denominado em

1962 por Hanns Peter Boehm15. Mas, como já foi mencionado o grafeno só foi sintetizado

em 2004 pelos professores russos da Universidade de Manchester, Andre Geim e Konstantin

Novoselov, que conseguiram isolar experimentalmente uma monocamada plana de átomos

de carbono e estudar suas propriedades físicas. Estes átomos de carbono estão ordenados de

tal modo a formar uma estrutura hexagonal do tipo favo de mel, composta de duas sub-redes

triangulares A e B [80],[81], como mostra a Fig. 2.8.

Os pontos na cor azul, representam os átomos de carbono na sub-rede A e os pontos

vermelhos representam os átomos de carbono na sub-rede B. Primeiramente descrevemos o
15Hanns-Peter Boehm (Nascimento 9 January 1928 em Paris) é um químico alemão e professor emérito

da Ludwig-Maximilians-Universität em Munich, Alemanha. Boehm é considerado um pioneiro no estudo do

grafeno
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Figura 2.8: Rede Hexagonal do grafeno no espaço real, com seus respectivos vetores primi-

tivos ~a1 e ~a2. Disponível na Referência [82].

grafeno como uma rede de Bravais16 bidimensional. Para viabilizar isto, já que uma rede

favo de mel não é uma rede de Bravais, precisamos de dois vetores primitivos, ~a1 e ~a2, e uma

base de átomos de carbono (Ver Fig. 2.8), formando assim uma ligação de um átomo da

sub-rede A com um de seus primeiros vizinhos da sub-rede B.

No espaço real, temos que uma possível representação dos vetores primitivos, em coorde-

nadas cartesianas, tendo como base a representação na Fig. 2.8, é dada por,

~a1 =
√

3ax̂ = (
√

3a, 0),

~a2 =
√

3a(
1

2
x̂+

√
3

2
ŷ) = (

√
3a

2
,
3a

2
),

(2.1)

onde o parâmetro de rede a = 1.42Å, que representa a distância entre os átomos de carbono

na rede hexagonal do grafeno. Podemos observar que é possível pensar que a rede favo de

mel tem por base um hexágono de lado a contendo 1/3 de átomo de carbono em cada um de
16É a denominação dada às configurações básicas que resultam da combinação dos sistemas de cristalização

com a disposição das partículas em cada uma das células unitárias de uma estrutura cristalina, sendo estas

células entendidas como os paralelepípedos que constituem a menor subdivisão de uma rede cristalina que

conserva as características gerais de todo o retículo, permitindo que por simples replicação da mesma se

possa reconstruir o sólido cristalino completo.
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seus 6 vértices. Esse hexágono pode ser deslocado em relação ao seu centro por translações

do tipo: R = n1 ~a1 +n2 ~a2 , sendo n1 = 0, 1, 2... e n2 = 0, 1, 2... quaisquer n números inteiros,

permitindo construir toda a rede [82]. A estrutura cristalina formada na hibridização do

tipo sp3 é o diamante onde todos os orbitais combinam-se de forma linear para formar novos

orbitais de simetria tetraédrica com ângulo de aproximadamente 109◦ entre eles, enquanto

que o grafite e o grafeno tem estruturas cristalinas que podem ser entendidas de maneira

simples utilizando a hibridização do tipo sp2 , onde dois orbitais do tipo p, neste caso px e

py, se combinam com o orbital sp gerando os seguintes orbitais híbridos [82],

|ψ1〉 =
1√
3

(|s〉+ |px〉+ |py〉), (2.2)

|ψ2〉 =
1√
6

(|s〉+ |px〉 − |2py〉), (2.3)

|ψ3〉 =
1√
2

(|s〉 − |px〉), (2.4)

o orbital pz não se mistura aos demais, ele fica perpendicular ao plano (x, y) que contém

os orbitais hibridizados sp2 . Essas novas funções orbitais mostradas acima são ortogonais

entre si no espaço de Hilbert17, e formam um ângulo de 120◦ entre si no espaço real. A forma

dos orbitais na hibridização denominada sp2 é mostrada na Fig. 2.9.

Assim, três orbitais de um dado átomo de carbono tem seus eixos principais de orientação

no plano (x, y) com um ângulo entre eles de 120◦, realizando três ligações com grande

energia de ligação química, as ligações σ com os átomos de carbono vizinhos. Essas ligações

σ representam as direções, onde dois elétrons com spins contrários, um proveniente de cada

átomo, são compartilhados pelos átomos de carbono e ficam fortemente localizados no plano

e na região do ponto médio da reta que une os dois átomos vizinhos. Portanto, percebemos

assim que a estrutura formada por um arranjo de átomos de carbono nessa hibridização terá

a forma de um favo de mel [83]. Sabemos que cada átomo de carbono tem 4 elétrons de
17É uma generalização do espaço euclidiano que não precisa estar restrita a um número finito de dimensões.
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Figura 2.9: Os orbitais pz e sp2 do carbono. Disponível na Referência [82].

valência. Satisfazendo a regra do octeto ele deve realizar 4 ligações químicas, compartilhando

seus 4 elétrons com os 3 átomos de carbono vizinhos possíveis na hibridização sp2. Três desses

elétrons de um dado átomo de carbono ficam fortemente localizados em algum dos orbitais

sp2 associados à um dos orbitais sp2 de um primeiro vizinho para formar uma ligação do tipo

σ. O elétron restante passará para o orbital pz, que é perpendicular ao plano da estrutura

de favo de mel. No caso de uma ligação entre dois átomos de carbono apenas a interação

entre os elétrons nos orbitais pz leva à formação de orbitais moleculares híbridos devido à

mistura dos orbitais pz desses dois átomos e o tipo de ligação química realizada fica conhecida

como do tipo π. Isso se explica pelo formato do orbital molecular que surge da combinação

linear dos orbitais pz desses átomos. Em uma estrutura cristalina do tipo favo de mel

contendo um número muito grande de átomos de carbono, os orbitais pz combinam-se para

formar uma nuvem eletrônica18, essa nuvem dá origem a bandas de energia conhecidas como

bandas π (menor energia) e π∗ (maior energia) [84]. Os elétrons nesses orbitais π e π∗ são

fracamente ligados aos respectivos átomos de carbono e tem funções de onda deslocalizadas,

quando comparada aos elétrons σ. Em virtude disso, é possível perceber que os elétrons σ

desempenham um papel pouco decisivo no caso da rede favo de mel para o transporte de

carga e spin, e assim toda a física do transporte deve-se aos elétrons ocupando as bandas π

e π∗ [85],[86]. Obtemos agora, a partir dos vetores unitários da rede direta, os vetores da
18Eletrosfera, também chamada de Nuvem eletrônica ou Densidade eletrônica é a região externa do núcleo

do átomo onde se localizam os elétrons.
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Figura 2.10: Rede hexagonal do grafeno no espaço recíproco, com seus respetivos vetores

unitários ~b1 e ~b2. Disponível na Referência [82].

rede recíproca, como se seguem,

~b1 =
2π(~a1 × ~z)

~a1 · (~a2 × ~z)
=

4π

3a
(

√
3

2
,−1

2
),

~b2 =
2π(~z × ~a1)

~a1 · (~a2 × ~z)
=

4π

3a
(0, 1),

(2.5)

nos quais ~z é um vetor unitário perpendicular ao plano (x, y) da rede direta que contém a

monocamada de grafeno. Os vetores ~b1 e ~b2 da rede recíproca são mostrados na Fig. 2.10.

Agora encontraremos as bandas de energia do grafeno com base no modelo ligação-forte

(tight-binding), após isto, demonstraremos a teoria de Dirac para férmions sem massa no

grafeno, próximo do nível de Fermi.

2.2.6 Modelo de Ligação-Forte (tight-binding) com primeiros vizi-

nhos

O modelo de tight-binding do grafeno foi usado por P.R. Wallace no ano de 1947, com

objetivo de descrever um plano atômico no grafite, que consiste de múltiplas camadas de

grafeno empilhadas. O hamiltoniano de ligação-forte (tight-binding) para o grafeno tem sido

utilizado para prever suas propriedades. Esta aproximação de ligação-forte é bastante útil
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quando a superposição dos orbitais eletrônicos considera só a interação entre os vizinhos

mais próximos na rede cristalina, fazendo com que os orbitais atômicos sejam a base para

a representação do hamiltoniano que descreve o transporte de elétrons de um átomo para

outro na rede [87]-[91]. Entendemos portanto, que é favorável aplicar esse modelo para

descrever fisicamente os elétrons nos orbitais pz no grafeno. O modelo de ligação-forte (tight-

binding) considerando a probabilidade de hopping(salto) de um elétron entre átomos que são

primeiros e segundos vizinhos, está descrito pelo seguinte hamiltoniano, expresso em termos

dos operadores de criação e aniquilação de elétrons formulados em segunda quantização [92],

Ĥ = −t
∑
〈ij〉σ

(a†iσbjσ + b†jσaiσ) − t′
∑
〈〈ij〉〉σ

(a†iσajσ + b†iσbjσ + a†jσaiσ + b†jσbiσ) (2.6)

no qual âiσ(â†iσ) é um operador fermiônico que aniquila(cria) um elétron de spin verdadeiro,

no i-ésimo átomo da sub-rede A, b̂jσ(b̂jiσ
†) é um operador fermiônico que aniquila(cria)

elétrons na sub-rede B, o símbolo 〈ij〉 representa a soma sobre os primeiros vizinhos e 〈〈ij〉〉

representa a soma para segundos vizinhos. Observamos que os primeiros vizinhos de um

átomo da sub-rede A (pontos cor azul) são 3 átomos da sub-rede B (pontos cor vermelho),

e vice-versa, enquanto que os segundos vizinhos de um dado átomo totalizam 6 e são da

mesma sub-rede, como se pode observar na Fig. 2.11, onde o átomo de carbono central

da sub-rede A na posição A0 tem como primeiros vizinhos os três átomos de carbono da

sub-rede B nas posições B11, B12 e B13, como segundos vizinhos os seis átomos de carbono

da mesma sub-rede A nas posições A21, A22, A23, A24, A25 e A26, se expandindo dessa forma

em toda a rede do grafeno.

O parâmetro de hopping entre primeiros vizinhos tem valor t w 2, 8eV , quando que entre

os segundos vizinhos t′ < 0, 2eV [93]. Uma vez que o parâmetro de hopping t é maior

em pelo menos uma ordem de grandeza em relação a t′, desprezamos o segundo termo do

hamiltoniano e usamos apenas o primeiro termo do hamiltoniano de ligação-forte para nossos

cálculos. Salientamos também que quando o segundo parâmetro de hopping, t′ é levado em

conta, as bandas de energia no grafeno apresentam um pequeno gap próximo dos pontos de

Dirac [94]. Agora, para diagonalizar o hamiltoniano passaremos para o espaço recíproco ~k

através da transformação discreta de Fourier, dadas como se segue,
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Figura 2.11: Os primeiros e segundos vizinhos na rede hexagonal do grafeno no espaço real.

Disponível na Referência [82].

aiσ =
1√
N

∑
~k

a~kσe
i~k·~ri ; a†iσ =

1√
N

∑
~k

a†~kσe
−i~k·~ri ;

bjσ =
1√
N

∑
~k′

b~k′σe
i~k′·~rj ; b†jσ =

1√
N

∑
~k′

b†~k′σe
−i~k′·~rj ,

(2.7)

nas quais o vetor de onda no espaço recíproco é dado por ~k = (kx, ky), e N é o número de

átomos total em cada sub-rede. Substituindo os novos operadores de criação e aniquilação

em função do vetor de onda ~k no espaço recíproco no primeiro termo do hamiltoniano de

ligação-forte, obtemos,

Ĥ = −t
∑
<ij>σ

(
1

N

∑
~k~k′

a†~kσb~k′σe
−i~k·~riei

~k′·~rj +
1

N

∑
~k~k′

b†~k′σa~kσe
−i~k′·~rjei

~k·~ri), (2.8)

e fixando o sub-índice j, nós temos que ~rj = ~rjn = ~ri + ~δn, onde ~δn denota o vetor relativo

entre um átomo na posição ri e seus primeiros vizinhos, para obter,

Ĥ = −t
∑
σ

(
∑
~k~k′

a†~kσb~k′σ
1

N

∑
i

e−i(
~k−~k′)·~ri

3∑
n=1

ei
~k′·δn +

∑
~k~k′

b†~k′σa~kσ
1

N

∑
i

ei(
~k−~k′)·~ri

3∑
n=1

e−i
~k′·~δn).(2.9)
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É de nosso conhecimento, que a delta de Kronecker se define na forma δ~k~k′ = 1
N

∑
i±e(~k−~k′)·~ri .

Quando o vetor ~k = ~k′ a delta de Kronecker tem valor 1 e quando ~k 6= ~k′ a delta anula-se.

Portanto,

Ĥ =
∑
~kσ

(a†~kσb~kσ(−t)
3∑

n=1

ei
~k·δn + b†~kσa~kσ(−t)

3∑
n=1

e−i
~k·δn). (2.10)

No modelo de ligação-forte o termo t
∑3

n=1 e
i~k·δn é chamado de fator geométrico, que nos

concede informação sobre a geometria da rede que se está tratando, então fazendo f(~k) =

−t
∑3

n=1 e
i~k·δn e f( ~k∗) = −t

∑3
n=1 e

−i~k·δn onde o vetor ~δn representa os primeiros vizinhos da

sub-rede A ou B, respectivamente, temos,

Ĥ =
∑
~kσ

(f(~k)a†~kσb~kσ + f ∗(~k)b†~kσa ~kσ). (2.11)

É possível depois disso, calcular os vetores ~δn que conectam um átomo na sub-rede A aos

primeiros vizinhos na sub-rede B na rede do grafeno, que em nosso caso sabemos que o átomo

de carbono na sub-rede A tem três vizinhos na sub-rede B. Já que temos,

f(~k) = −t
3∑

n=1

ei
~k·δn = −t(ei~k·δ1 + ei

~k·δ2 + ei
~k·δ3), (2.12)

na Fig. 2.12 se pode observar os 3 vetores primeiros vizinhos da sub-rede A, os quais estão

em coordenadas cartesianas no espaço direto da rede do grafeno, descritos como se seguem,

δ1 = aŷ,

δ2 = a cos 30◦x̂− a sin 30◦ŷ =
a

2
(
√

3x̂− ŷ),

δ3 = −a cos 30◦x̂− a sin 30◦ŷ = −a
2

(
√

3x̂+ ŷ).

(2.13)

Com posse dos 3 vetores de primeiros vizinhos ~δ1, ~δ2 e ~δ3 e fazendo ~k = kxx̂ + kyŷ na

equação, buscamos encontrar então o fator geométrico f(~k) e f ∗(~k). Façamos primeiro, o
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Figura 2.12: Representação dos 3 primeiros vizinhos da sub-rede A são ~δ1, ~δ2, ~δ3 respectiva-

mente. Disponível na Referência [82].

produto vetorial do vetor ~k com cada um dos vetores δn, onde n = 1, 2, 3. Dessa forma

temos,

~k · δ1 = (kx × 0) + (ky × a) = kya,

~k · δ2 = (kx ×
√

3

2
a) + (ky ×−

a

2
) =

√
3

2
akx −

a

2
ky,

~k · δ3 = (kx ×−
√

3

2
a) + (ky ×−

a

2
) = −

√
3

2
akx −

a

2
ky.

(2.14)

Como,

f(~k) = −t(ei~k·δ1 + ei
~k·δ2 + ei

~k·δ3), (2.15)

podemos concluir que,

ei
~k·δ1 = eikya,

ei
~k·δ2 = ei

√
3

2
akx−ia2 ky ,

ei
~k·δ3 = e−i

√
3

2
akx−ia2 ky .

(2.16)
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Figura 2.13: Primeira Zona de Brillouin para a rede hexagonal do grafeno no espaço recí-

proco. Disponível na Referência [82].

Substituindo em (2.15), temos,

f(~k) = −t(eikya + ei
√

3
2
akx · e−i

a
2
ky + e−i

√
3

2
akx · e−i

a
2
ky). (2.17)

Sabemos que cos θ = 1
2
(eiθ + e−iθ). Dessa forma, podemos simplificar alguns termos na

equação (2.17), onde escrevemos cos(
√

3
2
akx) = 1

2
(ei
√

3
2
akx + e−i

√
3

2
akx) =⇒ 2 cos(

√
3

2
akx) =

(ei
√

3
2
akx + e−i

√
3

2
akx) e colocamos o termo eikya em evidência chegamos na seguinte equação,

f(~k) = −teiaky [1 + 2e−i
3
2
aky cos(

√
3

2
akx)]. (2.18)

De forma análoga, podemos obter também:

f ∗(~k) = −te−iaky [1 + 2ei
3
2
aky cos(

√
3

2
akx)]. (2.19)

Portanto as funções f(~k) e f ∗(~k) descrevem as interações entre os primeiros vizinhos no

espaço recíproco em kx e ky. Estando no espaço recíproco ~k, na rede hexagonal do grafeno

(ver Fig. 2.12), analisaremos as propriedades na primeira zona de Brillouin, a qual está

ilustrada na Fig. 2.13.

Para construir a primeira zona de Brillouin para uma rede hexagonal, desenha-se inicial-

mente as retas (linhas de cor vermelha, ver Fig. 2.13.) a partir da origem até os pontos da
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Figura 2.14: Primeira Zona de Brillouin mostrando os 2 pontos de Dirac ~k e ~k′ no espaço

recíproco. Disponível na Referência [82].

rede recíproca hexagonal e bissecciona-se as mesmas, estabelecendo as interfaces (linhas cor

azul, ver Fig. 2.13.), formando-se uma rede hexagonal também, com a diferença que este

hexágono não apresenta uma origem comparado com a rede direta e recíproca do grafeno. E

próximo dos vértices da primeira zona de Brillouin que temos os chamados cones de Dirac,

onde a dispersão da energia é linear, fazendo com que os elétrons tenham comportamento

análogo ao de partículas relativísticas sem massa. Na Fig. 2.14 apresenta-se a primeira zona

de Brillouin, onde é possível observar os dois pontos de Dirac ~K e ~K ′, onde | ~K| = 4π
3
√

3a
.

Como se pode ver na Fig. 2.14, os pontos ~K e ~K ′ não são equivalentes na primeira

zona de Brillouin porque não há nenhum vetor da rede recíproca que possa conectá-los. A

importância da primeira zona de Brillouin é que ela fornece a mais alta simetria na rede e a

partir dela pode-se construir as bandas de energia para a rede hexagonal do grafeno [95].

2.2.7 Bandas de Energia no Grafeno

Para obter as bandas de energia no grafeno, diagonalizaremos o hamiltoniano de ligação-

forte no espaço recíproco, resolvendo o problema de auto-valores para o grafeno isolado.

Começamos da seguinte forma,

Ĥ =
∑
~kσ

(f(~k)a†~kσb~kσ + f ∗(~k)b†~kσa ~kσ) =
∑
~kσ

(
a†~kσ b†~kσ

)
· Ĥ0 ·

a~kσ
b~kσ

 , (2.20)
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colocando assim o hamiltoniano de ligação-forte na forma,

Ĥ =
∑
~kσ

ψ†~kσĤ0ψ~kσ, (2.21)

onde ψ~kσ =

a~kσ
b~kσ

 e ψ†~kσ =
(
a†~kσ b†~kσ

)
são pseudo-spinores na chamada representação de

Nambu [96] e Ĥ0 é o hamiltoniano do grafeno expresso em forma matricial, dado como,

Ĥ0 =

 0 f(~k)

f ∗(~k) 0

 . (2.22)

É possível fazer o caminho inverso e obter o hamiltoniano de ligação-forte no espaço recí-

proco, substituindo as devidas componentes descritas. Podemos obter as auto-energias do

hamiltoniano Ĥ0 dado em (2.22) as quais representam as possíveis energias de um elétron

de vetor de onda ~k no grafeno, prosseguindo da seguinte maneira,

Det(Ĥ0 − Iε) = 0, (2.23)

logo,

 ε f(~k)

f ∗(~k) ε

 = 0. (2.24)

Encontramos os seguintes autovalores,

ε2(~k) = |f(~k)|2. (2.25)

Substituindo (2.18), pode-se obter ε(~k),

ε±(~k) = ±t

√
1 + 4 cos(

√
3

2
akx) cos(

3

2
aky) + 4 cos2(

√
3

2
akx), (2.26)
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cada uma dessas funções determina uma banda de energia no grafeno, sendo ε+(k) a banda

de maior energia ε−(k) a de menor energia, chamadas bandas π∗ e π, respectivamente, elas

são simétricas em relação à linha de energia nula. O potencial químico µ(T = 0) = EF

do grafeno em temperatura nula (T = 0) passa exatamente por zero, ou seja, o nível de

Fermi no grafeno é exatamente zero. Olhando para a Fig. 2.14, podemos tirar as seguintes

componentes para o vetor ~k = kxx̂ + kyŷ, para um dos pontos de Dirac, ~K, como sendo

(kx, ky) = ( 4π
3
√

3a
, 0). Se nós substituirmos esses componentes do vetor ~k, na equação (2.18),

temos,

f(~k) = −t[ei0 + e−i0 cos(

√
3

2
a

4π

3
√

3a
)]⇒

f(~k) = −t[1 + 2 cos(
2π

3
)]⇒

f(~k) = −t[1 + 2 · (−1

2
)]⇒

f(~k) = 0.

(2.27)

O mesmo acontece para as demais coordenadas nos pontos de Dirac. Percebemos assim, que

f(~k) é nula nos pontos de Dirac. Analisaremos agora a função f(~k) nos pontos de Dirac
~K = 4π

3
√

3a
(1, 0) e ~K ′ = 4π

3
√

3a
(−1, 0), onde ela é nula e por onde passa o nível de Fermi. É

possível ver nesse caso que as bandas de energia se tocam e não existe gap de energia. Como

uma dispersão nula não é desejável, expandimos f(~k) em torno do ponto de Dirac, tem-se,

f(~q + ~K) ≈ f(~k) + q · ∇kf(k) |k=K= qx
∂f(~k)

∂kx
|~k +qy

∂f(~k)

∂ky
|~k . (2.28)

Nesta aproximação de Taylor a função f(~k) fica em função das componentes do vetor de

onda relativo ~q = ~k − ~K. Como sabemos que o primeiro termo é zero, prosseguimos para

achar o segundo termo, que são derivadas correspondentes dadas na equação. Vamos usar

as equações que foram encontradas para o fator geométrico f(~k) = −t(2e−ia2 ky cos(
√

3
2
akx) +

eiaky). Façamos as derivadas,
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∂f(~k)

∂kx
|~k= t(2e−i

a
2
ky · sin(

√
3

2
akx) ·

√
3

2
a)⇒

∂f(~k)

∂kx
|~k= t(2 · sin(

√
3

2
a

4π

3
√

3a
) ·
√

3

2
)a⇒

∂f(~k)

∂kx
|~k= t(2 · sin(

2π

3
) ·
√

3

2
)a⇒

∂f(~k)

∂kx
|~k= t

3

2
a.

(2.29)

De forma análoga, encontramos a outra derivada. Portanto, as duas derivadas correspon-

dentes são,

∂f(~k)

∂kx
|~k=

3

2
at,

∂f(~k)

∂ky
|~k= −i

3

2
at.

(2.30)

Então, substituindo as expressões encontradas,

f(~q + ~K) ≈ 3

2
at[qx − iqy]. (2.31)

Em módulo,

|f(~q + ~K)| ≈ 3

2
at|~q|. (2.32)

onde a constante 3
2
at
} é a velocidade de Fermi vF . Substituindo o valor do parâmetro de

rede do grafeno a = 1.42 × 10−10 m, a constante de hopping t = 2, 8eV e a constante de

Planck } = 6, 59× 10−16eV.s, vamos ter que vF ≈ 0.9065× 106 m/s. Esse valor corresponde

aproximadamente 1/300 da velocidade da luz no vácuo e portanto os elétrons serão tratados

como "relativísticos"apenas do ponto de vista da analogia formal com a teoria de elétrons

de Dirac, conforme logo veremos.

Encontrado o fator geométrico,



2. Grafeno: Propriedades, estrutura eletrônica e perspectivas 31

|f(~q + ~K)| = }vf |~q|, (2.33)

podemos obter que a energia para pontos próximos ao ponto de Dirac ~K é dado,

ε = ±vf}|~q|. (2.34)

Analisando a relação de dispersão linear para energia versus momento }|~q| no grafeno, po-

demos fazer associações análogas matemáticas entre os fenômenos de transporte no grafeno

e os que estão presentes nas teorias estudados pela Eletrodinâmica Quântica Relativística.

Primeiramente, vemos que a dispersão de energia linear dada pela equação é semelhante

à dispersão de energia de partículas relativísticas E2 = c2p2 + m2
0c

4 para m0 = 0, com a

velocidade de Fermi substituindo a velocidade da luz. Podemos concluir assim, que os por-

tadores de carga no grafeno podem ser vistos como partículas relativísticas sem massa [97],

[98]. É possível constatar um movimento pseudo-hélico nos portadores de carga no grafeno.

Esse tipo de movimento é dado pela projeção do pseudo-spin na direção do movimento dos

portadores de carga. Ela é positiva para os elétrons e negativa para os buracos. Outra

característica desta relação linear para a dispersão de energia próxima ao ponto de Dirac,

sugere um grande movimento de cargas, mesmo com uma densidade eletrônica de portadores

baixa para energias próximas ao nível de Fermi [99],[100]. Na Fig. 2.15 pode-se observar

as bandas de energia de valência e de condução no grafeno, onde não há gap, explicando o

motivo do grafeno ser denominado como um semicondutor de gap zero, se diferenciando de

outros semicondutores.

Na Fig. 2.15, vemos as bandas de energia, onde a banda de valência que se encontra abaixo

do nível de Fermi está inteiramente preenchida e a banda de condução que está acima do

nível de Fermi, está inteiramente desocupada. Sabemos que o gap é nulo, sendo assim, não

é necessário muita energia para que os elétrons saiam da banda de valência e cheguem até a

banda de condução, criando um par elétron-buraco, ambos de efetivamente de massa nula.

Nas Figs. 2.16 e 2.17, apresenta-se a primeira zona de Brillouin da rede do grafeno, onde

pode-se observar os cones de Dirac no entorno de cada hexágono da rede no espaço recíproco



2. Grafeno: Propriedades, estrutura eletrônica e perspectivas 32

Figura 2.15: Dispersão de energia das bandas de condução e valência do grafeno. Disponível

na Referência [82].

e em cada vértice dentro do hexágono que se encontra na zona de Brillouin temos um terço

de cada cone de Dirac, somando-os, teremos dois cones de Dirac dentro da primeira zona de

Brillouin, respectivamente.

Figura 2.16: Zona de Brilloun em 2D - Banda de condução. Disponível na Referência [82].

Na Fig. 2.16, vê-se um ponto vermelho localizado no centro do hexágono que nos diz o

nível de energia máximo da banda de condução totalmente desocupado e de maior simetria

no espaço recíproco da rede do grafeno e na Fig. 2.17, vê-se outro ponto azul escuro no

centro do hexágono, esse nos mostra o nível de energia mais baixo na banda de valência

totalmente preenchido por elétrons e de maior simetria.

Mencionamos anteriormente, que a função f(~k) é nula nos respectivos pontos K =
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Figura 2.17: Zona de Brilloun em 2D - Banda de valência. Disponível na Referência [82].

4π/(3
√

3a)x̂. A função também é nula nos outros 4 vértices do hexágono que formam a

primeira zona de Brillouin, isto pode ser percebido na Fig. 2.15. Nas proximidades de cada

um desses pontos, as bandas formam um cone duplo(um voltado para cima e outro para

baixo, eles se tocam no ponto onde a energia é zero, isso nos dá as duas soluções de energia

possíveis), mas somente 1/3 de cada cone duplo está dentro da primeira zona de Brillouin.

Como são 6 vértices, pode-se observar que existem 6 × 1/3 = 2 cones duplos, que são não

equivalentes e podem ser montados de forma completa a partir de translações dos vértices

com vetores da rede recíproca. Isso explica porque somente dois pontos de Dirac são não

equivalentes [101],[102]. Considerando os cálculos que fizemos anteriormente para as bandas

de energia vamos escrever uma equação de Dirac19 efetiva para o grafeno. Para mostrar que o

hamiltoniano do grafeno descreve um férmion de Dirac sem massa, consideramos as matrizes

de Pauli ~σ = (σx, σy, σz) para um pseudo-spin, na forma das matrizes ~σ mencionadas como

se segue,

σx =

0 1

1 0

 , σy =

0 −i

i 0

 , σz =

1 o

0 −1

 , (2.35)

que permite escrever o hamiltoniano do grafeno na forma abaixo,

Ĥ = ~vF
∑
qσ

ψ†qσ(~σ · q)ψqσ, (2.36)

19A Dedução da Equação de Dirac está no Apêndice A.
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sendo ~σ = (σx, σy) e (~σ · q) = σxqx + σyqy. Na sequência, pode-se usar a propriedade da

função delta de Kronecker: veja que
∑

q
∑

q’ FqGq’δqq’ =
∑

q FqGq para quaisquer funções

Fq e Gq e além disso pode-se utilizar a definição da função delta de Kronecker que aplicamos

anteriormente. Fazendo isso, chegamos a forma abaixo,

Ĥ = ~vF
∑
qq’σ

ψ†qσ(~σ · q’)ψq’σδqq’ = ~vF
1

N

∑
j

∑
qq’σ

ψ†qσ(~σ · q’)ψq’σe
−i(q−q’)·rj . (2.37)

Levamos o somatório sobre j ao limite do contínuo, tendo que ψσ(rj) =
∑

q ψqσe
iq·rj e que

o termo (~σ · q’) pode ser obtido fazendo a substituição q = −i∇, onde ∇ opera sobre as

variáveis no espaço real, chegamos à,

Ĥ = −i~vF
∑
σ

∫
d2rψ†σ(r)(~σ · ∇)ψσ(r), (2.38)

no qual d2r = dxdy corresponde à integração das variáveis espaciais, depois que o limite para

o contínuo foi tomado. Pode-se lembrar que −i~∇ é o operador momentum p na mecânica

quântica e as matrizes σx e σy são as matrizes α de Dirac, surgindo assim uma teoria de

Dirac para partículas sem massa.

Nós podemos observar que a equação (2.38), tem a forma de um valor médio, assumindo

que ψ e uma função de onda clássica, porque a média de um operador Ô com relação a uma

função dada se define como 〈ψσ|Ô|ψσ〉 =
∫
d2rψ†σ(r)Ôψσ(r). O operador que enxergamos na

equação (2.38) é o hamiltoniano de Dirac em duas dimensões espaciais, para uma partícula

relativística sem massa, ou seja,

ĤD = −i~vF (~σ · p). (2.39)

Perspectivas gerais

Terminamos este capítulo com a obtenção da equação efetiva de Dirac para o grafeno,

dada na equação (2.39), a mesma será usada em nossos cálculos teóricos para o estudo das



2. Grafeno: Propriedades, estrutura eletrônica e perspectivas 35

super-redes de grafeno. Entedemos ao final, que o grafeno se torna um dos mais promissores

nanomaterias deste século, seu uso não só abrange estudos em trabalhos teóricos e experi-

mentais, como tem alcançado patamares tecnológicos de grandes referências no mundo. Seu

uso tem se dissemindo e intensificado à medida que tantos pesquisadores se empenham em

analisar e pesquisar as propriedades do grafeno, dando ênfase à suas aplicações, o que justi-

fica nosso interesse de estudo nesse trabalho aqui presente. No capítulo 3 e 4, analisaremos

as super-redes de grafeno finitas e infinitas, respectivamente.



Capítulo 3

Super-Redes de Grafeno Finitas

Neste capítulo iniciaremos os nossos estudos sobre as super-redes de grafeno. Aqui daremos

nossa atenção à super-rede de grafeno finita, tendo como objetivo analisar as propriedades

de transporte destas super-redes. Partindo do hamiltoniano de Dirac iremos obter a matriz

de transferência para o grafeno e assim escrevermos o coeficiente de transmissão, ferramenta

essencial para analisar numericamente nossos resultados para os casos de uma incidência

normal e uma incidência oblíqua.

3.1 Modelo Contínuo para uma super-rede de grafeno

Usamos para descrever os estados eletrônicos de uma única camada de grafeno para baixas

energias, o hamiltoniano de Dirac dado como se segue,

H = −i~vF (σx∂x + σy∂y), (3.1)

onde σi são as matrizes de Pauli atuando em um pseudo-spin relacionado à duas super-redes

de grafeno e vF é a velocidade de Fermi. Nós consideramos aqui um potencial eletrostático

externo aplicado na rede do grafeno e a amostra tem um gap de energia com velocidade de

Fermi, a abertura do gap é acompanhada de uma transferência de cargas no grafeno, de modo

que a energia de Fermi se desloca para fora do gap, fazendo com que o grafeno permaneça

se comportando como um condutor. Na prática isso significa que, para que o grafeno seja
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utilizado em dispositivos eletrônicos, seriam necessárias altas voltagens externas de modo a

deslocar a energia de Fermi para dentro e fora do gap, de modo a controlar a condutividade

elétrica. Com isso, se faz necessário um procedimento de dopagem que permita o controle da

abertura do gap, sem no entanto causar uma forte mudança na energia de Fermi. Esse gap

de energia pode ser obtido por exemplo, se depositamos o grafeno em uma heteroestrutura

de substrato composto por dois materiais diferentes, que podem abrir diferentes gaps de

energia em diferentes regiões da super-rede de grafeno, ou seja, no caso do grafeno de duas

camadas a dopagem diferenciada das duas camadas pode causar a abertura de um gap de

energia. A modulação da velocidade de Fermi é obtida colocando planos metálicos próximos

à super-rede de grafeno, isso alterará o transporte de carga em diferentes regiões da amostra

de grafeno, criando barreiras de velocidade de Fermi, como podemos ver na Fig. 3.1.

Figura 3.1: Diagrama esquemático de uma folha de grafeno depositada em uma subestrutura

heteroestruturada composta de dois materiais diferentes que podem abrir diferentes gaps de

energia em diferentes regiões da folha de grafeno induzindo uma modulação periódica na

energia de gap no grafeno. Os planos metálicos são colocados perto da folha de grafeno que

induzem uma barreira de velocidade periódica. O período da super-rede de grafeno é a+ b.

Disponível na Referência [47].

Dessa forma, a velocidade de Fermi, o potencial e o gap de energia mudam somente na

direção x e o período da super-rede de grafeno é dado por wa + wb. Como a velocidade

de Fermi é dependente da posição, o operador efetivo relativístico de Dirac não é mais

hermitiano. Modificaremos o hamiltoniano de Dirac usual para o grafeno, para que tenhamos

um operador hermitiano, de acordo com a Ref. [103], escrevemos o operador da seguinte

forma,
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H = −i~
√
vF (x)σx

d

dx

√
vF (x), (3.2)

é hermitiano, e podemos retornar para a equação (3.1), quando vF (x) = vF . Dessa forma,

o hamiltoniano efetivo de Dirac para uma super-rede de grafeno com a velocidade de Fermi

dependente da posição e com gap de energia é dado por,

H = −i~(
√
vF (x)σx∂x

√
vF (x) + vF (x)σy∂y) + V (x)1̂ + ∆(x)σz, (3.3)

onde V (x) é o potencial eletrostático e ∆(x) é o gap de energia. Em nosso caso, nós temos,

vF (x) =

 vA, na região A

vB, na região B
, (3.4)

∆(x) =

 ∆A, na região A

∆B, na região B
, (3.5)

e

V (x) =

 VA, na região A

VB, na região B
. (3.6)

A equação de Dirac é dada por,

Hψ(x, y) = Eψ(x, y) (3.7)

Escrevemos,

ψ(x, y) = e−ikyyψ(x), (3.8)

e definimos que
√
vF (x)ψ(x) = φ(x), apenas para rearranjar os termos, vamos substituir isto

na equação de Dirac (3.3). Começaremos aplicando ψ(x, y) em ambos os lados da equação,

distribuindo e rearranjando os termos da seguinte forma,
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He−ikyyψ(x) = −i~
√
vF (x)σx∂x

√
vF (x)e−ikyyψ(x)− i~vF (x)σy∂ye

−ikyyψ(x)+

+V (x)1̂e−ikyyψ(x) + ∆(x)σze
−ikyyψ(x)⇒

Hψ(x) = −i~
√
vF (x)σx∂xφ(x)− ~vF (x)σyky

φ(x)√
vF (x)

+ V (x)1̂
φ(x)√
vF (x)

+

+∆(x)σz
φ(x)√
vF (x)

⇒

Hφ(x) = −i~vF (x)σx∂xφ(x)− ~vF (x)σykyφ(x) + V (x)1̂φ(x) + ∆(x)σzφ(x).

(3.9)

Portanto temos,

−i~vF (x)σx∂xφ(x) + [∆(x)σz − ~vF (x)kyσy + V (x)1̂]φ(x) = Eφ(x), (3.10)

onde 1̂ é uma matriz identidade e σn, com n = x, y, z são as matrizes de Pauli. Sabemos que

as matrizes de Pauli são dadas da seguinte forma,

σx =

0 1

1 0

 , σy =

0 −i

i 0

 , σz =

1 0

0 −1

 . (3.11)

Vamos substituir essas matrizes na equação (3.10), assim teremos,

−i~vF (x) ·

0 1

1 0

 · ∂xφ(x) = [∆(x) ·

1 0

0 −1

− ~vF (x)ky ·

0 −i

i 0

+

+V (x) ·

1 0

0 1

− E]φ(x). (3.12)

Para facilitar nossos cálculos, vamos multiplicar por σ−1
x em ambos os lados da equação

(3.12), assim,

−i~vF (x) ·

0 1

1 0

 ·
0 1

1 0

 · ∂xφ(x) = [∆(x) ·

1 0

0 −1

 ·
0 1

1 0

−
+~vF (x)ky ·

0 −i

i 0

 ·
0 1

1 0

+ V (x) ·

1 0

0 1

 ·
0 1

1 0

− E ·
0 1

1 0

]φ(x). (3.13)
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Dividindo ambos os lados da equação por 1/~vF (x), e fazendo a multiplicação dos escalares

pelas matrizes temos,

−i∂xφ(x) = [

 0 ∆(x)
~vF (x)

− ∆(x)
~vF (x)

0

−
−iky 0

0 iky

+

 0 V (x)
~vF (x)

V (x)
~vF (x)

−
+

 0 E
~vF (x)

E
~vF (x)

0

]φ(x). (3.14)

Daí,

−i∂xφ(x) =

 iky
∆(x)+V (x)−E

~vF (x)

−∆(x)+V (x)−E
~vF (x)

−iky

φ(x). (3.15)

Portanto, a equação pode ser escrita da seguinte forma,

−idφ(x)

dx
= P (x)φ(x), (3.16)

onde,

P (x) =

 iky
−(E−V (x))+∆(x)

~vF (x)

−(E−V (x))−∆(x)
~vF (x)

−iky

 . (3.17)

Neste capítulo 3 e no capítulo 4, nós resolveremos a equação (3.16) para os casos de uma

super-rede de grafeno finita e infinita, com intuito de investigar a possibilidade de transformar

uma super-rede quase-periódica em periódica e vice-versa. A super-rede quase-periódica de

grafeno que consideramos aqui, que é o nosso protótipo de quase-cristal, segue a sequência

de Fibonacci para diferentes gerações, que é um tipo de sequência que uma super-rede quase-

periódica pode ser representada. A sequência de Fibonacci é obtida a partir da relação de

recorrência Sj+1 = {Sj, Sj−1} com S0 = {B} e S1 = {A}, onde j é a geração de Fibonacci.

Assim, nós temos, por exemplo, S2 = {AB}, S3 = {ABA} e S4 = {ABAAB}. Denotaremos

a n’ésima geração de Fibonacci por nG. Em todos os casos aqui presentes, consideramos

wa = wb = 20nm.
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3.2 Super-Rede de Grafeno Finita

3.2.1 O Modelo

Nosso objetivo aqui é obter o coeficiente de transmissão, a fim de investigar o transporte

eletrônico em uma super-rede de grafeno finita. Para isso, nós usamos o método de matriz

de transferência. Dentro da barreira j’ésima, V (x), ∆(x) e vF são constantes, e nós vamos

resolver a equação (3.16), prosseguindo escrevendo,

dφA
dx
− kyφA = iη+φB, (3.18)

dφB
dx
− kyφB = iη−φA, (3.19)

onde η± = [E − V (x) ±∆]/~vF são os parâmetros de transição de φB(φA) para φA(φB), E

é a energia incidente do elétron, e k0 = E/~vF corresponde ao número de onda eletrônica

incidente. Se ∆ −→ 0, as duas equações se reduzem aos casos das referências [104], [105].

Da equação (3.18) temos,

φB =
1

iη+

dφA
dx
− kyφA

iη+

. (3.20)

Substituindo em (3.19),

1

iη+

d2φA
dx2

− ky
iη+

dφA
dx

+ ky(
1

iη+

dφA
dx
− kyφA

iη+

) = iη−φA ⇒

1

iη+

(
d2φA
dx2

− k2
yφA) = iη−φA ⇒

d2φA
dx2

− k2
yφA = −k2

jφA ⇒

d2φA
dx2

+ (k2
j − k2

y)φA = 0.

(3.21)

De maneira análoga isolando φA na equação (3.19) e aplicando na equação (3.18) encontra-

mos,
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d2φB
dx2

+ (k2
j − k2

y)φB = 0. (3.22)

Logo, podemos concluir que a solução da equação (3.16) é,

d2φA,B
dx2

+ (k2
j − k2

y)φA,B = 0, (3.23)

onde kj = [(E − Vj)2 −∆2
j ]

1/2/(~vj) é o vetor de onda que incide na barreira Vj, enquanto

que sempre usamos a relação ηj+ · ηj− = k2
j . O subscrito j denota as regiões na super-rede

de grafeno com j = 0, 1, 2, 3, ..., e, onde j = 0 denota a região incidente e j = e denota a

região de saída.

Iremos agora obter a matriz de transferência que conecta as funções de onda φ(x) em

x e x + ∆x na barreira j’ésima, seguindo o modelo na referência [104]. Vamos primeiro

resolver as equações (3.21) e (3.22). Percebemos que elas são equações diferenciais de segunda

ordem, as soluções dessas equações são simples. Para resolver (3.21), vamos supor que as

soluções possíveis para essa equação são da forma φA(x) = cerx, onde c é uma constante.

Para esse tipo de solução, a equação diferencial possui uma equação característica, como a

nossa equação diferencial é de segunda ordem a equação característica será um polinômio de

segundo grau, temos,

x2 + (k2
j − k2

y) = 0, (3.24)

as raízes desse polinômio são,

x1 = i
√

(k2
j − k2

y),

x2 = −i
√

(k2
j − k2

y).
(3.25)

Sabemos também que qj =
√
k2
j − k2

y, portanto, a solução para a equação (3.21) é,

φA(x) = cerx ⇒ φA(x) = aeiqjx + be−iqjx. (3.26)
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De forma análoga, resolvendo (3.22), obtemos,

φB(x) = cerx ⇒ φB(x) = ceiqjx + de−iqjx. (3.27)

Nossas soluções por fim são,

φA(x) = aeiqjx + be−iqjx,

φB(x) = ceiqjx + de−iqjx.
(3.28)

Vamos agora encontrar qual a forma das constantes a, b, c e d das equações descritas em

(3.28). Nosso objetivo é deixar as constantes c e d em função das constantes a e b. Para

fazer isto vamos usar φA da equação (3.28) e susbtituir em (3.18), derivando e rearranjando

os termos, assim temos,

iaqje
iqjx − ibqje−iqjx − akyeiqjx − bkye−iqjx = icη+e

iqjx + idη+e
iqjx ⇒

a(iqj − ky)eiqjx − b(iqj + ky)e
−iqjx = icη+e

iqjx + idη+e
iqjx.

(3.29)

Escrevemos (iqj − ky) = α, (iqj + ky) = β e iη+ = γ, daí,

aαeiqjx − bβe−iqjx = cγeiqjx + dγeiqjx ⇒

c =
aα

γ
− bβ

γ
e−2iqjx − de−2iqjx.

(3.30)

Usando φB da equação (3.28) na equação (3.19), substituindo, derivando e rearranjando os

termos nós obtemos,

icqje
iqjx − idqje−iqjx + ckye

iqjx + dkye
−iqjx = iaη−e

iqjx + bη−e
−iqjx ⇒

c(iqj + ky)e
iqjx − d(iqj − ky)e−iqjx = iaη−e

iqjx + bη−e
−iqjx.

(3.31)

Escrevemos (iqj − ky) = α, (iqj + ky) = β e iη− = ζ, daí,

cβeiqjx − dαe−iqjx = aζeiqjx + bζe−iqjx ⇒

d =
−aζ
α

e2iqjx − bζ

α
+
cβ

α
e2iqjx.

(3.32)
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Encontradas as formas das constantes c e d, vamos substituí-las em φB da equação (3.28),

queremos que φA e φB fiquem em função das constantes a e b. Substituindo e no final

retornado aos valores de α, β, γ e ζ, lembrando também que η+ = k2
j/η−, onde η− = lj,

temos,

φB =
aα

γ
eiqjx − bβ

γ
e−iqjx +

aζ

α
eiqjx +

bζ

α
e−iqjx − cβ

α
eiqjx − aζ

α
eiqjx − bζ

α
e−iqjx +

cβ

α
eiqjx ⇒

φB =
aα

γ
eiqjx − bβ

γ
e−iqjx ⇒

φB = a
(iqj − ky)

iη+

eiqjx − b(iqj + ky)

iη+

e−iqjx ⇒

φB = a
lj
kj

(iqj − ky)
ikj

eiqjx − b lj
kj

(iqj + ky)

ikj
e−iqjx.

(3.33)

Denotaremos que lj/kj = pj, dessa forma as soluções φA,B tomam a forma,

φA(x) = aeiqjx + be−iqjx,

φB(x) = apj
(iqj − ky)

ikj
eiqjx − bpj

(iqj + ky)

ikj
e−iqjx.

(3.34)

Para conectar as funções de onda φA,B(x) entre quaisquer duas posições xj−1 e xj−1 + ∆x

no potencial j’ésima, nós iremos assumir uma base Φ(x) =

ϕ1(x)

ϕ2(x)

, a qual é expressada

como,

ϕ1(x) = aeiqjx + be−iqjx

ϕ2(x) = aeiqjx − be−iqjx.
(3.35)

Usando essa base, nós podemos reescrever as equações presentes em (3.34) da forma que se

segue,

φA(x)

φB(x)

 = Rj(E, ky)

ϕ1(x)

ϕ2(x)

 , (3.36)

onde,
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Rj(E, ky) =

 1 0

ipj sin θj pj cos θj

 . (3.37)

Aqui, θj = arcsin(ky/kj) e θj = arccos(qj/kj) são os ângulos entre as componentes qj, kj e

ky no potencial j’ésima. Verificando a equação (3.36),

 1 0

ipj sin θj pj cos θj

 ·
aeiqjx + be−iqjx

aeiqjx − be−iqjx

⇒
 aeiqjx + be−iqjx

pj[a(cos θj + i sin θj)e
iqjx − b(cos θj − i sin θj)e

−iqjx]

 ,

(3.38)

analisaremos agora o segundo termo da coluna na matriz da equação (3.38). Avaliaremos os

termos com seno e cosseno a partir das definições de θj dadas anteriormente. Assim,

(cos θj + i sin θj) = (cos arccos
qj
kj

+ i sin arcsin
ky
kj

)⇒

(cos θj + i sin θj) = (
qj
kj

+ i
ky
kj

) = (
qj + iky
kj

) =
i

i
(
qj + iky
kj

) =
iqj − ky
ikj

,

(3.39)

e

(cos θj − i sin θj) = (cos arccos
qj
kj
− i sin arcsin

ky
kj

)⇒

(cos θj − i sin θj) = (
qj
kj
− iky

kj
) = (

qj − iky
kj

) =
i

i
(
qj − iky
kj

) =
iqj + ky
ikj

,

(3.40)

substituindo na matriz em (3.38), temos por fim,

 aeiqjx + be−iqjx

apj(
iqj−ky
ikj

)eiqjx − bpj( iqj+kyikj
)e−iqjx

 =

φA(x)

φB(x)

 . (3.41)

CQD.
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Agora, dentro da mesma barreira, ou da região do poço, das posições xj1 para xj1+∆x, a função

de onda

φA(xj−1)

φB(xj−1)

 evolui em outra forma

φA(xj−1+∆x)

φB(xj−1+∆x)

, a qual pode ser expressada

em termos da base Φ,

φA(xj−1 + ∆x)

φB(xj−1 + ∆x)

 = Tj(∆x,E, ky)

ϕ1(xj−1)

ϕ1(xj−1),

 (3.42)

onde,

Tj(∆x,E, ky) =

 cos(qj∆x) i sin(qj∆x)

ipj sin(qj∆x+ θj) pj cos(qj∆x+ θj)

 . (3.43)

Vamos escrever quais são essas funções φA(xj−1 + ∆x) e φB(xj−1 + ∆x) em termos das já

conhecidas φA e φB. Daí,

φA(xj−1 + ∆x) = aeiqj(xj−1+∆x) + be−iqj(xj−1+∆x),

φB(xj−1 + ∆x) = apj
(iqj − ky)

ikj
eiqj(xj−1+∆x) − bpj

(iqj + ky)

ikj
e−iqj(xj−1+∆x).

(3.44)

Vamos escrever também as funções ϕ1(xj−1) e ϕ1(xj−1) em termos das já conhecidas ϕ1(x)

e ϕ2(x). Daí,

ϕ1(xj−1) = aeiqjxj−1 + be−iqjxj−1 ,

ϕ2(xj−1) = aeiqjxj−1 − be−iqjxj−1 .
(3.45)

Vamos verificar agora a equação (3.42),

 cos(qj∆x) i sin(qj∆x)

ipj sin(qj∆x+ θj) pj cos(qj∆x+ θj)

aeiqjxj−1 + be−iqjxj−1

aeiqjxj−1 − be−iqjxj−1

 . (3.46)

Vamos calcular os termos da matriz separadamente, para o primeiro termo temos,
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a[cos(qj∆x) + i sin(qj∆x)]eiqjxj−1 + b[cos(qj∆x)− i sin(qj∆x)]e−iqjxj−1 ⇒

aeiqj∆x · eiqjxj−1 + be−iqj∆x · e−iqjxj−1 ⇒

aeiqj(xj−1+∆x) + be−iqj(xj−1+∆x)

(3.47)

E para o segundo termo,

apji sin(qj∆x+ θj)e
iqjxj−1 + bpji sin(qj∆x+ θj)e

−iqjxj−1+

+apj cos(qj∆x+ θj)e
iqjxj−1 − bpj cos(qj∆x+ θj)e

−iqjxj−1 ⇒

pj{a[cos(qj∆x+ θj) + i sin(qj∆x+ θj)]e
iqjxj−1+

−b[cos(qj∆x+ θj)− i sin(qj∆x+ θj)]e
−iqjxj−1}.

(3.48)

Vamos trabalhar os termos com seno e cosseno separadamente para podermos simplificar

esse segundo termo da matriz, lembrando também das definições para θj, façamos,

cos(qj∆x+ θj) = cos(qj∆x) · qj
kj
− sin(qj∆x) · ky

kj
. (3.49)

e

sin(qj∆x+ θj) = sin(qj∆x) · qj
kj

+ cos(qj∆x) · ky
kj
. (3.50)

Substituindo (3.49) e (3.50) em (3.48) temos,

pj{a[cos(qj∆x) · qj
kj
− sin(qj∆x) · ky

kj
+ i sin(qj∆x) · qj

kj
+ i cos(qj∆x) · ky

kj
]eiqjxj−1+

−b[cos(qj∆x) · qj
kj
− sin(qj∆x) · ky

kj
− i sin(qj∆x) · qj

kj
+ i cos(qj∆x) · ky

kj
]e−iqjxj−1} ⇒

pj{a
i

i
[
qj
kj

+ i
ky
kj

]eiqjxj−1+iqj∆x − bi
i
[
qj
kj
− iky

kj
]e−iqj∆x−iqjxj−1} ⇒

apj(
iqj − ky
ikj

)eiqj(xj−1+∆x) − bpj(
iqj + ky
ikj

)e−iqj(xj−1+∆x).

(3.51)

Substituindo o primeiro termo (3.47) e o segundo termo (3.51) na matriz (3.46), temos,
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 aeiqj(xj−1+∆x) + be−iqj(xj−1+∆x)

apj(
iqj−ky
ikj

)eiqj(xj−1+∆x) − bpj( iqj+kyikj
)e−iqj(xj−1+∆x)

 =

φA(xj−1 + ∆x)

φB(xj−1 + ∆x)

 . (3.52)

CQD.

Assim, a relação entre

φA(xj−1)

φB(xj−1)

 e

φA(xj−1 + ∆x)

φB(xj−1 + ∆x)

 pode ser finalmente escrita como,

φA(xj−1 + ∆x)

φB(xj−1 + ∆x)

 = Mj(∆x,E, ky)

φA(xj−1)

φB(xj−1)

 , (3.53)

onde temos que Mj é dada por,

Mj(∆x,E, ky) = Tj(∆x,E,Ky)R
−1
j (E, ky) (3.54)

.

Prosseguimos agora para encontrar Mj,

Mj =

 cos(qj∆x) i sin(qj∆x)

ipj sin(qj∆x+ θj) pj cos(qj∆x+ θj)

 · 1

DetRj

·

 pj cos θj 0

−ipj sin θj 1

⇒
=

 cos(qj∆x) i sin(qj∆x)

ipj sin(qj∆x+ θj) pj cos(qj∆x+ θj)

 · 1

pj cos θj
·

 pj cos θj 0

−ipj sin θj 1

⇒
=

 cos(qj∆x) + sin(qj∆x) tan θj i
sin(qj∆x)

pj cos θj

ipj sin(qj∆x+ θj)− ipj tan θj cos(qj∆x+ θj)
cos(qj∆x+θj

cos θj

 .

(3.55)

Vamos agora trabalhar o primeiro e o segundo elemento da primeira coluna da matriz dada

em (3.55), assim para o primeiro elemento temos,

cos(qj∆x) + sin(qj∆x) tan θj =
cos(qj∆x − θj)

cos θj
. (3.56)

Para o segundo elemento,
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ipj[sin(qj∆x) + θj − tan θj cos(qj∆x+ θj)]⇒

=
ipj

cos θj
[sin(qj∆x)(cos2 θj + sin2 θj)]⇒

=
ipj sin(qj∆x)

cos θj
.

(3.57)

Portanto,

Mj(∆x,E, ky) =

 cos(qj∆x−θj)
cos θj

i
sin(qj∆x)

pj cos θj

i
pj sin(qj∆x)

cos θj

cos(qj∆x+θj)

cos θj

 . (3.58)

Essa é a chamada matriz de transferência para o grafeno, que será usada para obter

nossos resultados para a super-rede de grafeno finita. Temos que pj = lj/kj com lj =

[(E − Vj) − ∆j]/~vj. qj é a componente x do vetor de onda e é dada por qj =
√
k2
j + k2

y

e θj é o ângulo entre a componente x e o vetor de onda, qj, e o vetor de onda kj e é

dado por θj = arcsin(ky/kj). A matriz (3.58) conecta as funções de onda φ(x) com φ(x +

∆x) na barreira j’ésima onde a velocidade de Fermi vF (x) é constante, a relação φ(x +

∆x) = Mj(∆x,E, ky)φ(x) implica que φ(x+∆x) = Mj(∆x,E, ky)φ(x). No potencial j’ésimo,

(xj−1 < x < xj), nós temos que as funções de onda φA,B(x) podem ser relacionadas com

φA,B(x0) por,

φA(x)

φB(x)

 = Q(∆xj, E, ky)

φA(x0)

φB(x0)

 , (3.59)

onde ∆xj = x− xj−1, φA,B(x0) são funções de onda incidente final de toda a estrutura, e a

matriz Q é dada por,

Q(∆xj, E, ky) = Mj(∆xj, E, ky)

j−1∏
i=1

Mi(wi, E, ky). (3.60)

Aqui wi é a largura da barreira j’ésima e a matriz Q está relacionada com a transformação

do transporte de partículas carregadas na direção x. Podemos conectar as funções de onda
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φA,B em qualquer posição x no interior de cada potencial com a matriz de transferência.

A função inicial de dois componentes,

φA(0)

φB(0)

, pode ser determinada pelas condições de

contorno. Nós assumimos que um elétron livre de energia E incide na região x < 0 com

um ângulo de incidência θ0. Nesta região, a função de onda eletrônica é uma superposição

de pacotes de onda incidentes e reflectivas, assim no fim da incidência, nós temos quem as

funções φA(0) e φB(0), são dadas como se segue,

φA(0) = φi(E, ky) + φr(E, ky) = (1 + r)φi(E, ky), (3.61)

onde φi(E, ky) é o pacote de onda incidente do elétron em x = 0. Com intuito de obtermos

φB(0) no fim da incidência, usamos as equações (3.35), reescrevendo as duas componentes

da base em termos dos pacotes de onda incidentes, então,

ϕ1(0) = φi(E, ky) + φr(E, ky) = (1 + r)φi(E, ky), (3.62)

ϕ2(0) = φi(E, ky)− φr(E, ky) = (1− r)φi(E, ky). (3.63)

Usando a equação (3.36), nós obtemos,

= i sin θ0[(1 + r)φi(E, ky)] + cos θ0[(1− r)φi(E, ky)]⇒

= φi(E, ky)[cos θ0 + ir sin θ0 − (r cos θ0 − ir sin θ0)]⇒

= φi(E, ky)[e
iθo − re−iθ0 ],

(3.64)

onde θ0 é o ângulo de incidência na região x < 0. Nas derivações anteriores, nós usamos a

relação φr(E, ky) = rφi(E, ky), onde r é o coeficiente de reflexão. Obviamente temos,

φA(0)

φB(0)

 =

 1 + r

eiθ0 − re−iθ0

φi(E, ky). (3.65)
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De modo similar, para a saída final nós temos,

φA(xe) = tφi(E, ky), (3.66)

e

ϕ1(0) = tφi(E, ky)

ϕ2(0) = −tφi(E, ky).
(3.67)

Prosseguindo,

φB(xe) = i sin θeϕ1(0) + cos θeϕ2(0)⇒

= φi(E, ky)[i sin θet− cos θet]⇒

= φi(E, ky)te
iθe .

(3.68)

Assim,

φA(e)

φB(e)

 =

 t

teiθe

φi(E, ky), (3.69)

assumindo que φA(xe) = tφi(E, ky), onde t é o coeficiente de transmissão da função de onda

eletrônica ao longo de toda a estrutura e θe representa o ângulo de sáida ao final. Supondo

que a matriz X conecta a função de onda no final da entrada com Eq.(3.65) e que na saída

acaba com a Eq.(3.69), podemos conectar a entrada e a saída das funções de onda na equação

que se segue,

φA(xe)

φB(xe)

 = X

φA(0)

φB(0)

 , (3.70)

com,
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X =

x11 x12

x21 x22

 =
2N∏
j=1

Mj(wj, E, ky), (3.71)

onde wj é a largura da barreira jth. Substituindo as equações (3.65) e (3.69) em (3.70)

temos,

 t

teiθe

φi(E, ky) = X

 1 + r

eiθ0 − reiθ0

φi(E, ky)⇒ t

teiθe

 =

x11 x12

x21 x22

 1 + r

eiθ0 − reiθ0

 ,

(3.72)

de onde tiramos,

t = (1 + r)x11 + (eiθ0 − re−iθ0)x12. (3.73)

teiθe = (1 + r)x21 + (eiθ0 − re−iθ0)x22. (3.74)

Resolvendo estas equações podemos encontrar os coeficientes de reflexão e transmissão. Para

o coeficiente de reflexão substituímos (3.73) em (3.74), assim,

[(1 + r)x11 + (eiθ0 − re−iθ0)x12]eiθe = (1 + r)x21 + (eiθ0 − re−iθ0)x22 ⇒

x11e
iθe + rx11e

iθe + x12e
iθ0eiθe − x12re

−iθ0eiθe = x21 + rx21 + x22e
iθ0 − x22re

−iθ0 ⇒

r(x11e
iθe − x12e

i(θe−θ0) − x21 + x22e
−iθ0) = (x22e

iθ0 − x11e
iθe)− x12e

i(θe+θ0) + x21.

(3.75)

Portanto, o coeficiente de reflexão é,

r(E, ky) =
(x22e

iθ0 − x11e
iθe)− x12e

i(θe+θ0) + x21

(x22e−iθ0 + x11eiθe)− x12ei(θe−θ0) − x21

. (3.76)

Para encontrar o coeficiente de transmissão vamos substituir (3.76) em (3.73), daí,
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t = x11 +
x11x22e

iθ0 − x11e
iθex11 − x12x11e

i(θe+θ0) + x11x21

(x22e−iθ0 + x11eiθe)− x12ei(θe−θ0) − x21

+

+x12e
iθ0 − x12x22 + x11x12e

i(θe−θ0) + x12e
iθex12 − x21x12e

−iθ0

(x22e−iθ0 + x11eiθe)− x12ei(θe−θ0) − x21

(3.77)

cancelando alguns termos,

t =
x22x11e

−iθ0 + x11x22e
iθ0 − x21x12e

iθ0 − x21x12e
−iθ0

(x22e−iθ0 + x11eiθe)− x12ei(θe−θ0) − x21

t =
x22x11(eiθ0 + e−iθ0)− x21x12(eiθ0 + e−iθ0)

(x22e−iθ0 + x11eiθe)− x12ei(θe−θ0) − x21

(3.78)

Tomando que cos θ0 = eiθ0+e−iθ0
2

e vamos usar a propriedade em que Det[X] = 1,

t =
2 cos θ0(x22x11 − x21x12)

(x22e−iθ0 + x11eiθe)− x12ei(θe−θ0) − x21

(3.79)

Finalmente obtemos o coeficiente de transmissão,

t(E, ky) =
2 cos θ0

(x22e−iθ0 + x11eiθe)− x12ei(θe−θ0) − x21

(3.80)

Com o coeficiente de transmissão, nós podemos agora investigar numericamente o transporte

eletrônico de uma super-rede de grafeno finita.

3.2.2 Incidência Normal

Consideremos a incidência normal de elétrons na super-rede. Uma vez que os potenciais

eletrostáticos são transparentes para elétrons com incidência normal devido ao tunelamento

de Klein, consideraremos apenas uma modulação do gap de energia, mantendo assim o

grafeno como um condutor, com ∆A = 60 meV e ∆B = 0, mantendo VA = VB = 0.

Na Fig. 3.2 (a) - (d) consideramos os casos periódicos para diferentes números de regiões.

Pode-se ver que, para as energias abaixo do gap de energia na região A, ocorre o que é

chamado de tunelamento ressonante, onde, para alguns valores específicos da energia de
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Figura 3.2: A transmissibilidade como função da energia incidente para o caso de incidência

normal. As super-redes consideradas são mostrados na figura. As regiões escritas em preto,

azul e vermelho possuem velocidade de Fermi igual a 1 × 106 m/s, 2 × 106 m/s e 0.5 × 106

m/s, respectivamente.

incidência do elétron, a transmitância é igual a 1. Esses estados são chamados de estados

quase-ligados. Quando o número de regiões aumenta, novos estados quase-ligados são criados

próximos aos existentes. No limite de um número infinito de barreiras, esses estados de quase-

ligados fechados tornam-se em mini-bandas de energia. Para energias superiores a 60 meV,

observa-se um comportamento semelhante.

O caso quase-periódico para várias gerações de Fibonacci é considerado na Fig. 3.2 (e)

- (h), onde consideramos os casos 4G, 3G com sequência dupla, 5G e 6G, respectivamente.

Em contraste com o caso periódico, pode-se notar que, para algumas gerações Fibonacci,

não há tunelamento ressonante, uma vez que a transmissão não excede 0.2 para energias

abaixo de 60 meV, como pode ser visto na Fig. 3.2 (e) e (g). Para energias superiores ao gap

de energia na região A, o comportamento da transmitância é semelhante ao caso periódico.

Olhando para a transmissão, verificamos que, no caso de uma incidência normal, é possível

transformar uma super-rede de grafeno periódica em quase-periódica pela modulação da
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velocidade de Fermi e vice-versa. Para entender como é possível, consideremos, por exemplo,

a quarta geração Fibonacci dada pela super-rede ABAAB e a super-rede periódica ABAB,

que tem a transmitância dada pela Fig. 3.2 (e) e (a), respectivamente. Se mudarmos a

velocidade de Fermi nas regiões sublinhadas de tal forma que o tempo que um elétron leva

para atravessar as duas regiões sublinhadas na super-rede quase periódica seja o mesmo

tempo para atravessar a região sublinhada no caso periódico, a transmitância destas duas

super-redes de grafeno serão as mesmas. Assim, colocando vF = 2 × 106m/s nas regiões

sublinhadas do super-rede quase-periódica ABAAB e mantendo vF = 1 × 106 m/s nas

outras regiões, a transmissão desta super-rede será dada pela Fig. 3.2 (a). Equivalentemente,

fazendo vF = 0.5×106 m/s na região sublinhada da super-rede periódica ABAB e mantendo

vF = 1 × 106 m/s nas outras regiões, a transmitância será dada pela Fig. 3.1 (e). Isto

também acontece para as outras super-redes consideradas na Fig. 3.2. Ou seja, olhando para

Fig. 3.2 vemos as descrições das regiões da super-rede, considerando na cor preta, temos o

comportamento das super-redes sem a modulação da velocidade de Fermi, olhando para as

descrições das super-redes que possuem regiões em azul e vermelho, temos o comportamento

das super-redes com a modulação da velocidade de Fermi. Assim, as descrições da super-

rede que possuem regiões A em azul está com velocidade de Fermi modificada ao dobro

e assim elas conseguem reproduzir as mesmas características das super-redes que possuem

as regiões em preto e assim a figura que representa as duas super-redes em cada caso é

a mesma. O semelhante ocorre nas descrições da super-rede que possuem regiões A em

vermelho, nessas a velocidade de Fermi está pela metade e assim elas conseguem reproduzir

as mesmas super-redes com regiões em preto também, portanto, a figura que representa as

duas super-redes também é a mesma para cada caso. Por isso escrevemos em uma mesma

figura para (a) − (h) as super-redes com regiões em preto descrevendo as super-redes sem

modulação da velocidade de Fermi, acompanhadas das super-redes com algumas regiões em

azul e vermelho para cada caso específico de super-rede e de modulação.

Assim, para os elétrons com incidência normal na super-rede de grafeno finita, é possível

transformar uma super-rede periódica em um super-rede quase-periódica e vice-versa. Vamos

agora analisar se esse comportamento continua a ser o mesmo se a incidência for oblíqua.
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3.2.3 Incidência Oblíqua

Figura 3.3: Gráfico de contorno da transmitividade em função da energia e do ângulo de

incidência. As super-redes consideradas são mostradas na figura. A velocidade de Fermi

aqui é igual em todos as regiões.

Para ver a influência do ângulo de incidência na transmitância, consideramos o gráfico

de contorno mostrado na Fig. 3.3, onde consideramos alguns casos considerados na seção

anterior. Pode-se notar que, para pequenos ângulos de incidência, recuperamos o caso de

incidência normal. No entanto, à medida que o ângulo de incidência aumenta, os picos

de transmissão são trazidos para maiores valores de energia até a transmitância se tornar

igual a zero quando o ângulo de incidência está próximo à π/2 para o intervalo de energia

considerado aqui. Isto acontece porque estamos considerando uma super-rede de grafeno

unidimensional na direção x. Assim, olhando para a direção x, o aumento do ângulo de

incidência é equivalente a ter um elétron com uma menor energia de incidência na super-

rede, o que explica o comportamento mostrado na Fig. 3.3.
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Figura 3.4: Gráfico de contorno da transmitividade em função da energia e do ângulo de

incidência. As super-redes consideradas são mostrados na figura. As regiões escritas em

branco, azul e vermelho tem velocidade de Fermi igual a 1×106 m/s, 2×106 m/s e 0.5×106

m/s, respectivamente.

Na Fig. 3.4 consideramos as mesmas modificações na velocidade de Fermi que considera-

mos no caso de incidência normal, a fim de verificar se é possível transformar as super-redes

periódicas e quase-periódicas uma em outra. Podemos ver isso, para valores pequenos de θ,

Fig. 3.4 (a) -(c) são muito semelhantes à Fig. 3.3 (d) - (f). No entanto, quando θ aumenta

(para ângulos de incidência superiores a ≈ 23◦), a similaridade é perdida, revelando que só é

possível transformar uma super-rede de grafeno periódica em uma quase-periódica por uma

modulação de velocidade de Fermi para valores pequenos do ângulo de incidência. O mesmo

ocorre quando tentamos transformar uma super-rede quase-periódica para uma super-rede

de grafeno periódica, como pode ser visto comparando a Fig. 3.4 (d) - (f) com a Fig. 3.3

(a) - (c).
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Embora não seja possível transformar as super-redes de grafeno para valores mais altos

do ângulo de incidência, a Fig. 3.4 revela novos recursos do sistema. A modificação na

velocidade de Fermi feita aqui torna a transmitância igual a 1 para alguns valores de energia

mesmo para ângulos de incidência próximos de 90◦ para uma super-rede de grafeno periódica,

como pode ser visto na Fig. 3.4 (a) - (c). Em contraste, para o caso quase periódico, a

transmissão é zero com rapidez, quando o ângulo de incidência é maior do que ≈ 23◦, que

é mostrado na Fig. 3.4 (d) - (f). Assim, uma modulação da velocidade de Fermi pode ser

usada para direcionar elétrons com ângulos de incidência mais altos ou para evitar que eles

sejam filtrados pela super-rede de grafeno. Particularmente consideramos também outro

caso para a incidência oblíqua, onde agora ∆A = ∆B = 0 e fazemos VA = 60 meV e VB = 0.

Dessa forma criamos assim barreiras de potenciais.

Podemos ver na Fig. 3.5 considerando a distribuição de ressonância induzida por um

potencial eletrostático periódico e quase-periódico, que no caso de barreiras de potenciais

para pequenos valores de energia, onde aqui podemos observar que são energias menores

que 20meV, a transmitividade pode ser igual a 1, mesmo quando o ângulo de incidência é

próximo de 90◦. Para maiores valores de energia (até 200 meV), os valores de energia onde

a transmitividade é igual a 1 diminuem quando o ângulo de incidência aumenta.

Na Fig. 3.6 é considerada as mesmas modificações na velocidade de Fermi que fizemos

para os casos anteriores. Nós buscamos aqui também transformar as super-redes periódicas

e quase-periódicas uma em outra modulando a velocidade de Fermi. O comportamento ob-

servado é semelhante ao do caso anterior de incidência oblíqua, já que para valores pequenos

de θ esse caso de barreira de potencial apresenta semelhanças entre si, podemos ver isso na

Fig. 3.6 (a) - (c) comparando com a Fig. 3.5 (d) - (f). Porém, se θ aumenta a similaridade

também vai sendo perdida e novamente não conseguimos a transformação de uma super-rede

de grafeno periódica em uma quase-periódica modulando a velocidade de Fermi quando θ

vai para ângulos maiores. Isso se repete para o caso quase-periódico, visto na Fig. 3.6 (d) -

(f) comparada com a Fig. 3.5 (a) - (c).

É importante dizer que o comportamento aqui obtido é o mesmo para as gerações maiores

de Fibonacci. Esta é a razão para considerar apenas três super-redes diferentes no caso

oblíquo.
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Figura 3.5: Gráfico de contorno da transmitividade em função da energia e do ângulo de

incidência. Nesse gráfico consideramos que ∆A = ∆B = 0, VA = 60 meV e VB = 0. As

super-redes consideradas são mostradas na figura. A velocidade de Fermi aqui é igual em

todos as regiões.
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Figura 3.6: Gráfico de contorno da transmitividade em função da energia e do ângulo de

incidência. Nesse gráfico consideramos que ∆A = ∆B = 0, VA = 60 meV e VB = 0. As super-

redes consideradas são mostrados na figura. As regiões escritas em branco, azul e vermelho

tem velocidade de Fermi igual a 1× 106 m/s, 2× 106 m/s e 0.5× 106 m/s, respectivamente.



3. Super-Redes de Grafeno Finitas 61

Perspectivas Gerais

Finalizamos assim este capítulo de estudo das super-redes de grafeno finitas, trataremos a

seguir as super-redes de grafeno infinitas para os mesmos casos considerados neste capítulo.



Capítulo 4

Super-Redes de Grafeno Infinitas

Neste capítulo continuaremos o nosso estudo sobre as super-redes de grafeno. Aqui ana-

lisaremos agora a super-rede infinita tendo como objetivo analisar a estrutura eletrônica

destas super-redes. Começamos pelo modelo que consiste na solução do hamiltoniano de

Dirac para o grafeno e através da expansão da solução obtemos a matriz que descreve as

regiões da super-rede. A partir do teorema de Bloch conseguimos encontrar a relação de

dispersão dada de forma implícita, para analisar nossas super-redes numericamente.

4.1 Super-Rede de Grafeno Infinita

4.1.1 O Modelo

Para podermos obter a relação de dispersão em uma super-rede infinita de grafeno, vamos

obter a solução da equação (3.16), essa equação é uma Equação Diferencial Ordinária de

primeira ordem. Como sempre para equações lineares, a solução geral da equação diferencial

considerada pode ser obtida somando à uma solução particular a solução geral da equação

homogênea associada, podemos ver a equação (3.16) é da forma,

i
dφ

dx
− P (x)φ = 0. (4.1)

Na vizinhança de pontos x0 ∈ J ⊂ R onde φ(x0) 6= 0, podemos verificar que dφ/dx/φ =
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−iP (x) e, portanto, d/dx(ln |y|) = −iP (x), onde que i ln |φ(x)| = −i
∫
P (x)dx+C, onde C

∈ R é uma constante qualquer, e portanto,

φ(x) = Ke−i
∫
P (x)dx, (4.2)

onde K 6= 0 é uma constante arbitrária. Está é a solução geral da equação num intervalo

onde φ(x) 6= 0. Conclui-se que se y é diferente de zero num ponto x0 ∈ J , então K 6= 0 e a

fórmula define uma função diferente de zero e da classe C(1)1 em J . Por outro lado a função

identicamente nula é solução da equação homogênea inicial, pelo que a única solução que se

anula num ponto de J anula-se em todos. Ambos os casos ficam abrangidos na fórmula que

descrevemos obtida considerando K uma constante arbitrária em R. Note-se que neste caso

o intervalo máximo de definição de cada solução é o intervalo de definição e continuidade da

função e que a equação tem infinitas soluções uma para cada valor de K ∈ R.

Em muitas aplicações, e esse é o nosso caso, não interessa obter todas as soluções, mas

sim uma solução específica que tenha um certo valor φ0 num instante x = x0. Tem-se, então

um problema de valor inicial,

i
dφ

dx
− P (x)φ = 0, φ(x0) = φ0. (4.3)

Dividindo por y e integrando de x0 a x no caso φ0 6= 0, e tendo em conta que para φ0 = 0 a

solução é a função identicamente nula, obtém-se uma única solução para este problema de

valor inicial,

φ(x) = φ0e
−i

∫ x
x0
P (x
′)dx

′.
(4.4)

Logo a solução da equação (3.16) é,
1Dado S ∈ Rn e k ∈ N, adota-se a notação usual Ck(S;Rm) para o conjunto das funções definidas ou

extensíveis a um subconjunto aberto de Rn que contém S cujas derivadas até à ordem k são contínuas em

S. Abrevia-se Ck(S) = Ck(S;R). Estas notações com k = ∞ designam os correspondentes conjuntos de

funções indefinidamente diferenciáveis em S, e com k = 0 designam os correspondentes conjuntos de funções

contínuas em S.
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φ(x) = P exp

(
−i
∫ x

x0

dx′P (x′)

)
φ(x0), (4.5)

onde P é o operador de ordem de caminho, que coloca valores menores de x para a direita

[106]-[107]. Como P (x) é uma função constante por partes, se x e x0 pertencem à região

homogênea do espaço, a solução acima pode ser simplificada como,

φ(x) = Λ(x− x0)φ(x0), (4.6)

onde Λ(x− x0) = exp[−i(x− x0)P (x)]. Expandindo a exponencial, podemos escrever,

eix = cosx+ i sinx. (4.7)

Portanto para o nosso caso vamos multiplicar (x − x0) pela matriz P (x) dada na equação

(3.17), assim,

P (x) =

 i(x− x0)ky (x− x0)−E+V (x)+∆(x)
~vF (x)

(x− x0)−E+V (x)−∆(x)
~vF (x)

−i(x− x0)ky

 . (4.8)

Portanto teremos assim exp[−iP (x)], onde expandindo teremos que exp[−iP (x)] =

cos[P (x)] + i sin[P (x)], dessa forma a expansão que queremos é,

I − P 2

2!
+
P 4

4!
+ ...+ i[P − P 3

3!
+
P 5

5!
+ ...], (4.9)

onde I é a matriz identidade e P n com n = 2, ...,∞ é a matriz P (x) multiplicada por ela

mesma n vezes. Para os nossos cálculos vamos calcular as matrizes de n = 2 até n = 5,

apenas para mostrar que o resultando final resultará em uma expansão de senos e cossenos, o

que significa que não estamos trucando a série, apenas considerando alguns primeiros termos

nessa demonstração, sendo assim, a série continua infinitamente para n =∞. Assim,
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P 2 =

 (−E+V−∆)(−E+V+∆)(x−x0)2

~2v2
F

− (x− x0)2k2
y 0

0 (−E+V−∆)(−E+V+∆)(x−x0)2

~2v2
F

⇒
P 2 =

(x− x0)2[ [E−V ]2−∆2

~2v2
F

− k2
y] 0

0 (x− x0)2[ [E−V ]2−∆2

~2v2
F

− k2
y]

 .

(4.10)

Chamando (x− x0) = α/k(x) e k(x) = ([(E − V (x))2 −∆(x)2]/~2v2
F (x)− k2

y)
1/2 temos que,

P 2 =

α2

k2 k
2 0

0 α2

k2 k
2

 =

α2 0

0 α2

 . (4.11)

Prosseguindo para os demais produtos da matriz P (x) de maneira análoga, escreveremos

somente o produto final e rearranjaremos os temos, logo,

P 3 =

iky( ([E−V ]2−∆2)(x−x0)3

~2v2
F

− (x− x0)3k2
y)

(−E+V+∆)(
([E−V ]2−∆2)(x−x0)3

~2v2
F

−(x−x0)3k2
y)

~vF
(−E+V−∆)(

([E−V ]2−∆2)(x−x0)3

~2v2
F

−(x−x0)3k2
y)

~vF
−iky( ([E−V ]2−∆2)(x−x0)3

~2v2
F

− (x− x0)3k2
y)

⇒
P 3 =

 i(x− x0)3kyk
2 (x−x0)3(−E+V+∆)k2

~vF
(x−x0)3(−E+V−∆)k2

~vF
−i(x− x0)3kyk

2

⇒
P 3 =

 iα3 ky
k

α3 (−E+V+∆)
~vF k

α3 (−E+V−∆)
~vF k

−iα3 ky
k

 .

(4.12)

Para P 4 e P 5 as matrizes ficam com os termos grandes, então faremos as multiplicações e

o rearranjamento termo a termo da matriz e no final montaremos a matriz correspondente,

sempre considerando as definições de (x − x0) e k(x) que definimos anteriormente. Vamos

começar com P 4, para o primeiro termo da matriz na primeira coluna temos,
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P11 =
(−E + V + ∆)(−E + V −∆)(x− x0)2( (−E+V+∆)(−E+V−∆)(x−x0)2

~2v2
F

− (x− x0)2k2
y)

~2v2
F

−

−(x− x0)2k2
y(

(−E + V + ∆)(−E + V −∆)(x− x0)2

~2v2
F

− (x− x0)2k2
y)⇒

P11 = (x− x0)4k2(
([E − V ]2 −∆2)

~2v2
F

− k2
y)⇒

P11 = (x− x0)4k4 = α4.

(4.13)

O primeiro termo da segunda coluna da matriz é zero, assim,

P12 = 0. (4.14)

O segundo termo da primeira coluna da matriz também é zero, assim,

P21 = 0. (4.15)

O segundo termo da segunda coluna da matriz é o mesmo que o primeiro termo da primeira

coluna, assim,

P22 = α4. (4.16)

Portanto a matriz P 4 é,

P 4 =

α4 0

0 α4

 . (4.17)

Vamos agora calcular P 5 faremos novamente termo a termo separado e depois montaremos

a matriz final. Para o primeiro termo da primeira coluna da matriz temos,

P11 = i(x− x0)5kyk
2(

([E − V ]2 −∆2)

~2v2
F

− k2
y)⇒

P11 = i(x− x0)5kyk
4 = iα5ky

k
.

(4.18)
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Para o primeiro termo da segunda coluna da matriz façamos,

P12 = (−E + V + ∆)(x− x0) · (
(x− x0)4k2( ([E−V ]2−∆2)

~2v2
F

− k2
y)

~vF
)⇒

P12 = (x− x0)5k4 · ((−E + V + ∆)

~vFk
) = α5 (−E + V + ∆)

~vFk
.

(4.19)

De maneira análoga que fizemos para o primeiro termo da segunda coluna da matriz, fazemos

para achar o segundo termo da primeira coluna da matriz e assim,

P21 = α5 (−E + V −∆)

~vFk
. (4.20)

De maneira análoga que fizemos para o primeiro termo da primeira coluna da matriz, fazemos

para achar o segundo termo da segunda coluna da matriz e assim,

P22 = −iα5ky
k
. (4.21)

E assim a matriz P 5 é,

P 5 =

 iα5 ky
k

α5 (−E+V+∆)
~vF k

α5 (−E+V−∆)
~vF k

−iα5 ky
k
.

 (4.22)

E temos que a matriz P que é a equação (4.8),

P (x) =

 iαky
k

α (−E+V+∆)
~vF k

α (−E+V−∆)
~vF k

−iαky

 . (4.23)

Agora que encontramos essas matrizes vamos voltar para a expansão dada na equação (4.9)

e substituir, assim temos,

Λ(x− x0) = exp[−iP (x)] = I − P 2

2!
+
P 4

4!
+ ...− i[P − P 3

3!
+
P 5

5!
+ ...]. (4.24)
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Logo,

Λ(x− x0) =

1 0

0 1

− 1

2!
·

α2 0

0 α2

+
1

4!
·

α4 0

0 α4

+ ...− i[

 iαky
k

α (−E+V+∆)
~vF k

α (−E+V−∆)
~vF k

−iαky

−
+

1

3!
·

 iα3 ky
k

α3 (−E+V+∆)
~vF k

α3 (−E+V−∆)
~vF k

−iα3 ky
k

+
1

5!
·

 iα5 ky
k

α5 (−E+V+∆)
~vF k

α5 (−E+V−∆)
~vF k

−iα5 ky
k

+ ...].

(4.25)

Vamos trabalhar a soma dos termos dessas matrizes separadamente e no final montamos a

matriz final, dessa forma somando os primeiros termos das primeiras colunas temos,

Λ11 = 1− α2

2!
+
α4

4!
+ ...+ α

ky
k
− α3

3!

ky
k

+
α5

5!

ky
k

+ ...⇒

Λ11 = cosα + sinα
ky
k
.

(4.26)

Somando agora os primeiros termos das segundas colunas temos,

Λ12 = −iα(−E + V + ∆)

~vFk
− iα

3

3!

(−E + V + ∆)

~vFk
+ i

α5

5!

(−E + V + ∆)

~vFk
+ ...⇒

Λ12 = −i sinα
(−E + V + ∆)

~vFk
.

(4.27)

De forma análoga somando os segundos termos das primeiras colunas das matrizes temos,

Λ21 = −i sinα
(−E + V −∆)

~vFk
. (4.28)

De forma análoga somando os segundos termos das segundas colunas das matrizes temos,

Λ22 = cosα− sinα
ky
k
. (4.29)

Portanto,

Λ(x− x0) =

 cosα + sinα ky
k(x)

−i sinα (−E+V (x)+∆(x))
~vF (x)k(x)

−i sinα (−E+V (x)−∆(x))
~vF (x)k(x)

cosα− sinα ky
k(x)

 , (4.30)
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aqui α = (x − x0)k(x), com k(x) = ([(E − V (x))2 −∆(x)2]/~2v2
F (x) − k2

y)
1/2. Os próximos

passos no cálculo da relação de dispersão dependem da super-rede. Vamos mostrar aqui,

por exemplo, o cálculo para o caso periódico, onde a célula unitária é composta por uma

região A e uma região B. A função de onda satisfaz o teorema de Bloch, assim ψ(wA+wB) =

exp[ikx(wA+wB)]ψ0, onde kx é o vetor de onda de Bloch. Da equação (4.6) podemos escrever

φ(wA + wB) = Λ(wA + wB)φ(0), que é equivalente a ψ(wA + wB) = Λ(wA + wB)ψ(0), onde

Λ(wA + wB) = Λ(wB)Λ(wA). Comparando isto com o teorema de Bloch pode-se ver,

det[Λ(wA + wB)− exp[ikx(wA + wB)]] = 0, (4.31)

Que produz a relação,

2 cos kx(wA + wB) = Tr[Λ(wA + wB)]. (4.32)

Essa equação nos dá a relação de dispersão, dada implicitamente como,

2 cos kx(wA + wB) = Tr[Λ(wA + wB)] = Tr[Λ(wB)Λ(wA)]. (4.33)

Temos que,

Λ(wA) =

 cos(ak1) + sin(ak1)ky
k1
−i sin(ak1) (−E+V1+∆1)

~v1k1

−i sin(ak1) (−E+V1−∆1))
~v1k1

cos(ak1)− sin(ak1)ky
k1

 , (4.34)

e

Λ(wB) =

 cos(ak2) + sin(ak2)ky
k2
−i sin(ak2) (−E+V2+∆2)

~v2k2

−i sin(ak2) (−E+V2−∆2))
~v1k2

cos(ak2)− sin(ak2)ky
k2

 , (4.35)

Vamos fazer Λ(wB)Λ(wA), como na multiplicação os termos irão ficar grandes, faremos termo

a termo separadamente, dessa forma,
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Λ(wB)Λ(wA)11 = cos(bk2) cos(ak1) +
ky
k1

sin(ak1) cos(bk2) + cos(ak1)
ky
k2

sin(bk2)+

+
k2
y

k1k2

sin(bk2) sin(ak1)− sin(ak1) sin(bk2)
(−E + V1 −∆1)(−E + V2 + ∆2)

~2v1v2k1k2

,

(4.36)

e

Λ(wB)Λ(wA)12 = −i sin(ak1) cos(bk2)
(−E + V1 + ∆1)

~v1k1

− iky
k2

sin(ak1) sin(bk2)
(−E + V1 + ∆1)

~v1k1

−

+i sin(bk2) cos(ak1)
(−E + V2 + ∆2)

~v2k2

+ i sin(bk2)
ky
k1

sin(ak1)
(−E + V2 + ∆2)

~v2k2

,

(4.37)

e

Λ(wB)Λ(wA)21 = −i sin(ak1) cos(bk2)
(−E + V1 −∆1)

~v1k1

+ i
ky
k2

sin(ak1) sin(bk2)
(−E + V1 −∆1)

~v1k1

−

+i sin(bk2) cos(ak1)
(−E + V2 −∆2)

~v2k2

− i sin(bk2)
ky
k1

sin(ak1)
(−E + V2 −∆2)

~v2k2

,

(4.38)

e

Λ(wB)Λ(wA)22 = cos(ak1) cos(bk2)− ky
k1

sin(ak1) cos(bk2)− cos(ak1)
ky
k2

sin(bk2)+

+
k2
y

k1k2

sin(bk2) sin(ak1)− sin(ak1) sin(bk2)
(−E + V1 + ∆1)(−E + V2 −∆2)

~2v1v2k1k2

,

(4.39)

Como estamos procurando o Traço da matriz, por definição somaremos os temos da diagonal

principal, ou seja, Λ(wA + wB)12 + Λ(wA + wB)22, então,

= cos(bk2) cos(ak1) +
ky
k1

sin(ak1) cos(bk2) + cos(ak1)
ky
k2

sin(bk2)+

+
k2
y

k1k2

sin(bk2) sin(ak1)− sin(ak1) sin(bk2)
(−E + V1 −∆1)(−E + V2 + ∆2)

~2v1v2k1k2

+

+ cos(ak1) cos(bk2)− ky
k1

sin(ak1) cos(bk2)− cos(ak1)
ky
k2

sin(bk2)+

+
k2
y

k1k2

sin(bk2) sin(ak1)− sin(ak1) sin(bk2)
(−E + V1 + ∆1)(−E + V2 −∆2)

~2v1v2k1k2

= 2 cos(ak1) cos(bk2) + 2[
k2
y

k1k2

+ (
−[E − V1]2 + ∆1∆2

~2k1k2v1v2

)] sin(ak1) sin(bk2).

(4.40)
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Como 2 cos kx(wA + wB) = Tr[Λ(wA + wB)] = Tr[Λ(wB)Λ(wA)] a equação fica,

cos kx(wA + wB) = cos(ak1) cos(bk2) + [
k2
y

k1k2

+ (
−[E − V1]2 + ∆1∆2

~2k1k2v1v2

)] sin(ak1) sin(bk2)

= cos(ak1) cos(bk2) + [(
k2
y~2v1v2 − [E − V1]2 + ∆1∆2

~2k1k2v1v2

)] sin(ak1) sin(bk2),

(4.41)

onde k1 = ([[E − V1]2 − ∆1)]/~2v1 − k2
y)

1/2 e k2 = ([[E − V2]2 − ∆2)]/~2v2 − k2
y)

1/2. Para

a terceira geração de Fibonacci, onde a célula unitária é composta pelas regiões ABA, a

equação (4.32) torna-se,

2 cos kx(2wA + wB) = Tr[Λ(wA + wB + wA)]. (4.42)

O mesmo pode ser feito para todas as gerações de Fibonacci. Com a relação de dispersão,

agora podemos analisar a estrutura eletrônica das super-redes de grafeno. Um dos nossos

interesses aqui é investigar como a localização do ponto Dirac do grafeno muda com a modu-

lação da velocidade de Fermi. Assim, consideraremos que ∆A = ∆B = 0 e que a super-rede

é criada por um potencial eletrostático constante por partes com VA = 50 meV e VB = 0.

4.1.2 Estrutura Eletrônica para ky = 0

Com base nos resultados obtidos para as super-redes de grafeno finitas, consideraremos

primeiro ky = 0, o que é equivale ao caso de incidência normal considerado no capítulo

anterior.

Isso está feito na Fig. 4.1, onde traçamos a energia como uma função de kx para a primeira

zona de Brillouin. Na figura (4.1) de (a) a (d) consideramos super-redes periódicas de grafeno

com a célula unitária composta pelas regiões AB, ABAB e ABABAB, respectivamente.

Consideramos células de unidades diferentes porque tentaremos transformar cada uma dessas

super-redes em um super-rede quase-periódica específica. Na Fig. 4.1 (a) pode-se ver a

localização em energia do cone de Dirac, que é dado por E = VA/2. Para os outros casos

periódicos, a localização do cone de Dirac permanece a mesma, mas os níveis de energia se

aproximaram um do outro como consequência do aumento do tamanho da célula unitária.
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Figura 4.1: Gráfico da energia como função de kx com ky = 0 para super-redes de grafeno

infinitas. As células unitárias das super-redes consideradas são mostradas no figura. As

regiões escritas em preto, azul e vermelho possuem velocidade de Fermi igual a 1× 106 m/s,

2× 106 m/s e 0.5× 106 m/s, respectivamente.

O caso quase periódico é plotado na Fig. 4.1 de (e) a (h), onde consideramos a célula

unitária seguindo a terceira sequência Fibonacci até a quinta, respectivamente. Os níveis

de energia extras que aparecem na estrutura eletrônica à medida que a geração Fibonacci

aumenta são entendidos como um comportamento semelhante ao Conjunto-Cantor2, ou seja,

essa característica de repetição que os níveis de energia apresentam é uma característica

fractal desse tipo de super-redes que já foram obtidos para grafeno.

A localização em energia do ponto de Dirac para uma super-rede genérica pode ser obtida

a partir da relação NAkA +NBkB = 050, onde NA(NB) é o número de regiões A(B) na célula

unitária da super-rede e kA(kB) são o valor de k(x) na região A(B). Assim, a localização é

dada por:
2O conjunto de Cantor é um subconjunto do intervalo [0,1] definido pelo matemático Georg Cantor como

limite de um processo iterativo.



4. Super-Redes de Grafeno Infinitas 73

E =
VANA

NA +NB

. (4.43)

É importante lembrar que o resultado acima é válido apenas para wA = wB, ∆A = ∆B =

VB = 0 e vA = vB. Sem esses pressupostos, a equação acima é diferente. Alterando a

velocidade de Fermi de algumas regiões, seguindo a mesma ideia que consideramos para o caso

da super-rede finita é possível transformar exatamente as super-redes periódicas em quase

periódicas considerados na Fig. 4.1 e vice-versa, recuperando o resultado para super-redes

finitas na incidência normal. Então, mesmo que as super-redes periódicas e quase periódicas

tenham diferentes locais para o ponto de Dirac, uma modificação da velocidade de Fermi

pode perfeitamente transformar estes locais em uma e em outra super-rede. Assim como no

capítulo anterior, as descrições das regiões da super-rede na cor preta, é o comportamento

das super-redes sem a modulação da velocidade, olhando para as descrições das regiões em

azul e vermelho, temos o comportamento das super-redes com a modulação da velocidade

de Fermi. Assim, as descrições da super-rede que possuem regiões A em azul está com

velocidade de Fermi modificada ao dobro e assim elas conseguem reproduzir as mesmas

características das super-redes que possuem regiões em preto e assim a figura que representa

as super-redes em cada caso é a mesma. O semelhante ocorre nas descrições da super-rede

que possuem regiões A em vermelho, nessa a velocidade de Fermi está pela metade e assim

elas conseguem reproduzir as mesmas super-redes com regiões em preto também, portanto,

a figura que representa as duas super-redes também é a mesma para cada caso. Por isso

escrevemos em uma mesma figura para (a)− (h) as regiões em preto descrevendo as super-

redes sem modulação da velocidade de Fermi, acompanhadas das super-redes com algumas

regiões em azul e vermelho para cada caso específico de super-rede e de modulação.

4.1.3 Estrutura Eletrônica para ky 6= 0

O caso com ky 6= 0 é considerado na Fig. 4.2, onde plotamos a energia em termos de

ky para kx = 0. Consideramos os mesmos casos que na Fig. 4.1. Pode-se notar que, para

os casos periódicos, existe uma dispersão linear na direção ky na localização do cone de

Dirac, mas para as bandas superiores a dispersão é muito menor, tornando-se quase zero
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Figura 4.2: Gráfico da energia como função de ky com kx = 0 para super-redes de grafeno

infinitas. As células unitárias dos super-redes consideradas são mostradas no figura. A

velocidade de Fermi aqui é igual em todas as regiões.

para algumas bandas, o que não aconteceu na direção de kx. Para os casos quase-periódicos,

a dispersão na direção ky para as bandas superiores é maior em comparação com os casos

periódicos, mas ainda são muito menores do que a direção kx.

A tentativa de transformar as super-redes periódicas e quase periódicos uma em outra pela

modulação da velocidade de Fermi é plotada na Fig. 4.3, onde a Fig. 4.3 (a)-(c) ((d)− (f))

estão tentando recuperar a Fig. 4.2 (a)-(c) ((d)-(f)). Como se pode ver, para pequenos

valores de |ky| é possível transformar as super-redes. No entanto, à medida que o valor de

ky aumenta, já não é mais possível, uma vez que após a mudança na velocidade de Fermi as

super-redes periódicas permanecem quase sem dispersão na direção de ky e as super-redes

quase-periódicas ainda apresentam uma maior dispersão.

Assim, para o caso com ky = 0, é possível induzir perfeitamente uma transição periódica

para a quase-periódica e vice-versa por uma modulação da velocidade de Fermi. No entanto,
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Figura 4.3: Gráfico da energia como função de ky com kx = 0 em super-redes infinitas de

grafite. As células unitárias das super-redes consideradas são mostradas no figura. As regiões

escritas em preto, azul e vermelho possuem velocidade de Fermi igual a 1× 106 m/s, 2× 106

m/s e 0.5× 106 m/s, respectivamente.

para ky 6= 0, uma mudança da velocidade de Fermi só pode transformar uma super-rede

de grafeno periódica (quase-periódica) em uma super-rede quase-periódica (periódica) com

uma dispersão menor (maior) na direção de ky.

Perpectivas Gerais

Finalizamos assim este capítulo de estudo das super-rede de grafeno infinitas, para os casos

considerados também no capítulo anterior e no próximo capítulo iremos apresentar nossas

conclusões sobre este trabalho, salientando algumas considerações sobre possíveis trabalhos

futuros.



Capítulo 5

Conclusão

Um dos elementos mais abundantes no universo é o átomo de carbono C, é também en-

contrado em todas as formas conhecidas de vida. Considerando sistemas à base de carbono

encontramos várias estruturas que ligam seus átomos de carbono de diferentes maneiras, cha-

mamos elas de alótropos. Os alótropos do carbono relativamente conhecidos são o diamante

e o grafite. Ambos são formados por átomos de carbono mas têm propriedades diferentes. O

grafeno é um dos alótropos do carbono, o mesmo possui propriedades únicas as quais podem

ser usadas para a próxima geração de dispositivos eletrônicos. Dentre as propriedades notá-

veis do grafeno, pode-se citar: alta flexibilidade, ductibilidade e alta mobilidade eletrônica.

Devido a estas e a outras propriedades surpreendentes no grafeno, há uma grande variedade

de propostas para possíveis aplicações. A construção de dispositivos baseados em grafeno

traria um forte impacto na eletrônica, fotônica, spintrônica, e optoeletrônica, levando a uma

revolução da indústria tecnológica. Apresentamos aqui um panorama geral da teoria de fér-

mions de Dirac sem massa e suas conexões com o material bidimensional conhecido como

grafeno. A emergência da teoria de férmions de Dirac no grafeno foi discutida através do

modelo de ligação-forte, onde estudamos a estrutura eletrônica do grafeno e percebemos que

sua solução quando fazemos uma expansão próximo aos pontos de Dirac em uma rede do tipo

favo de mel, leva à descrição de férmions de Dirac sem massa em (1+2) dimensões. Cons-

truímos assim uma teoria efetiva de Dirac para o grafeno para a partir dos resultados obtidos

usarmos na resolução de nossa problematização inicial que era averiguar as super-redes de

grafeno.
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Nós investigamos a possibilidade de transformar uma super-rede periódica de grafeno em

uma super-rede de grafeno quase-periódica e vice-versa por uma modulação da velocidade

de Fermi. Analisamos as propriedades de transporte de super-redes finitas e a estrutura

eletrônica de super-redes infinitas resolvendo o hamiltoniano de Dirac para o grafeno em

ambos os casos. Para super-redes finitas, verificamos que a transformação é perfeita para o

caso de incidência normal. Como o ângulo de incidência θ aumenta, a transformação perfeita

começa a ser perdida, quando θ torna-se superior a 23◦, quando a velocidade de Fermi não

pode mais transformar as super-redes. No entanto, para estes valores mais elevados de θ, a

modulação da velocidade de Fermi traz novos recursos para o sistema. Para as super-redes

finitas temos um resultado semelhante. Quando ky = 0, as transições entre as super-redes

são perfeitas. À medida que ky aumenta, a estrutura eletrônica das super-redes não se

transforma exatamente uma em outra, mas as transições ainda são muito boas.

Aqui, consideramos a transformação entre super-redes periódicas e quase-periódicas de

Fibonacci, mas a modulação da velocidade de Fermi também pode ser usada para transformar

outras super-redes quase-periódicas, como a Doble-Periodic ou Thue-Morse e super-redes

desordenadas, sendo possível considerar um tipo de super-rede e fazer com que ela tenha

as propriedades eletrônicas dos outros. Uma vez que a mudança da velocidade Fermi no

grafeno é um tópico com importantes avanços de pesquisa nos últimos anos, os resultados

obtidos aqui são úteis para futuras aplicações de grafeno em dispositivos eletrônicos. Deste

nosso trabalho, foi gerado um artigo, demonstrando a importância desse estudo para outras

pesquisas baseadas em super-redes de grafeno. O artigo foi aceito para publicação nesse ano

de 2017 na revista Physics Letters A, o mesmo pode ser encontrado na Referência [115].



Apêndice A

Dedução da Equação de Dirac

Existem diversos materiais dedicados à equação de Dirac, tanto nos livros de texto de

Mecânica Quântica e de Teoria de Campos, quanto em livros especializados [108]-[110].

Vamos apresentar uma dedução formal da equação de Dirac, iniciando pela lei de conservação

de energia da mecânica: a energia total de um sistema mecânico conservativo é constante

[111],[112]. Seguindo a Ref. [113], para uma partícula temos,

K + V = E = const, (A.1)

onde K é a energia cinética, V é a energia potencial e E é a energia total da partícula.

Expressamos a energia cinética em termos do momento da partícula ~p,

K =
~p2

2m
, (A.2)

ondem é a massa da partícula. Vemos que a energia potencial é uma função das coordenadas

V = V (~r). Escrevemos a equação (A.1) na forma,

E =
~p2

2m
+ V (~r). (A.3)

Como procuramos montar a equação de onda não relativística, a partir da equação (A.2),

fazemos uma substituição da energia total, das coordenadas e dos momentos por seus ope-

radores correspondentes que atuam em uma função de onda ψ,
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E → Êψ = i~
∂ψ

∂t
, x→ x̂ψ = xψ, y → ŷψ = yψ, z → ẑψ = zψ,

px → p̂xψ = −i~∂ψ
∂x

, py → p̂yψ = −i~∂ψ
∂y
, pz → p̂zψ = −i~∂ψ

∂z
.

(A.4)

Substituindo os operadores da equação (A.4) na equação (A.3) chegamos a equação de onda,

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
(
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2
) + V (x, y, z)ψ. (A.5)

A equação (A.5) é a equação de Schrödinger, que descreve uma partícula quântica não

relativística sujeita a um campo potencial V . A derivada em relação ao tempo de primeira

ordem no lado esquerdo da equação (A.5) torna possível descrever a evolução temporal

da partícula. Na montagem da equação de onda de uma partícula relativística é necessário

obter uma equação de onda em que a derivada em relação ao tempo seja também de primeira

ordem. Para uma partícula relativística, temos a seguinte fórmula da energia relativística

E,

E2 = ~p2c2 + (mc2)2 = p2
xc

2 + p2
yc

2 + p2
zc

2 + (mc2)2, (A.6)

onde m é a massa da partícula, c é a velocidade de luz e ~p é o momento relativístico.

Fazendo uma substituição das quantidades na equação (A.6) pelos operadores da equação

(A.4), obtemos a equação,

−~2∂
2ψ

∂t2
= −c2~2∂

2ψ

∂x2
− c2~2∂

2ψ

∂y2
− c2~2∂

2ψ

∂z2
+ (mc2)2, (A.7)

dividindo-a por c2~2 temos,

1

c2

∂2ψ

∂t2
− ∂2ψ

∂x2
− ∂2ψ

∂y2
− ∂2ψ

∂z2
+ (

mc

~
)2 = 0. (A.8)

Na equação (A.7) a derivada em relação ao tempo é de segunda ordem devido ao quadrado

da energia na equação (A.6). Aplicando a raiz quadrada na equação (A.6), obtemos,
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E =
√
~p2c2 + (mc2)2 =

√
p2
xc

2 + p2
yc

2 + p2
zc

2 + (mc2)2, (A.9)

onde o termo da energia é de primeira ordem. Porém, a raiz quadrada no lado direito torna

difícil uma interpretação deste termo depois da substituição das componentes do momento

pelos operadores. Analisando dimensionalmente as quantidades do lado direito da equação

(A.8) demonstramos que os termos pxc, pyc, pzc e mc2 podem ser escritos na forma de uma

combinação linear com alguns coeficientes α1, α2, α3 e β,

E = α1pxc+ α2pyc+ α3pzc+ βmc2. (A.10)

Elevando ambos os lados da equação (A.9) ao quadrado e mantendo a ordem de multiplicação

dos coeficientes, temos,

E2 = (α1pxc+ α2pyc+ α3pzc+ βmc2) · (α1pxc+ α2pyc+ α3pzc+ βmc2)

= (α1α2 + α2α1)pxpyc
2 + (α2α3 + α3α2)pypzc

2 + (α3α1 + α1α3)pzpxc
2+

+(α1β + βα1)pxcmc
2 + (α2β + βα2)pycmc

2 + (α3β + βα3)pzcmc
2+

+α2
1p

2
xc

2 + α2
2p

2
yc

2 + α3
1p

2
zc

2 + β2(mc2)2,

(A.11)

Comparando a equação (A.10) com a equação (A.6), obtemos as seguintes condições para

os coeficientes,

α2
1 = 1, α2

2 = 1, α2
3 = 1, β2 = 1,

α1α2 + α2α1 = 0, α2α3 + α3α2 = 0, α3α1 + α1α3 = 0,

α1β + βα1 = 0, α2β + βα2 = 0, α3β + βα3 = 0.

(A.12)

Das condições da equação (A.11), chegamos a conclusão de que os coeficientes α1, α2, α3

e β não podem ser números, pois os números obedecem à lei de comutação com respeito à

multiplicação, isto é, para dois números x1 e x2, diferentes de zero, temos x1x2 = x2x1 e

x1x2 + x2x1 = 2x1x2. Considerando os coeficientes α1, α2, α3 e β como matrizes, é possível
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encontrar 4 matrizes que obedecem às condições da equação (A.11). A dimensão mínima

destas matrizes é 4 × 4. As matrizes α1, α2, α3 e β são chamadas de matrizes de Dirac,

dadas por,

α0 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 , α1 =


0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 , (A.13)

α2 =


0 0 0 −i

0 0 i 0

0 −i 0 0

i 0 0 0

 , α3 =


0 0 1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 −1 0 0

 . (A.14)

Efetuando a substituição das quantidades na equação (A.10) pelos operadores da equação

(A.4), chegamos a equação,

i~
∂ψ

∂t
= −α1ic~

∂ψ

∂x
− α2ic~

∂ψ

∂y
− α3ic~

∂ψ

∂z
+ βmc2ψ, (A.15)

que representa a equação de Dirac. A equação de Dirac descreve o comportamento quântico

de uma partícula relativística de spin 1/2, como por exemplo o elétron. Como a equação

(A.15) é uma equação matricial, a função de onda é um objeto de 4 componentes, chamado

de spinor de Dirac, que pode ser escrito na forma de uma coluna,


ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 . (A.16)

Dividindo os lados esquerdo e direito da equação (A.15) por c~, obtemos,
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i
1

c

∂ψ

∂t
= −α1i

∂ψ

∂x
− α2i

∂ψ

∂y
− α3i

∂ψ

∂z
+ β

mc

~
ψ. (A.17)

Introduzimos as notações que são usadas na área da teoria relativística e de campos. As

coordenadas espaciais e de tempo são reunidas em um quadrivetor xµ, em que o índice µ

recebe os valores 0, 1, 2, 3,

xµ = (x0, x1, x2, x3)

= (x0, xi) = (x0, ~x), i = 1, 2, 3,
(A.18)

com componentes,

x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z. (A.19)

O 4-vetor xµ representa os pontos do espaço-tempo. Para denotar as derivadas pelas co-

ordenadas usamos o símbolo ∂µ = ∂/∂xµ. Usaremos também as unidades naturais em que

é aceita a convenção c = ~ = 1. Aplicando as notações e convenções indicadas acima na

equação (A.19), temos,

i∂0ψ = (−α1i∂1 − α2i∂2 − α3i∂3 + βm)ψ. (A.20)

Na área da teoria relativística é usada também uma convenção de somatório por índices

repetidos1 de Einstein2. Se em uma fórmula existe um termo de produto de quantidades que

possuem o mesmo índice, isto significa que por este índice é efetuado um somatório. Assim,

não precisamos escrever o símbolo de soma. Aplicamos esta convenção para o somatório dos

termos semelhantes do lado direito da equação (A.20),
1Em matemática, em particular em álgebra multilinear, a notação de Einstein é uma convenção introdu-

zida por Albert Einstein em 1916 para simplificar a escrita de somatórios.
2Albert Einstein (Ulm, 14 de março de 1879 — Princeton, 18 de abril de 1955) foi um físico teórico

alemão.
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α1i∂1 + α2i∂2 + α3i∂3 =
3∑
i=1

αii∂i = αii∂i, (A.21)

e chegamos à forma compacta da equação,

i∂0ψ = (−αii∂i + βm)ψ. (A.22)

O lado direito da equação (A.24), bem como o da equação (A.17), representa o hamiltoniano

de Dirac para a partícula livre,

Ĥ = (−iαii∂i + βm). (A.23)

Sendo o hamiltoniano um operador hermitiano, as matrizes β, αi também são hermitianas,

β† = β, α†i = αi. (A.24)

Multiplicando os termos da equação (A.24) por β à esquerda, temos,

βi∂0ψ = (−βαii∂i + β2m)ψ. (A.25)

Na equação (A.27) introduzimos para a matriz β e para o produto βαi a notação,

β = γ0, βαi = γi, (A.26)

e escrevemos todos os termos no lado esquerdo aplicando a condição β2 = 1 da equação

(A.12),

γ0i∂0ψ + γii∂iψ −mψ = 0. (A.27)
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Usando a convenção de somatório por índices repetidos, podemos reunir os dois primeiros

termos na equação (A.29) como,

γ0i∂0 + γii∂i = γµi∂µ. (A.28)

Assim, chegamos ao aspecto usual da equação de Dirac que é usado comumente na teoria

relativística,

(γµi∂µ −m)ψ = 0. (A.29)

As matrizes γµ também são chamadas de matrizes de Dirac. E são dadas como,

γ0 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 , γ1 =


0 0 0 1

0 0 1 0

0 −1 0 0

−1 0 0 0

 , (A.30)

γ2 =


0 0 0 −i

0 0 i 0

0 i 0 0

−i 0 0 0

 , γ3 =


0 0 1 0

0 0 0 −1

−1 0 0 0

0 1 0 0

 . (A.31)

Utilizando a equação (A.28) como definições das matrizes γµ e as condições para as matrizes

β, αi da equação (A.12), podemos obter as condições obedecidas pelas matrizes γµ,

(γ0)2 = β2 = 1,

(γi)2 = βαiβαi = −ββαiαi = −β2α2
i = −1,

γ0γi + γiγ0 = ββαi + βαiβ = β2αi − ββαi = β2αi − β2αi = 0,

i 6= j, γiγj + γjγi = βαiβαj + βαjβαi = −ββαiαj − ββαjαi = −β2(αiαj + αjαi) = 0.

(A.32)
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De forma compacta podemos escrever as expressões anteriores, como,

(γ0)2 = 1, (γi)2 = −1, γµγv + γvγµ

= {γµ, γv} = 0, µ 6= v,
(A.33)

onde, as chaves {, } designam o anticomutador.
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