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Resumo

As flutuações universais são uma das características mais importantes para detectar

caos em processos de espalhamento quântico, essas são apresentadas em termos da função

de correlação a qual mede o grau de coerência num sistema caótico. O grau de coerência

está relacionado a amplitude do comprimento de coerência, que define a forma da função

de correlação. Um processo simples para se obter o comprimento de coerência, proposto

na área da física nuclear, é baseado na contagem dos máximos da secção transversal em

função da energia. Este método foi recentemente inserido na área da física mesoscópica.

Os autores mostram analiticamente que é possível obter o comprimento de correlação

contando os máximos da curva de condutância em função da energia da carga e do campo

magnético perpendicular e/ou paralelo ao dispositivo. Este fato mostra que o método é

uma alternativa viável em nanodispositivos para obter o comprimento de correlação em

vez de usar diretamente a função de correlação que em geral requer muitas realizações

para ser gerada. Contudo, este método não havia sido testado em qualquer tipo de

nanodispositivos do ponto de vista do modelo tight-binding e/ou experimental. Neste

trabalho apresentamos um estudo completo sobre as flutuações universais da condutância

a partir do modelo tight-binding para um nanofio quase unidimensional submetido a um

campo magnético perpendicular e paralelo. Finalmente, usamos pela primeira vez esse

método em dados experimentais de magnetocondutância de um nanofio de InAs submetido

a campos magnéticos perpendicular e paralelo.

Palavras-chave: transporte eletrônico; tight-binding; densidade de picos; função de corre-

lação.
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Abstract

Universal fluctuations are one of the most important characteristics to detect chaos in

quantum scattering processes, these are presented in terms of the correlation function which

measures the degree of coherence in a chaotic system. The degree of coherence is related to

the breadth of coherence length, which defines the form of the correlation function. A simple

process to obtain the coherence length, proposed in the area of nuclear physics, is based on

the counting of the maxima of the cross section as a function of the energy. This method

was recently inserted in the area of mesoscopic physics. The authors show analytically that

it is possible to obtain the correlation length by counting the maxima of the conductance

curve as a function of the load energy and the magnetic field perpendicular or parallel to the

device. This fact shows that the method is a viable alternative in nanodevices to obtain the

correlation length instead of directly using the correlation function which in general requires

many realizations to be generated. However, this method has not been tested in any type

of nanodevices from the point of view of the tight-binding and experimental model. In this

work we present a complete study on the universal fluctuations of conductance from the

tight-binding model to a nearly one-dimensional nanowire subjected to a perpendicular and

parallel magnetic field. Finally, we used this method for the first time in experimental data

of magnetoconductance of an InAs nanowire subjected to magnetic fields perpendicular and

parallel.

Keywords: quantum transport; tight-binding; peaks density; correlation function.
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Capítulo 1

Introdução

Neste capítulo, faremos uma revisão sobre os principais conceitos da física mesoscópica,

com ênfase em transporte quântico através de nanoestruturas, apresentando alguns conceitos

básicos. Usaremos como principais referências [1, 2].

1.1 Física Mesoscópica

Com o avanço da tecnologia a partir da segunda metade do século XX, foi possível fabri-

car pequenos condutores e explorá-los experimentalmente, pois, até então, esses dispositivos

eletrônicos só podiam ser explorados de forma teórica. Esses trabalhos propiciaram o pro-

gresso significativo da compreensão do significado de resistência elétrica a nível microscópico

[2]. Condutores que possuem dimensões entre o microscópico e o macroscópico são denomi-

nados mesoscópicos. Esses tipos de dispositivos são grandes comparados à escala atômica,

porém são pequenos a ponto de não ser possível fazer uma abordagem “ôhmica”.

Para caracterizarmos um sistema mesoscópico, temos que observar o comportamento

não ôhmico dos dispositivos e suas dimensões de acordo com uma escala de comprimentos

característicos, conforme tabela 1.1. Uma definição mais quantitativa da escala de compri-

mento relevante de um sistema mesoscópico é o comprimento de coerência de fase lϕ, isto é,

o comprimento sobre o qual os portadores no sistema retém sua informação de fase. Essa

escala varia muito de um material para outro e é facilmente afetada por agentes externos,
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como temperatura e campo magnético. Devido à esta ampla gama de dimensões, foram

estudados inúmeros tipos e tamanhos de condutores ao longo dos anos, variando suas escalas

espaciais de alguns nanômetros até centenas de micrômetros.

1mm

lm no regime Hall Quântico

100µm

lm e lϕ em semicondutores de alta mobilidade

10µm

1µm

dispositivos semicondutores comerciais (1900)

100nm

λ em semicondutores

lm em filmes metálicos policristalinos

10nm

λ em metais

distância em átomos

Å

Tabela 1.1: Ordens de grandeza das escalas de comprimento relevantes na física mesoscópica, onde lm é o

livre caminho médio, lϕ é o comprimento de relaxação de fase e λ é o comprimento de onda de De Broglie.

Tabela adaptada da ref. [2]

De fato, os sistemas mesoscópicos apresentam um comportamento ditado pelos efeitos

quânticos. Um dos principais experimentos em física mesoscópica foi a observação da quan-

tização da condutância [6]. Outro experimento relevante, foi do efeito Aharonov-Bohm, que

tratava da condutância de pequenos anéis metálicos inseridos em um fluxo magnético que

passava pelo seu centro [7]. Desde então, o campo da física mesoscópica vem crescendo sig-

nificativamente através da descoberta de novos conceitos físicos: as resistências em série na

física mesoscópica não seguem a regra de uma simples adição [2], a condutância em qualquer

sistema que possua desordem mostra flutuações específicas por uma quantidade universal a
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temperatura zero [8], localização fraca [9], dentre outros. Tais fenômenos surgem devido aos

efeitos de interferência.

1.1.1 Comprimentos Característicos

Um condutor apresenta um comportamento ôhmico quando suas dimensões são muito

maiores que certos comprimentos característicos. Esses, que serão discutidos nesta seção,

são de suma importância pois modificam o regime de trabalho dos dispositivos, quando esses

possuem baixas dimensões.

• Comprimento de onda de Fermi (λf)

Para condutores em baixas temperaturas, apenas os elétrons com energias próxi-

mas à energia de Fermi participam do processo de condução. Os elétrons com energia

cinética menor têm comprimento de onda mais longos e, consequentemente, não con-

tribuem para a condução. O comprimento de onda de Fermi λf é uma medida que está

relacionada à essa energia e é dado por

λf =
2π

kf
=

√
2π

ns
, (1.1)

onde kf é o número de onda de Fermi e ns é a densidade de elétrons. Para uma amostra

de GaAs em que ns = 5× 1011/cm2, o comprimento de onda de Fermi é da ordem de

35nm [2].

• Livre Caminho médio (lm)

Em um cristal perfeito, o elétron se movimenta livremente. Porém, qualquer

anormalidade apresentada no meio, como impurezas, vibrações de rede ou até mesmo

outros elétrons, causam colisões elásticas que levam ao espalhamento do elétron para

outro estado e alteram seu momento.

A distância típica percorrida pelo elétron entre as colisões sucessivas e ter seu
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momento alterado é chamado de caminho livre médio (lm), definido por

lm = νfτm, (1.2)

onde νf é a velocidade de Fermi e τm é o tempo de relaxação que está associado ao

tempo de colisão τc que, juntamente com o fator αm, determina a “eficácia” de uma

colisão individual. A velocidade de Fermi é dada por

νf =
~kf
m

. (1.3)

• Comprimento de Localização (ξ)

O comprimento de localização eletrônica mede a extensão espacial das funções

de onda. Numa região onde se encontra uma partícula confinada, a função de onda

deve ser nula nas extremidades da cavidade e suas amplitudes fornecem a densidade de

probabilidade para se encontrar a partícula em qualquer região do espaço, variando de

forma bem particular dependendo do sistema e dos potenciais aos quais a partícula é

submetida [10]. Dependendo do grau de desordem, o sistema pode se comportar como

um condutor ou isolante. Nesse último, a função de onda fica localizada, decaindo

exponencialmente a partir deste ponto.

• Comprimento de Coerência de Fase (lϕ)

A função de onda associada à uma partícula, define seu estado e possui uma fase

que está relacionada aos efeitos de interferência. Assim como o momento de uma

partícula pode mudar devido a um processo de espalhamento, a fase de uma onda

pode mudar por meio de interações com campos externos.

O comprimento de coerência de fase, lϕ, é definido como a distância média que os

elétrons viajam antes de perderem a coerência de fase de sua função de onda, ou seja,

antes que sua fase inicial seja destruída ou modificada. A partir desse comprimento,
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podemos caracterizar os processos de transporte em condutores como mesoscópicos. O

comprimento de coerência de fase é dado por

lϕ = νf

√
τmτϕ

2
, (1.4)

onde τϕ é o tempo de relaxação de fase que relaciona o tempo máximo que o elétron

percorre antes que sua fase inicial seja destruída ou modificada [2].

1.1.2 Regime de Transporte

Conforme citado na seção anterior, o transporte eletrônico em nano-dispositivos à baixas

temperaturas apresenta várias características interessantes devido aos efeitos de interferência

entre as funções de onda. Os regimes de transporte podem ser definidos por meio da relação

entre o comprimento da amostra L e os comprimentos característicos do transporte eletrô-

nico, através dos quais podemos identificar como os elétrons são deslocados pelo sistema.

A maior escala de comprimento no qual os efeitos quânticos tornam-se importantes é

lϕ. Nesse caso, o condutor não pode ser descrito por constantes pois ocorrem flutuações em

observáveis do transporte, como a condutância. Quando o comprimento do condutor é maior

que lϕ, dizemos que o condutor tem comportamento ôhmico e sua condutância é dada por

G = σ
W

L
, (1.5)

onde W é a seção transversal do condutor e σ é a condutividade, constante no material. No

caso em que L < lϕ, podemos observar os regimes balístico, difusivo e localizado, conforme

Fig. 1.1.

• Regime Balístico (L < lm): o elétron quase não sofre colisão ao atravessar o dis-

positivo. A partícula é transportada de forma que não sofra nenhum espalhamento,

graficamente representado como uma linha reta, conforme Fig. 1.2.
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𝐿
𝜆𝑓 𝑙𝑚 𝜉 𝑙𝜑

Regime Mesoscópico

balístico difusivo localizado

Figura 1.1: Escala de comprimentos característicos para transporte coerente à baixas temperaturas.

• Regime Difusivo (lm < L < ξ): o elétron sofre inúmeras colisões elásticas, mas não

perde a coerência. Isso é característico de fios quânticos desordenados. A Fig. 1.2

mostra graficamente como seria o transporte difusivo de uma partícula.

• Regime Localizado (ξ < L < lϕ): nesse regime as funções de onda eletrônicas ficam

localizadas e o elétron apresenta uma probabilidade menor de percorrer toda a amostra,

de modo que o dispositivo se comporte como um isolante.

Transporte BalísticoTransporte Difusivo

x x

Figura 1.2: Representação do transporte balístico e do transporte difusivo.

1.2 Teoria do Espalhamento

O espalhamento de ondas vem sendo estudado em vários ramos da física, desde sistemas

complexos até sistemas de uma única partícula que, ao contrário dos sistemas complexos,

podem apresentar resultados exatos [11]. O espalhamento no transporte de elétrons é um

tema bastante estudado ao longo dos anos, idealizado em guias de onda que ilustram os

conceitos de transporte quântico, modelando experimentos concretos [12].
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O movimento eletrônico em nanoestruturas pode ser caótico devido à desordem de

diferentes tipos de defeitos nos processos de fabricação dos dispositivos. Os defeitos ou

impurezas em uma região de interação causam o espalhamento dos elétrons, alterando as

propriedades do transporte [12].

O centro espalhador pode ser conectado aos guias de onda que, por sua vez, são acoplados

aos reservatórios. Rolf Landauer observou a conexão entre a probabilidade de transmissão

eletrônica através da amostra e o problema de espalhamento [13]. Nessa abordagem, as

propriedades do transporte podem ser obtidas através da matriz espalhamento (matriz S)

correspondente [14]. Na teoria do espalhamento, o centro espalhador é descrito por uma

matriz S que contém toda a informação para a teoria do transporte de Landauer-Büttiker

[6, 15].

1.2.1 Matriz Espalhamento

Para os conceitos abordados nesta subseção, seguiremos a ref. [2]. Antes de iniciar os

estudos do formalismo de Landauer-Büttiker para um condutor, faremos uma breve análise

sobre a teoria do espalhamento que será de grande importância para o seu entendimento.

Landauer foi o primeiro a relacionar a ideia de que a corrente podia ser expressa em termos

da probabilidade do elétron ser transmitido pelo mesmo condutor, sendo generalizado por

Büttiker, para o caso de múltiplos terminais, [16, 13].

Os condutores podem ser caracterizados por uma matriz espalhamento (ou matriz S) que

carrega toda a informação do transporte eletrônico do sistema. Ela relaciona as amplitudes

das ondas na entrada com as amplitudes de onda na saída de diferentes condutores. Vamos

iniciar analisando a Fig. 1.3 escrevendo a matriz espalhamento para este exemplo [2].

A partir da Fig. 1.3, podemos escrever a matriz espalhamento de acordo com o número

total de canais abertos


b1

b2

b3

 =


s11 s12 s13

s21 s22 s23

s31 s32 s33




a1

a2

a3

 . (1.6)
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CENTRO ESPALHADOR

a 

a!
a"

b 

b!

b"

RESERVATÓRIO 1 RESERVATÓRIO 2

µ µ!

Figura 1.3: Problema de espalhamento com dois terminais. O centro espalhador está ligados a dois

terminais com potenciais eletroquímicos µ1 e µ2 através de dois guias com três canais abertos. Os valores de

a e b representam as amplitudes das ondas incidentes e as amplitudes das ondas que saem, respectivamente,

do condutor.

Definindo o número de canais de propagação no guia p por Np(E), temos que o número total

de canais é obtido pela soma do número total de canais em cada guia

NT (E) =
∑
p

Np(E), (1.7)

indicando que a dimensão da matriz S é NT ×NT . Podemos observar que para o caso geral,

a matriz S sempre será uma matriz quadrada e terá dimensão igual a soma dos números de

canais abertos em todos os guias do sistema.

Em princípio, podemos calcular a matriz S a partir da equação de Schrödinger que,

para o campo magnético nulo, B = 0, pode ser escrita da seguinte maneira

[
1

2m

(
−i~~∇

)2
+ U(~r)

]
ψ(~r) = Eψ(~r), (1.8)

onde devemos encontrar as soluções dessa equação para cada guia. Tendo todos os canais

abertos em ambos os guias na Fig. 1.3, a probabilidade de transmissão Tmn é obtida tomando

o quadrado da magnitude do elemento correspondente da matriz S

Tnm = |Snm|2, (1.9)

que é a probabilidade do elétron passar do canal m para o canal n.
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Para encontrar a função de transmissão T pq temos que obter a soma da probabilidade

de transmissão para todos os canais m no guia p e todos os canais n no guia q:

T pq =
∑
m∈p

∑
n∈q

Tnm. (1.10)

Seguindo o mesmo raciocínio, podemos encontrar a probabilidade de reflexão subtraindo

dela todas as probabilidades de transmissão, resultando em

Rpp = 1−
∑
q 6=p

Tpq. (1.11)

Unitariedade

Para garantir a lei de conservação de cargas, a matriz S deve ser unitária, de modo

que na Eq. 1.6 as matrizes com índices a e b, que são as amplitudes de entrada e saída,

respectivamente, devem ser numericamente iguais. Sendo assim

∑
m

|am|2 =
∑
m

|bm|2, (1.12)

∑
m

ama
†
m =

∑
m

bmb
†
m. (1.13)

Podemos simplificar a Eq. 1.13 expressando-a na forma de traços

Tr(aa†) = Tr(bb†). (1.14)

Voltando para a Eq. 1.6, podemos reescrevê-la como

b = Sa. (1.15)
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Executando o transposto conjugado e multiplicando por ela mesmo, temos

bb† = Saa†S†, (1.16)

tomando o traço

Tr(bb†) = Tr(aa†SS†), (1.17)

deixando claro que, para obedecer a lei da conservação de carga, a matriz espalhamento deve

satisfazer

SS† = 1, (1.18)

ou seja,

S† = S−1. (1.19)

Analisando em termos dos elementos da matriz S, temos

NT∑
m=1

|Smn|2 =

NT∑
m=1

|Snm|2 = 1. (1.20)

Essa equação respeita perfeitamente as relações entre as probabilidades de transmissão. O

lado esquerdo da Eq. 1.20 representa a soma das probabilidades de transmissão para um

determinado canal de entrada n sobre todos canais de saída m. Essa soma deve ser igual a

um, pois a corrente de entrada deve ser igual à corrente de saída.

Reciprocidade

Uma característica considerável da matriz espalhamento para o cerne deste trabalho,

é a relação entre a matriz e a simetria de reversão temporal (SRT), que, além de ser um
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tema relevante para a teoria de matrizes aleatórias, mostra uma relação denominada de

reciprocidade da matriz espalhamento. Um estudo mais detalhado sobre a quebra de simetria

será abordado nas próximas seções.

Se conhecermos as soluções para a equação de Schrödinger para um campo magnético

+B, podemos obter a solução que é válida para −B simplesmente tomando o seu complexo

conjugado. Expressando matematicamente, tem-se

[Ψ∗(~r)]−B = [Ψ(~r)]+B . (1.21)

Tomar o complexo conjugado, no entanto, transforma uma onda de entrada em uma onda

de saída e vice-versa.

Voltando a analisar a matriz da Eq. 1.6 e reescrevendo-a de uma forma simplificada

para um campo magnético +B, temos

{b} = [S]+B {a} , (1.22)

de modo que se tomarmos o complexo conjugado teremos

{b∗} = [S∗]+B {a
∗} . (1.23)

Se tomarmos a inversa da matriz S, teremos

{a∗} = [S]−B {b
∗} → {b∗} =

[
S−1

]
−B {a

∗} . (1.24)

Então, comparando as Eqs. 1.23 e 1.24, temos

[S∗]+B =
[
S−1

]
−B . (1.25)
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Sabendo, a partir da Eq. 1.19, da unitariedade da matriz S, podemos reescrever a equação

1.25 como

[S∗]+B =
[
S†
]
−B → [S]+B =

[
St
]
−B . (1.26)

A partir da Eq. 1.26 podemos verificar uma propriedade básica da matriz S que é

reverter o campo magnético calculando a sua transposta. Sabendo disso, podemos aplicar

na Eq. 1.9 somando todos os canais do guia p e todos os canais do guia q para obtermos

∑
m∈p,n∈q

|Smn|2+B =
∑

m∈p,n∈q

|Snm|2−B,

[Tpq]+B = [Tqp]−B . (1.27)

Devemos atentar que a propriedade da reciprocidade é válida apenas, quando assu-

mirmos que o potencial de desordem U(rrr) dentro do condutor permanece inalterado ao

invertermos o campo magnético.

1.2.2 Fórmula de Landauer

Para os conceitos abordados nesta subseção, seguiremos as referências [2, 13]. Através

do estudo clássico, é bem conhecido que a condutância para um condutor retangular em

larga escala de duas dimensões é dada por

G = σ
W

L
, (1.28)

onde W/L é a razão entre o comprimento e a largura do dispositivo e σ é a condutividade,

que é uma propriedade do material, independentemente de suas dimensões. Porém, para

dispositivos em escalas menores, é necessário fazer duas correções nos quais, com a diminuição

dos dispositivos, a lei de Ohm não mais é suficiente devido ao surgimento de uma resistência

independente do comprimento L da amostra e a condutância não diminui linearmente com
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a largura W . Em vez disso, existe uma dependência do número de modos transversais no

condutor que decresce a passos discretos.

Considerando um condutor conectado a dois contatos através de dois guias balísticos

comM modos transversais e T a média da probabilidade que o elétron injetado no guia p seja

transmitido para o guia q, assumimos que os elétrons podem sair do condutor nos contatos

sem qualquer reflexão. Então todos os estados serão ocupados apenas pelos elétrons que

entram nos contatos através dos terminais com potenciais químicos µp e µq.

Assumindo que o número de modos M é constante com relação ao intervalo de energia

µ1 > E > µ2, podemos escrever

I+p =
2e

h
M [µp − µq] , (1.29)

que é o fluxo de corrente de entrada no guia p. Seguindo o mesmo raciocínio, o fluxo de

corrente de saída no guia q é idêntico ao de entrada, com o acréscimo do coeficiente de

transmissão. Desse modo, temos

I+q =
2e

h
MT [µp − µq] . (1.30)

O resto do fluxo de corrente é refletido pelo guia de entrada p, sendo definido por

I−p =
2e

h
M(1− T ) [µp − µq] . (1.31)

Seguindo o princípio da conservação, a corrente que atravessa o condutor é I+q . Conse-

quentemente a condutância é igual a

G =
I

V
=

I+q
[µp − µq] /|e|

. (1.32)

Substituindo a Eq. 1.30 na Eq. 1.32, temos

G =
2e2

h
MT, (1.33)
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onde o fator T representa a probabilidade média com que o elétron é transmitido de um único

canal para o outro através do condutor, M é o número de modos e e a carga elementar do

elétron. A fórmula de Landauer, Eq. 1.33, apresenta uma solução para as peculiaridades do

transporte citadas no início desta subseção, podendo ser reescrita generalizando para muitos

canais e levando em consideração o bloco transmissão da matriz S, toma a forma

G =
2e2

h
Tr(t†t). (1.34)

O fator 2e2/h é o quantum de condutância.

1.3 Formalismo Função de Green

Para uma representação numérica do problema abordado nesta dissertação, em termos

do modelo tight-binding, faz-se necessário o uso da função de Green, que é uma ferramenta

poderosa que nos auxiliará a calcular quantidades de interesse. Em particular, um método

recursivo muito eficiente está disponível para obter as funções de Green necessárias para a

determinação dos coeficientes de transmissão no formalismo de Landauer-Büttiker [2, 17].

Esse método será discutido nesta seção, seguindo as referências [2, 17].

1.3.1 Definições Básicas da Função de Green

O operador de função de Green, Ĝ(E), para uma única partícula em um sistema descrito

por um operador hamiltoniano submetida a um potencial U ,

Ĥ = − ~2

2m
∇2 + U(rrr), (1.35)

pode ser definido como a solução para a equação do operador [2, 17, 18].

[
E − Ĥ

]
Ĝ(E) = 1, (1.36)
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tendo uma solução formal

Ĝ(E) =
(
E − Ĥ

)−1
. (1.37)

No entanto, essa solução não está bem definida em termos de E, que corresponde aos au-

tovalores do hamiltoniano. O operador diferencial inverso, Eq. 1.37, não é determinado até

especificarmos as condições de contorno que serão apresentadas a seguir.

Considere um fio uni-dimensional com um potencial constante U0. A partir das Eqs.

1.35 e 1.37, podemos escrever

G =

[
E − U +

~2

2m

∂2

∂x2

]−1
(1.38)

isso é,

(
E − U0 +

~2

2m

∂2

∂x2

)
G(x, x′) = δ(x− x′). (1.39)

Diferenciando apenas o termo do lado direito da Eq. 1.39, podemos observar que a função de

Green pode ser considerada como uma função de onda em x e x′ como resultante do termo

de excitação. Espera-se que duas ondas em sentidos opostos sejam criadas a partir do ponto

de excitação, com amplitudes A+ e A−. Resolvendo a Eq. 1.39, encontramos duas soluções

dadas por

G(x, x′) = A+ exp[ik(x− x′)], x > x′ (1.40)

G(x, x′) = A− exp[−ik(x− x′)], x < x′, (1.41)

onde k =
√

2m(E − U)/~. As Eqs. 1.40 e 1.41 são soluções e satisfazem a Eq. 1.39, exceto

quando x = x′. Para satisfazer a Eq. 1.39 em x = x′, a função de Green deve ser contínua,

ou seja,

[G(x, x′)]x=x′+ = [G(x, x′)]x=x′− (1.42)
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enquanto a derivada deve ser descontínua em 2m/~2. Substituindo G(x, x′) da Eqs. 1.40 e

1.41 na Eq. 1.42 e, sabendo da descontinuidade na derivada de primeira ordem, obtemos

A+ = A−

ik
[
A+ + A−

]
=

2m

~2
. (1.43)

Consequentemente

A+ = A− = − i

~ν
, (1.44)

onde ν = ~k/m e a função de Green é dada por

G(x, x′) = − i

~ν
exp[ik(x− x′)]. (1.45)

Existe uma outra solução que satisfaz a Eq. 1.39, para a qual neste exemplo, temos

G(x, x′) =
i

~ν
exp[−ik(x− x′)]. (1.46)

Ambas as soluções satisfazem a Eq. 1.39, correspondendo às condições de contorno diferentes.

Se Ĥ for o hamiltoniano de uma única partícula, movendo-se em um potencial constante,

então, a primeira solução corresponde às ondas que se propagam a partir de uma excitação

local, enquanto a segunda solução consiste em ondas recebidas que desaparecem no ponto

de excitação, como mostrado na Fig. 1.4.

Para adicionar tais condições de contorno na definição para a função de Green, adiciona-

se uma variável imaginária infinitesimal na energia, o que nos leva às seguintes definições:

GA(x,x′, E) ≡ lim
η→0+

G(x,x′, E − iη); (1.47)

GR(x,x′, E) ≡ lim
η→0+

G(x,x′, E + iη), (1.48)
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𝑥

𝑥 = 𝑥′

𝑥 = 𝑥′

𝐴+

𝐴+𝐴−

𝐴−

Figura 1.4: Função de Green retardada e avançada para um fio infinito unidimensional. A seta no meio do

fio apontada para baixo representa o ponto de excitação, onde se dirá a propagação das ondas em direções

opostas. Figura adaptada da ref. [2].

onde as funções GA e GR satisfazem

[E − iη −H(x)]GA(x,x′, E) = δ(x− x′) (1.49)

e

[E + iη −H(x)]GR(x,x′, E) = δ(x− x′). (1.50)

As funções GA e GR são denominadas função avançada e função retardada, respectiva-

mente. A função de Green retardada, corresponde às ondas de saída; enquanto que a função

de Green avançada corresponde às ondas de entrada. Trabalhando com os operadores, as

funções de Green avançada e retardada são definidas para todos os valores reais da energia

E pela relação

ĜA(E) ≡ lim
η→0+

1[
E − iη − Ĥ

] (1.51)

e

ĜR(E) ≡ lim
η→0+

1[
E + iη − Ĥ

] , (1.52)
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podendo, essencialmente, ser calculada invertendo o hamiltoniano.

1.3.2 Matriz S e a Função de Green

Após uma breve introdução sobre as funções de Green, podemos discutir a relação de

Fisher-Lee [19] que demonstra os elementos da matriz S em termos da função de Green.

Considere um condutor conectado a um conjunto de guias. Para facilitar a compreensão, foi

usado um sistema de coordenadas diferentes para cada guia, Fig. 1.5.

 

GUIA  p GUIA  q

y
p

y
q

qx  = 0x  = 0p

A p
+

Figura 1.5: Uma excitação ocorrida no guia p gera uma onda incidente que é parcialmente transmitida

para uma das outras guias. Figura adaptada da ref. [2].

O lado do guia p na Fig. 1.5 é definido espacialmente em xp = 0. Neste ponto, a função

de Green retardada GR
qp, representa o ponto de excitação que gera uma onda no plano (x, y)

que segue sentido ao guia q, que por sua vez está definido espacialmente em xq = 0, nos

permitindo escrever

GR
qp(yq; yp) ≡ GR(xq = 0, yq;xp = 0, yp). (1.53)

Negligenciando a dimensão transversal y dos guias e tratando o sistema como unidimen-

sional, podemos escrever a função de Green em termos do elemento de matriz S que liga dois

guias. A excitação em xp = 0 dá origem a uma onda de amplitude Ap que segue sentindo

oposto ao condutor e outra onda de mesma amplitude, Eq. 1.44, que segue em direção ao
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condutor, que por sua vez é espalhada em diferentes direções. Sendo assim, podemos escrever

GR
qp = δqpA

−
p + s′qpA

+
p . (1.54)

Da Eq. 1.44, temos

A+ = A− = − i

~ν

e também

s′qp = sqp

√
νp/νq. (1.55)

Substituindo as Eqs. 1.44 e 1.55 na Eq. 1.54, nós encontramos

sqp = −δqp + i~√νqνpGR
qp. (1.56)

Esta relação expressa a matriz S em termos da função de Green.

Generalizando o problema para o caso de múltiplos canais nos guias, a função de Green

do problema torna-se

GR
qp(yq; yp) =

∑
m∈p

∑
n∈q

[
δnmA

−
m + s′nmA

+
m

]
χn(yq), (1.57)

onde χn(yq) é a função transversal. Com isto a Eq. 1.44 toma a forma

A+
m = A−m = − i

~νm
χm(yp). (1.58)

Novamente, substituindo as Eqs. 1.58 e 1.55 na Eq. 1.57, teremos

GR
qp(yq; yp) =

∑
m∈p

∑
n∈q

− i

~√νnνm
χn(yq) [δnm + snm]χm(yp). (1.59)
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Após algumas manipulações algébricas e utilizando a relação de ortogonalidade entre as

funções transversais

∫
χn(y)χm(y)dy = δnm, (1.60)

obtemos

snm = −δnm + i~
√
νnνm

∫ ∫
χn(yq)

[
GR
qp(yq; yp)

]
χm(yp)dyqdyp. (1.61)

A Eq. 1.61 é conhecida como a relação de Fisher-Lee [19], que relaciona os elementos

da matriz S com a função de Green para um caso generalizado.

1.3.3 Coeficientes de Transmissão e a Função de Green

No formalismo de Landauer-Büttiker, um condutor é conectado aos guias perfeitos e as

características de corrente e tensão são expressadas em termos dos coeficientes de transmissão

entre os guias. Uma vez calculada a função de Green, os coeficientes de transmissão estão

relacionados através da relação de Fisher-Lee, Eq. 1.61, para obtermos os elementos da

matriz S. Vamos afirmar aqui, tendo em vista que é padrão hoje em dia, que uma prova

completa nos levaria muito além do objeto deste trabalho. Para os interessados na prova,

recomendamos a ref. [20]. Uma representação em tight-binding do sistema para o coeficiente

de transmissão entre os guias p e q é dado por [2, 19]

Tpq = Tr
[
ΓpG

R
pqΓqG

A
pq

]
, (1.62)

onde Tr representa o traço e os elementos da matriz Γp são dados por

Γp(i, j) =
∑
m

χm(pi)
~νm
a
χm(pj). (1.63)
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1.4 Teoria de Matriz Aleatória

A teoria de matriz aleatória foi uma ferramenta matemática poderosa, desenvolvida

na década de 1960 por Wigner, Dyson, Mehta e Gaudin, tendo como motivação original

a compreensão estatística da distribuição dos níveis de energia de núcleos pesados em rea-

ções nucleares [21]. A mesma técnica também foi utilizada nas estatísticas para pequenas

partículas de metal e na descrição da absorção de micro-ondas por metais [22]. Em suma,

a teoria de matriz aleatória trata de propriedades estatísticas das matrizes com elementos

distribuídos aleatoriamente.

Em anos posteriores, percebeu-se o interesse da teoria de matriz aleatória em problemas

que envolviam genericamente sistemas caóticos [23] e a relação entre as propriedades das

matrizes aleatórias e as flutuações universais da condutância em condutores desordenados

[24]. Isso levou ao desenvolvimento de uma matriz aleatória para o transporte quântico.

A matriz aleatória para um sistema mesoscópico, relaciona a universalidade das pro-

priedades do transporte com a universalidade das funções de correlação dos autovalores da

transmissão. Como esse tipo de abordagem é, em sua totalidade, possível aplicar a toda uma

classe de propriedades de transporte. O aspecto abordado neste trabalho trata a geometria

de um nano-fio que dever ter uma relação W/L� 1.

1.4.1 Teoria de Matriz Aleatória em Nano-fios

Classicamente, a lei de Ohm diz que a condutância G é proporcional a Ld−2 para os

casos em que d = 3 (cubo), d = 2 (quadrado) ou d = 1 para um fio comprido. Porém,

os resultados obtidos em 1979 por Abrahams [25] mostram que a escala clássica é válida

apenas para dispositivos com três dimensões e desordem suficientemente fraca. Quando

tratamos com problemas em que d = 1 e qualquer intensidade de desordem a condutância

decai exponencialmente, G ∝ exp(−L/ξ).

Na década de 80, a teoria de escala de localização para dispositivos unidimensionais

foi desenvolvida com grande detalhe e a distribuição completa da probabilidade P (T, L) de

transmissão foi encontrada [26, 27, 28, 29, 30]. Um fio metálico real não é unidimensio-

nal, de modo que a largura W é muito maior do que λf fazendo com que o número de
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canais sejam maiores que um. Sendo assim a distribuição de probabilidade toma a forma

P (T1, T1, ..., TN , L).

Uma teoria de escala de localização em fios com multicanais foi desenvolvido pioneira-

mente por Dorokhov [31] e Mello, Pereyra e Kumar [32]. A equação conhecida com DMPK

descreve a evolução da função de distribuição com o aumento do comprimento do fio.

No regime metálico (difusivo), em que o comprimento do fio L é muito menor que o

comprimento de coerência de fase lϕ, verificamos que a equação DMPK descreve corretamente

estes sistemas para lϕ/L � 1 [33]. A partir da fórmula de Landauer Eq. 1.33, a média da

condutância é 〈G〉 = G0〈M〉, onde G0 é o quantum de condutância, temos

〈
G

G0

〉
=
Nl

L
+

1

3

(
1− 2

β

)
. (1.64)

Usando a definição da variância Var G = 〈G2〉 − 〈G〉2 na Eq. 1.64 temos

Var
G

G0

=
2

15
β−1, (1.65)

onde β nas Eqs. 1.64 e 1.65 é o parâmetro de simetria. Quando o sistema está inserido em

um campo magnético no qual a simetria de reversão temporal é quebrada, o β possui o valor

de 2. Caso contrário o β assume valor 1 [34].

Figura 1.6: Variação da condutância para três diferentes sistemas. (a) Anel de ouro com 0.8 mm de

diâmetro, (b) uma amostra de Si-MOSFET, (c) resultado de uma simulação numérica usando o modelo de

desordem de Anderson, apresentada no capítulo 2 deste trabalho. Figura retirada da ref. [3]
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A variância da condutância é um produto da quantidade universal e2/h e um fator

numérico que depende apenas da geometria da amostra. A universalidade da condutância é

mostrada na Fig. 1.6 onde cada uma representa uma amostra diferente.

1.5 Comprimento de Coerência de Fase e Densidade de

Máximos

A partir do comprimento de correlação Γz, que é uma medida típica de parâmetros flu-

tuantes, podemos extrair o comprimento de coerência de fase lϕ usando a seguinte expressão

[8, 35, 36]

lϕ ≈
φ0

Γzd
, (1.66)

onde φ0 é o quantum fluxo magnético e d é o diâmetro do dispositivo. A expressão dada

acima é obtida em uma abordagem semiclássica, onde o comprimento de correlação é in-

versamente proporcional ao comprimento de coerência de fase [37]. Para estruturas quase

unidimensionais com lϕ > d, esta área é dada por lϕd.

1.5.1 Função de Correlação

A Eq. 1.67 nos diz o grau de dependência entre variáveis aleatórias, ou seja, o quão

estão correlacionadas duas variáveis. A quantidade Γz [38] pode ser extraída da função de

correlação para ∆G definida pela equação

f(δz) = 〈∆G(z + δz)∆G(z)〉. (1.67)

Quando duas variáveis são completamente dependentes, x = y temos

f(x, y) = 1, (1.68)
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enquanto se essas mesmas variáveis forem completamente antidependentes, x = −y, então

f(x, y) = −1. (1.69)

De modo geral, podemos concluir que a função de correlação está dentro do intervalo

−1 ≤ f(x, y) ≤ 1, (1.70)

indicando o quão dependente uma variável é da outra.

1.5.2 Densidade de Máximos

A função de correlação é de suma importância, pois mede o grau de coerência presente no

sistema totalmente caótico. Essa medida nos dá o comprimento de correlação, que especifica

a forma da função. Quando se trata da variação da energia, a forma tomada é Lorentziana

[39], enquanto que no caso de um parâmetro externo variável como o campo magnético, a

função de correlação toma a forma de uma Lorentziana ao quadrado [40, 41].

Várias quantidades podem ser obtidas a partir da função de correlação [42], sendo a

densidade média de máximos de um observável flutuante 〈ρz〉 uma delas, no qual, na ref.

[43], se fez uma análise da função de correlação C(E) e C(X), para a energia e um parâmetro

externo que modifique o hamiltoniano do sistema, respectivamente. Sendo assim, realizando

um estudo para o campo magnético perpendicular e paralelo, que são parâmetros externos

que modificam o hamiltoniano do sistema em questão, escrevemos

〈ρz〉 =
1

2π

√
T (4)

T (2)
, (1.71)

onde

T (2) = − d2

d(δz)2
C(δz) |δz=0 (1.72)
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e

T (4) =
d4

d(δz)4
C(δz) |δz=0 . (1.73)

Como dito anteriormente, a função de correlação geral sugerida na ref. [43], toma a

forma de uma Lorentziana e uma Lorentziana ao quadrado. Para o caso em que o parâmetro

externo z é a campo magnético paralelo, a função de correlação C‖ é dada por

C‖(δ‖) =
varβ(T )

1 + (δ‖/Γ‖)2
. (1.74)

Tal função de correlação nos fornece

〈ρ‖〉 =

√
3

πΓ‖
≈ 0, 55

Γ‖
, (1.75)

que é a densidade média de máximos para o campo magnético paralelo. Para o caso em

que parâmetro externo z for o campo magnético perpendicular, a função de correlação C⊥ é

dada por

C⊥(δ⊥) =
varβ(T )

[1 + (δ⊥/Γ⊥)2]2
(1.76)

que nos fornece

〈ρ⊥〉 =
3

π
√

2Γ⊥
≈ 0, 68

Γ⊥
. (1.77)



Capítulo 2

Modelo Tight-binding

Um dos métodos-padrão utilizado para resolver problemas de potenciais periódicos,

encontrado na teoria de transporte eletrônico em sólidos é o LCAO (linear combination of

a atomic orbitals) ou Bloch [44]. Esse, foi proposto inicialmente por Felix Bloch [45] e

consiste em fazer uma combinação linear de orbitais atômicos, localizados nos vários átomos

do cristal. É um modelo muito conveniente e transparente para a descrição de estruturas

eletrônicas em moléculas e sólidos. Muitas vezes, fornece uma base para a construção de

muitas teorias, como o modelo de impurezas de Anderson [46]. Slater e Koster [44] em seu

artigo fornece o procedimento sistemático para a formulação de um modelo tight-binding.

Existem outros modelos e métodos de estudos para sistemas onde o número de átomos

e elétrons são pequenos [47]. No entanto, quando esse número é na ordem de centenas de

elétrons, nos deparamos com uma “barreira exponencial” de modo que os cálculos tornam-se

inviáveis.

Para o cálculo de quantidades físicas de interesse, é conveniente ter uma representação

numérica do problema suficientemente simples e de propósito geral. O modelo tight-binding

se mostrou um método geral pela combinação entre a transparência da física e toda a sofis-

ticação da mecânica quântica e, de forma mais pragmática, sua combinação de velocidade

computacional e surpreendente precisão [48].

O modelo tight-binding de um sistema é obtido através da discretização do hamiltoniano

de uma rede. Quanto menor for o tamanho de uma célula de rede, mais próximo do contínuo
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o sistema se torna. Como tal, nem todo sítio de rede representa apenas um átomo, mas pode

representar uma região que contém muitos átomos. Porém essa região deve ser pequena em

comparação às características físicas relevantes.

Neste capítulo, será apresentada uma revisão dos conceitos fundamentais do modelo

tight-binding que serão necessários para abordagem sistemática de uma rede quadrada, bem

como uma distribuição de impurezas em um modelo de Anderson e implementação de um

campo magnético perpendicular e paralelo [49, 50, 3].

2.1 Hamiltoniano Tight-binding

Considere um gás de elétrons não interagentes, isto é, desprezando as colisões entre

elétrons, este foi o modelo adotado para o estudo das flutuações da condutância. Com

cargas −e (e > 0) e massa efetiva mef , sujeitos a um potencial de desordem U(rrr) e um

campo magnético BBB. Esse modelo descreve um metal ou um semicondutor [3].

O hamiltoniano para um elétron em um átomo é dado por

H =
ppp2

2mef

+ U(rrr). (2.1)

Na presença de um campo magnético perpendicular BBB = ∇∇∇ ×AAA, o operador momento ppp é

substituído por ppp+ eAAA e o hamiltoniano toma a forma [4]

H =
(ppp+ eAAA)2

2mef

+ U(rrr). (2.2)

A princípio, U(rrr) descreve o potencial de confinamento dentro do condutor e o potencial de

distribuição das impurezas estáticas que se encontram espalhadas no condutor.

2.1.1 Hamiltoniano em Operadores Criação e Aniquilação

O modelo tight-binding é uma ferramenta muito eficaz para descrever o movimento

dos elétrons em sólidos. Aqui, assumimos que o sistema é uma rede discreta e os elétrons
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só podem permanecer nos sítios da rede. A energia cinética é incluída ao permitir que os

elétrons saltem de um sítio para outro.

Vamos considerar uma rede 1-D com um átomo por unidade de célula. Para cada

átomo, consideramos apenas um estado quântico. O operador criação (aniquilação) c†i (cj)

cria (aniquila) uma partícula nos sítios. O hamiltoniano não interagente pode ser escrito

como [51]

H = −
∑
ij

(
tijc
†
icj + tjic

†
jci

)
+
∑
i

Uic
†
ici. (2.3)

Os dois primeiros termos, descrevem os saltos dos elétrons nos sítios i e j. O último termo

é a energia potencial, que dá a informação da quantidade de energia necessária para colocar

um elétron em cada sítio Ui. Como H é hermitiano, temos

H† = H. (2.4)

Substituindo a Eq. 2.3 em 2.4, temos

−
∑
i,j

(
t∗ijc
†
jci + tjic

†
icj

)
+
∑
i

U∗i c
†
ici = −

∑
i,j

(
tijc
†
icj + tjic

†
jci

)
+
∑
i

Uic
†
ici. (2.5)

Comparando ambos os lados da Eq. 2.5, verificamos que t∗ij = tji e Ui é real. Sendo assim,

podemos simplificar o hamiltoniano

H = −
∑
ij

(
tijc
†
icj + t∗ijc

†
jci

)
+ U

∑
i

c†ici

= −
∑
ij

(
tijc
†
icj + t∗ijc

†
jci

)
+ UN. (2.6)

O último termo da Eq. 2.6, N =
∑

i c
†
ici é o número total de elétrons no sistema. Como

UN é uma constante, esse termo simplesmente muda o valor da energia total por uma cons-
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tante e, portanto, não possui outra contribuição física para o sistema. Caso não estejamos

interessados no valor da energia total, esse termo pode ser ignorado sem nenhum prejuízo.

Nos modelos tight-binding, uma aproximação típica é assumir que os elétrons só conse-

guem alcançar os sítios mais próximos. Na realidade, é permitido saltos de longo alcance,

mas suas probabilidades são pequenas. Portanto, em muitos casos, precisamos dos termos

de saltos para os vizinhos mais próximos para descrever os sistemas. Devido à simetria de

translação, a energia necessária para realizar os saltos para os vizinhos mais próximos deve

ter o mesmo valor. Assumimos que essa energia de salto é um número real t e o hamiltoniano

toma a forma

H = −t
∑
ij

(
c†icj + c†jci

)
= −t

∑
i,j

c†icj + h.c.. (2.7)

Na Eq. 2.7, os índices indicam os vizinhos próximos. Note que o segundo termo da equação

é o hermitiano conjugado do primeiro termo, logo justifica o uso do h.c. para representá-lo.

2.2 Modelo de Desordem de Anderson

Para sistemas eletrônicos descritos pelo Hamiltoniano 2.1, as causas de desordem devido

aos potenciais U(rrr) são numerosas. O modelo mais simples de impureza foi formulado por

Anderson [49], que supôs que a existência de momentos localizados em metais se originavam

da correlação coulombiana U entre elétrons das camadas internas da impureza magnética.

Com esta hipótese central, propôs um modelo que incluía a correlação entre elétrons no

mesmo sítio.

Escrito usando o modelo tight-binding, para o qual os autovetores possam ser expressos

como uma combinação linear de orbitais atômicos, o Hamiltoniano é caracterizado por seus

elementos de matrizes escritos na base |i〉. Para um meio desordenado, os elementos da

diagonal da matriz εi = 〈i|H|i〉 representam a energia aleatória nos sítios para o átomo i,

enquanto os elementos de fora da diagonal 〈i|H|j〉 = tij representa as energias de salto do

sítio i para o sítio j.
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A desordem aparece como uma energia εi aleatória para cada um dos sítios. O hamil-

toniano para esse modelo introduzido por Anderson é escrito como [3]

H = −
∑
i,j

tij|i〉〈j|+
∑
i

εi|i〉〈j| (2.8)

ou, em termos dos operadores de criação e aniquilação

H = −
∑
i,j

tijc
†
icj +

∑
i

εic
†
ici. (2.9)

Supomos que a desordem nos sítios é uma distribuição uniforme distribuído em um

intervalo de largura U de tal modo que −U/2 ≤ εi ≤ U/2, onde U é a intensidade da

desordem. Além disso, assumimos que as energias não estão correlacionadas de sítio a outro.

Na presença de um campo magnético BBB = ∇×AAA, o Hamiltoniano de Anderson toma a

forma

H = −
∑
i,j

tije
iθijc†icj +

∑
i

εic
†
ici (2.10)

acrescentando uma fase θij no caminho percorrido pelo elétron que é proporcional a integral

de linha do potencial vetor AAA ao longo da trajetória (ij) [3]:

θij = − e
~

∫ j

i

AAA · dlll. (2.11)

Discutiremos mais sobre o campo magnético e seus efeitos nas próximas seções.

2.3 Discretização do Hamiltoniano

O hamiltoniano tem um conjunto de graus discretos de liberdade, podendo ser escrito

na forma [51]

H =
∑
ij

Hijc
†
icj, (2.12)
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onde c†i (cj) são os operadores de criação e aniquilação fermiônica, i e j rotulam os diferentes

graus de liberdade do sistema e tij são os elementos de uma matriz hermitiana infinita.

Alternativamente, o mesmo hamiltoniano pode ser escrito em primeira quantização como

[52]

H =
∑
ij

tij|i〉〈j|, (2.13)

onde os estados |i〉 tipicamente correspondem aos sítios em uma rede e aos graus de liberdade

adicionais, por exemplo, orbitais e spin. Para implementar o fio quântico analisado neste

trabalho, o hamiltoniano contínuo Eq. 2.1 precisa ser discretizado, transformando-o em um

modelo tight-binding. Para fins de simplificação, o hamiltoniano da Eq. 2.1 foi discretizado

sobre sítios de uma rede quadrada com comprimento de rede constante a igual a 1. essa

discretização pode ser vista graficamente na Fig. 2.1, onde a rede no limite contínuo foi

discretizado. Cada sítio com as coordenadas da rede (i, j) está no espaço real de coordenadas

(x, y) = (ai, aj). Dessa forma

|i, j〉 ≡ |ai, aj〉 = |x, y〉, (2.14)

Usando o método das diferenças finitas, por aproximação, encontramos:

dψ(x)

dx
≈ ψ(x+ a)− ψ(x− a)

2a
,

d2ψ(x)

dx2
≈ 2ψ(x)− ψ(x+ a)− ψ(x− a)

a2
. (2.15)

A partir das Eqs. 2.14 e 2.15 podemos verificar que a função de onda está sendo aplicada

apenas nos pontos (sítios) separados por a. Consequentemente, substituímos as coordenadas

espaciais contínuas por uma rede discreta, espaçadas por a.

Após a discretização, o hamiltoniano do sistema toma a forma

Hψ(xi) =
~2

2mefa2
[2ψ(xi)− ψ(xi − a)− ψ(xi + a)] = Eψ(xi). (2.16)
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aa

xixi−1 xi+1

Figura 2.1: Rede em 1D no limite contínuo, sendo graficamente, discretizado. Pode-se observar o apareci-

mento dos sítios quantizados e igualmente espaçados de a.

A partir da Eq. 2.16 podemos definir a quantidade t = ~2
2mefa2

que tem dimensão de energia e

depende da constante de rede a. Agora, temos todos os parâmetros necessários para escrever

o hamiltoniano contínuo em uma versão no modelo tight-binding. Para facilitar o trabalho,

escrevemos os pontos da rede xxxi como uma base |xi〉. O operador diferencial de segunda

ordem é expressado como

∂2x =
1

a2

∑
i,j

(|i+ 1, j〉〈i, j|+ |i, j〉〈i+ 1, j| − 2|i, j〉〈i, j|) (2.17)

e substituindo os operadores diferenciais no hamiltoniano, temos

H =
∑
i,j

[(U(ai, aj) + 2t)|i, j〉〈i, j| − t(|i+ 1, j〉〈i, j|+ |i, j〉〈i+ 1, j|)]. (2.18)

Observe que o fator 2t, assim como o potencial de desordem, não possui interação com

os vizinhos próximos, deste modo, verifica-se que seus valores serão depositados nos sítios

da rede. Entretanto, o valor da energia −t tem interação entre os vizinhos, devido a esse

comportamento este valor é denominado “energia de salto”.

No hamiltoniano simples de uma única dimensão e sem potencial de desordem, resume-

se a uma energia localizada nos sítios de 2t e uma energia de salto de −t, como mostrado na

Fig. 2.2.

Generalizando o problema para duas e três dimensões, o hamiltoniano contínuo toma a

forma diferencial

H = − ~2

2mef

∇2 (2.19)
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−t−t−t−t

2t2t2t2t2t
−t −t−t−t

4t 4t 4t 4t 4t

−t−t−t−t

6t 6t 6t 6t 6t

(A)

(B)

(C)

Figura 2.2: Representação gráfica de redes em 1-D (A), 2-D (B) e 3-D (C). As energias localizadas nos

sítios tem uma dependência de dimensionalidade. O mesmo não ocorre com a energia de salto −t, entre os

sítios vizinhos, que está em todas as direções xxx, yyy e zzz.

e como mostrado na Fig. 2.2 a energia nos sítios cresce de acordo com a dimensão da rede.

Para redes em 1-D a energia nos sítios é 2t, para redes em 2-D a energia é de 4t e para redes

em 3-D a energia é de 6t. A energia de salto não depende da dimensão da rede, recebendo

o mesmo valor −t.

Ao inserir um campo magnético perpendicular ao sistema, os elétrons experimentam

a força de Lorentz forçando-os a movimentarem em órbitas circulares. Quando o campo

magnético é suficientemente forte não há condução. Porém os elétrons perto das bordas

sofrem uma reflexão onde eles, efetivamente, fluem formando ciclotrons. A Fig. 2.3 mostra

um fenômeno puramente clássico, mas ela pode ser usada para compreender o fenômeno

quântico.

A força de Lorentz é descrita na mecânica quântica através do vetor potencial, dado por

BBB = ∇×AAA (2.20)
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B

(A)

(B)

Figura 2.3: Campo magnético perpendicular ao fio quântico saindo do plano. (A) Os elétrons que estão em

movimento irão experimentar uma força que mudará sua trajetória, formando orbitais cíclicos. Quanto maior

a intensidade do campo, a condutância tende a zero. (B) Simulação computacional de uma nanofita imersa

em um campo magnético perpendicular. Neste caso, podemos ver claramente que na borda do dispositivo

há condução, diferente do que ocorre em seu centro.

mudando os parâmetros de salto. Dada uma certa distribuição de campo magnético, temos

a liberdade de escolher um calibre para o vetor potencial que melhor se adapta às nossas

necessidades. Um indicador muito conveniente para representar o campo magnético homo-

gêneo Bẑ é escolher o potencial vetor AAA = −Byx̂. Com este indicador para o potencial

vetor, a energia de salto no modelo tight-binding toma uma fase descrita por

ti,j → ti,j exp

(
i
e

h

∫ xi

xj

AAA(xxx)dl

)
(2.21)

onde
∫
AAA · dl é a integral do vetor potencial ao longo do caminho entre os sítios. Isto é

chamado de substituição de Peierls [50]. Essa escolha para o potencial vetor é interessante

para descrever campos perpendiculares porque conserva a simetria translacional no eixo x.

Escolhendo, ainda, os guias na direção x em um sistema de coordenadas, conserva a simetria

translacional para este eixo, o que é necessário para definir os coeficientes de transmissão no

formalismo Landauer-Büttiker .
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Resolvendo a Eq. 2.21 para uma rede quadrada em 2-D, podemos encontrar que todas

a energias de salto são multiplicadas por uma fase

tij → tij exp

(
i
e

h
B

(yi + yj)

2
(xi − xj)

)
(2.22)

podendo ser reescrita como

tij → tij exp

(
i2π

φ

φ0

(yi + yj)(xi − xj)
2a2

)
, (2.23)

onde φ = BBBa2 é o fluxo por unidade de célula na rede quadrada e φ0 = h/e é o quantum do

fluxo.

2.4 Efeito Zeeman

Outra propriedade que podemos analisar sobre um gás de elétron livre, é a resposta a um

campo magnético aplicado externamente. Na seção anterior, já estudamos que o movimento

dos elétrons pode ser curvado devido à força de Lorentz sendo descrito pela substituição

de Peierls [50]. Agora iremos analizar os spins dos elétrons, que podem mudar de direção

devido ao campo magnético, que por sua vez também altera o momento magnético do gás

de elétrons [4].

Negligenciando a força de Lorentz do campo magnético, o hamiltoniano tem a forma

H =
ppp2

2mef

+ µBBBB · σσσ, (2.24)

onde BBB é o campo magnético, σσσ é o spin do elétrons que leva os autovalores ±1/2 e µB é o

magneton de Bohr que é relacionado ao momento magnético, definido por

µB =
e~

2me

. (2.25)
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Figura 2.4: Estados eletrônicos preenchidos até a energia de Fermi. À esquerda, temos que a densidade

de estados para o spin-up e spin-down são iguais, g↑(E) = g↓(E), antes de aplicar o campo magnético. À

direita, mostra a mesma curva após aplicar o campo magnético. Os estados com spin-up e spin-down têm a

energia deslocada por +µBB e −µBB, respectivamente. Figura retirada da ref. [4].

Assim, no campo magnético, a energia do elétron com spin up ou down é acrescida do termo

±µBB, respectivamente.

A Fig 2.4 mostra, para a temperatuda T = 0, os estados dos spin-up e spin-down

que, na ausência do campo magnético, são preenchidos até a energia de Fermi. Perto do

nível de Fermi, a densidade de estados por unidade de volume para elétrons com spin-up

é g(EF )/2 e, similarmente, o mesmo ocorre para os elétrons com spin-down. Contudo,

quando aplicamos o campo magnético, a energia do spin-up é acrescida de um termo µBB.

Assumindo que o potencial químico não varia, teremos um número menor de elétrons com

spin-up por unidade de volume, consequentemente teremos um maior número de elétrons

com spin-down, conservando a quantidade de elétrons no sistema.

Na ausência do campo magnético, o hamiltoniano para um elétron em um átomo foi

apresentado na Eq. 2.1. Agora, considerando a presença de um campo magnético externo o
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hamiltoniano para uma partícula carregada assume a forma [4]

H =
(ppp+ eAAA)2

2mef

+ µBBBB · σσσ + U(rrr), (2.26)

onde −e é a carga elementar do elétron, σσσ é o spin do elétron, µB é o magneton de Bohr e

AAA é o potencial vetor.

Reescrevendo a Eq. 2.26 em operadores criação e aniquilação, toma a forma

H = −
∑
i,j

tije
iθijc†icj + (µBBB · σ + ε)

∑
i

c†ici. (2.27)

Note que, discretizando o Hamiltoniano da Eq. 2.27 para uma rede quadrada de duas

dimensões, o valor para o potencial de desordem ε é exatamente 4t.



Capítulo 3

Resultados

Este capítulo apresenta os resultados obtidos através de simulações computacionais para

os sistemas de uma nano-fita apresentada no capítulo anterior. Apresentaremos um estudo

detalhado da condutância em função da energia, potencial de desordem e campo magnético.

Estudaremos as flutuações universais da condutância e por fim aplicaremos o método da

densidade de máximos.

3.1 Comportamento da condutância G em função da

energia E

Inicialmente, um código em Python, utilizando o pacote Kwant, feito para calcular a

condutância em função da energia de Fermi, foi observado os patamares ao variar a energia

E de t a 2t, como mostra a Fig. 3.1. Esta configuração só é possível de se obter para

uma nano-fita ideal, na qual não apresenta nenhum tipo de impureza ou dopagem e sem

interferências externas, como temperatura e campo magnético.

Com os dados da condutância apresentados nesta simulação, escolhemos um valor para

a energia de Fermi E de modo a facilitar o entendimento e os cálculos pertinentes. Tendo isso

em mente, fixamos a energia em E = 1, 5t onde a condutância mostra um valor constante

G = 10 2e2/h. A Fig. 3.1 mostra com clareza a quantização da condutância para um sistema

balístico, no qual o comprimento da nano-fita é menor que o livre caminho médio λ.
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Figura 3.1: Gráfico da condutância G em função da energia E/t. Neste caso, em que a nano-fita é ideal,

podemos ver claramente a quantização da condutância, representada pelos platôs. Aqui foi estudado um

intervalo simétrico em torno da energia de valor E/t = 1.5, sendo possível verificar os valores quantizados

para a condutância.

3.2 Comportamento da condutância G em função da de-

sordem de Anderson U

Com a energia fixada de modo a facilitar as analises, a nano-fita foi submetida a uma

distribuição uniforme de desordem em um intervalo de largura U de modo que −U/2 ≤ εi ≤

U/2. Este tipo de desordem segue o modelo de Anderson, apresentada na Secção 2.2. Essa

distribuição segue um padrão de desordem que simula as impurezas em um metal, tornando

o sistema mais próximo do real.

A partir de quinze mil realizações de distribuições diferentes, variando o valor do po-

tencial eletrostático, foi possível plotar a média da condutância, Fig. 3.2, em função de

U/t mantendo a energia de Fermi fixa em E = 1, 5t sem a presença do campo magnético.

Verificou-se que, com o aumento do potencial eletrostático, a condutância decai e tende a

zero.
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Figura 3.2: Média da condutância em função do potencial eletrostático U/t para uma energia de Fermi

fixa em E = 1.5t. A curva foi obtida a partir de 15000 realizações de desordem.

No regime universal, a variância da condutância de uma nano-fita quase unidimensional

tem seu valor dado pela equação var[G]/(e2/h)2 = 2/15 [33] quando não há um campo

magnético presente no sistema, preservando, assim, a simetria de reversão temporal. No

entanto, desenvolvemos um método numérico para encontrar o melhor valor para o potencial

eletrostático U em unidades de t que atinja o regime universal. Ajustando os dados numéricos

de quinze mil curvas para a variância e usando o fitting para essa curva, encontramos que

o valor para se atingir o regime universal da variância é encontrado em U = 0, 65t, como

mostrado na Fig. 3.3.

Depois de se obter o melhor potencial eletrostático e estar no regime universal, podemos

analisar a densidade de picos de condutância em função do campo magnético perpendicular

e paralelo.
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Figura 3.3: Variância da condutância em função do potencial eletrostático U/t para uma energia de Fermi

fixa em E = 1, 5t. Os dados numéricos para a variância foram ajustados e observado que o valor universal

para a variância surge em U = 0, 65t.

3.3 Comportamento da condutância G em função do

campo magnético B

Devido à interferência construtiva entre as trajetórias revertidas no tempo, partículas

sem spin na ausência de campo magnético tem a condutividade reduzida. Para sistemas

onde existe a presença de um campo magnético externo, sua aplicação implica na quebra da

simetria de reversão temporal, suprimindo, assim, os efeitos da localização fraca. [9] Como

pode-se observar na Fig. 3.4, a medida que aumentamos a intensidade do campo magnético,

a média da condutância aumenta significadamente mostrando a quebra de simetria.

A amplitude das flutuações, quantificada pela variância, tem um comportamento uni-

versal que não depende das variáveis microscópicas da amostra. Esse comportamento pode

ser visto na Fig. 3.5 onde é observado que a variância da condutância está entre os limites

para β = 1 e β = 2, respeitando-os.
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Figura 3.4: Média da condutância em função do fluxo magnético para uma energia de Fermi fixa em

E = 1, 5t e potencial eletrostático U = 0, 65t. Devido a quebra da simetria de reversão temporal, os efeitos

da localização fraca deixa de existir acarretando no aumento da média da condutância.
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Figura 3.5: Variância da condutância em função do fluxo magnético para uma energia de Fermi fixa em

E = 1, 5t e potencial eletrostático U = 0, 65t. Em vermelho temos os valores padrões da variância para

β = 1 e β = 2.
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3.4 Flutuações da condutância G em função do campo

magnético perpendicular B⊥

Inicialmente, analisamos as flutuações universais da condutância em função do fluxo

magnético perpendicular Φ/Φ0, onde Φ = B⊥a
2 é o fluxo através de uma célula unitária na

rede quadrada e Φ0 = h/e é o fluxo quântico para um elétron. Toda a teoria foi abordada

com mais detalhes na Seção 2.3.

Na Eq. 2.26, fazemos BBB = (0, 0, B⊥) e AAA = (−B⊥y, 0, 0). A Fig. 3.6 mostra três curvas

típicas da condutância em função do fluxo magnético perpendicular, cada uma para uma

distribuição em particular de desordem com U = 0, 65t e E = 1, 5t. Das curvas mostradas,

foi possível contar a quantidade de máximos que cada uma apresenta em um determinado

intervalo para o fluxo magnético. Dividindo o número de máximos pelo intervalo da variação

do fluxo magnético perpendicular (∆(Φ/Φ0) = 0, 06), obtemos uma média para a densidade

de picos de 〈ρ⊥〉 = 300, 0.
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 = 283,3

Figura 3.6: Três curvas típicas para a condutância em função do fluxo magnético perpendicular. Cada

uma das curvas é para uma distribuição de desordem realizado com U = 0, 65t e E = 1, 5t. ρ⊥ é a densidade

de máximos (número de picos dividido pela variação fluxo magnético perpendicular).

Também pode-se calcular a densidade de picos usando a Eq. 1.77, contudo se faz

necessário, primeiramente, obter o comprimento de correlação Γ⊥. Este valor é obtido a
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partir da meia altura da função de correlação normalizada, o que requer um grande número

de realizações a serem calculadas. A Fig. 3.7 mostra a função de correlação obtida a partir de

1000 realizações de desordens diferentes em função do fluxo magnético perpendicular. Com

uma análise criteriosa, encontramos que o comprimento de correlação é Γ⊥ = 2, 25 × 10−3,

consequentemente encontrando 〈ρ⊥〉 = 300, 1 para a densidade de picos, que está de acordo

com o resultado obtido contando o número de máximos.
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Figura 3.7: Função de correlação da condutância para um fluxo magnético perpendicular obtido a partir

de 1000 realizações.

3.5 Flutuações da condutância G em função do campo

magnético paralelo B‖

Como segunda aplicação desta teoria, analisamos a densidade de picos de condutância

em função de um campo magnético paralelo. A Fig. 3.8 mostra três curvas típicas para a

condutância em função do campo magnético paralelo, cada uma para uma distribuição de

desordem diferente com U = 0, 65t e E = 1, 5t.

Como feito anteriormente, foi tomado, na Eq. 2.26, BBB = (B‖, 0, 0) e b‖ = µB‖/t.

Podemos observar, sem muito esforço, que a densidade de picos da Fig. 3.8 é menor do que
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os apresentados na Fig. 3.6. Este fato está de acordo com os resultados experimentais para

o ponto quântico, bem como para os resultados teóricos das Eqs. 1.77 e 1.75.

A partir das curvas, apresentadas na Fig. 3.8, fomos capazes de contar o número de

máximos em cada curva. Dividindo este número pela taxa variacional do fluxo magnético

paralelo (∆(b‖) = 0, 06), obtemos a média da densidade de picos 〈ρ‖〉 = 133, 3. Além disso,

a Fig. 3.9 mostra a função de correlação obtida a partir de 1000 realizações de desordens

diferentes em função do fluxo magnético paralelo. Com isto, encontramos que o comprimento

de correlação é Γ‖ = 4, 05× 10−3, que, por sua vez, substituindo na Eq. 1.75 a densidade de

picos é 〈ρ‖〉 = 136, 1, como de acordo com o resultado obtido na contagem de máximos.
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Figura 3.8: Três curvas típicas para a condutância em função do fluxo magnético paralelo. Cada uma das

curvas é para uma distribuição de desordem realizado com U = 0, 65t e E = 1, 5t. ρ⊥ é a densidade de

máximos (número de picos dividido pela variação fluxo magnético paralelo)
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Figura 3.9: Função de correlação da condutância em função do fluxo magnético paralelo obtido a partir

de 1000 realizações.



Capítulo 4

Análise Experimental

O interesse recente em nanofios de semicondutores químicos cresce a partir de sua ver-

satilidade, o que se traduz em uma ampla gama de aplicações potenciais. Os nanofios semi-

condutores produzidos quimicamente podem fornecer um sistema mesoscópico para estudar

o confinamento quântico e efeitos de interferência a baixas temperaturas. E foi isso que o

professor do Department of Physics and Photon Science, Gwangju Institute of Science and

Technology, Yong-Joo Doh, fez em seu trabalho denominado Quantum Interference Effects

in InAs Semiconductor Nanowires de 2007 [5].

Neste estudo experimental apresentado pelo professor Yong-Joo Doh, que gentilmente

cedeu seus dados para um estudo da densidade de máximos, foi relatado os efeitos de in-

terferência quântica em nanofio semicondutores de InAs fortemente acoplados a eletrodos

supercondutores. As flutuações universais da condutância foram investigadas como função

do campo magnético e os resultados estão em boa concordância com as previsões teóricas

para condutores unidimensionais desordenados.

No trabalho, foi investigado as flutuações da condutância para um nanofio de InAs,

Fig. 4.1, com contatos de supercondutores, como função do campo magnético B, tensão V e

temperatura T . Os dados apresentados da magneto-condutância mostram as flutuações com

uma amplitude característica da ordem de e2/h. Foi estimado o comprimento da coerência

de fase para Lφ ∼ 100 nm para uma temperatura de T = 30 mK. A função de correlação

dos dados da magneto-condutância decai em uma escala com o campo, consistente com
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Figura 4.1: Imagem de uma microscopia eletrônica de varredura (SEM) do dispositivo estudado. A barra

de escala é de 1 µm. Figura retirada da ref. [5].

o valor Lφ. A medida que se aumenta a temperatura acima da temperatura de Thouless

ETh/kB ∼ 1, 2 K, onde kB é a constante de Boltzmann, as flutuações da condutância são

ocultadas pelo desfasamento térmico.

4.1 Análise experimental para o campo magnético per-

pendicular B⊥

Após a análise da densidade de picos da condutância em um nano-fio quasi-

unidimensional do ponto de vista numérico, estamos aplicando pela primeira vez a meto-

dologia da densidade de máximos para dados experimentais de um nano-fio semicondutor de

InAs.

Na Fig. 4.2 mostramos dados típicos experimentais para a magneto-condutância a uma

temperatura de T = 30 mK para um nano-fio de InAs com comprimento L = 107 nm sub-

metido a um campo magnético perpendicular. Embora, nas curvas numéricas apresentadas

na seção anterior seja possível contar visivelmente a quantidade de picos, nas curvas expe-

rimentais, apesar da semelhança, não é possível realizar esse tipo de método. A Fig. 4.2

mostra que a curva experimental possui um ruído que não está presente nos dados numéri-

cos. Essas imperfeições nas curvas que aparecem nos dados experimentais são decorrentes
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da flutuação da temperatura e imprecisões dos aparelhos experimentais, não tendo nada a

ver com o comportamento caótico presente no processo sob investigação, de modo que se faz

necessário uma suavização do seu comportamento.

Para suavizar os dados experimentais da condutância, usamos um algorítimo para se

obter a curva de Bézier, que é uma curva polinomial expressa como a interpolação linear entre

alguns pontos representativos ou pontos de controle. Essa curva é exibida em vermelho na

Fig. 4.2 eliminando toda a estrutura de ruído existente nos dados experimentais, mantendo

apenas o comportamento geral da condutância. Utilizando este método conseguimos contar

o número máximo de picos obtidos a partir da obtenção da média da densidade de picos

〈ρ⊥〉 = 3, 4 T−1, onde a variação do campo magnético perpendicular é ∆B⊥ = 4, 915 T.
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Figura 4.2: Flutuações universais da condutância G em função do campo magnético B aplicado perpendi-

cularmente a um nanofio de InAs a uma temperatura T = 30 mK. O comprimento do nanofio é de L = 107

nm. Em vermelho é a curva de Bézier. Realizando o cálculo da densidade de máximos, encontramos o valor

de ρ⊥ = 3, 4 T−1.

Para confirmar o resultado obtido contanto o número de máximos, foi calculada a função

de correlação a partir dos dados experimentais, obtendo a curva da Fig. 4.3. Usando os

resultados obtidos, calculamos o comprimento de correlação que é Γ⊥ = 0, 1975 T que,
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substituindo na Eq. 1.77, esperasse que a densidade de pico seja 〈ρ⊥〉 = 3, 4 T−1, estando

de acordo com os resultados obtidos a partir da contagem dos máximos.
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Figura 4.3: Função de correlação da condutância para um campo magnético perpendicular obtido a partir

da curva experimental. Através desta curva conseguimos encontrar a densidade de máximos ρ⊥ = 3, 4.

4.2 Análise experimental para o campo magnético para-

lelo B‖

Na Fig. 4.4 foi plotado uma curva típica experimental para os dados da magneto-

condutância em T = 30 mK para um nanofio de InAs com comprimento de L = 440 nm,

submetido a um campo magnético paralelo. Como discutido previamente, não podemos con-

tar o número de máximos a partir dos dados experimentais por causa dos ruídos intrínsecos

das subestruturas dos instrumentos utilizado.

Utilizando, novamente, o algorítimo para a obtenção da curva de Bézier, exibimos em

vermelho a curva da condutância em função do campo magnético paralelo, como pode ser

visto na Fig. 4.4. A partir desses resultados, conseguimos contar o número de máximos e

obter a média da densidade de pico 〈ρ‖〉 = 2, 3 T−1, onde a variação do campo magnético

paralelo é ∆B‖ = 4, 859 T. Além disso, a Fig. 4.5 mostra a função de correlação obtida
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a partir dos dados experimentais. Com isto, foi possível encontrar que o comprimento de

correlação é Γ‖ = 0, 1901 T que, substituindo na Eq. 1.75, esperasse que a densidade de

picos seja 〈ρ‖〉 = 2, 9 T−1 que está de acordo como resultado obtido contando o número de

máximos.
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Figura 4.4: Flutuações universais da condutância G em função do campo magnético B aplicado paralela-

mente a um nanofio de InAs a uma temperatura T = 30 mK. O comprimento do nanofio é de L = 440 nm.

Em vermelho é a curva de Bézier.
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Figura 4.5: Função de correlação da condutância para um campo magnético perpendicular obtido a partir

da curva experimental. Através desta curva conseguimos encontrar a densidade de máximos ρ‖ = 2, 9 T−1.



Capítulo 5

Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho, foi apresentado pela primeira vez a utilização do método da densidade de

máximos em uma análise experimental e computacional. A metodologia consiste em realizar

uma contagem da quantidade de picos que ocorrem nas flutuações apresentadas nos gráficos

da condutância G em função do campo magnético perpendicular e paralelo. Foi observado

que, com poucas amostras realizadas, podemos calcular o comprimento de correlação Γz,

utilizando-se das Eqs. 1.77 e 1.75, na qual podemos calcular a densidade de máximos e,

consequentemente, o comprimento de correlação, medida essa necessária para se calcular o

comprimento de coerência de fase lϕ.

Como mostrado nas análises dos dados experimentais e computacionais, com apenas

poucas curvas da condutância em função do campo magnético, podemos determinar com

uma boa precisão o comprimento de correlação, demonstrando assim, a eficácia do método

apresentado. Nas Figs. 5.1 e 5.2, podemos comparar os resultados das médias das densidades

de máximos para todos os casos estudados neste trabalho, mostrando que os resultado são

bastante próximos ao comparar as densidades calculadas pela contagem dos máximos e pela

função de correlação.

Devido a relação mostrada na Eq. 1.66, diversas possibilidades de trabalhos podem ser

encontrados, a exemplo das refs. [53, 54], que através de uma análise mais atual necessitam

calcular o comprimento de coerência de fase, informação necessária para identificar o regime

de transporte no qual está sendo estudado.
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Figura 5.1: (a) Três curvas típicas para a condutância em função do fluxo magnético perpendicular.

Cada uma das curvas é para uma distribuição de desordem realizado com U = 0, 65t e E = 1, 5t. ρ⊥ é a

densidade de máximos (número de picos dividido pela variação fluxo magnético perpendicular). (b) Função

de correlação da condutância para um fluxo magnético perpendicular obtido a partir de 1000 realizações. (c)

Curva experimental da magneto condutância típica em preto para T = 30 mK para um nanofio de InAs com

comprimento L = 107 nm submetido a um campo magnético perpendicular e a vermelha é a curva Bézier.

(d) Função de correlação da condutância em função do campo magnético perpendicular obtido a partir de

uma curva experimental.
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Figura 5.2: (a) Três curvas típicas para a condutância em função do fluxo magnético paralelo. Cada uma

das curvas é para uma distribuição de desordem realizado com U = 0, 65t e E = 1, 5t. ρ⊥ é a densidade

de máximos (número de picos dividido pela variação fluxo magnético paralelo). (b) Função de correlação

da condutância em função do fluxo magnético paralelo obtido a partir de 1000 realizações. (c) Curva

experimental da magneto condutância típica em preto para T = 30 mK para um nanofio de InAs com

comprimento L = 440 nm submetido a um campo magnético paralelo e a vermelha é a curva Bézier. (d)

Função de correlação da condutância em função do campo magnético perpendicular obtido a partir de uma

curva experimental.



Apêndice A

Derivadas Numéricas

Há, nas ciências físicas, um grande conjunto de problemas que envolvem taxas de va-

riações, isto é, derivadas. Uma equação que contém derivadas é denominada de equação

diferencial. Se a equação contém derivadas parciais, está é denominada de equação diferen-

cial parcial, que estão sujeitas as condições de contorno; caso contrário é denominada de

equação diferencial ordinária, que estão sujeitas as condições iniciais.

Para solução de tais problemas, se faz necessário o uso das derivadas numéricas, que

por sua vez, lida com problemas no qual se recebe uma função y = f(x) e deseja obter uma

de suas derivadas no ponto x = xa. A função dada significa que ou temos um algoritmo

que compute a função ou possuímos um conjunto de pontos de dados discretos (xi, yi),

i = 0, 1, . . . , n. Em ambos os casos, temos um número finito de pares de dados (x, y) para

calcular a derivada [55]. Um modo de encontrar a derivada é aproximar a função localmente

por um polinômio e, em seguida, diferenciá-la. Um método muito eficaz seria expandir a

função f(x) em uma série de Taylor em torno do ponto xa, que pode nos fornecer informações

sobre o erro envolvido na aproximação.

A diferenciação numérica não é um processo preciso. Há duas fontes de erro nesse

método, erro de truncamento e de arredondamento. O erro de truncamento vem de termos

de ordem superior na expansão de Taylor e o erro de arredondamento tem várias contribuições

devido a limitação de precisão da máquina [56]. Por esse motivo, uma derivada numérica

nunca pode ter a mesma precisão que a própria função analítica.7
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A.1 Aproximação das Diferenças Finitas

Uma diferença finita é uma expressão da forma f(x + h) − f(x), que quando dividida

por h tem-se um quociente de diferenças Eq. (A.1). A técnica de diferenças finitas consiste

em aproximar a derivada de uma função via equações discretas que requerem apenas um

conjunto finito de pares ordenados.

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)

h
(A.1)

A derivada por aproximação de diferenças finitas de uma função f(x) é baseada em expansões

da série de Taylor de f(x) sobre x, como

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) +
h2

2!
f ′′(x) +

h3

3!
f ′′′(x) +

h4

4!
f (4)(x) + · · · (A.2)

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) +
h2

2!
f ′′(x)− h3

3!
f ′′′(x) +

h4

4!
f (4)(x) + · · · (A.3)

Também realizamos as somas e as diferenças das séries:

f(x+ h) + f(x− h) = 2f(x) + h2f ′′(x) +
h4

12
f (4) + · · · (A.4)

f(x+ h)− f(x− h) = 2hf ′(x) +
h3

3
f ′′′(x) + · · · (A.5)

Note que a soma da Eq. (A.4) contém apenas as derivadas pares, porém na diferença

Eq. (A.5) restaram apenas as derivadas ímpares. Esses equações podem ser vistas como

equações simultâneas que podem ser resolvidas para várias derivadas de f(x). O número de

equações envolvidas e o número de termos mantidos na somatória dependem da ordem da

derivada e do grau de precisão desejado.
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A.1.1 Primeiras Aproximações da Diferença Central

Resolvendo a Eq. A.5 para f ′(x), tem-se

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
+O(h2) (A.6)

que é chamada de primeira aproximação da diferença finita para f ′(x). O termo O(h2) é o

erro de trucamento associado as derivadas de ordens superiores.

Similarmente, fazendo uso da Eq. (A.4) e resolvendo a equação para f ′′(x), tem-se

f ′′(x) =
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
+O(h2) (A.7)

A aproximação para diferença central para outras derivadas podem ser obtidas a partir

das expansões em série de Taylor de f(x+ 2h), f(x− 2h) e suas diferenças.

A.1.2 Primeiras Aproximações da Diferença Não-Central

Como o método das diferenças finitas central usa valores para a função em cada lado da

posição de x, não seria possível calcular as derivadas em x0 e xn, ou seja, para o caso em que

a função é dada por n pontos discretos x0, x1, . . . , xn, usamos a aproximação não-central.

Há uma necessidade de expressões de diferença finitas que requerem uma análise da função

somente em um lado de x. Essas expressões são chamadas de aproximação de diferenças

finitas para frente e para trás.

A equação para f ′(x) também pode ser obtida fazendo uso das Eq. (A.2) e (A.3).

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
− h

2
f ′′(x)− h2

6
f ′′′(x)− h3

4!
f (4)(x)− · · · (A.8)

Mantendo apenas o primeiro termo do lado direito, obtém-se a primeira aproximação da

diferença finita “para frente”:

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
+O(h) (A.9)
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Similarmente, utilizando a Eq. (A.3) obtém-se a primeira aproximação da diferença finita

“para trás”:

f ′(x) =
f(x)− f(x− h)

h
+O(h) (A.10)

Note que o erro devido ao truncamento agora é O(h), que não é tão bom quanto O(h2)

da aproximação da diferença central. De forma análoga, as aproximações para derivadas de

ordens superiores podem ser obtidas a partir das expansões em série de Taylor das equações

f(x+ 2h), f(x− 2h) e suas diferenças.



Apêndice B

Códigos Python

Listing B.1: Nanofita com energia fixa em E = 1.5t, potencial U variando numa distribuição

uniforme e campo magnético nulo.

1 import kwant

2 import numpy as np

3 import matp lo t l i b . pyplot as p l t

4 from kwant . d i g e s t import uniform

5 from types import SimpleNamespace

6

7 i = 0

8

9 while i <= 1999 :

10 def s i s tema ( t=1, L=310 , W=25) :

11 rede = kwant . l a t t i c e . square ( )

12

13 def on s i t e ( s i t e , params ) :

14 return params .U0 ∗ ( uniform ( repr ( s i t e ) , repr ( params . s a l t ) ) − 0 . 5 )

+ 4 ∗ t

15

16 sys = kwant . bu i l d e r . Bu i lder ( )

17 sys [ ( rede (x , y ) for x in range (L) for y in range (W) ) ] = on s i t e

18 sys [ rede . ne ighbors ( ) ] = −t

19

20 sim = kwant . TranslationalSymmetry ( ( 1 , 0) )
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21 gu ia s = kwant . bu i l d e r . Bu i lder ( sim )

22 gu ia s [ ( rede (0 , y ) for y in range (W) ) ] = 4 ∗ t

23 gu ia s [ rede . ne ighbors ( ) ] = −t

24

25 sys . attach_lead ( gu ia s )

26 sys . attach_lead ( gu ia s . reversed ( ) )

27

28 return ( sys )

29

30 sys = s i s tema ( )

31 sys = sys . f i n a l i z e d ( )

32

33 Gs = [ ]

34 s a l t = np . random . rand int (0 , 1000)

35 po t en c i a i s = np . arange (0 , 201) /100

36

37 for U0 in po t en c i a i s :

38 params = SimpleNamespace (U0=U0 , s a l t=s a l t )

39 smat = kwant . smatr ix ( sys , energy =1.5 , args=[params ] )

40 Gs . append ( smat . t r ansmi s s i on (1 , 0) )

41

42 arq = open(’Gs.txt’ , ’a’ )

43 arq . wr i t e ( str (Gs) + ’\n’ )

44 arq . c l o s e ( )

45

46 i += 1

Listing B.2: Nanofita com energia fixa em E = 1.5t, potencial fixo em U = 0.65t, variando

o fluxo magnético perpendicular.

1 import kwant

2 from kwant . d i g e s t import uniform

3

4 import numpy as np

5 from cmath import exp

6 from types import SimpleNamespace

7
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8 import matp lo t l i b . pyplot as p l t

9

10 i = 0

11

12 while i <= 19 :

13 def s i s tema ( t=1, L=310 , W=25) :

14 rede = kwant . l a t t i c e . square ( )

15

16 def on s i t e ( s i t e , params ) :

17 return params .U0 ∗ ( uniform ( repr ( s i t e ) , repr ( params . s a l t ) ) − 0 . 5 )

+ 4 ∗ t

18

19 def hopping ( s i t e_i , s i t e_j , params ) :

20 xi , y i = s i t e_ i . pos

21 xj , y j = s i t e_ j . pos

22 return −t ∗ exp (−0.5 j ∗ params . phi ∗ ( x i − xj ) ∗ ( y i + yj ) )

23

24 sys = kwant . bu i l d e r . Bu i lder ( )

25 sys [ ( rede (x , y ) for x in range (L) for y in range (W) ) ] = on s i t e

26 sys [ rede . ne ighbors ( ) ] = hopping

27

28 sim = kwant . TranslationalSymmetry ( ( 1 , 0) )

29 gu ia s = kwant . bu i l d e r . Bu i lder ( sim )

30 gu ia s [ ( rede (0 , y ) for y in range (W) ) ] = 4 ∗ t

31 gu ia s [ rede . ne ighbors ( ) ] = −t

32

33 sys . attach_lead ( gu ia s )

34 sys . attach_lead ( gu ia s . reversed ( ) )

35

36 return ( sys )

37

38 sys = s i s tema ( )

39 sys = sys . f i n a l i z e d ( )

40

41 s a l t = np . random . rand int (20)

42 phi s = np . arange (0 , 401) /10000
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43 U0 = 0.65

44 Gs = [ ]

45

46 for phi in phi s :

47 params = SimpleNamespace (U0=U0 , phi=phi , s a l t=s a l t )

48 smat = kwant . smatr ix ( sys , energy =1.5 , args=[params ] )

49 Gs . append ( smat . t r ansmi s s i on (1 , 0) )

50

51 arq = open(’Gs_phi_test.txt’ , ’a’ )

52 arq . wr i t e ( str (Gs) + ’\n’ )

53 arq . c l o s e ( )

54

55 i += 1

Listing B.3: Nanofita com energia fixa em E = 1.5t, potencial fixo em U = 0.65t, variando

o campo magnético paralelo.

1 import kwant

2 from kwant . d i g e s t import uniform

3

4 import t i nya r ray

5

6 import numpy as np

7 from cmath import exp

8 from types import SimpleNamespace

9

10 import matp lo t l i b . pyplot as p l t

11

12 i = 0

13

14 i dent = np . i d e n t i t y (2 )

15 sigma_y = t inyar ray . array ( [ [ 0 , −1 j ] , [ 1 j , 0 ] ] )

16

17 while i <= 49 :

18 def s i s tema ( t=1, L=310 , W=25) :

19 rede = kwant . l a t t i c e . square ( )

20
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21 def on s i t e ( s i t e , params ) :

22 return params .U0 ∗ ( uniform ( repr ( s i t e ) , repr ( params . s a l t ) ) − 0 . 5 )

∗ i dent + 4 ∗ t ∗ i dent + params . b ∗ sigma_y ∗ t

23

24 sys = kwant . bu i l d e r . Bu i lder ( )

25 sys [ ( rede (x , y ) for x in range (L) for y in range (W) ) ] = on s i t e

26 sys [ rede . ne ighbors ( ) ] = −t ∗ i dent

27

28 sim = kwant . TranslationalSymmetry ( ( 1 , 0) )

29 gu ia s = kwant . bu i l d e r . Bu i lder ( sim )

30 gu ia s [ ( rede (0 , y ) for y in range (W) ) ] = 4 ∗ t ∗ i dent

31 gu ia s [ rede . ne ighbors ( ) ] = −t ∗ i dent

32

33 sys . attach_lead ( gu ia s )

34 sys . attach_lead ( gu ia s . reversed ( ) )

35

36 return ( sys )

37

38 sys = s i s tema ( )

39 sys = sys . f i n a l i z e d ( )

40

41 s a l t = np . random . rand int (10000)

42 bs = np . arange (1600 , 2801) /20000

43 U0 = 0.65

44 Gs = [ ]

45

46 for b in bs :

47 params = SimpleNamespace (U0=U0 , b=b , s a l t=s a l t )

48 smat = kwant . smatr ix ( sys , energy =1.5 , args=[params ] )

49 Gs . append ( smat . t r ansmi s s i on (1 , 0) )

50

51 arq = open(’Gs_E1.5_b_R50.txt’ , ’a’ )

52 arq . wr i t e ( str (Gs) + ’\n’ )

53 arq . c l o s e ( )

54

55 i += 1
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Listing B.4: Calculo da função de correlação para os valores obtidos da condutância.

1 import numpy as np

2 import matp lo t l i b . pyplot as p l t

3

4 dados = np . l oadtx t (’Gs_E1.5_phi_R1000.txt’ , dtype=f loat , d e l im i t e r=’,’ )

5

6 va l = dados [ : , [ 0 ] ] ∗ dados [ : , [ 0 ] ]

7 media = np .mean( dados [ : , [ 0 ] ] ) ∗ np .mean( dados [ : , [ 0 ] ] )

8 cov_nr = va l .mean (0 ) − media

9

10 cov = [ ]

11

12 for i in range (1201) :

13 va lo r = dados [ : , [ 0 ] ] ∗ dados [ : , [ i ] ]

14 media2 = np .mean( dados [ : , [ 0 ] ] ) ∗ np .mean( dados [ : , [ i ] ] )

15 cov . append ( ( va l o r .mean (0) − media2 ) /cov_nr )

16

17 arq = open(’corre.txt’ , ’a’ )

18 arq . wr i t e ( str ( cov ) + ’\n’ )

19 arq . c l o s e ( )
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